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aXbCcdb6a?e3fZgPh�i
jlkCmon�p q	r�stmop uwv x�yzxzn/rG{�x}|�so~�|�~�qtxG��r�moxwu�n�k�p ����x3��~�s3qt~�v {�p k��Zmon�x}��� mon�~�s���xTs	��~���k/��r�st�,{�r�v ��x�|�so~���v xw�dr�q3rZuw~���|�v xG�|/r�p s2~��6��~���k/��r�st��{�r�v ��xE|�so~���v xw�2qw�	��xEn/rG{�xEuw~�k�qtp ��xTsoxG����� mon�~�s���xTs2��~���k/��r�st��{�r�v ��xE|�so~���v xw�=p k�~�s���p k/r�st���p ��xTsoxwk�mop r�v,xG���/r�mop ~�k���~�sUmon�x���xw{�xwv ~�|��2xwk�m?~��Cmon�x�k����2xTsop uGr�vPmoxwu�n�k�p ����x����zn�xTsox!r�sox!�Xr�k���moxwu�n�k�p ����xwqE��~�smon�x�k����2xTsop uGr�vPqt~�v ��mop ~�k�~���mon�x�|�so~���v xw��uw~�k�qtp ��xTsoxG��p k�mon�p q?r�stmop uwv x��P�zn���qXyzx�uw~�k�qtp ��xTsoxG��mon�x!r�|�|�v p uGr�mop ~�k~���mon�x��/k�p mox���p ��xTsoxwk�uwx��2xTmon�~��?��~�s,mon�x�k����2xTsop uGr�v'qt~�v ��mop ~�k!~��}mon�x�|�so~���v xw�U��jlkLmon�p q,r�stmop uwv x�yzx�mts�r�k�q���~�so�2xG���� mon�~�s���xTs,��p ��xTsoxwk�mop r�v3|�so~���v xw��p k�mo~Eq���q�moxw�R~��z��p ��xTsoxwk�mop r�v	xG���/r�mop ~�k�q6~��zv ~GyzxTs,~�s���xTs,k/r��2xwv �L~�k�x�r�k/�L��~���sG���x8��p qtuTsoxTmop �wxG�Lmon�x�q���q�moxw�R~�����p ��xTsoxwk�mop r�v	xG���/r�mop ~�k�q6p k�mo~Euw~�k�qtp ��xTsoxG����~��Xr�p k�~���mon�x�|�so~���v xw�U���zn���qPyzx���~�mrPq���q�moxw�d~���r�v ��xw��s�r�p u�xG���/r�mop ~�k�qw����~�s3mon�xzk����2xTsop uGr�v�qt~�v ��mop ~�k8~��/mon�xz|�so~���v xw�U��yzx�n/rG{�x�mon�x�q���q�moxw��~���r�v ��xw��s�r�p uxG���/r�mop ~�k�qw���zn�xCqt~�v ��mop ~�kL~��	mon�xCr�v ��xw��s�r�p u�xG���/r�mop ~�k�qZp qPr�kLr�|�|�so~G��p �Xr�mox,qt~�v ��mop ~�kL~��	mon�x,|�so~���v xw�^uw~�k�qtp ��xTsoxG����?~�soxw~�{�xTs6yzx���xTm,k����2xTsop uGr�v'r�|�|�so~G��p �Xr�mop ~�kL~��}��soq�m,r�k/�Uqtxwuw~�k/����xTsop {�r�mop {�x�r�q6rX����|�so~�����uTmZ~��}mon�xC|�so~�|�~�qtxG��2xTmon�~����w��x}n/rG{�x}qtn�~Gy�kCmon/r�m'|�so~�|�~�qtxG�C�2xTmon�~��,p q'uw~�k�{�xTso��xwk�m	r�k/�,~�s���xTs	~��/r�uwuw��s�r�uT�C~���mon�x}|�so~�|�~�qtxG�C�2xTmon�~��p qCr�m6v xGr�qtx2���/r���s�r�mop u��#�zn�x�k����2xTsop uGr�v�soxwqt��v moq6~���m�r�p k�xG��p k�uw~��2|���m�r�mop ~�k/r�v'xT��|�xTsop �2xwk�mP~�k�mon�xCmoxwq�m,|�so~���v xw�2qr�|�|�so~�{�xPmon�x,xT 2uwp xwk�uT�?r�k/�Ur�uwuw��s�r�uT�?~��'mon�x6�2xTmon�~����
¡�¢�£�¤#¥�¦�¢�£G§�¨�©Eª�«�¬�­w¥�¨�£E®�¯ ¢/©G©G§ °3¨�¢�£G§ ±�²�³t´�µ#¶�µ�·G¸'¹�º�»3¼G½���¹�º�»3¼�¾��
¿?¥�À�Á�±/Â�Ã'©�¸���~���k/��r�st�2{�r�v ��xZ|�so~���v xw�U��uw����p uZ~�s���xTs�uw~�k�{�xTso��xwk�uwx�����p ��xTsoxwk�uwxP�2xTmon�~�������� monX~�s���xTs���p ��xTsoxwk�mop r�vxG���/r�mop ~�k#��~����?~�s���xTs�|�so~���v xw�2qw��~�����ÄÅxw{�xwkE~�s���xTsZ|�so~���v xw�2qw�

Æ b,Ç�f�È�É�Ê�g6ËZÌ�È�ÍlÊ�f
I8Î3ÏUÐ	Ñ�Ï�Ò�Ï�Ó3Ô�Ï�ÒXÕ�Ö,×'Ø�Ù�Ï�Ñ�Ï�Ó#ÚGØÅÛ�ÜZÏ�Ý#Þ}Û�ÚGØßÕ/Ó3Ò2ØàÓ�á�Û�ÚGÎ3Ï�á�Û�ÚGØßÔ�Û�ÜZáâÕ�×	Ï�ÜàÜàØàÓ	ãâÕ�ÖPÐ	Î#ä'ÒGØßÔ�Û�Ü�Ð	Î3Ï�Ó3Õ/áâÏ�Ó}Û

ØàÓ�Ó}Û�ÚGÞ	Ñ�Û�Ü�Ò�Ô�ØßÏ�Ó3Ô�Ï�ÒZÛ�Ñ�ÏCÔ�Õ/á�áâÕ/Ó�å�;_æ	Ö�ÚGÎ�Õ/Ñ�×	Ï�ÑZ×'Ø�Ù�Ï�Ñ�Ï�Ó#ÚGØÅÛ�Ü'Ï�Ý#Þ}Û�ÚGØßÕ/Ó!Û�Ó3×�Ô�Õ/ÑGÑ�Ï�ÒGÐzÕ/Ó3×'ØàÓ	ãEçzÕ/Þ	Ó3×3Û�ÑGä
è Û�ÜàÞ3ÏLÐ	Ñ�Õ/ç	ÜßÏ�áéÛ�ÑGØßÒ�ÏUØàÓ�ÚGÎ3ÏLÒGÚGÞ3×'ä�Õ�Ö,×'ä�Ó}Û�á�ØßÔ�ÒEÕ�Ö6ÚGÎ3Ï?ê3Þ	Øß×�ØàÓ�ÑGÎ3Ï�Õ/ÜßÕ/ã�ä�ëàì�í3î�ï�å	D�Ó�ÚGÎ	ØßÒ?Û�ÑGÚGØßÔ�ÜßÏLð�Ï
Ô�Õ/Ó3ÒGØß×	Ï�Ñ�Û?áâÏ�ÚGÎ3Õ�×!ÖtÕ/Ñ6ÚGÎ3Ï8Ó#Þ	áâÏ�ÑGØßÔ�Û�Ü}Ò�Õ/ÜàÞ	ÚGØßÕ/ÓâÕ�Ö�ÚGÎ3Ï�æ	Ö�ÚGÎ�Õ/Ñ�×	Ï�Ñ,çzÕ/Þ	Ó3×3Û�ÑGä è Û�ÜàÞ3Ï8Ð	Ñ�Õ/ç	ÜßÏ�áâÒCÕ�Ö�ÚGÎ3ÏÖtÕ/ÜàÜßÕ�ð2ØàÓ	ãâÖtÕ/ÑGá�ñ

u(5)(x) = f(x, u), a < x < b, ò ì�åàì�óð2Î3Ï�Ñ�ÏdÖ�Þ	Ó3Ô�ÚGØßÕ/Ó
f(x, u)

ØßÒ�Ñ�Ï�ã�Þ	ÜÅÛ�ÑôÛ�Ó3×õ×'Ø�Ù�Ï�Ñ�Ï�Ó#ÚGØÅÛ�ç	ÜßÏ_ØàÓ
[a, b]

Û�Ó3×õÒGÞ	ç'öGÏ�Ô�Ú�Ú�ÕSÚGÎ3ÏdçzÕ/Þ	Ó3×3Û�ÑGä
Ô�Õ/Ó3×'ØàÚGØßÕ/Ó3Ò

u(a) = α1, u′(a) = α2, u′′(a) = α3, u(b) = β1
Û�Ó3×

u′(b) = β2

ð2Î3Ï�Ñ�Ï
α1, α2, α3, β1

Û�Ó3×
β2
Û�Ñ�ÏLÑ�Ï�Û�ÜZÔ�Õ/Ó3ÒGÚ�Û�Ó#Ú�å

;÷ÜàØàÚ�Ï�Ñ�Û�ÚGÞ	Ñ�Ï�Õ/ÓøÚGÎ3ÏSÚGÎ3Ï�Õ/Ñ�Ï�ÚGØßÔ�Û�Ü�Ô�Õ/Ó3Ô�Ï�Ð	Ú�ÒùÕ�Ö�Ï�ú'ØßÒGÚ�Ï�Ó3Ô�Ï�Û�Ó3×\Þ	Ó	ØßÝ#Þ3Ï�Ó3Ï�Ò�ÒùÕ�Ö�ÚGÎ3Ï^Ò�Õ/ÜàÞ	ÚGØßÕ/Ó
Õ�Ö�Ð	Ñ�Õ/ç	ÜßÏ�á ò ì�åàì�ó�ØàÓõ×	Ï�Ú�Û�ØàÜLÔ�Û�ÓRçzÏ�ÖtÕ/Þ	Ó3×RØàÓ\ë û�ï�å�I8Î#Þ3Ò�ÚGÎ3Ï�Ï�ú'ØßÒGÚ�Ï�Ó3Ô�Ï�Û�Ó3×RÞ	Ó	ØßÝ#Þ3Ï�Ó3Ï�Ò�Ò�Õ�Ö�ÚGÎ3Ï
Ò�Õ/ÜàÞ	ÚGØßÕ/Ó�Ú�Õ�Ð	Ñ�Õ/ç	ÜßÏ�á ò ì�åàì�ó,ØßÒ8Û/Ò�ÒGÞ	áâÏ�×�å�I8Î3ÏUÏ�á�Ð	Î}Û/ÒGØßÒ�ØàÓüÚGÎ	ØßÒ8Û�ÑGÚGØßÔ�ÜßÏ?ð2ØàÜàÜ�çzÏ?Õ/ÓüÚGÎ3Ï?×	Ï è Ï�ÜßÕ/Ð	áâÏ�Ó#ÚÕ�ÖUÛ�Ó#Þ	áâÏ�ÑGØßÔ�Û�ÜXáâÏ�ÚGÎ3Õ�×_ÖtÕ/Ñ!ÚGÎ3Ï�Û�Ð	Ð	Ñ�Õ�ú'Øàá�Û�Ú�Ï�Ó#Þ	áâÏ�ÑGØßÔ�Û�ÜXÒ�Õ/ÜàÞ	ÚGØßÕ/ÓýÕ�ÖEÚGÎ3Ï�æ	Ö�ÚGÎSÕ/Ñ�×	Ï�Ñ�çzÕ/Þ	Ó3×3Û�ÑGä
è Û�ÜàÞ3ÏLÐ	Ñ�Õ/ç	ÜßÏ�á�å
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D�ÓOÚGÎ3ÏýÜàØàÚ�Ï�Ñ�Û�ÚGÞ	Ñ�Ï^ÜàØàÚGÚGÜßÏýð�Õ/Ñ
-\Ñ�Ï�ÐzÕ/ÑGÚ�Ï�×øÕ/ÓOÚGÎ3Ï^Ò�Õ/ÜàÞ	ÚGØßÕ/Ó�Õ�Ö�Õ�×	×\Î	Øàã�Î3Ï�Ñ Õ/Ñ�×	Ï�Ñ_çzÕ/Þ	Ó3×3Û�ÑGä

è Û�ÜàÞ3ÏSÐ	Ñ�Õ/ç	ÜßÏ�áâÒ�å!Q�Õ/áâÏSð�Õ/Ñ
-=Ñ�Ï�ÐzÕ/ÑGÚ�Ï�×OØàÓOÚGÎ3ÏSÜàØàÚ�Ï�Ñ�Û�ÚGÞ	Ñ�Ï^ÒGÐzÏ�Ô�ØÅÛ�ÜàÜàä\Õ/Ó=æ	Ö�ÚGÎøÕ/Ñ�×	Ï�Ñ_çzÕ/Þ	Ó3×3Û�ÑGä
è Û�ÜàÞ3ÏLÐ	Ñ�Õ/ç	ÜßÏ�áâÒUÛ�Ñ�ÏUæ3Ó	ØàÚ�Ï�×'Ø�Ù�Ï�Ñ�Ï�Ó3Ô�Ï�áâÏ�ÚGÎ3Õ�×ùë ./ï�í3ÒGÐ	ÜàØàÓ3ÏLáâÏ�ÚGÎ3Õ�×ùë , í0/�ï�í}Û/×	Õ/á�ØÅÛ�Ó�×	Ï�Ô�Õ/á�ÐzÕ�ÒGØàÚGØßÕ/ÓáâÏ�ÚGÎ3Õ�×ôë 1�ï�í#ÒGÐzÏ�Ô�ÚGÑ�Û�Ü�2LÛ�ÜßÏ�Ñ
-�ØàÓ�Û�Ó3×�Ô�Õ/ÜàÜßÕ�Ô�Û�ÚGØßÕ/ÓüáâÏ�ÚGÎ3Õ�×ôë î'í43	í45�ï�í#×'Ø�Ù�Ï�Ñ�Ï�Ó#ÚGØÅÛ�Ü�ÚGÑ�Û�Ó3ÒwÖtÕ/ÑGá�Û�ÚGØßÕ/Ódëàì�6�ï
Û�Ó3×�Ñ�Ï�ÖtÏ�Ñ�Ï�Ó3Ô�Ï�ÒCÚGÎ3Ï�Ñ�Ï�ØàÓ�å�BEÏ�Ô�Ï�Ó#ÚGÜàä!Ð	Ñ�Õ/ç	ÜßÏ�á ò ì�åàì�ó6Ò�Õ/Ü è Ï�×�ç#ä!Ñ�Ï�Ð	Ñ�Õ�×'Þ3Ô�ØàÓ	ã7-�Ï�ÑGÓ3Ï�Ü3áâÏ�ÚGÎ3Õ�×�Û�Ó3×�Ò�Õ/áâÏÜàØàÚ�Ï�Ñ�Û�ÑGä�ð�Õ/Ñ
-�Ñ�Ï�ÐzÕ/ÑGÚ�Ï�×�ØàÓ_ëàì�ì�ï�å

J?Ï�Ó3Ô�Ï�íCÚGÎ3Ï�Ð	Þ	ÑGÐzÕ�Ò�ÏôÕ�ÖLÚGÎ	ØßÒ�Û�ÑGÚGØßÔ�ÜßÏ�ØßÒ�Ú�Õ_×	Ï è Ï�ÜßÕ/ÐRÓ#Þ	áâÏ�ÑGØßÔ�Û�ÜUáâÏ�ÚGÎ3Õ�×ýÖtÕ/Ñ�Ò�Õ/ÜàÞ	ÚGØßÕ/Ó Õ�ÖUæ	Ö�ÚGÎÕ/Ñ�×	Ï�Ñ�çzÕ/Þ	Ó3×3Û�ÑGä è Û�ÜàÞ3Ï�Ð	Ñ�Õ/ç	ÜßÏ�áâÒ ò ì�åàì�ó�å�;EÓ�Õ�×	×^ÚGÎ	ØàÑ�×�Õ/Ñ�×	Ï�Ñ�çzÕ/Þ	Ó3×3Û�ÑGä è Û�ÜàÞ3Ï�Ð	Ñ�Õ/ç	ÜßÏ�á Ò�Õ/Ü è Ï�×Û�Ó3×OçzÕ/Þ	Ó3×3Û�ÑGäOÔ�Õ/Ó3×'ØàÚGØßÕ/Ó3Ò_ØàÓ3Ô�Õ/ÑGÐzÕ/Ñ�Û�Ú�Ï�×øØàÓOÓ}Û�ÚGÞ	Ñ�Û�Ü�ð8Û�ä\ØàÓ ëàì�î�ï�å�@�Õ/ÚGØ è Û�Ú�Ï�×Oç#ä=ÚGÎ}Û�Ú_ð�Õ/Ñ
-zí
ð�Ï�×	Ï è Ï�ÜßÕ/ÐzÏ�× æ3Ó	ØàÚ�Ï�×'Ø�Ù�Ï�Ñ�Ï�Ó3Ô�Ï�áâÏ�ÚGÎ3Õ�×ùÖtÕ/Ñ�Ó#Þ	áâÏ�ÑGØßÔ�Û�ÜEÒ�Õ/ÜàÞ	ÚGØßÕ/Ó^Õ�ÖEæ	Ö�ÚGÎýÕ/Ñ�×	Ï�Ñ�çzÕ/Þ	Ó3×3Û�ÑGä è Û�ÜàÞ3ÏÐ	Ñ�Õ/ç	ÜßÏ�á ç#ädÑ�Ï�×'Þ3Ô�ØàÓ	ãôÚ�Õ�ÒGä'ÒGÚ�Ï�á Õ�Ö2Õ�×	×�8�Ï è Ï�Ó Õ/Ñ�×	Ï�Ñ�çzÕ/Þ	Ó3×3Û�ÑGä è Û�ÜàÞ3Ï�Ð	Ñ�Õ/ç	ÜßÏ�áâÒ�åZIZÕ�ÚGÎ3Ï�çzÏ�ÒGÚ�Õ�ÖÕ/Þ	Ñ9-�Ó3Õ�ð2ÜßÏ�×'ã�Ï�íCØàÓýÚGÎ3Ï�ÜàØàÚ�Ï�Ñ�Û�ÚGÞ	Ñ�Ï�Ó3ÕdáâÏ�ÚGÎ3Õ�×^ÒGØàá�ØàÜÅÛ�Ñ�Ú�Õ�Ð	Ñ�Õ/ÐzÕ�Ò�Ï�×SáâÏ�ÚGÎ3Õ�×SÖtÕ/Ñ�ÚGÎ3Ï�Ó#Þ	áâÏ�ÑGØßÔ�Û�Ü
Ò�Õ/ÜàÞ	ÚGØßÕ/ÓRÕ�ÖLÐ	Ñ�Õ/ç	ÜßÏ�á ò ì�åàì�ó�Î}Û/ÒâçzÏ�Ï�Ó�Ñ�Ï�ÐzÕ/ÑGÚ�Ï�×�å%:_Ï�Î3Õ/ÐzÏ�ÚGÎ}Û�ÚüÕ/ÚGÎ3Ï�Ñ�Ò�á�Û�äSæ3Ó3×^ÚGÎ3Ï�Ð	Ñ�Õ/ÐzÕ�Ò�Ï�×áâÏ�ÚGÎ3Õ�×�Û�ÓdØàá�Ð	Ñ�Õ è Ï�áâÏ�Ó#Ú�Ú�ÕüÚGÎ3Õ�Ò�Ï�Ï�ú'ØßÒGÚGØàÓ	ãüæ3Ó	ØàÚ�Ï�×'Ø�Ù�Ï�Ñ�Ï�Ó3Ô�Ï�áâÏ�ÚGÎ3Õ�×	ÒEÖtÕ/Ñ?æ	Ö�ÚGÎdÕ/Ñ�×	Ï�ÑLçzÕ/Þ	Ó3×3Û�ÑGä
è Û�ÜàÞ3ÏUÐ	Ñ�Õ/ç	ÜßÏ�áâÒ�å

:_Ï�Î}Û è ÏüÐ	Ñ�Ï�Ò�Ï�Ó#Ú�Ï�×SÕ/Þ	Ñ�ð�Õ/Ñ
-_ØàÓ ÚGÎ	ØßÒ�Û�ÑGÚGØßÔ�ÜßÏ�Û/Ò�ÖtÕ/ÜàÜßÕ�ðXÒ�ñ6D�ÓýQ�Ï�Ô�ÚGØßÕ/Ó^î�ÚGÎ3Ïâæ3Ó	ØàÚ�Ï�×'Ø�Ù�Ï�Ñ�Ï�Ó3Ô�ÏáâÏ�ÚGÎ3Õ�×�ízØàÓ Q�Ï�Ô�ÚGØßÕ/Óùûüð�Ï�×	Ï�ÑGØ è Ï�×_Û�æ3Ó	ØàÚ�Ï�×'Ø�Ù�Ï�Ñ�Ï�Ó3Ô�Ï�áâÏ�ÚGÎ3Õ�×�å�D�ÓùQ�Ï�Ô�ÚGØßÕ/Ó�.3í�ð�Ï�Î}Û è Ï�×'ØßÒ�Ô�Þ3Ò�Ò�Ï�×Ô�Õ/Ó è Ï�ÑGã�Ï�Ó3Ô�Ï_Õ�Ö�ÚGÎ3Ï�Ð	Ñ�Õ/ÐzÕ�Ò�Ï�×RáâÏ�ÚGÎ3Õ�×RÞ	Ó3×	Ï�Ñ�Û�Ð	Ð	Ñ�Õ/Ð	ÑGØÅÛ�Ú�Ï�Ô�Õ/Ó3×'ØàÚGØßÕ/Ó�å2I8Î3Ï�Û�Ð	Ð	ÜàØßÔ�Û�ÚGØßÕ/Ó Õ�Ö�ÚGÎ3Ï
Ð	Ñ�Õ/ÐzÕ�Ò�Ï�×ôáâÏ�ÚGÎ3Õ�×dÕ/Ó�ÚGÎ3Ï�Ú�Ï�ÒGÚ?Ð	Ñ�Õ/ç	ÜßÏ�áâÒ�Û�Ó3×ôÓ#Þ	áâÏ�ÑGØßÔ�Û�Ü,Ñ�Ï�ÒGÞ	ÜàÚ�Ò?ØàÓ_Q�Ï�Ô�ÚGØßÕ/Ó , å�;ø×'ØßÒ�Ô�Þ3Ò�ÒGØßÕ/Ó�Û�Ó3×
Ô�Õ/Ó3Ô�ÜàÞ3ÒGØßÕ/ÓôÕ/Ó�ÚGÎ3Ï�Õ è Ï�Ñ�Û�ÜàÜ�ÐzÏ�ÑwÖtÕ/ÑGá�Û�Ó3Ô�Ï�Õ�Ö6ÚGÎ3ÏUÐ	Ñ�Õ/ÐzÕ�Ò�Ï�×�áâÏ�ÚGÎ3Õ�×ôÛ�Ñ�ÏLÐ	Ñ�Ï�Ò�Ï�Ó#Ú�Ï�×�ØàÓdQ�Ï�Ô�ÚGØßÕ/Ó;/'å

< b>=@?ZhBA�ÍDC�h#É�h�fZÌ�hFE=h�È�?ZÊ�g
H�Ï�ÚXÞ3ÒXÔ�Õ/Ó3ÒGØß×	Ï�ÑXÚGÎ3ÏUÖtÕ/ÜàÜßÕ�ð2ØàÓ	ãâØàÓ	ØàÚGØÅÛ�Ü è Û�ÜàÞ3ÏUÐ	Ñ�Õ/ç	ÜßÏ�á�í

du

dx
= v(x), a < x < b, ò î'åàì�ó

ð2ØàÚGÎ�ÚGÎ3ÏUØàÓ	ØàÚGØÅÛ�ÜPÔ�Õ/Ó3×'ØàÚGØßÕ/Ó
u(a) = α1,ð2Î3Ï�Ñ�Ï

v(x)
ØßÒEÒ�Õ/áâÏ�×'Ø�Ù�Ï�Ñ�Ï�Ó#ÚGØÅÛ�ç	ÜßÏ�Ö�Þ	Ó3Ô�ÚGØßÕ/ÓôØàÓ

[a, b]
å}I8Î3Ï�Ó�Ï�Ý#Þ}Û�ÚGØßÕ/Ó ò ì�åàì�ó8ÚGÑ�Û�Ó3ÒwÖtÕ/ÑGáâÏ�×�ØàÓ#Ú�Õ�ÚGÎ3ÏÖtÕ/ÜàÜßÕ�ð2ØàÓ	ãâÖtÕ/ÑGá�í

d4v

dx4
= f(x, u), a < x < b, ò î'å î�ó

ð2ØàÚGÎ�ÚGÎ3ÏUçzÕ/Þ	Ó3×3Û�ÑGä�Ô�Õ/Ó3×'ØàÚGØßÕ/Ó3Ò

v(a) = α2, v′(a) = α3, v(b) = β2
Û�Ó3×

v′(b) = γ1,

ð2Î3Ï�Ñ�Ï
γ1

ØßÒ_Û�Ó�Û�Ð	Ð	Ñ�Õ�ú'Øàá�Û�Ú�Ï è Û�ÜàÞ3ÏýÛ�Ó3×OÏ�Ý#Þ}Û�Ü�Ú�Õ 2(α1+(N+1)hβ2−β1)
((N+1)h)2

åLI8Î#Þ3Ò�ÚGÎ3Ï æ	Ö�ÚGÎOÕ/Ñ�×	Ï�Ñ
çzÕ/Þ	Ó3×3Û�ÑGä è Û�ÜàÞ3Ï�Ð	Ñ�Õ/ç	ÜßÏ�á ò ì�åàì�ó?Î}Û/ÒLçzÏ�Ï�Ó_Ñ�Ï�×'Þ3Ô�Ï�×_Ú�Õ�Û�ÒGä'ÒGÚ�Ï�á Õ�Ö8ÜßÕ�ð�Ï�Ñ!Õ/Ñ�×	Ï�Ñ�çzÕ/Þ	Ó3×3Û�ÑGä è Û�ÜàÞ3ÏÐ	Ñ�Õ/ç	ÜßÏ�áâÒ ò î'åàì�óHG ò î'å î�ó�å:_Ï�×	Ï�æ3Ó3Ï

N
æ3Ó	ØàÚ�Ï�Ó#Þ	á�çzÏ�Ñ�Ò�Õ�Ö8Ó3Õ�×3Û�Ü,ÐzÕ/ØàÓ#Ú�Ò

a 6 x0 < x1 < x2 < . . . < xN+1 6 b
Þ3ÒGØàÓ	ã

Þ	Ó	Ø�ÖtÕ/ÑGá ÒGÚ�Ï�Ð^ÜßÏ�Ó	ã�ÚGÎ
h
ÒGÞ3Ô�Î�ÚGÎ}Û�Ú

xi = a + ih
í
i = 0, 1, 2, . . . , N + 1,

ØàÓ
[a, b]

í�ÚGÎ3Ï�×	Õ/á�Û�ØàÓ
ØàÓ ð2Î	ØßÔ�Î ÚGÎ3ÏdÒ�Õ/ÜàÞ	ÚGØßÕ/Ó Õ�Ö�ÚGÎ3Ï�Ð	Ñ�Õ/ç	ÜßÏ�á ò ì�åàì�óâØßÒ�×	Ï�ÒGØàÑ�Ï�×�åXQ#Þ	Ð	ÐzÕ�Ò�Ï�ð�Ï�ð2ØßÒGÎ Ú�ÕS×	Ï�Ú�Ï�ÑGá�ØàÓ3ÏdÚGÎ3ÏÓ#Þ	áâÏ�ÑGØßÔ�Û�ÜCÛ�Ð	Ð	Ñ�Õ�ú'Øàá�Û�ÚGØßÕ/Ó_Õ�Ö�Ò�Õ/ÜàÞ	ÚGØßÕ/Ó

u(x)
Õ�ÖCÚGÎ3Ï�Ð	Ñ�Õ/ç	ÜßÏ�á ò ì�åàì�ó?Û�ÚEÚGÎ3Ï�Ó3Õ�×3Û�ÜPÐzÕ/ØàÓ#Ú xi Û�Ó3×ôÜßÏ�Ú

ui
×	Ï�Ó3Õ/Ú�Ï�Ò8ÚGÎ3Ï?Ó#Þ	áâÏ�ÑGØßÔ�Û�ÜZÛ�Ð	Ð	Ñ�Õ�ú'Øàá�Û�ÚGØßÕ/Ó�Õ�Ö

u(x)
Û�Ú8Ó3Õ�×	Ï

x = xi
í
i = 1, 2, . . . , N

å�N	Þ	ÑGÚGÎ3ÏUÜßÏ�Ú�Þ3Ò
×	Ï�Ó3Õ/Ú�Ï

fi
Û/Ò8ÚGÎ3Ï�Û�Ð	Ð	Ñ�Õ�ú'Øàá�Û�ÚGØßÕ/Ó�Õ�ÖPÚGÎ3Ï è Û�ÜàÞ3ÏUÕ�Ö6ÚGÎ3ÏUÒ�Õ/Þ	Ñ�Ô�Ï?Ö�Þ	Ó3Ô�ÚGØßÕ/Ó f(x, u(x)) Û�Ú8Ó3Õ�×	Ï x = xi

í
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i = 0, 1, 2, . . . , N + 1

åPI8Î#Þ3Ò!ÚGÎ3Ï�ÒGä'ÒGÚ�Ï�á çzÕ/Þ	Ó3×3Û�ÑGä è Û�ÜàÞ3Ï�Ð	Ñ�Õ/ç	ÜßÏ�á ò î'åàì�óHG ò î'å î�ó�í,Û�ÚGÑ�Û�Ó3ÒwÖtÕ/ÑGáâÏ�×çzÕ/Þ	Ó3×3Û�ÑGä è Û�ÜàÞ3ÏLÐ	Ñ�Õ/ç	ÜßÏ�á ò ì�åàì�ó2Û�ÚXÓ3Õ�×	Ï x = xi
á�Û�ä�çzÏUð2ÑGØàÚGÚ�Ï�ÓdÛ/Ò�í

v
(4)
i = fi,

u′i = vi, i = 1, 2, . . . , N.

N3Õ/ÜàÜßÕ�ð2ØàÓ	ã�ÚGÎ3ÏâØß×	Ï�Û/Ò�ØàÓ ëàì�û'í�ì�./ï�íZð�ÏâÐ	Ñ�Õ/ÐzÕ�Ò�ÏüÕ/Þ	Ñ�æ3Ó	ØàÚ�Ïü×'Ø�Ù�Ï�Ñ�Ï�Ó3Ô�Ï�áâÏ�ÚGÎ3Õ�×_ÖtÕ/Ñ
v(x)

í
v′(x)

Û�Ó3×
u(x)

Û!Ó#Þ	áâÏ�ÑGØßÔ�Û�Ü6Ò�Õ/ÜàÞ	ÚGØßÕ/ÓôÕ�Ö6Ð	Ñ�Õ/ç	ÜßÏ�á ò î'å û�ó�í

−2(vi+1 − 2vi + vi−1) + h(v′i+1 − v′i−1) =
h4

90
(fi+1 + 13fi + fi−1);

−3(vi+1 − vi−1) + h(v′i+1 + 4v′i + v′i−1) =
h4

60
(fi+1 − fi−1);

−hvi +
h2

2
v′i + ui − ui−1 = 0.

DoÖ2ÚGÎ3Ï�ÖtÕ/Ñ�Ô�ØàÓ	ã�Ö�Þ	Ó3Ô�ÚGØßÕ/Ó
f(x, u)

ØàÓ_Ð	Ñ�Õ/ç	ÜßÏ�á ò ì�åàì�óUØßÒ�ÜàØàÓ3Ï�Û�Ñ!ÚGÎ3Ï�ÓùÚGÎ3Ï�ÒGä'ÒGÚ�Ï�á Õ�ÖXÏ�Ý#Þ}Û�ÚGØßÕ/Ó3Ò ò î'å .�óð2ØàÜàÜ�çzÏUÜàØàÓ3Ï�Û�ÑEÕ/ÚGÎ3Ï�ÑGð2ØßÒ�ÏLð�Ï�ð2ØàÜàÜ�Õ/ç	Ú�Û�ØàÓôÓ3Õ/Ó	ÜàØàÓ3Ï�Û�ÑEÒGä'ÒGÚ�Ï�á Õ�Ö,Ï�Ý#Þ}Û�ÚGØßÕ/Ó3Ò�å

� b+A�h#É/Í��	e'È�ÍlÊ�f�Ê
	2È�?ZhBA�ÍDC�h#É�h�fZÌ�hBE=h�È�?ZÊ�g
D�Ó�ÚGÎ	ØßÒ�Ò�Ï�Ô�ÚGØßÕ/Ó_ð�Ï�Õ/Þ	Ú�ÜàØàÓ3Ï�ÚGÎ3Ïâ×	Ï�ÑGØ è Û�ÚGØßÕ/ÓùÕ�Ö8ÚGÎ3Ï�Ð	Ñ�Õ/ÐzÕ�Ò�Ï�×�áâÏ�ÚGÎ3Õ�×�ízð�Ï�Î}Û è Ï�ÖtÕ/ÜàÜßÕ�ð�Ï�×_ÚGÎ3ÏÒ�Û�áâÏ�Û�Ð	Ð	Ñ�Õ�Û/Ô�ÎùÛ/ÒEã�Ø è Ï�Ó�ØàÓSëàì�û	íZì�.�ï�å�H�Ï�Ú?Þ3ÒEð2ÑGØàÚ�Ï�Û�ÜàØàÓ3Ï�Û�ÑLÔ�Õ/á�ç	ØàÓ}Û�ÚGØßÕ/Ó_Õ�Ö�Ò�Õ/ÜàÞ	ÚGØßÕ/Ó v(x) í v′(x)Û�Ó3×�Ò�Õ/Þ	Ñ�Ô�ÏUÖ�Þ	Ó3Ô�ÚGØßÕ/Ó

f(x, u)
Û�ÚXÓ3Õ�×	Ï�Ò

xx±1
í
xi

a1(vi+1 + vi−1) + a0vi + hb1(v
′
i+1 − v′i−1) + h4

(
c1(fi+1 + fi−1) + c0fi

)
= 0, ò û'åàì�ó

ð2Î3Ï�Ñ�Ï
a0
í
a1
í
b1
í
c0
Û�Ó3×

c1
Û�Ñ�Ï�Ô�Õ/Ó3ÒGÚ�Û�Ó#Ú�ÒâÚ�Õ�çzÏ�×	Ï�Ú�Ï�ÑGá�ØàÓ3Ï�×�å�>?ÒGØàÓ	ã�IPÛ�ä�ÜßÕ/Ñ�Ò�Ï�ÑGØßÏ�Ò�Ï�ú'Ð}Û�Ó3ÒGØßÕ/Ó

Û�çzÕ/Þ	ÚXÚGÎ3ÏLÐzÕ/ØàÓ#Ú
xi
Û�Ó3×�áâÏ�ÚGÎ3Õ�×�Õ�Ö6Þ	Ó3×	Ï�Ú�Ï�ÑGá�ØàÓ3Ï�Ô�Õ�Ï���Ô�ØßÏ�Ó#Ú�Ò�í3ð�Ï�Õ/ç	Ú�Û�ØàÓ

(a0, a1, b1, c0, c1) =

(
4,−2, 1,−13

90
,− 1

90

)
. ò û'å î�ó

I8Î#Þ3Ò2Ö�Ñ�Õ/á ò û'åàì�óHG ò û'å î�ó�í3ð�ÏLÎ}Û è Ï

−2(vi+1 − 2vi + vi−1) + h(v′i+1 − v′i−1)−
h4

90

(
fi+1 + 13fi + fi−1

)
+ Ti = 0, ò û'å û�ó

ð2Î3Ï�Ñ�Ï
Ti

ØßÒ�ÚGÑGÞ	Ó3Ô�Û�ÚGØßÕ/ÓOÏ�ÑGÑ�Õ/ÑdÛ�Ó3×WÏ�Ý#Þ}Û�Ü�Ú�Õ h8

560v
(8)
i

åUQ#Øàá�ØàÜÅÛ�ÑGÜàäõð�Ï Ô�Û�Ó=×	Ï�ÑGØ è ÏùÚGÎ3Ï�ÖtÕ/ÜàÜßÕ�ð2ØàÓ	ãÏ�Ý#Þ}Û�ÚGØßÕ/Ó3Ò

−3(vi+1 − vi−1) + h(v′i+1 + 4v′i + v′i−1)−
h4

60
(fi+1 − fi−1) + T ′

i = 0,

−hvi +
h2

2
v′i + ui − ui−1 + T 0

i = 0,

ò û'å .�ó

ð2Î3Ï�Ñ�Ï
T ′
i

í
T o
i

Û�Ñ�Ï�ÚGÑGÞ	Ó3Ô�Û�ÚGØßÕ/ÓõÏ�ÑGÑ�Õ/Ñ�Ò�Û�Ó3×�Ñ�Ï�ÒGÐzÏ�Ô�ÚGØ è Ï�Üàä^Ï�Ý#Þ}Û�Ü?Ú�Õ h7

432v
(7)
i

í −h3

6 u
(3)
i

å�I8Î#Þ3ÒâÖ�Ñ�Õ/á
ò û'å û�óHG ò û'å .�ó�í}ð�Ï�Ô�Õ/Ó3Ô�ÜàÞ3×	Ï�ÚGÎ}Û�ÚEÚGÎ3Ï�Õ/Ñ�×	Ï�Ñ?Õ�Ö6ÚGÎ3Ï�Ð	Ñ�Õ/ÐzÕ�Ò�Ï�×�æ3Ó	ØàÚ�Ï�×'Ø�Ù�Ï�Ñ�Ï�Ó3Ô�Ï�áâÏ�ÚGÎ3Õ�× ò î'å .�ó�ð2ØàÜàÜZçzÏÛ�ÚXÜßÏ�Û/ÒGÚ

O(h2)
å



���������
	���
���������������������� 	!�"���$#%���&���('�)+* , û
� b���Ê�f ��h#É��}h�fZÌ�h��üfZe��Åi
	�Í�	

:_Ïâð2ØàÜàÜ�Ô�Õ/Ó3ÒGØß×	Ï�Ñ�ÖtÕ/ÜàÜßÕ�ð2ØàÓ	ãôÜàØàÓ3Ï�Û�Ñ!Ú�Ï�ÒGÚ�Ï�Ý#Þ}Û�ÚGØßÕ/Ó_ÖtÕ/Ñ�Ô�Õ/Ó è Ï�ÑGã�Ï�Ó3Ô�Ï�Û�Ó}Û�Üàä'ÒGØßÒ�Õ�Ö2ÚGÎ3ÏâÐ	Ñ�Õ/ÐzÕ�Ò�Ï�×áâÏ�ÚGÎ3Õ�× ò î'å .�ó�å
u(5)(x) = f(x), a < x < b. ò .3åàì�ó

u(a) = α1, u′(a) = α2, u′′(a) = α3, u(b) = β1
Û�Ó3×

u′(b) = β2.H�Ï�Ú Ë çzÏ�ÚGÎ3Ï�Ò�Õ/ÜàÞ	ÚGØßÕ/ÓýÕ/ç	Ú�Û�ØàÓ3Ï�× ç#äùáâÏ�ÚGÎ3Õ�× ò î'å .�ó�Õ�ÖEÚGÎ3ÏüÐ	Ñ�Õ/ç	ÜßÏ�á ò .3åàì�ó�íPð�Ï�Ô�Û�ÓSð2ÑGØàÚ�ÏüØàÓSÚGÎ3Ïá�Û�ÚGÑGØ�ú�ÖtÕ/ÑGá
��Ë

= 
�� . ò .3å î�ó
H�Ï�Ú�� çzÏüÚGÎ3Ï�Ï�ú3Û/Ô�ÚâÒ�Õ/ÜàÞ	ÚGØßÕ/Ó^Õ�Ö?Ð	Ñ�Õ/ç	ÜßÏ�á ò .3åàì�ó�åCI8Î#Þ3Ò�æ3Ó	ØàÚ�Ï�×'Ø�Ù�Ï�Ñ�Ï�Ó3Ô�Ï�áâÏ�ÚGÎ3Õ�× ò î'å .�ó�á�Û�ä çzÏð2ÑGØàÚGÚ�Ï�Ó�ØàÓ�á�Û�ÚGÑGØ�ú

� �
= 
�� +

=
. ò .3å û�ó

H�Ï�ÚSÞ3ÒS×	Ï�æ3Ó3Ï Û�Ó Ï�ÑGÑ�Õ/Ñýá�Û�ÚGÑGØ�ú ÛW×'Ø�Ù�Ï�Ñ�Ï�Ó3Ô�Ï çzÏ�Ú�ð�Ï�Ï�Ó Û�Ð	Ð	Ñ�Õ�ú'Øàá�Û�Ú�Ï Û�Ó3× Ï�ú3Û/Ô�ÚýÒ�Õ/ÜàÞ	ÚGØßÕ/Ó Õ�Ö
Ð	Ñ�Õ/ç	ÜßÏ�á ò .3åàì�ó�í3ØoåGÏ�å�� =

Ë − � Û�Ó3×�ÒGÞ	ç	ÚGÑ�Û/Ô�Ú ò .3å û�ó�Ö�Ñ�Õ/á ò .3å î�ó�í	ð�ÏLÎ}Û è Ï
�
= − � −1 = , ò .3å .�ó

ð2Î3Ï�Ñ�Ï
�
=




�
11 h

�
12

�
13

−3
�

21 h
�

22
�

23

−h � 31
h2

2

�
32

�
33




3N×3N

,

Û�Ó3×

�
11 =




4 −2 0
−2 4 −2å å å å å å å å å

−2 4 −2
0 −2 4




N×N

,
�

12 =




0 1 0
−1 0 1å å å å å å å å å

−1 0 1
0 −1 0




N×N

,

�
22 =




4 1 0
1 4 1å å å å å å å å å

1 4 1
0 1 4




N×N

,
�

31 =




1 0
1 å å å

0 1




N×N

,

�
33 =




1 0
−1 1å å å å å å

−1 1
0 −1 1




N×N

,

�
12 =

�
21
í �

31 =
�

32
Û�Ó3× �

13 =
�

23 = 0N×N
í

Ë
= [v1, . . . , vN , v

′
1, . . . , v

′
N , u1, . . . , uN ]T ,

�
= [V1, . . . , VN , V

′
1 , . . . , V

′
N , U1, . . . , UN ]T ,
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�� = (di)3N×1

í

di =





2α2 + hα3 +
h4

90 (fi+1 + 13fi + fi−1), i = 1;
h4

90 (fi+1 + 13fi + fi−1), 2 6 i 6 N − 1;

2β2 + hγ1 +
h4

90 (fi+1 + 13fi + fi−1), i = N ;

−3α2 − hα3 +
h4

60 (fi+1 − fi−1), i = N + 1;
h4

60 (fi+1 − fi−1), N + 2 6 i 6 2N − 1;

3β2 + hγ1 +
h4

60 (fi+1 − fi−1), i = 2N ;

α1, i = 2N + 1;

0, 2N + 2 6 i 6 3N
Û�Ó3× =

= (ti)3N×1

í

ti =





− h8

560v
(8)
i , 1 6 i 6 N ;

− h7

432v
(7)
i , N + 1 6 i 6 2N ;

h3

6 u
(3)
i , 2N + 1 6 i 6 3N.D�Ú2ØßÒXÏ�Û/ÒGäüÚ�Õ�Ð	Ñ�Õ è Ï�ÚGÎ}Û�ÚXá�Û�ÚGÑGØßÔ�Ï�Ò �

11
í �

22
Û�Ó3× �

33
Û�Ñ�ÏUØàÓ è Ï�ÑGÚGØàç	ÜßÏüëàì , í�ì�/�ï�å	H�Ï�ÚXÞ3ÒX×	Ï�æ3Ó3Ï

vupk = max
j=1,2,...,k−1

‖AjkA
−1
kk ‖, k = 2, 3, vlowk = max

j=k+1,3
‖AjkA

−1
kk ‖, k = 1, 2,

M∗ =
∏

26k63

(
1 + vupk

) Û�Ó3×
M∗ =

∏

16k62

(
1 + vlowk

)
.

H�Ï�ÚXÞ3ÒEÛ/Ò�ÒGÞ	áâÏ
M∗M

∗ < M∗ +M∗

ÚGÎ3Ï�Ó�á�Û�ÚGÑGØ�ú � ØßÒ2ØàÓ è Ï�ÑGÚGØàç	ÜßÏ�ëàì�1�ï6Û�Ó3×

‖ � −1‖ 6
maxk ‖A−1

kk ‖M∗M
∗

M∗ +M∗ −M∗M∗
. ò .3å , ó

I8Î#Þ3Ò2Ö�Ñ�Õ/á ò .3å .�ó2Û�Ó3× ò .3å , ó�í	ð�Ï�Î}Û è Ï

‖ � ‖ = ‖ � −1 = ‖ 6 ‖T‖maxk ‖A−1
KK‖M∗M

∗

M∗ +M∗ −M∗M∗
. ò .3å /�ó

I8Î#Þ3Ò�Ö�Ñ�Õ/á Ï�Ý#Þ}Û�ÚGØßÕ/Ó ò .3å /�ó�ØàÚ�ÖtÕ/ÜàÜßÕ�ðXÒ�ÚGÎ}Û�Ú ‖ � ‖ ØßÒ�çzÕ/Þ	Ó3×	Ï�×WÛ�Ó3×õØàÚ�ð2ØàÜàÜ�Ú�Ï�Ó3×	Ò�Ú�Õ���Ï�Ñ�Õ�Û/Ò
hÛ�Ð	Ð	Ñ�Õ�Û/Ô�Î3Ï�Ò�Ú�Õ���Ï�Ñ�Õ	åPI8Î	ØßÒ�Ï�ÒGÚ�Û�ç	ÜàØßÒGÎ3Ï�×ùÚGÎ3ÏüÔ�Õ/Ó è Ï�ÑGã�Ï�Ó3Ô�Ï�Õ�ÖXÚGÎ3Ï�áâÏ�ÚGÎ3Õ�× ò î'å .�ó!Û�Ó3×ùÚGÎ3ÏüÕ/Ñ�×	Ï�Ñ�Õ�ÖÔ�Õ/Ó è Ï�ÑGã�Ï�Ó3Ô�Ï!Õ�Ö6áâÏ�ÚGÎ3Õ�× ò î'å .�ó�ØßÒEÛ�Ú2ÜßÏ�Û/ÒGÚ O(h2)

å
� b���Ë��_h#É/ÍlÌ�e�� 
 h 	�Ë �ÅÈ 	

IZÕ ×	Ï�áâÕ/Ó3ÒGÚGÑ�Û�Ú�Ï�ÚGÎ3ÏôÔ�Õ/á�Ð	Þ	Ú�Û�ÚGØßÕ/Ó}Û�Ü�Ï���Ô�ØßÏ�Ó3Ô�ä�Õ�ÖLáâÏ�ÚGÎ3Õ�× ò î'å .�ó�í�ð�ÏôÎ}Û è Ï�Ô�Õ/Ó3ÒGØß×	Ï�Ñ�Ï�×�Ú�ð�ÕáâÕ�×	Ï�Ü�Ð	Ñ�Õ/ç	ÜßÏ�áâÒ�å�D�ÓüÏ�Û/Ô�ÎüáâÕ�×	Ï�Ü}Ð	Ñ�Õ/ç	ÜßÏ�á�í�ð�ÏXÚ�Õ�Õ�-�Þ	Ó	Ø�ÖtÕ/ÑGá ÒGÚ�Ï�ÐüÒGØ���Ï
	�å#D�ÓüIPÛ�ç	ÜßÏ!ì?Û�Ó3×üIPÛ�ç	ÜßÏUî'í
ð�ÏLÎ}Û è Ï�ÒGÎ3Õ�ð2Ó MAE0,MAE1

Û�Ó3×
MAE2

ÚGÎ3ÏUá�Û�ú'Øàá�Þ	á Û�ç3Ò�Õ/ÜàÞ	Ú�ÏLÏ�ÑGÑ�Õ/Ñ2ØàÓ�ÚGÎ3ÏLÒ�Õ/ÜàÞ	ÚGØßÕ/Ó
u(x)

í
×	Ï�ÑGØ è Û�ÚGØ è Ï�ÒEÕ�Ö,Ò�Õ/ÜàÞ	ÚGØßÕ/Ó u′(x) Û�Ó3× u′′(x) Õ�Ö6ÚGÎ3ÏUÐ	Ñ�Õ/ç	ÜßÏ�áâÒ ò ì�óCÖtÕ/ÑX×'Ø�Ù�Ï�Ñ�Ï�Ó#Ú è Û�ÜàÞ3Ï�ÒXÕ�Ö��Lå&:_ÏUÎ}Û è ÏÞ3Ò�Ï�×�ÚGÎ3Ï?ÖtÕ/ÜàÜßÕ�ð2ØàÓ	ãâÖtÕ/ÑGá�Þ	ÜÅÛ/ÒXØàÓôÔ�Õ/á�Ð	Þ	Ú�Û�ÚGØßÕ/Ó�Õ�Ö

MAE0
í
MAE1

Û�Ó3×
MAE2

ñ
MAE0 = max

16i6N
|u(xi)− ui|,

MAE1 = max
16i6N

∣∣u′(xi)− vi
∣∣,

MAE2 = max
16i6N

∣∣u′′(xi)− v′i
∣∣.
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:_Ï�Î}Û è ÏùÞ3Ò�Ï�× 2LÛ�Þ3Ò�Ò�Q�Ï�Øß×	Ï�Ü�Û�Ó3×W<?Ï�ð2Ú�Õ/Ó�G�B?Û�Ð	Î3Ò�Õ/ÓWØàÚ�Ï�Ñ�Û�ÚGØßÕ/ÓWáâÏ�ÚGÎ3Õ�× Ú�Õ^Ò�Õ/Ü è Ï_Ñ�Ï�ÒGÐzÏ�Ô�ÚGØ è Ï�ÜàäÜàØàÓ3Ï�Û�Ñ�Û�Ó3× Ó3Õ/Ó	ÜàØàÓ3Ï�Û�Ñ^ÒGä'ÒGÚ�Ï�á Õ�ÖdÏ�Ý#Þ}Û�ÚGØßÕ/Ó3Ò�Û�ÑGØßÒ�Ï�× Ö�Ñ�Õ/á Ï�Ý#Þ}Û�ÚGØßÕ/Ó ò î'å .�ó�å�;EÜàÜ�Ô�Õ/á�Ð	Þ	Ú�Û�ÚGØßÕ/Ó3Òð�Ï�Ñ�Ï_ÐzÏ�ÑwÖtÕ/ÑGáâÏ�× Õ/Ó=Û$:RØàÓ3×	Õ�ðXÒdî 6 6 1S>EÜàÚGØàá�Û�Ú�Ï_Õ/ÐzÏ�Ñ�Û�ÚGØàÓ	ãRÒGä'ÒGÚ�Ï�á ØàÓõÚGÎ3Ï$2U<?> NPK?B6I2BE;?<
Ï�Ó è ØàÑ�Õ/Ó	áâÏ�Ó#Ú è Ï�Ñ�ÒGØßÕ/Ó 5 5dÔ�Õ/á�Ð	ØàÜßÏ�Ñ ò î'å 5 , Õ�ÖUã�Ô�Ô�ó�Õ/Ó^D�Ó#Ú�Ï�Ü?F�Õ/Ñ�Ï�ØÅû�8Tî�û�û 6/@ í�î'å î 6 2?Î ��]�F?åCI8Î3Ï
Ò�Õ/ÜàÞ	ÚGØßÕ/Ó3Ò�Û�Ñ�Ï�Ô�Õ/á�Ð	Þ	Ú�Ï�×õÕ/Ó � Ó3Õ�×	Ï�Ò�Û�Ó3×RØàÚ�Ï�Ñ�Û�ÚGØßÕ/Ó ØßÒüÔ�Õ/Ó#ÚGØàÓ#Þ3Ï�×õÞ	Ó#ÚGØàÜLÏ�ØàÚGÎ3Ï�ÑüÚGÎ3Ï�á�Û�ú'Øàá�Þ	á
×'Ø�Ù�Ï�Ñ�Ï�Ó3Ô�Ï�çzÏ�Ú�ð�Ï�Ï�Ó Ú�ð�Õ=ÒGÞ3Ô�Ô�Ï�Ò�ÒGØ è Ï^ØàÚ�Ï�Ñ�Û�Ú�Ï�ÒùØßÒùÜßÏ�Ò�Ò_ÚGÎ}Û�Ó 10−6 Õ/ÑùÚGÎ3Ï^Ó#Þ	á�çzÏ�ÑSÕ�Ö�ØàÚ�Ï�Ñ�Û�ÚGØßÕ/Ó
Ñ�Ï�Û/Ô�Î3Ï�×
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�� I8Î3ÏLáâÕ�×	Ï�Ü�ÜàØàÓ3Ï�Û�ÑXÐ	Ñ�Õ/ç	ÜßÏ�á ã�Ø è Ï�Ó�ç#ä

u(5)(x) = −4u′(x), 0 < x < 1,

ÒGÞ	ç'öGÏ�Ô�Ú2Ú�Õ�çzÕ/Þ	Ó3×3Û�ÑGä�Ô�Õ/Ó3×'ØàÚGØßÕ/Ó3Ò

u(0) = 0, u′(0) = 1, u′′(0) = 2, u(1) = exp(1) sin(1), u′(1) = exp(1)(sin(1)+cos(1)).

I8Î3Ï�Û�Ó}Û�Üàä�ÚGØßÔ�Û�Ü�Ò�Õ/ÜàÞ	ÚGØßÕ/ÓõÕ�Ö!ÚGÎ3Ï�Ð	Ñ�Õ/ç	ÜßÏ�á ØßÒ
u(x) = exp(x) sin(x)
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� ¢/¬'¯ ¥�¶

������� �����������! #" ��$&%'%)(&(& #(+*-,.(& #��" %)�0/21
������� �����������! #" ��$&%'%)(&(& #(3

MAE0 MAE1 MAE2/54 6 487#9�/5:#:89�/8*<;=:81 6 /29�>#?�/5@#?#4�*<;=:81 6 9�A8?CB�?#:87�AD*<;=:81
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��GFH� I8Î3ÏLÓ3Õ/Ó	ÜàØàÓ3Ï�Û�ÑEáâÕ�×	Ï�Ü�Ð	Ñ�Õ/ç	ÜßÏ�á ã�Ø è Ï�Ó�ç#ä

u(5)(x) =
(u′(x))2

(5 + x)3
+

23

(5 + x)5
, 0 < x < 1,

ÒGÞ	ç'öGÏ�Ô�Ú2Ú�Õ�çzÕ/Þ	Ó3×3Û�ÑGä�Ô�Õ/Ó3×'ØàÚGØßÕ/Ó3Ò

u(0) = ln(5), u′(0) =
1

5
, u′′(0) = − 1

25
, u(1) = ln(6), u′(1) =

1

6
.

I8Î3Ï�Û�Ó}Û�Üàä�ÚGØßÔ�Û�ÜCÒ�Õ/ÜàÞ	ÚGØßÕ/ÓdÕ�Ö�ÚGÎ3Ï!Ð	Ñ�Õ/ç	ÜßÏ�á ØßÒ
u(x) = ln(x + 5)
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I8Î3Ï Û/Ô�Ô�Þ	Ñ�Û/Ô�äøØàÓ Ó#Þ	áâÏ�ÑGØßÔ�Û�Ü�Û�Ð	Ð	Ñ�Õ�ú'Øàá�Û�ÚGØßÕ/Ó Õ�ÖôÒ�Õ/ÜàÞ	ÚGØßÕ/Ó ØàÓ Ô�Õ/Ó3ÒGØß×	Ï�Ñ�Ï�×�áâÕ�×	Ï�ÜüÐ	Ñ�Õ/ç	ÜßÏ�áâÒ

ØàÓ3Ô�Ñ�Ï�Û/Ò�Ï�ÒEÛ/Ò2ÒGÚ�Ï�Ð�ÒGØ���Ï
h
å	I8Î3ÏLÕ/Ñ�×	Ï�ÑXÕ�Ö,Û/Ô�Ô�Þ	Ñ�Û/Ô�ä�ØàÓ�ÚGÎ3ÏUÓ#Þ	áâÏ�ÑGØßÔ�Û�ÜPÏ�ú'ÐzÏ�ÑGØàáâÏ�Ó#ÚXÔ�Û�Ó�çzÏUÏ�ÒGÚGØàá�Û�Ú�Ï�×

Û�Ó3×üØàÚ8ØßÒ8Ý#Þ}Û/×'Ñ�Û�ÚGØßÔUØàÓ�ÚGÎ3Ï?Ó#Þ	áâÏ�ÑGØßÔ�Û�ÜZÛ�Ð	Ð	Ñ�Õ�ú'Øàá�Û�ÚGØßÕ/ÓôÕ�ÖPÒ�Õ/ÜàÞ	ÚGØßÕ/Ó�Õ�ÖZÐ	Ñ�Õ/ç	ÜßÏ�áâÒ�å	I8Î3ÏLÛ/× è Û�Ó#Ú�Û�ã�ÏLÕ�ÖÚGÎ3Ï�Ð	Ñ�Õ/ÐzÕ�Ò�Ï�×�áâÏ�ÚGÎ3Õ�× ò î'å .�ó8ØßÒXð�Ï�ã�Ï�ÚEÓ#Þ	áâÏ�ÑGØßÔ�Û�Ü,Û�Ð	Ð	Ñ�Õ�ú'Øàá�Û�ÚGØßÕ/Ó�Õ�ÖC×	Ï�ÑGØ è Û�ÚGØ è Ï�ÒUÛ/ÒUÛ�ç#ä�Ð	Ñ�Õ�×'Þ3Ô�Ú�åD�Ú2ØßÒXÏ è Øß×	Ï�Ó#ÚXØàÓ�Ó#Þ	áâÏ�ÑGØßÔ�Û�ÜPÏ�ú'ÐzÏ�ÑGØàáâÏ�Ó#ÚEÚGÎ}Û�ÚXÐ	Ñ�Õ/ÐzÕ�Ò�Ï�×�áâÏ�ÚGÎ3Õ�× ò î'å .�ó�ØßÒXÔ�Õ/Ó è Ï�ÑGã�Ï�Ó#Ú�å

� b���Ê�fZÌ ��Ë 	�ÍlÊ�f
IZÕ�æ3Ó3×�ÚGÎ3Ï�Û�Ð	Ð	Ñ�Õ�ú'Øàá�Û�Ú�Ï�Ó#Þ	áâÏ�ÑGØßÔ�Û�Ü6Ò�Õ/ÜàÞ	ÚGØßÕ/ÓôÕ�Ö6æ	Ö�ÚGÎôÕ/Ñ�×	Ï�ÑXçzÕ/Þ	Ó3×3Û�ÑGä è Û�ÜàÞ3ÏLÐ	Ñ�Õ/ç	ÜßÏ�áâÒXÞ3ÒGØàÓ	ãæ3Ó	ØàÚ�Ï!×'Ø�Ù�Ï�Ñ�Ï�Ó3Ô�Ï�áâÏ�ÚGÎ3Õ�×�Î}Û/ÒEçzÏ�Ï�Óô×	Ï è Ï�ÜßÕ/ÐzÏ�×�å�;8ÚEÓ3Õ�×3Û�ÜZÐzÕ/ØàÓ#Ú x = xi, i = 1, 2, . . . , N,

ð�Ï�Î}Û è ÏÕ/ç	Ú�Û�ØàÓ3Ï�×ôÛ!ÒGä'ÒGÚ�Ï�á Õ�Ö,Û�Üàã�Ï�ç	Ñ�Û�ØßÔ�Ï�Ý#Þ}Û�ÚGØßÕ/Ó3Ò2ã�Ø è Ï�Ó�ç#ä ò î'å .�ó�ð2Î	ØßÔ�Î�ØßÒ2ÒGä'ÒGÚ�Ï�á Õ�ÖPÜàØàÓ3Ï�Û�ÑXÏ�Ý#Þ}Û�ÚGØßÕ/Ó3Ò2Ø�Ö
Ò�Õ/Þ	Ñ�Ô�Ï8Ö�Þ	Ó3Ô�ÚGØßÕ/Ó

f(x, u)
ØßÒ,ÜàØàÓ3Ï�Û�Ñ�Õ/ÚGÎ3Ï�ÑGð2ØßÒ�ÏXÒGä'ÒGÚ�Ï�áøÕ�Ö�Ó3Õ/Ó	ÜàØàÓ3Ï�Û�Ñ�Ï�Ý#Þ}Û�ÚGØßÕ/Ó3Ò�å�I8Î3Ï2Ð	Ñ�Õ/ÐzÕ�Ò�Ï8áâÏ�ÚGÎ3Õ�×

ØßÒ�Ô�Õ/á�Ð	Þ	Ú�Û�ÚGØßÕ/Ó}Û�ÜàÜàä_Ï���Ô�ØßÏ�Ó#Ú�Û�Ó3×ùÛ/Ô�Ô�Þ	Ñ�Û�Ú�Ï���áâÕ/Ñ�Ï�Õ è Ï�Ñ�ð�Ï�ã�Ï�Ú�Ó#Þ	áâÏ�ÑGØßÔ�Û�Ü8Û�Ð	Ð	Ñ�Õ�ú'Øàá�Û�ÚGØßÕ/Ó Õ�Ö�æ3Ñ�ÒGÚÛ�Ó3×�Ò�Ï�Ô�Õ/Ó3×d×	Ï�ÑGØ è Û�ÚGØ è Ï�Û/ÒLÛ�ç#ä�Ð	Ñ�Õ�×'Þ3Ô�Ú�åzD�ÓôÖ�Þ	ÚGÞ	Ñ�Ï�ð�Õ/Ñ
-zí}ð�Ï!ð2ØàÜàÜ6×	Ï�Û�ÜPð2ØàÚGÎdÒGØàá�ØàÜÅÛ�ÑLÏ�ú'Ú�Ï�Ó3ÒGØßÕ/ÓdÕ�ÖÚGÎ3Ï�Ð	Ñ�Ï�Ò�Ï�Ó#ÚUØß×	Ï�ÛâÚ�ÕüÒ�Õ/Ü è Ï�Î	Øàã�Î3Ï�ÑUÕ/Ñ�×	Ï�ÑUçzÕ/Þ	Ó3×3Û�ÑGä è Û�ÜàÞ3Ï�Ð	Ñ�Õ/ç	ÜßÏ�áâÒ�å :_Õ/Ñ
-�ØàÓ�ÚGÎ	ØßÒU×'ØàÑ�Ï�Ô�ÚGØßÕ/ÓdØßÒEØàÓÐ	Ñ�Õ/ã�Ñ�Ï�Ò�Ò�å
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