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Q ç�í���ìDõ�æ ��ê ù,ù ��è�õ�è�ñ	å�é	ø
	 AW ∗ d õ�í1ö�æ�ï�ó B = C(Q(∇),C)
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ç�í����Iñ	è�ê�è�ç���è�ç�è�å�ñ1æÅç�å�ê��1ç�è�å#õ
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C(Q(∇),C)
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	Ué1æ�÷	ó1æ�ó	ø0å�é	ø
	!ðDæ�� dç�è�å�ñ	è�æ�í�	�é	ø
	 ò���é��	ô	ñ��
f : Q(∇) → R

� ç�ê�ê�è�å�æ�è�ç�è�å�æ�é	é1ê	ë ��ê ù ÷'íDæ���ç�ñ1òOñ��'õ�ô	ñ�� õ�í1ö�æ�ï�ó	øYå�ç�æ
	
é1æ�÷	ó1æ�ó	ø0å�é	ø
	 ò���é��	ô	ñ��
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	 ù é1ê��!æ�ç�è�å#õ�	 ��� þVLíDæ�ð���î��!ñ ù �Iõ�ö�ê ù åcñ	ä ��ì1æ�é	ñ	ñ]ç�å�ê��1ç�è�åcð1ñ1òUòUæ�ó1æ�é	ô	ñ	ó1ê�å#õ�é	ñ���ë�ä�õ�ð�õ�é	é	ø
	 éDõcõ�í1ö�æ�ï�ó1æ
L∞(Ω,A , µ)

ñ ÷	ó	ñ	é	ñ ù õ�î��!ñ 	 ä�éDõ�ì1æ�é	ñ�� å õ�í1ö�æ�ï�ó1æ
L0(Ω,A , µ)

ë�ç�è�õ�íDê ñ1ç�ç�íDæ�ðDê�å#õ�é	ñ1æuç�� d��æ�ç�è�å�ê�å#õ�é	ñ���é1æ�é���íDæ�å�ø
	 ð1ñ1òUòUæ�ó1æ�é	ô	ñ	ó1ê�å#õ�é	ñ���ë � ��ê�è�ê�ó	ø
	 ê�ï�í�õ�ç�è�	 ä�éDõ�ì1æ�é	ñ�� ç�ê�ðDæ�ó �Iñ	è dç �cå é1ê�ó ù ñ	ó���æ ù ø
	 ñ'ðDæ�õ�í�	�é	ø
	c÷1ê�ð1÷	ó1ê�ç�è�óDõ�é1ç�è�å#õ�	�� MOF e�� X ⊂ L0(Ω,A , µ)
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åHóDõ�ï�ê�è�æHú ÿ �>õ�éDõ�íDê�ö�ñ	ì	é	ø �ºó1æ�ä ��í�	�è�õ�è�ï�ø4íÅ÷1ê�í���ì1æ�é ���!æ0ð	í�� �	å#õ�ä�ñ	é1ê�ó ù ñ	ó���æ ù ø
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iUõ ��ðDê�æ �	å#õ�ä�ñ	é1ê�ó ù ñ	ó���æ ù ê�æ�÷	ó1ê�ç�è�óDõ�é1ç�è�å�ê �'å�í��	æ�è�ç � ù æ�è�ó	ñ	ä ��æ ù ø ù è�ê�÷1ê�íDê�ö�ñ	ì1æ�ç��	ñ ù å�æ�� dè�ê�ó	é	ø ù ÷	ó1ê�ç�è�óDõ�é1ç�è�å�ê ù ë�ñ ù æ�î��!ñ ù ê�ö�óDõ�é	ñ	ì1æ�é	é���î ê��	ó1æ�ç�è�é1ê�ç�è�	 é���í���� ç ù þüëLéDõ�÷	ó	ñ ù æ�ó�ë^ú �'ë
ö�í¹þ4û�ë���ÿ�� � þoQ è�ê �!æÅå�ó1æ ù �cñ ù æ�îRè�ç � å#õ �Ié	ø�æÅ÷	ó	ñ ù æ�ó	ø ñ'ðDæ�õ�í�	�é	ø
	 ÷1ê�ð1÷	ó1ê�ç�è�óDõ�é1ç�è�å

X ⊆
L0(Ω,A , µ)

ç ù æ�è�ó	ñ	ä ��æ ù ê��]å�æ��	è�ê�ó	é1ê�� è�ê�÷1ê�íDê�ö�ñ1æ���ë�é1æ ñ ù æ�î��!ñ 	 ê�ö�óDõ�é	ñ	ì1æ�é	é���î ê��	ó1æ�ç�è dé1ê�ç�è�	Åé���í��¸þDgxõ ��ê�å�ø ù ñ�ë>å¿ìDõ�ç�è�é1ê�ç�è�ñ�ë �'å�í��'îRè�ç � F d é1ê�ó ù ñ	ó���æ ù ø�æ�ñ'ðDæ�õ�í�	�é	ø�æ!÷1ê�ð1÷	ó1ê�ç�è�óDõ�é dç�è�å#õ å
L0(Ω,A , µ)

ëLè�þ�æ�þLñ'ðDæ�õ�í�	�é	ø�æ�÷	ó1ê�ç�è�óDõ�é1ç�è�å#õ'ë4ç�éDõ�ï��!æ�é	é	ø�æ ù ê�é1ê�è�ê�é	é1ê�� F d é1ê�ó ù ê���þ
e ó	ñ ù æ�óDõ ù ñºè�õ �	ñ 	¿÷	ó1ê�ç�è�óDõ�é1ç�è�å�ç�í�����õ�è�ç�õ ù ñÀõ�í1ö�æ�ï�ó	ø L0(Ω,A , µ)

ë�éDõ�ðDæ�íDæ�é	é	ø�æ
F d é1ê�ó ù ê��

‖f‖Ω =
∫
Ω

|f |
1+|f | dµ

ë�÷1ê�ó1ê���ð�õ�î���æ�� è�ê�÷1ê�íDê�ö�ñ	î ç 	#ê�ð1ñ ù ê�ç�è�ñc÷1ê ù æ�ó1æºú �'ë�ö�í¹þ �'ë�� ���fë¸õÅè�õ ���!æ
õ�í1ö�æ�ï�ó	ø

log d ñ	é	è�æ�ö�ó	ñ	ó���æ ù ø
	Ãñ	ä ù æ�ó	ñ ù ø
	 ò���é��	ô	ñ��

Llog(Ω,A , µ) =

{
f ∈ L0(Ω,A , µ) :

∫
log(1 + |f |) dµ <∞

}
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F d é1ê�ó ù ê�� ‖f‖log =

∫
Ω log(1 + |f |)dµ

ú ���fþ���è�ê ê�ä�éDõ�ìDõ�æ�è�ë4ì	è�ê å ç�í���ìDõ�æ é1æ�õ�è�ê ù ñ	ì1æ�ç���ê�ö�ê
÷	ó1ê�ç�è�óDõ�é1ç�è�å#õ�ç ù æ�ó1ê�� (Ω,A , µ)

ç�����æ�ç�è�å���îRèué1æ�é���íDæ�å�ø�æÅð1ñ1òUòUæ�ó1æ�é	ô	ñ	ó1ê�å#õ�é	ñ��¸ëoä�õ�ð�õ�é	é	ø�æ
éDõ!õ�í1ö�æ�ï�ó1æ

L∞(Ω,A , µ)
ñÅ÷	ó	ñ	é	ñ ù õ�î��!ñ1æ^ä�éDõ�ì1æ�é	ñ��Åå F d é1ê�ó ù ñ	ó���æ ù ê ù ñ'ðDæ�õ�í�	�é	ø ù ÷1ê�ð1÷	ó1ê dç�è�óDõ�é1ç�è�å�æ

(L0(Ω,A , µ), ‖ · ‖Ω)
úüû
�fþ¹iUõ � ���!æ:å�ø���æ ��÷1ê ù ñ	éDõ�íDê�ç
	1ë¹ð	í���è�õ �	ñ 	 ÷	ó1ê�ç�è�óDõ�é1ç�è�å

ç ù æ�ó1ê�� ñ]MOF e X ⊂ L0(Ω,A , µ)
���!æÃé1æÃç�����æ�ç�è�å���æ�è é1æ�é���íDæ�å�ø
	 ð1ñ1òUòUæ�ó1æ�é	ô	ñ	ó1ê�å#õ�é	ñ��

δ : L∞(Ω,A , µ) → X
þ

Q4ê�÷	ó1ê�çHêIéDõ�	#ê���ðDæ�é	ñ	ñ �	ó	ñ	è�æ�ó	ñ��Àð	í�� ç�����æ�ç�è�å�ê�å#õ�é	ñ��Àé1æ�é���íDæ�å�ø
	Àð1ñ1òUòUæ�ó1æ�é	ô	ñ	ó1ê�å#õ�é	ñ���ë
ê�÷	ó1æ�ðDæ�íDæ�é	é	ø
	 éDõ

L∞(Ω,A , µ)
ñc÷	ó	ñ	é	ñ ù õ�î��!ñ 	 ä�éDõ�ì1æ�é	ñ�� å F d é1ê�ó ù ñ	ó���æ ù ø
	cñ'ðDæ�õ�í�	�é	ø
	÷	ó1ê�ç�è�óDõ�é1ç�è�å#õ�	¸ë�ðDê ç�ñ 	 ÷1ê�ó]ê�ç�è�õ�å#õ�íDç ��ê�è��	ó	ø0è�ø ù þ0Q éDõ�ç�è�ê�� ��æ���óDõ�ï�ê�è�æ ��ç�è�õ�éDõ�å�í1ñ	å#õ�îRè dç ��é1æ�ê�ï 	#ê�ð1ñ ù ø�æcñ]ðDê�ç�è�õ�è�ê�ì	é	ø�æ ��ç�íDê�å�ñ��]ð	í��]÷1ê�í1é	ø
	

F d é1ê�ó ù ñ	ó���æ ù ø
	 ñ'ðDæ�õ�í�	�é	ø
	�÷	ó1ê dç�è�óDõ�é1ç�è�å
X ⊂ L0(Ω,A , µ)

ë�ê�ï�æ�ç�÷1æ�ì	ñ	å#õ�î��!ñ1æ éDõ�í1ñ	ì	ñ1æ é1æ�é���íDæ�å�ø
	]ð1ñ1òUòUæ�ó1æ�é	ô	ñ	ó1ê�å#õ�é	ñ��
δ : L∞(Ω,A , µ) → X

þ
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e ��ç�è�	 K � ÷1ê�íDæ ��ê ù ÷'íDæ���ç�é	ø
	 ì	ñ1ç�æ�í
C

í1ñ1ï�ê ðDæ��1ç�è�å�ñ	è�æ�í�	�é	ø
	 ì	ñ1ç�æ�í
R
þ e ��ç�è�	

(Ω,A , µ) �/. ��0��������O{21�z�������z�{��^�����1{��I|�z:{O�U�f��z43Dë	è�þ�æ�þ (Ω,A , µ)
æ�ç�è�	Åè�õ ��ê�æH÷	ó1ê�ç�è�óDõ�é1ç�è�å�ê

ç ù æ�ó1ê���ë	ì	è�ê�65 � µ � ç�ì1æ�è�é1êHõ�ð	ð1ñ	è�ñ	å�éDõ �¿ò���é��	ô	ñ��¸ë�ê�÷	ó1æ�ðDæ�íDæ�é	éDõ �:éDõ
σ d õ�í1ö�æ�ï�ó1æ A

÷1ê�ð ù é1ê��!æ�ç�è�å ù é1ê d�!æ�ç�è�å#õ
Ω
ç�ê�ä�éDõ�ì1æ�é	ñ�� ù ñ�åIóDõ�ç
�!ñ	ó1æ�é	é1ê��Ã÷1ê�í���÷	ó � ù ê�� [0;∞] 7�6585 � æ�ç�í1ñ F ⊂ E ∈ A

ñ
µ(E) = 0

ë	è�ê
F ∈ A 7



8I�����U��"¹��$��	�#" - 
���$	���u� - 
�$�������$	���	�o�Ã
:�#�¹��������$	.��
F 	
/#" - ����"���$>����
��
� ��ÿ

�658585 � ð	í�� í1î\ï�ê�ö�ê ù é1ê��!æ�ç�è�å#õ E ∈ A
é1æ�é���íDæ�å�ê�� ù æ�ó	ø ç�����æ�ç�è�å���æ�è è�õ ��ê�æ ù é1ê��!æ�ç�è�å�ê

F ∈ A
ë'ì	è�ê

F ⊂ E
ñ
0 < µ(F ) <∞ 7�65�� � ï���íDæ�å#õOõ�í1ö�æ�ï�óDõ ∇µ

å�ç�æ
	 �'í�õ�ç�ç�ê�å
µ d ÷1ê�ì	è�ñIå�ç�î4ð���óDõ�å�é	ø
	 ù é1ê��!æ�ç�è�åHñ	ä A

÷1ê�ó ��ð���ê�å�ê
÷1ê�í1éDõ'þ

Q�
�è�ê ù ç�í���ìDõ�æ]÷1ê�í1éDõ �Wï���íDæ�å#õYõ�í1ö�æ�ï�óDõ
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ñ ù æ�æ�èYóDõ�ä�ðDæ�í��'î���æ�æ ç�æ ù æ��1ç�è�å�ê ��ê�é1æ�ì dé	ø
	Åå�÷1ê�í1é1æUõ�ð	ð1ñ	è�ñ	å�é	ø
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�O��ú �'ë¸û�þ �'þüû
��� � þ¹Q ù ��í�	�è�ñ	é1ê�ó ù ñ	ó1ê�å#õ�é	é1ê�� ï���íDæ�å�ê�� õ�í1ö�æ�ï�ó1æ

∇µ
å�ç�æ�ö�ð�õÃç�����æ�ç�è�å���æ�èÃóDõ�ä�ï�ñ1æ dé	ñ1æ

{ei}i∈I
æ�ð1ñ	é	ñ	ô	ø

1
ëDð	í�� ��ê�è�ê�ó1ê�ö�ê �'õ ��ð�õ ��ï���íDæ�å#õÅõ�í1ö�æ�ï�óDõ

ei · ∇µ = {g ∈ ∇µ : g 6 ei}ñ ù æ�æ�è¿ç�è�ó1ê�ö�êI÷1ê�íDê��Iñ	è�æ�í�	�é���î ��ê�é1æ�ì	é���îYç�ì1æ�è�é1ê¿õ�ð	ð1ñ	è�ñ	å�é���î ù æ�ó���ë i ∈ I
ú �'ë¸û�þ �'þüû
�fþ

PRï�ê�ä�éDõ�ì	ñ ù ì1æ�ó1æ�ä
L0(K) = L0(K)(∇µ) = L0(Ω,A , µ)(K) ∗ d õ�í1ö�æ�ï�ó�� å�ç�æ
	 �'í�õ�ç�ç�ê�å�
 � då�ñ	å#õ�íDæ�é	è�é1ê�ç�è�ñ óDõ�å�é	ø
	
µ d ÷1ê�ì	è�ñÀå�ç�î4ð�� ��ê ù ÷'íDæ���ç�é	ø
	 � ðDæ��1ç�è�å�ñ	è�æ�í�	�é	ø
	 � ò���é��	ô	ñ���ë'ê�÷	ó1æ�ðDæ díDæ�é	é	ø
	¿éDõ

(Ω,A , µ)
ë'õOì1æ�ó1æ�ä

L∞(K) = L∞(K)(∇µ) = L∞(Ω,A , µ)(K) � ��ê ù,ù ��è�õ�è�ñ	å�é���î
ï�õ�éDõ�	#ê�å��

∗ d õ�í1ö�æ�ï�ó�� å�ç�æ
	 ��ê ù ÷'íDæ���ç�é	ø
	 � ðDæ��1ç�è�å�ñ	è�æ�í�	�é	ø
	 � ç�����æ�ç�è�å�æ�é	é1êÅê�ö�óDõ�é	ñ	ì1æ�é	é	ø
	�ñ	ä dù æ�ó	ñ ù ø
	Ãò���é��	ô	ñ���ë'ä�õ�ð�õ�é	é	ø
	 éDõ (Ω,A , µ)
ëDç�éDõ�ï��!æ�é	é���îYóDõ�å�é1ê ù æ�ó	é1ê���é1ê�ó ù ê���þ�T\ç�é1ê	ë1ì	è�ê

ç�õ ù ê�ç�ê�÷	ó � �!æ�é	éDõ �ÀìDõ�ç�è�	
L h

0 (C) = {f ∈ L0(C) : f = f} ∗ d õ�í1ö�æ�ï�ó	ø L0(C)
� ç�ê�ê�è�å�æ�è�ç�è�å�æ�é	é1ê	ë

L h
∞(C) = L∞(C)∩L h

0 (C) � ç�ê�å�÷Dõ�ð�õ�æ�èHç L0(R)
� ç�ê�ê�è�å�æ�è�ç�è�å�æ�é	é1ê	ë��

L∞(R) � þ e ó	ñ�
�è�ê ù ï���íDæ då#õIõ�í1ö�æ�ï�óDõ
∇µ

ê�è�ê���ðDæ�ç�è�å�í��	æ�è�ç �uç\÷1ê�í1é1ê���ï���íDæ�å�ê���õ�í1ö�æ�ï�ó1ê��Ãå�ç�æ
	ºñ'ðDæ ù ÷1ê�è�æ�é	è�ê�åÅå
L0(K).

e ó	ñ æ�ç�è�æ�ç�è�å�æ�é	é1ê ù ê�÷	ó1æ�ðDæ�íDæ�é	ñ	ñcìDõ�ç�è�ñ	ì	é1ê�ö�ê ÷1ê�ó ��ð��'õÀå
L0(R)

õ�í1ö�æ�ï�óDõ
L0(R)

�'å�í��	æ�è dç ��óDõ�ç
�!ñ	ó1æ�é	é1ê���÷1ê�ó ��ð���ê�å�ê ÷1ê�í1é1ê��uå�æ��	è�ê�ó	é1ê�� ó1æ
��æ�è���ê�� ú �'ëoû�þ ý1þ ���fþDEUí��Ãí1î\ï�ê�ö�ê�
�íDæ ù æ�é	è�õ
f ∈ L0(K)

ê�÷	ó1æ�ðDæ�í1ñ ù æ�ö�ê�é1ê�ç�ñ	è�æ�í�	Åç\÷1ê ù ê���	�î óDõ�å�æ�é1ç�è�å#õ

s(f) = 1− sup
{
e ∈ ∇µ : e · f = 0

}
.

T\ç�é1ê	ëoì	è�ê
s(f) ∈ ∇µ

ñ
s(q) = q

ð	í�� í1î\ï�ê�ö�ê
q ∈ ∇µ

þoi\ó1ê ù æºè�ê�ö�ê	ëoñ'ðDæ ù ÷1ê�è�æ�é	è q ∈ ∇µ�'å�í��	æ�è�ç � é1ê�ç�ñ	è�æ�íDæ ù ð	í��
f ∈ L0(K)

å è�ê ù ñ è�ê�í�	���ê å è�ê ù ç�í���ìDõ�æ�ë ��ê�ö�ð�õ
q · f = f

ë¸ñ ñ	ä
óDõ�å�æ�é1ç�è�å

e · f = f
ë
e ∈ ∇µ

ë1ç�íDæ�ð���æ�è�ë1ì	è�ê
e > q

þ
EUí��Ã÷	ó1ê�ñ	ä�å�ê�í�	�é1ê�ö�êÀé1æ�÷���ç�è�ê�ö�êÅ÷1ê�ð ù é1ê��!æ�ç�è�å#õ M ⊂ L0(K)

æ�ö�ê¿é1ê�ç�ñ	è�æ�í�	
s(M)

ê�÷	ó1æ�ðDæ dí��	æ�è�ç �ÀóDõ�å�æ�é1ç�è�å�ê ù s(M) = sup{s(f) : f ∈M}
þ

MOæ�é���íDæ�å�ê�æÅí1ñ	é1æ��	é1ê�æº÷1ê�ð1÷	ó1ê�ç�è�óDõ�é1ç�è�å�ê
X

å
L0(K)

éDõ�ä�ø0å#õ�æ�è�ç � ñ'ðDæ�õ�í�	�é	ø ù ÷	ó1ê�ç�è�óDõ�é dç�è�å�ê ù � ç�ê��	óDõ ��æ�é	é1êÀF e�� ë>æ�ç�í1ñuñ	ä f ∈ X
ë
g ∈ L0(K)

ñ�é1æ�óDõ�å�æ�é1ç�è�å#õ
|g| 6 |f |

ç�íDæ�ð���æ�è�ë¸ì	è�ê
g ∈ X

þ�JLç�í1ñ
X � F e å

L0(K)
ñ
s(X) = 1

ë�è�ê
X
éDõ�ä�ø0å#õ�îRè�ò���é'ð�õ ù æ�é	è�õ�í�	�é	ø ù ñ'ðDæ�õ�í�	�é	ø ù

÷	ó1ê�ç�è�óDõ�é1ç�è�å�ê ù å
L0(K)

þ
MOæ�è�ó���ð1é1ê�å�ñ'ðDæ�è�	1ë�ì	è�ê!é1æ�é���íDæ�å�ê�æRí1ñ	é1æ��	é1ê�æ\÷1ê�ð1÷	ó1ê�ç�è�óDõ�é1ç�è�å�ê

X
å

L0(K)
�'å�í��	æ�è�ç �ºñ'ðDæ dõ�í�	�é	ø ù ÷	ó1ê�ç�è�óDõ�é1ç�è�å�ê ù è�ê�ö�ð�õIñÀè�ê�í�	���ê:è�ê�ö�ð�õ'ë���ê�ö�ð�õ

L∞ ·X = X
þ

e ��ç�è�	 X � ÷	ó1ê�ñ	ä�å�ê�í�	�é1ê�æ^í1ñ	é1æ��	é1ê�æ^÷	ó1ê�ç�è�óDõ�é1ç�è�å�ê!éDõ�ðÅ÷1ê�íDæ ù
K
þ'G���é��	ô	ñ��

‖ · ‖ : X → RéDõ�ä�ø0å#õ�æ�è�ç �
F d é1ê�ó ù ê���ëDæ�ç�í1ñ å�æ�ó	é	ø ç�íDæ�ð���î��!ñ1æUç�å�ê��1ç�è�å#õ��

(i) ‖x‖ > 0
ð	í��ºå�ç�æ
	

x 6= 0 7
(ii) ‖αx‖ 6 ‖x‖

ð	í��Àå�ç�æ
	
x ∈ X

ñÀå�ç�æ
	Àç��'õ�í��'ó1ê�å
α ∈ K

ç
|α| 6 1 7

(iii) limα→0 ‖αx‖ = 0
ð	í��ºå�ç�æ
	

x ∈ X 7
(iv) ‖x+ y‖ 6 ‖x‖+ ‖y‖

ð	í��Àå�ç�æ
	
x, y ∈ X

þ
JLç�í1ñ

‖ · ‖
æ�ç�è�	

F d é1ê�ó ù õºéDõ X ë>è�êÀò���é��	ô	ñ��
d(x, y) = ‖x − y‖

ê�÷	ó1æ�ðDæ�í��	æ�èÃè�óDõ�é1ç�í��'ô	ñ dê�é	é1ê!ñ	é	å#õ�ó	ñDõ�é	è�é���î ù æ�è�ó	ñ����¿éDõUí1ñ	é1æ��	é1ê ù ÷	ó1ê�ç�è�óDõ�é1ç�è�å�æ X ë�÷1ê�ó1ê���ð�õ�î�����î ù æ�è�ó	ñ	ì1æ�ç�����î
è�ê�÷1ê�íDê�ö�ñ	îWéDõ

X
ë�ê�è�é1ê�ç�ñ	è�æ�í�	�é1ê ��ê�è�ê�ó1ê��

X
æ�ç�è�	 è�ê�÷1ê�íDê�ö�ñ	ì1æ�ç���ê�æ¿í1ñ	é1æ��	é1ê�æ:÷	ó1ê�ç�è�óDõ�é1ç�è�å�ê

� ç ù þüë�éDõ�÷	ó	ñ ù æ�ó�ë4ú ��ë�ö�í¹þ�û�ë)� ��� � þxJLç�í1ñ (X, ‖ · ‖)
�'å�í��	æ�è�ç �c÷1ê�í1é	ø ù ù æ�è�ó	ñ	ì1æ�ç��	ñ ù ÷	ó1ê�ç�è�óDõ�é dç�è�å�ê ù ë	è�êI÷Dõ�óDõ (X, ‖ · ‖)

éDõ�ä�ø0å#õ�æ�è�ç �
F d ÷	ó1ê�ç�è�óDõ�é1ç�è�å�ê ù þ��ê�å�ê�ó �'è�ë¹ì	è�ê

F d é1ê�ó ù õ ‖ · ‖
éDõºñ'ðDæ�õ�í�	�é1ê ù ÷	ó1ê�ç�è�óDõ�é1ç�è�å�æ

X ⊆ L0(K) ù ê�é1ê�è�ê�é	éDõ'ë¹æ�ç�í1ññ	äOç�ê�ê�è�é1ê ��æ�é	ñ��
f, g ∈ X

ë
|g| 6 |f |

ç�íDæ�ð���æ�è�ë	ì	è�ê
‖g‖ 6 ‖f‖

þ
F d é1ê�ó ù ñ	ó1ê�å#õ�é	é	ø ù ñ'ðDæ�õ�í�	�é	ø ù

÷	ó1ê�ç�è�óDõ�é1ç�è�å�ê ù � ñ'ðDæ�õ�í�	�é	ø ù F d ÷	ó1ê�ç�è�óDõ�é1ç�è�å�ê ù � å L0(K)
éDõ�ä�ø0å#õ�æ�è�ç �Ãñ'ðDæ�õ�í�	�é1ê�æH÷	ó1ê�ç�è�óDõ�é d
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ç�è�å�ê å

L0(K)
ëLç�éDõ�ï��!æ�é	é1ê�æ ù ê�é1ê�è�ê�é	é1ê�� F d é1ê�ó ù ê�� � ç�ê�ê�è�å�æ�è�ç�è�å�æ�é	é1ê	ë�÷1ê�í1é1ê�� ù ê�é1ê�è�ê�é	é1ê��

F d é1ê�ó ù ê�� � þ

� @�� m���� â " â#w��xm " pDq%$	wxm�- w'$
L∞

+�p��#w'$
	xâ#wxm�-xnRm
q
F �
wxp " nRm " pDq%$	wxw'*
� m¸ãLâ $�l)(Dw'*
��� " p%+ & " $	w'+ &'q%$��

_Oñ	é1æ��	é	ø ��ê�÷1æ�óDõ�è�ê�ó
δ : L∞ → L0(K)

éDõ�ä�ø0å#õ�æ�è�ç � ���D���L�f�>�����1����z�|����1�D���Uë'æ�ç�í1ñ

δ(xy) = δ(x)y + xδ(y)
÷	ó	ñ å�ç�æ
	

x, y ∈ L∞.

MOê�ç�ñ	è�æ�í�	Rð1ñ1òUòUæ�ó1æ�é	ô	ñ	ó1ê�å#õ�é	ñ��
δ
æ�ç�è�	Rñ'ðDæ ù ÷1ê�è�æ�é	è s(δ) = sup{s(δ(f)) : f ∈ L∞}

þ�Q ç�í���ìDõ�æ�ë
��ê�ö�ð�õ^ê�ï�óDõ�ä,ð1ñ1òUòUæ�ó1æ�é	ô	ñ	ó1ê�å#õ�é	ñ��

δ
ç�ê�ðDæ�ó �Iñ	è�ç �Hå�ñ'ðDæ�õ�í�	�é1ê ù ÷	ó1ê�ç�è�óDõ�é1ç�è�å�æ X ë�å�ç�æ�ö�ð�õ0å�æ�ó	é1êé1æ�óDõ�å�æ�é1ç�è�å�ê

s(δ) 6 s(X)
� ç�ó�þ�ú �'ë'è�æ�ê�ó1æ ù õ¿ÿ'þ ý�� � þP^è ù æ�è�ñ ù è�õ ���!æ�ë#ì	è�êOñ	ä!úüû�ë�� �'ë�÷	ó1æ�ð	íDê��!æ�é	ñ1æ��'þ ÿ���å�ø0è�æ��'õ�æ�è�ç�÷	óDõ�å�æ�ð	í1ñ	å�ê�ç�è�	Iç�íDæ�ð���î��!ñ 	

óDõ�å�æ�é1ç�è�å��
δ(e) = 0

ñ
δ(e · f) = e · δ(f)

ð	í��ºí1î\ï�ø
	
e ∈ ∇µ

ë
f ∈ L∞

þ
VLíDæ�ð���î��Iõ � è�æ�ê�ó1æ ù õ ð�õ�æ�è]é1æ�ê�ï 	#ê�ð1ñ ù ê�æ ñ ðDê�ç�è�õ�è�ê�ì	é1ê�æ ��ç�íDê�å�ñ1æcð	í�� ç�����æ�ç�è�å�ê�å#õ�é	ñ��

é1æ�é���íDæ�å�ø
	ºð1ñ1òUòUæ�ó1æ�é	ô	ñ	ó1ê�å#õ�é	ñ��Ãñ	ä
L∞

å
L0(K)

� ç ù þ¸úüû�ë���� � þ
� â#p " â�n $ � @ =D@�8I������ ��>��
 - �u����������"�.

∇µ
���>���1 ����!�>�4 1��� - 
��������	
��	
����>��$>��$	.��

(i)
�� ��¿������
� 1���H$>��$� ��>��
 - �4�������U��"¹��$��	�#" - 
���$	�>�R�1


L∞



L0(K);
(ii)

�¹ ��������	$ - ">�o�#"1 1����� � �� ��>��
��:����������"��
∇µ

$>� �'
���������� ����� - �o��������� - � 3
VLíDæ�ð���æ�è]ä�õ ù æ�è�ñ	è�	1ëRì	è�ê ç�����æ�ç�è�å���îRè]ò���é'ð�õ ù æ�é	è�õ�í�	�é	ø�æ ñ'ðDæ�õ�í�	�é	ø�æ ÷	ó1ê�ç�è�óDõ�é1ç�è�å#õ Xå

L0(K)
ë�é1æ4ç�ê�å�÷Dõ�ð�õ�î��!ñ1æ4ç

L0(K)
ë�ð	í�����ê�è�ê�ó	ø
	�ñ ù æ�îRè�ç �!é1æ�é���íDæ�å�ø�æ�ð1ñ1òUòUæ�ó1æ�é	ô	ñ	ó1ê�å#õ�é	ñ��

δ : L∞ → L0(K)
çOê�ï�óDõ�ä�ê ù ë	íDæ���õ �!ñ ù å

X
� ç ù þ¸ú �	ë'÷	ó	ñ ù æ�ó �'þüû
� � þ

e ��ç�è�	 e � é1æ�é���íDæ�å�ê�� ñ'ðDæ ù ÷1ê�è�æ�é	èuñ	äÀõ�í1ö�æ�ï�ó	ø
L0(K)

ëxè�þxæ�þ
e ∈ ∇µ

þ�! ��ðDæ ù ö�ê�å�ê�ó	ñ	è�	1ë
ì	è�ê F e X

å
L0(K)

�'å�í��	æ�è�ç �
e
�ü����{�"����>���1���¹�Uë�æ�ç�í1ñ

e · X = e · L0(K)
þ�Q 
�è�ê ù ç�í���ìDõ�æ

å�ç�æ�ö�ð�õ�ç�÷	óDõ�å�æ�ð	í1ñ	å�ê�å��'í1îRì1æ�é	ñ1æ
e ∈ X

þ,Q ç�ñ	è��#õ�ô	ñ	ñ�ë ��ê�ö�ð�õ�ï���íDæ�å#õuõ�í1ö�æ�ï�óDõ
∇µ

�'å�í��	æ�è�ç �
é1æ�÷	ó1æ�ó	ø0å�é1ê���ë	è�þ'æ�þ�é1æRñ ù æ�æ�è:õ�è�ê ù ê�å1ë'ñ'ðDæ�õ�í�	�é1ê�æ\÷	ó1ê�ç�è�óDõ�é1ç�è�å�ê X = L∞

é1æ��'å�í��	æ�è�ç �
e d óDõ�ç d�!ñ	ó1æ�é	é	ø ù ð	í��Åí1î\ï�ê�ö�êIé1æ�é���íDæ�å�ê�ö�ê e ∈ ∇µ

þ
V�ê�ö�í�õ�ç�é1ê�ú �'ë'è�æ�ê�ó1æ ù õ¿ÿ'þ ÿ��fë	ñ ù æ�æ�è ù æ�ç�è�ê:ç�íDæ�ð���î���æ�æ���è�å�æ�ó ��ðDæ�é	ñ1æ �
# &'qDâ "%$ ãLâ#wxmxâ � @  @'&4���	�

X (
�*) 


L0(K)
�
δ : L∞ → L0(K) (

$>��$� ��>��
 - �^�������U� 	"¹��$��	�#" - 
���$	�>�!� - ��"���
 - �
δ(L∞)

* �>���I�+�!�1� 

X
* � -

s(δ) ·X = s(δ) · L0(K)
3

F\äUè�æ�ê�ó1æ ù ø ÿ'þüû\ñ ��è�å�æ�ó ��ðDæ�é	ñ���ÿ'þ �!å�ø0è�æ��'õ�æ�è
,Ol,â�ã�+ &'qDmxâ � @ � @ )  1���
�

X (
�#�¹��������$ - ��/#" - ����"���$>����
 - 


L0(K)
3 &4���	�À�� ��¿������
� 1���^$>��$� 	�>��
 - �º�������U��"¹��$��	�#" - 
���$	�>�

δ : L∞ → X
* � -

X
�'
���������� �

s(δ) 	
"����.-!�#"¹��$	$	.�� * /#"��/��� - �

�� ��>��
��:����������"��
s(δ) · ∇µ

$>� �'
���������� �u��� - �o��������� - � 3
C

V�ê�ö�í�õ�ç�é1ê ��è�å�æ�ó ��ðDæ�é	ñ	î ÿ'þ � ñ ù æ�æ ù ë�ì	è�ê s(δ) · X = s(δ) · L0(K)
ë!å ìDõ�ç�è�é1ê�ç�è�ñ�ë

e := s(δ) ∈ X
þ�T\ç�é1ê	ëDì	è�êÅç����!æ�é	ñ1æ

δe
ð1ñ1òUòUæ�ó1æ�é	ô	ñ	ó1ê�å#õ�é	ñ��

δ
éDõ

e · L∞ = L∞(e · ∇µ)
æ�ç�è�	

é1æ�é���íDæ�å�ê�æ^ð1ñ1òUòUæ�ó1æ�é	ô	ñ	ó1ê�å#õ�é	ñ1æRç�êHä�éDõ�ì1æ�é	ñ�� ù ñÀå e ·X = e ·L0(K) = L0(K)(e ·∇µ)
þ�Q ç�ñ'í��

è�æ�ê�ó1æ ù ø ÿ'þüûOï���íDæ�å#õ:õ�í1ö�æ�ï�óDõ
e · ∇µ

é1æ��'å�í��	æ�è�ç �Ãõ�è�ê ù ñ	ì1æ�ç���ê���þ
BPRï�ê�ä�éDõ�ì	ñ ù ì1æ�ó1æ�ä

ν ù æ�ó��Ã_Uæ�ï�æ�ö�õÅéDõÅê�è�ó1æ�ä ��æ [0, 1]
ñ�ì1æ�ó1æ�ä

Aν � σ d õ�í1ö�æ�ï�ó���å�ç�æ
	�ñ	ä ù æ dó	ñ ù ø
	Å÷1ê!_Uæ�ï�æ�ö �¿÷1ê�ð ù é1ê��!æ�ç�è�å¿ñ	ä [0, 1] þ e ��ç�è�	 ∇ν � ÷1ê�í1éDõ �Àï���íDæ�å#õ�õ�í1ö�æ�ï�óDõ!å�ç�æ
	 �'í�õ�ç�ç�ê�å
ν d ÷1ê�ì	è�ñ å�ç�î4ð���óDõ�å�é	ø
	 ù é1ê��!æ�ç�è�åuñ	ä Aν

þ¹JLç�í1ñ
∇µ � é1æ�÷	ó1æ�ó	ø0å�éDõ � ï���íDæ�å#õ�õ�í1ö�æ�ï�óDõ � è�þ¹æ�þ

é1æºñ ù æ�æ�ècõ�è�ê ù ê�å � ë,è�ê�å�ç�ñ'í��]ú ý1ëxö�í¹þ �'ëoç�íDæ�ðDç�è�å�ñ1æ ��þ ���^ç�����æ�ç�è�å���îRèuè�õ �	ñ1æºé1æ�é���íDæ�å�ê�� 
�íDæ dù æ�é	è e ∈ ∇µ
ë
µ(e) = 1

ë¸÷	óDõ�å�ñ'í�	�éDõ �cï���íDæ�å#õº÷1ê�ð�õ�í1ö�æ�ï�óDõ
∇0(e)

å ï���íDæ�å�ê�� õ�í1ö�æ�ï�ó1æ
e · ∇µ

ñ
ñ	ä�ê ù ê�ó1òOñ	ä ù ϕ

ñ	ä�ï���íDæ�å�ê�� õ�í1ö�æ�ï�ó	ø
∇ν

éDõÅï���íDæ�å���õ�í1ö�æ�ï�ó��
∇0(e)

ë�ì	è�ê
µ(ϕ(g)) = ν(g)

ð	í��
å�ç�æ
	

g ∈ ∇ν
� éDõ�÷1ê ù é	ñ ù ë�ì	è�êÃï���íDæ�å#õº÷1ê�ð�õ�í1ö�æ�ï�óDõ ∇0(e)

åÃï���íDæ�å�ê�� õ�í1ö�æ�ï�ó1æ
e · ∇µ

éDõ�ä�ø0å#õ dæ�è�ç � ������|��������1z43Dë�æ�ç�í1ñcè�ê�ì	é	ø�æ:å�æ�ó 	'é	ñ1æ¿ñ é	ñ��Ié	ñ1æ:ö�óDõ�é	ñ í1î\ï�ê�ö�ê ÷1ê�ð ù é1ê��!æ�ç�è�å#õ�ñ	ä ∇0(e)ê�ð1ñ	éDõ ��ê�å�ø�æHå
∇0(e)

ñÀå
e · ∇µ � þ



8I�����U��"¹��$��	�#" - 
���$	���u� - 
�$�������$	���	�o�Ã
:�#�¹��������$	.��
F 	
/#" - ����"���$>����
��
� ���

X¸õ ù æ�è�ñ ù ë#ì	è�êHåHç�í���ìDõ�æ�ë ��ê�ö�ð�õ ∇µ � é1æ�õ�è�ê ù ñ	ì1æ�ç��'õ �Àï���íDæ�å#õHõ�í1ö�æ�ï�óDõ'ë#å�ç�æ�ö�ð�õHç�����æ�ç�è�å���æ�è
è�õ ��ê��ºé1æ�é���íDæ�å�ê���
�íDæ ù æ�é	è e ∈ ∇µ

ë�ì	è�êHï���íDæ�å#õ!õ�í1ö�æ�ï�óDõ
e ·∇µ

é1æ�÷	ó1æ�ó	ø0å�éDõÅúüû��'ë�ö�í¹þ'ÿ'ë�� �'ë#è�æ�ê dó1æ ù õ ���fþ���è�êRê�ä�éDõ�ìDõ�æ�è�ë�ì	è�ê�ð	í��Oí1î\ï�ê��!é1æ�õ�è�ê ù ñ	ì1æ�ç���ê��:ï���íDæ�å�ê��:õ�í1ö�æ�ï�ó	ø ∇µ
å�ç�æ�ö�ð�õ^éDõ �'ð���è�ç �

è�õ �	ñ1æ!é1æ�é���íDæ�å�ê�� 
�íDæ ù æ�é	è e ∈ ∇µ
ñ�÷	óDõ�å�ñ'í�	�éDõ ��ï���íDæ�å#õ:÷1ê�ð�õ�í1ö�æ�ï�óDõ

∇0
åÅï���íDæ�å�ê�� õ�í1ö�æ�ï�ó1æ

e · ∇µ
ëDì	è�ê

e · ∇µ
æ�ç�è�	ºé1æ�÷	ó1æ�ó	ø0å�éDõ ��ï���íDæ�å#õºõ�í1ö�æ�ï�óDõ'ë¸õÅï���íDæ�å#õ:÷1ê�ð�õ�í1ö�æ�ï�óDõ

∇0
ñ	ä�ê ù ê�ó1òOéDõ

ï���íDæ�å�ê���õ�í1ö�æ�ï�ó1æ
∇ν

þ
e ��ç�è�	 0 6= e ∈ ∇µ

ñ
∇0 � ÷	óDõ�å�ñ'í�	�éDõ �Iï���íDæ�å#õR÷1ê�ð�õ�í1ö�æ�ï�óDõ\åUï���íDæ�å�ê��¿õ�í1ö�æ�ï�ó1æ

e ·∇µ
þ�PRï�ê dä�éDõ�ì	ñ ù ì1æ�ó1æ�ä

S (K)(∇0)
ù é1ê��!æ�ç�è�å�ê¿å�ç�æ
	Àè�æ
	 f ∈ L0(K)(e · ∇µ)

ë'ð	í�� ��ê�è�ê�ó	ø
	Ãç�÷1æ��	è�óDõ�í�	 dé	ø�æ�ñ'ðDæ ù ÷1ê�è�æ�é	è�ø {Re f 6 λ}
ë
{Im f 6 λ}

÷	ó	ñ	éDõ�ð	íDæ���õ�è
∇0

ð	í��:å�ç�æ
	
λ ∈ R

þ�F\ä�å�æ�ç�è�é1ê	ë�ì	è�ê
S (K)(∇0)

æ�ç�è�	
∗ d ÷1ê�ð�õ�í1ö�æ�ï�óDõ:å L0(K)(e · ∇µ)

ñ
S (K)(∇0) = L0(K)(∇0)

þ
,Ol,â�ã�+ &'qDmxâ � @���@�&4���	�

X (
�#�¹��������$ - �I/#" - ����"���$>����
 - 


L0(K)
�
δ : L∞ → L0(K) ($>��$� ��>��
 - �x�������U��"¹��$��	�#" - 
���$	�>��� - ��"���
 - � * �>���I�+�!�1��


X
* � - �� ��¿������
� ��H�\�����	�>��$>��$� ��>��
 - �

�#�¹���o/ - ����$>�
e ∈ X

�:/#"���
��	����$�� ���� ��>��
��R/ - ������������"��
∇0


 �� ��>��
 - �º����������"¹�
e ·∇µ

* ��� -
e ·∇µ�����
� $>��/#"¹��"�.0
�$�� � �� ��>��
�� ����������"�� *

S (K)(∇0) = L0(K)(∇0) ⊆ X
�
∗ 	
����������"��

S (K)(∇0)
∗ 	
�1
 - � - " �^$��

∗ 	
����������"¹�

L0(K)(∇ν)
3

C
E!ê��'õ�ä�õ�è�æ�í�	�ç�è�å�ê¿å�ø0è�æ��'õ�æ�èÅñ	äUç�íDæ�ðDç�è�å�ñ���ÿ'þ ÿ'þ

BV ÷1ê ù ê���	�î ç�íDæ�ðDç�è�å�ñ�� ÿ'þ ÿ ��ç�è�õ�éDõ�å�í1ñ	å#õ�æ�è�ç � è�õ ���!æ�ç�íDæ�ð���î���æ�æºðDê�ç�è�õ�è�ê�ì	é1ê�æ ��ç�íDê�å�ñ1æ�ë
ê�ï�æ�ç�÷1æ�ì	ñ	å#õ�î���æ�æÃê�è�ç���è�ç�è�å�ñ1æ é1æ�é���íDæ�å�ø
	 ð1ñ1òUòUæ�ó1æ�é	ô	ñ	ó1ê�å#õ�é	ñ�� éDõ

L∞(K)
ë,÷	ó	ñ	é	ñ ù õ�î��!ñ 	

ä�éDõ�ì1æ�é	ñ�� å
F d é1ê�ó ù ñ	ó1ê�å#õ�é	é	ø
	Ãñ'ðDæ�õ�í�	�é	ø
	À÷	ó1ê�ç�è�óDõ�é1ç�è�å#õ�	¸þ

� â#p " â�n $ � @ ;>@ )  1���
�
(X, ‖·‖X ) ( F 	

$ - ">�o�#" - 
���$	$ - �4�#�¹��������$ - ��/#" - ����"���$>����
 - 

L0(K)

*

¿� - � - " - �

‖n · f‖X ↑ ∞
/#"��

n → ∞
����� �	���H� - � -

0 < f ∈ X
3o+�- �����I����� - ���������U��"¹��$��	� 	" - 
���$	�>�

δ : L∞ → X
�'
���������� � $� ��>��
�.�� 3

C e ó1æ�ð1÷1ê�íDê��Iñ ù ë	ì	è�ê!ç�����æ�ç�è�å���æ�è!é1æ�é���íDæ�å�ê�æ^ð1ñ1òUòUæ�ó1æ�é	ô	ñ	ó1ê�å#õ�é	ñ1æ δ : L∞ → X
þ�Q ç�ñ'í��

ç�íDæ�ðDç�è�å�ñ�� ÿ'þ ÿÅéDõ �'ðDæ�è�ç � è�õ ��ê��cé1æ�é���íDæ�å�ê��cñ'ðDæ ù ÷1ê�è�æ�é	è e ∈ X
ë¸ì	è�ê F e X e d óDõ�ç
�!ñ	ó1æ�é	é1ê ñï���íDæ�å#õ õ�í1ö�æ�ï�óDõ

e · ∇µ
é1æ �'å�í��	æ�è�ç � õ�è�ê ù ñ	ì1æ�ç���ê���ë¹å ìDõ�ç�è�é1ê�ç�è�ñ�ëxç�����æ�ç�è�å���æ�èÃç�ì1æ�è�é1ê�æIð1ñ	ä�� dîRé��	è�é1ê�æ�óDõ�ä�ï�ñ1æ�é	ñ1æ

{en}
∞
n=1

ñ'ðDæ ù ÷1ê�è�æ�é	è�õ e ëDð	í�� ��ê�è�ê�ó1ê�ö�ê
en 6= 0

÷	ó	ñ�å�ç�æ
	
n
þ>FOç�÷1ê�í�	�ä ���

ç 	#ê�ð1ñ ù ê�ç�è�	 ‖k · en‖X ↑ ∞
÷	ó	ñ

k → ∞
ë	å�ø�ï�æ�ó1æ ù é1ê ù æ�ó kn è�õ ��ë1ì	è�ê�ï�ø ‖kn · en‖X > n

þ1gxõ �
�'õ �

e ·X = e ·L0(K)
ë�è�ê\éDõ �'ðDæ�è�ç �:è�õ ��ê�æ

0 < f ∈ e ·L0(K) ⊆ X
ë�ð	í�� ��ê�è�ê�ó1ê�ö�ê

en ·f = kn ·en
þ

F ù æ�æ ù
n < ‖kn · en‖X = ‖en · f‖X 6 ‖f‖Xð	í��Iå�ç�æ
	�éDõ�è���óDõ�í�	�é	ø
	:ì	ñ1ç�æ�í
n
ë�ì	è�êOé1æ�å�ê�ä ù ê��Ié1ê	þ�F\ä�÷1ê�í���ì1æ�é	é1ê�ö�êU÷	ó1ê�è�ñ	å�ê�ó1æ�ì	ñ��¿å�ø0è�æ��'õ�æ�è

ê�è�ç���è�ç�è�å�ñ1æ\ð1ñ1òUòUæ�ó1æ�é	ô	ñ	ó1ê�å#õ�é	ñ��
δ : L∞ → X

þ
BE�õ�ð1ñ ù ñ'í	í1î\ç�è�óDõ�ô	ñ	î � è�æ�ê�ó1æ ù æ ÿ'þ � éDõ ÷	ó	ñ ù æ�ó1æ F d é1ê�ó ù ñ	ó1ê�å#õ�é	é1ê�ö�ê�ñ'ðDæ�õ�í�	�é1ê�ö�êu÷	ó1ê dç�è�óDõ�é1ç�è�å#õ

log d ñ	é	è�æ�ö�ó	ñ	ó���æ ù ø
	Ãñ	ä ù æ�ó	ñ ù ø
	 ò���é��	ô	ñ��

Llog(Ω,A , µ) =

{
f ∈ L0(Ω,A , µ) :

∫
log(1 + |f |) dµ <∞

}

ç
F d é1ê�ó ù ê�� ‖f‖log =

∫
Ω log(1 + |f |) dµ

ú ���fþ	JLç�í1ñ
0 < f ∈ Llog(Ω,A , µ)

ë'è�ê

∥∥n · f
∥∥
log

=

∫

Ω

log(1 + |n · f |) dµ→ ∞
÷	ó	ñ

n→ ∞.

VLíDæ�ðDê�å#õ�è�æ�í�	�é1ê	ë�åÀç�ñ'í���è�æ�ê�ó1æ ù ø ÿ'þ �'ë�í1î\ï�ê�æ!ð1ñ1òUòUæ�ó1æ�é	ô	ñ	ó1ê�å#õ�é	ñ1æ
δ : L∞ → Llog(Ω,A , µ)�'å�í��	æ�è�ç �Àé���íDæ�å�ø ù þ

Q è�ê �!æ å�ó1æ ù �¸ë æ�ç�í1ñ óDõ�ç�ç ù ê�è�ó1æ�è�	 F d é1ê�ó ù ñ	ó1ê�å#õ�é	é1ê�æ ñ'ðDæ�õ�í�	�é1ê�æ ÷	ó1ê�ç�è�óDõ�é1ç�è�å�ê
L0(Ω,A , µ)

ëDéDõ�ðDæ�íDæ�é	é1ê�æ
F d é1ê�ó ù ê�� ‖f‖Ω =

∫
Ω

|f |
1+|f | dµ

ë1è�ê¿ç�ê�ö�í�õ�ç�é1êÅè�æ�ê�ó1æ ù æIÿ'þüû�ë1åºç�í���ìDõ�æ



��� �^�	�1� - 
�� 3 � 3 *�� �	�	�	$Ã� 3��:3
õ�è�ê ù ñ	ì1æ�ç���ê�ö�êI÷	ó1ê�ç�è�óDõ�é1ç�è�å#õ�ç ù æ�ó1ê�� (Ω,A , µ)

ë�é1æRç�����æ�ç�è�å���îRè!é1æ�é���íDæ�å�ø�æ^ð1ñ1òUòUæ�ó1æ�é	ô	ñ	ó1ê då#õ�é	ñ��ÀéDõ:õ�í1ö�æ�ï�ó1æ
L∞(Ω,A , µ)

ë	÷	ó	ñ	é	ñ ù õ�î��!ñ1æUä�éDõ�ì1æ�é	ñ�� å (L0(Ω,A , µ), ‖ · ‖Ω)
þ e ó	ñ 
�è�ê ù

‖n ·f‖Ω =
∫
Ω

|n·f |
1+|n·f | dµ 6 1

ð	í��!í1î\ï�ø
	 
�íDæ ù æ�é	è�ê�å f ∈ L0(Ω,A , µ)
ñ�éDõ�è���óDõ�í�	�é	ø
	Iì	ñ1ç�æ�í

n
þ

��è�ê:ê�ä�éDõ�ìDõ�æ�è�ëDì	è�ê�ðDê�ç�è�õ�è�ê�ì	é1ê�æ���ç�íDê�å�ñ1æ
‖n · f‖X ↑ ∞

÷	ó	ñ
n→ ∞

ð	í�� �'õ ��ðDê�ö�ê
0 < f ∈ Xñ	ä4è�æ�ê�ó1æ ù ø ÿ'þ �^é1æ �'å�í��	æ�è�ç ��é1æ�ê�ï 	#ê�ð1ñ ù ø ù ð	í���ê�è�ç���è�ç�è�å�ñ��!é1æ�é���íDæ�å�ø
	Hð1ñ1òUòUæ�ó1æ�é	ô	ñ	ó1ê�å#õ�é	ñ��

δ : L∞ → L0(K)
ë�÷	ó	ñ	é	ñ ù õ�î��!ñ 	Hä�éDõ�ì1æ�é	ñ��Hå F d é1ê�ó ù ñ	ó1ê�å#õ�é	é	ø
	!ñ'ðDæ�õ�í�	�é	ø
	H÷	ó1ê�ç�è�óDõ�é1ç�è�å#õ�	¸þQ�ø4ðDæ�í1ñ ù �'í�õ�ç�ç

F d é1ê�ó ù ñ	ó1ê�å#õ�é	é	ø
	 ñ'ðDæ�õ�í�	�é	ø
	 ÷	ó1ê�ç�è�óDõ�é1ç�è�å (X, ‖ · ‖X) ⊆ L0(K)
ë>ð	í��

��ê�è�ê�ó	ø
	Wå�æ�ó	éDõ è�æ�ê�ó1æ ù õ ÿ'þ �'þ���ê�å�ê�ó �'è�ë:ì	è�ê
F d é1ê�ó ù ñ	ó1ê�å#õ�é	é1ê�æ ñ'ðDæ�õ�í�	�é1ê�æ�÷	ó1ê�ç�è�óDõ�é1ç�è�å�ê

(X, ‖ · ‖X)
ñ ù æ�æ�è �1z��	}1�41�z�|�zI�1z��1���D�����>�f� �L|��1��� F

�f�1z����O�#ë'æ�ç�í1ñ ñ	ä���ç�íDê�å�ñ��

0 6 fn 6 fn+1, fn ∈ X, n ∈ N, sup
n>1

‖fn‖X <∞

ç�íDæ�ð���æ�èÅç�����æ�ç�è�å�ê�å#õ�é	ñ1æOè�õ ��ê�ö�ê
0 6 f ∈ X

ë	ì	è�ê
fn ↑ f

þ
JLç�í1ñ

F d é1ê�ó ù ñ	ó1ê�å#õ�é	é1ê�æIñ'ðDæ�õ�í�	�é1ê�æ!÷	ó1ê�ç�è�óDõ�é1ç�è�å�ê (X, ‖ · ‖X)
ñ ù æ�æ�èÅ÷1ê�ó ��ð���ê�å�êÀ÷1ê�í���é1æ d÷	ó1æ�ó	ø0å�é���î é1ê�ó ù ��ë 0 < f ∈ X

ñ
supn>1 ‖n · f‖X <∞

ë�è�ê�ç�����æ�ç�è�å���æ�èIè�õ ��ê�æ
0 6 g ∈ X

ë'ì	è�ê
n · f ↑ g

ë¸ì	è�êºå�íDæ�ì1æ�è óDõ�å�æ�é1ç�è�å#õ
g = 0

ñ
f = 0

þ�F\äI÷1ê�í���ì1æ�é	é1ê�ö�ê ÷	ó1ê�è�ñ	å�ê�ó1æ�ì	ñ�� å�ø0è�æ��'õ�æ�è�ë
ì	è�ê�í1î\ï�ê�æ

F d é1ê�ó ù ñ	ó1ê�å#õ�é	é1ê�æHñ'ðDæ�õ�í�	�é1ê�æU÷	ó1ê�ç�è�óDõ�é1ç�è�å�ê (X, ‖ · ‖X)
ç\÷1ê�ó ��ð���ê�å�ê¿÷1ê�í���é1æ�÷	ó1æ dó	ø0å�é1ê��Ãé1ê�ó ù ê�� ��ðDê�å�íDæ�è�å�ê�ó �	æ�è ��ç�íDê�å�ñ�� ù è�æ�ê�ó1æ ù ø ÿ'þ �'þ e ê 
�è�ê ù �ºå�æ�ó	éDõIç�íDæ�ð���î��Iõ �

� â#p " â�n $ � @��¸@ &4���	�
(X, ‖·‖X ) ( F 	

$ - ">�o�#" - 
���$	$ - �0�#�¹��������$ - ��/#" - ����"���$>����
 - 

L0(K)

*
�1���.���¿��� / - "������ - 
 - / - �� 	$>��/#"¹��"�.0
�$� ��

F 	
$ - ">�¹ * � - ����� - � �������U��"¹��$��	�#" - 
���$	�>�

δ : L∞ → X
�'
���������� �À$� ��>��
�.�� 3

��@��#" m'&'â " m�� +	��
�â + &'qDpDq%$	wxm�- wxâ#w���l,â#q%*
� ãLm���� â " â#w��xm " pDq%$	wxm��
+�p �#w'$
	xâ#wxm�-xnRm qcm¸ãLâ $�l)(Dw'*
�

F �
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Q 
�è�ê ù óDõ�ä�ðDæ�íDæ ��ç�è�õ�éDõ�å�í1ñ	å#õ�æ�è�ç �:ê�ç�é1ê�å�é1ê��!ó1æ�ä ��í�	�è�õ�èOéDõ�ç�è�ê�� ��æ��!óDõ�ï�ê�è�øUë�ð�õ�î��!ñ��!é1æ�ê�ï d	#ê�ð1ñ ù ø�æUñºðDê�ç�è�õ�è�ê�ì	é	ø�æ���ç�íDê�å�ñ��ºð	í��ºñ'ðDæ�õ�í�	�é	ø
	 F d ÷	ó1ê�ç�è�óDõ�é1ç�è�å X ⊆ L0(K)
ë1ê�ï�æ�ç�÷1æ�ì	ñ	å#õ dî��!ñ1æOç�����æ�ç�è�å�ê�å#õ�é	ñ1æUé1æ�é���íDæ�å�ø
	ºð1ñ1òUòUæ�ó1æ�é	ô	ñ	ó1ê�å#õ�é	ñ��

δ : L∞ → X
þ

MUõ�÷1ê ù é	ñ ù ê�÷	ó1æ�ðDæ�íDæ�é	ñ1æ
(o) d è�ê�÷1ê�íDê�ö�ñ	ñ å ìDõ�ç�è�ñ	ì	é1ê ��÷1ê�ó ��ðDê�ì1æ�é	é1ê ù ù é1ê��!æ�ç�è�å�æ (Z,6)

þ
��ê�å�ê�ó �'è�ë¸ì	è�êºç�æ�è�	

{zα}α∈A ⊂ Z (o)
�f{�
	z����1��{�} � 
�íDæ ù æ�é	è�� z ∈ Z

( ê�ï�ê�ä�éDõ�ì1æ�é	ñ1æ �
zα

(o)
−→ z

) ë
æ�ç�í1ñ ç�����æ�ç�è�å���îRèÀè�õ �	ñ1æ:ç�æ�è�ñ

{xα}α∈A
ñ
{yα}α∈A

å
Z
ë�ì	è�ê

xα 6 zα 6 yα
ð	í��uå�ç�æ
	

α ∈ Añ
xα ↑ z

ë
yα ↓ z

þ
V�ñ'í�	�é1æ����Iõ � ñ	äÀè�ê�÷1ê�íDê�ö�ñ��

t
å
Z
ë¹ð	í�� ��ê�è�ê�ó	ø
	

(o) d ç 	#ê�ð1ñ ù ê�ç�è�	 ç�æ�è�æ�� å�íDæ�ì1æ�è�ñ 	 ç 	#ê dð1ñ ù ê�ç�è�	¿å:è�ê�÷1ê�íDê�ö�ñ	ñ t ë	éDõ�ä�ø0å#õ�æ�è�ç � (o) d ��z��1z��1z 0��D�
3�å (Z,6)
ë���ê�è�ê�óDõ �Ãê�ï�ê�ä�éDõ�ìDõ�æ�è�ç ��ì1æ�ó1æ�ä

to(Z)
þDJLç�í1ñ

Z = L0(R)
ë
µ(Ω) <∞

ë	è�ê
(o) d è�ê�÷1ê�íDê�ö�ñ�� to(L0(R))

ù æ�è�ó	ñ	ä ��æ ù õ:ñÃç 	#ê�ð1ñ ù ê�ç�è�	
÷1ê�ç�íDæ�ðDê�å#õ�è�æ�í�	�é1ê�ç�è�æ��uå�
�è�ê�� è�ê�÷1ê�íDê�ö�ñ	ñ�ç�ê�å�÷Dõ�ð�õ�æ�èÅç�ê:ç 	#ê�ð1ñ ù ê�ç�è�	�î ÷1ê ù æ�ó1æ:ú �'ë'ö�í¹þDÿ'ë � ���fþ

e ��ç�è�	 (X, ‖ · ‖X) ⊆ L0(K) � ñ'ðDæ�õ�í�	�é1ê�æ
F d ÷	ó1ê�ç�è�óDõ�é1ç�è�å�ê	þ¸PRï�ê�ä�éDõ�ì	ñ ù ì1æ�ó1æ�ä

t(Xh)
å�æ�� dè�ê�ó	é���î è�ê�÷1ê�íDê�ö�ñ	î å

Xh = {f ∈ X : f = f}
ëx÷1ê�ó1ê���ð�õ�æ ù ��î F d é1ê�ó ù ê�� ‖ · ‖X

þ�E!ê�ç�íDê�å dé1ê ÷1ê�å�è�ê�ó � � ðDê��'õ�ä�õ�è�æ�í�	�ç�è�å�ê�è�æ�ê�ó1æ ù ø�������þ �'þüû�ñ	ä�ú ��ë�ö�í¹þ ��ë � ���fë�÷1ê�í���ì	ñ ù ë¹ì	è�êÃç 	#ê�ð1ñ ù ê�ç�è�	
÷1ê

F d é1ê�ó ù æ ‖fn − f‖X → 0
ë
fn, f ∈ Xh ë¹å�íDæ�ì1æ�è ç�����æ�ç�è�å�ê�å#õ�é	ñ1æº÷1ê�ð1÷1ê�ç�íDæ�ðDê�å#õ�è�æ�í�	�é1ê�ç�è�ñ

{fnk
}∞k=1

ë
(o) d ç 	#ê�ð�� ��æ��1ç � �

f
þRVLíDæ�ðDê�å#õ�è�æ�í�	�é1ê	ë\å�æ�ó	é1ê ç�íDæ�ð���î���æ�æ ç�óDõ�å�é1æ�é	ñ1æ è�ê�÷1ê�íDê�ö�ñ��

t(Xh)
ñ
to(X

h)
þ

# &'qDâ "%$ ãLâ#wxmxâ ��@ =D@�&4���	�
X (

�#�¹��������$ - �
F 	
/#" - ����"���$>����
 - 


L0(K)
* � -

to(X
h) 6 t(Xh)

3
MUõ ù ÷1ê�éDõ�ðDê�ï�ñ	è�ç ��ç�íDæ�ð���î���æ�æOç�å�ê��1ç�è�å�ê:è�ê�÷1ê�íDê�ö�ñ	ñ t(Xh)

þ
# &'qDâ "%$ ãLâ#wxmxâ ��@  @ &4���	�

(X, ‖ · ‖X) (
�#�¹��������$ - �

F 	
/#" - ����"���$>����
 - 


L0(K)
*
e ∈ ∇µ

*
� -
e ·Xh = {e · f : f ∈ Xh}

�����
�
t(Xh) 	

/ - �	$ - �R/ - ��/#" - ����"���$>����
 - 

Xh 3



8I�����U��"¹��$��	�#" - 
���$	���u� - 
�$�������$	���	�o�Ã
:�#�¹��������$	.��
F 	
/#" - ����"���$>����
��
� � �

C e ��ç�è�	 fn, f ∈ X
ñ
‖fn − f‖X → 0

þ1g¹ê�ö�ð�õ
∥∥fn − f

∥∥
X

=
∥∥|fn − f |

∥∥
X

=
∥∥|fn − f |

∥∥
X

=
∥∥fn − f

∥∥
X

→ 0.

��è�ê¿ê�ä�éDõ�ìDõ�æ�è�ë�ì	è�ê
Xh æ�ç�è�	¿ä�õ ù �	é���è�ê�æH÷1ê�ð ù é1ê��!æ�ç�è�å�êÀå (X, ‖ · ‖X)

ëDñ ÷1ê 
�è�ê ù � (Xh, ‖ · ‖X)�'å�í��	æ�è�ç �¿÷1ê�í1é	ø ù ù æ�è�ó	ñ	ì1æ�ç��	ñ ù ÷	ó1ê�ç�è�óDõ�é1ç�è�å�ê ù þ1VLíDæ�ðDê�å#õ�è�æ�í�	�é1ê	ë�ð	í��:÷1ê�í1é1ê�è�ø e ·Xh ⊂ XhðDê�ç�è�õ�è�ê�ì	é1ê ��ç�è�õ�é1ê�å�ñ	è�	
t(Xh) d ä�õ ù �	é���è�ê�ç�è�	 ù é1ê��!æ�ç�è�å#õ e ·Xh þJLç�í1ñ

e · fn = fn ∈ e · Xh ë f ∈ Xh ñ
‖fn − f‖X → 0

ë�è�ê	ë
�'õ � ê�è ù æ�ìDõ�íDê�ç
	 å�ø���æ�ë
ç�����æ�ç�è�å���æ�è�÷1ê�ð1÷1ê�ç�íDæ�ðDê�å#õ�è�æ�í�	�é1ê�ç�è�	

{fnk
}∞k=1

ë ��ê�è�ê�óDõ �
(o) d ç 	#ê�ð1ñ	è�ç � �

f
þxVLíDæ�ðDê�å#õ�è�æ�í�	�é1ê	ë

fnk
= e · fnk

(o)
−→ e · f

ë'ì	è�ê�å�íDæ�ì1æ�è¿óDõ�å�æ�é1ç�è�å�ê
f = e · f

ë'ñÀ÷1ê 
�è�ê ù � f ∈ e ·Xh þ B
EUí�� ñ'ðDæ ù ÷1ê�è�æ�é	è�õ e = [E] ∈ X ∩ ∇µ

ë
µ(E) < ∞

ë1ê�ï�ê�ä�éDõ�ì	ñ ù ì1æ�ó1æ�ä
t(e ·Xh)

è�ê�÷1ê�íDê�ö�ñ	î
å
e·Xh ë�ñ	é'ð���ô	ñ	ó���æ ù ��î è�ê�÷1ê�íDê�ö�ñ1æ�� t(Xh)

ñ	ä
Xh ë�õ4ì1æ�ó1æ�ä tµ(e·Xh) � è�ê�÷1ê�íDê�ö�ñ	î ç 	#ê�ð1ñ ù ê�ç�è�ñ

÷1ê ù æ�ó1æOå:ñ'ðDæ�õ�í�	�é1ê ù ÷	ó1ê�ç�è�óDõ�é1ç�è�å�æ
e ·Xh ë'ñ	é'ð���ô	ñ	ó���æ ù ��î ñ	ä

L0(K)(e · ∇µ)
þ

VLíDæ�ð���î��Iõ � è�æ�ê�ó1æ ù õÃð�õ�æ�è �	ó	ñ	è�æ�ó	ñ�� ç�����æ�ç�è�å�ê�å#õ�é	ñ�� é1æ�é���íDæ�å�ø
	 ð1ñ1òUòUæ�ó1æ�é	ô	ñ	ó1ê�å#õ�é	ñ��
ç�ê�ä�éDõ�ì1æ�é	ñ�� ù ñ�åIñ'ðDæ�õ�í�	�é	ø
	 F d ÷	ó1ê�ç�è�óDõ�é1ç�è�å#õ�	¸þ
� â#p " â�n $ ��@ � @�8I���H�#�¹��������$ - � -

F 	
/#" - ����"���$>����
��

(X, ‖·‖X)



L0(K)
���>���1 ����!�>�¹ 1��� - 
����

���	
��	
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(i)

�� ��¿������
� 1���H$>��$� ��>��
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L∞



X �

(ii)
�� ��¿������
� 1��� ����� - �]$>��$� ��>��
 - � �#�¹���o/ - ����$>�

e = [E] ∈ X
*
µ(E) < ∞

* ��� - �� ��>��
��
����������"��

e · ∇µ
$>� �'
���������� � ��� - �o��������� - � �]� - / - � - �����

t(e · Xh)
� - 
�/����������c�º� - / - � - ���>���

� � - ���1� - ������/ - ����"¹�
tµ(e ·X

h)
3

C (i) =⇒ (ii)
�LJLç�í1ñ ç�����æ�ç�è�å���æ�è é1æ�é���íDæ�å�ê�æºð1ñ1òUòUæ�ó1æ�é	ô	ñ	ó1ê�å#õ�é	ñ1æ ñ	ä

L∞
å
X
ë,è�ê ç�ê dö�í�õ�ç�é1ê¿ç�íDæ�ðDç�è�å�ñ	î<ÿ'þ ÿ�éDõ �'ðDæ�è�ç � è�õ ��ê��Ãé1æ�é���íDæ�å�ê��Ãñ'ðDæ ù ÷1ê�è�æ�é	è e = [E] ∈ X

ë
µ(E) <∞

ë	ì	è�ê
e ·Xh = L0(R)(e ·∇µ)

þ�Q ç�ñ'í�����è�å�æ�ó ��ðDæ�é	ñ��Iý1þüû4ñ ù æ�æ ù ë�ì	è�ê to(e ·Xh) 6 t(e ·Xh). e ê�ç���ê�í�	����
µ(E) <∞

ë�è�ê
(o) d è�ê�÷1ê�íDê�ö�ñ�� to(e ·Xh) = to(L0(R)(e ·∇µ)

ù æ�è�ó	ñ	ä ��æ ù õHñÅç 	#ê�ð1ñ ù ê�ç�è�	I÷1ê�ç�íDæ dðDê�å#õ�è�æ�í�	�é1ê�ç�è�æ��ºå
(o) d è�ê�÷1ê�íDê�ö�ñ	ñ to(e ·Xh)

ç�ê�å�÷Dõ�ð�õ�æ�è�ç�êUç 	#ê�ð1ñ ù ê�ç�è�	�î ÷1ê ù æ�ó1æUú �'ë�ö�í¹þ�ÿ'ë�� ���fþ��è�ê!ê�ä�éDõ�ìDõ�æ�è�ë'ì	è�ê
tµ(e ·X

h) 6 t(e ·Xh)
þ�gxõ � �'õ �ºè�ê�÷1ê�íDê�ö�ñ	ì1æ�ç��	ñ1æ\å�æ��	è�ê�ó	é	ø�æR÷	ó1ê�ç�è�óDõ�é1ç�è�å#õ

(L0(R)(e ·∇µ), ‖ · ‖X )
ñ
(L0(R)(e ·∇µ), ‖ · ‖E)

�'å�í��'îRè�ç �
F d ÷	ó1ê�ç�è�óDõ�é1ç�è�å#õ ù ñ�ë'è�êUñ	ä!úüû
�	ë�ì�þDû�ëö�í¹þ �'ë	ç�íDæ�ðDç�è�å�ñ1æ��'þüû�� ��� � �xç�íDæ�ð���æ�è�ë1ì	è�ê tµ(e ·Xh) = t(e ·Xh)

þ
(ii) =⇒ (i)

� e ó1æ�ð1÷1ê�íDê��Iñ ù ëDì	è�ê:ç�����æ�ç�è�å���æ�è:è�õ ��ê���é1æ�é���íDæ�å�ê�� ñ'ðDæ ù ÷1ê�è�æ�é	è e = [E] ∈ X
ë

µ(E) <∞
ëLð	í�� ��ê�è�ê�ó1ê�ö�ê ï���íDæ�å#õ õ�í1ö�æ�ï�óDõ

e · ∇µ
é1æ �'å�í��	æ�è�ç � õ�è�ê ù ñ	ì1æ�ç���ê�� ñ]è�ê�÷1ê�íDê�ö�ñ��

t(e ·Xh)
ç�ê�å�÷Dõ�ð�õ�æ�èºçUè�ê�÷1ê�íDê�ö�ñ1æ���ç 	#ê�ð1ñ ù ê�ç�è�ñ�÷1ê ù æ�ó1æ tµ(e ·Xh)

þ e ê�ç���ê�í�	���� ù æ�è�ó	ñ	ä ��æ ù ê�æè�ê�÷1ê�íDê�ö�ñ	ì1æ�ç���ê�æÅå�æ��	è�ê�ó	é1ê�æ¿÷	ó1ê�ç�è�óDõ�é1ç�è�å�ê
(e · Xh, t(e · Xh))

÷1ê�í1é1ê � ç ù þ ��è�å�æ�ó ��ðDæ�é	ñ1æ¿ý1þ � � ëè�ê
e ·Xh æ�ç�è�	Iä�õ ù �	é���è�ê�æU÷1ê�ð1÷	ó1ê�ç�è�óDõ�é1ç�è�å�ê¿å (L0(R)(e · ∇µ)

ë
tµ(L0(R)(e · ∇µ)))

þ�PRç�è�õ�íDê�ç
	
ä�õ ù æ�è�ñ	è�	1ë�ì	è�ê µ(E) <∞

ë
e ·∇µ ⊂ e ·Xh ñ�ë�å�ç�ñ'í��Iñ'ðDæ�õ�í�	�é1ê�ç�è�ñÀ÷	ó1ê�ç�è�óDõ�é1ç�è�å#õ e ·Xh ë�å�æ�ó	é1êå��'í1îRì1æ�é	ñ1æ

L∞(R)(e ·∇µ) ⊂ e ·Xh þ�VLíDæ�ðDê�å#õ�è�æ�í�	�é1ê	ë tµ(e ·Xh) d ä�õ ù ø �'õ�é	ñ1æR÷1ê�ð1÷	ó1ê�ç�è�óDõ�é1ç�è�å#õ
e ·Xh ç�ê�ðDæ�ó �Iñ	è tµ(e ·Xh) d ä�õ ù ø �'õ�é	ñ1æR÷1ê�ð1÷	ó1ê�ç�è�óDõ�é1ç�è�å#õ L∞(R)(e ·∇µ)

þ e ê�ç�íDæ�ð1é1æ�æ�ä�õ ù ø �'õ dé	ñ1æOç�ê�å�÷Dõ�ð�õ�æ�è¿ç
L0(R)(e · ∇µ)

þ���è�êIê�ä�éDõ�ìDõ�æ�è�ë1ì	è�ê
e ·Xh = L0(R)(e · ∇µ)

� ç�ê�ê�è�å�æ�è�ç�è�å�æ�é	é1ê	ë
e ·X = L0(C)(e · ∇µ) � ë	è�þ1æ�þ	ñ'ðDæ�õ�í�	�é1ê�æ F d ÷	ó1ê�ç�è�óDõ�é1ç�è�å�ê X �'å�í��	æ�è�ç �

e d óDõ�ç
�!ñ	ó1æ�é	é	ø ù þgxõ � �'õ �Åï���íDæ�å#õHõ�í1ö�æ�ï�óDõ
e ·∇µ

é1æ �'å�í��	æ�è�ç �Åõ�è�ê ù ñ	ì1æ�ç���ê���ë�è�êUç�ê�ö�í�õ�ç�é1êHè�æ�ê�ó1æ ù æ\ÿ'þüû�ç�����æ dç�è�å���æ�è\é1æ�é���íDæ�å�ê�æ�ð1ñ1òUòUæ�ó1æ�é	ô	ñ	ó1ê�å#õ�é	ñ1æ
δ1
ñ	ä

L∞(K)(e·∇µ)
ç�êRä�éDõ�ì1æ�é	ñ�� ù ñIå

L0(K)(e · ∇µ)
þ

P^÷	ó1æ�ðDæ�í1ñ ù í1ñ	é1æ��	é1ê�æ�ê�è�ê�ï�óDõ �!æ�é	ñ1æ δ : L∞(K)→L0(K)
ë�÷1ê�í�õ�ö�õ �

δ(f) = δ1(e·f)
ë
f ∈L∞(K)

þ
T\ç�é1ê	ë	ì	è�ê

δ
æ�ç�è�	:é1æ�é���íDæ�å�ê�æ\ð1ñ1òUòUæ�ó1æ�é	ô	ñ	ó1ê�å#õ�é	ñ1æUñ	ä

L∞(K)
å

L0(K)(e · ∇µ)⊂X
þ
B



� � �^�	�1� - 
�� 3 � 3 *�� �	�	�	$Ã� 3��:3
� m'&'â " $�& � " $

Ì�²��������
	��
	 ������� � � ����	���	 ����� �"!$#%���'&(�
	��
		Ô�) *�±,+%-�. /". 021�354�-�. / 06+�. ) *�7�) * � ) 898;:5+<06+�. /=4�-�4?> :�1 06-@021 > 4?A5-<027RÒüÒ
BDC"+%-<0 � +<09EF06+�G#² H0Î�Í�Í�Ð�² H�ÓI) 1ü²#Î�Ì���J Î�² H�K'²#ÌªÍ�Ñ?L�Ì?M�Ñ�²

Î�²������@�
	I�
	�NO4�-�. / 06+�. ) *�7�) * � ) 898;:5+<06+�. /=49-�4?> :�1 06-P021 > 4?A5-<027\ÒüÒRQ". A#²TS�35/�²TEF06+�G#² H0Î�Í�Ì�Ì�² H�ÓI) 1ü²�Î�Ì��IJ Ï�² H
K'²#ÌªÐ�Ì<L�ÌªÐ�×�²�NVU�W<X�ÌªÍ�² Ï�ÌªÍ�Ï�Ò Q�ÌªÍ=Y Y�ÌªÏ2M M�Ì�ÌªÍ�Ï�Í�Í�Ì�Ì�²

Ï�²�Z�[]\F^
	`_;	 �5a
[�b2ced'c�f�gOh�	=Z�	 �DiDc`j5c�f�k�	$l�	�ÇL¨�¬o¬x��«�����°�¨�«����� ���¨�´4���L���� �������¨�´�¦	¨4��¥��� ���¨�����«�¦	¨�«�§���¦	·¸µ
£�¨�¦1��¯�§�¡�´�µ0¡���¥� �¡�Á�����¨���¦1��«�¨�¦	·¸µ^��¶���«� �����«����^ÒüÒ0Æ\ ���²���«#² H0Î�Í�Ì?M�² H�m�²#Ì�Ñ���J Ì�² H0Õ¹²�Ï'L�ÌªÖ�²

M�²����������'n��
	 �e�"�po6�rqp�s�rt(uV	"Wr*$+�4�-�vp) 1 06+�. ) *F)2wIU�vp4�-<06+�)2-�7�² H�Ô�²%x�² X`S � 0 3�²�KD-�4?7%7yWr* � ² �#Ìª×�Ö�Ö�²
Y�²�a
[�b2ced'c�f�gOh�	$Z�	 ��iDc`j5c�f@k�	$l�	�ÇL¨�¬o¬x��«�����°�¨�«����� ���¨�´4�� o¨�¯��ª �¡� �µ���¥���¦1¦	§��� ���¨�����·¸µ

AW ∗ ±  �¡�©ª��£�«� �µ^ÒüÒÆ\ ���²���«#² H0Î�Í�ÌªÏ�² H�m�²#ÌªÐ���J Ì�² H0Õ¹²�Ð�Ï'L�Ö�Ö�²
Ð�²�z�t`�5��{@oO|�	 �p��� �"!$#%���'&}�
	 �p~eo6��� �Pz;	"Sy1 > 4?A5-<027
)2w�1 ) >�±�. *$+�4?>2-<02A�1 4�ws:�* � +�. ) *�7�02*`39) vp4�-<06+�)2-�7�² H^ÌªÍ�Q"4?vRÎ�Í�Ì6Y�² H
Ì�ÌVv#² H�06-���. /pX Ì6Y�Í�×�² Í�Ï�Ï�Ð�Í2/�Ì@� 8�06+�G#² UyS��B²

Ñ�²�|Vo6��nr!6���
	=�5	 �"�I��#%�;�
	`�T	 �5u�!5�5���?n,�T�=o6{P���O��	=Sy*
F
±�7%v`0 � 4�7�0289v�1 4�-ª² H0Õ
028;A5-�. 35> 4 X�Õ
028;A5-�. 35> 4���*�. /�² KD-�4?7%7��

Ìª×�Ö2M�² HP�,�e) *`35) *�EF06+�G#²�Q") � ²`�e4 � +ª²�Ô�)2+�4VQ"4�-ª² ��/=) 1ü²�Ö�×=�f²
Ö�²����`�%\eg=[�b9^
	5h�	�Æ\ �®L��«�¨�«�§���¦	·��L��¶���«� �����«�·,² H0ÆH² X�­L �§�¥� ���Î�Í�Í�Ï�²
×�²����`�%\eg=[�b�^
	�h�	1Â�������¦1��«�¬¹¨���¦	· ¨I¯�¨�¬o¬x��«�����°�¨�«����� ���¨�´I�!«� ��?�,¨�«���������¤¿¥���¦	¶�¡���¥�������¤

f
±  �¡�©ª��£�«��UÒüÒ

� ¨�£�²�¦D ���²�®�§�«���² H0Î�Í�Í�Ð�² H�m�²`M�Ñ���J Ì�² H � ²�×�Ñ?L�ÌªÍ�Ñ�²
ÌªÍ�²����6��c�f���	��L§���¥�°�¨����� �¡�Á���·¸¤\ ��� �¡�¨���² H0ÆH² X�Æ^¨�«#�#Ìª×�Ñ Y�²
Ì�Ì�²9��o6�=o6����	

C∗ ±rSy1 > 4?A5-<027y02*`3 W ∗ ±rSy1 > 4?A5-<027�² H�Ô�²]x�² XpQ"v5-�. *�> 4�- ± ÓI4�-�1 02>��#Ìª×�Ñ�Ì�²Ì�Î�²��D� o=�$� {9� �<! &�z;	D�
	D T)$) 1 4'02*¡Sy1 > 4?A5-<027�. *�Sy*`021 ¢57%. 7�² H;NO)2-<3"-�4 � G$+'XTQ"v5-�. *�> 4�-ª�DÎ�Í�Í�Î�² H4Ð�Í2MRv#² HP��EF06+�G#²ISyv�v�1ü² �
/=) 1ü²�Y6M�Í�² �

ÌªÏ�²���� � � �"�9��	$~D	 Wr*$+%-�)"35: � +�. ) *;+�)O+�G�4�+�G�4?)2-%¢;)2w�v`06-%+�. 021 1 ¢9)2-<354�-�4'3�7%v`0 � 4?7�² H9£y-�) *�. *�> 4?*eX=¤R) 1 +�4�-�7 ± Ô�)$)2-<35G�)2¥(Q � .ü²
K�:�A�1ü²`��+<3�² �#Ìª×�Ð�Ñ�² H4Ï�Ö�Ñ9v#²

¦D§�¨2§;©2ª(«`¬6­�§;®=«�¯"°`¨F±�²2³<´$¨ µ%¶5ª�·5¸=¹$±�º?»
¼V½D¾�¿�À�Á�¼;Â�Ã5À�¿�¼;Â�Ä"ÅeÃ5À�Á`¾�Æ
m	 2�L¥���������¥�¨�¤^¨���¡� �¦1��¥�¨�¤R§���¨�����«���¨��������
Ç \eÈ?\�[�É�d È?\��=��È'Êe[%fed}É�g=ËO[��p\pÌÍ[��'d=[��'d6b"[%f�f`Ì
Î9f�g��`É
Ï}Ð�Ñ>Ä�Ò,� � m	Â¹­4��ÌªÍ�Í�Í�Ì�Ì���m	 2�L¥���������Â¹£�¯�§�¡�¡� VÒ,��¯�¨�«�¨�¤���Ì�Ì
B	±�8�02. 1�X`Ó$Ô$Õ�Ö`×2Ø$Ó6Ù"Ú"×?Ö�Û=Ü=Ý Þ$Ó6ß"à$á â�ã�Ú2ä
å ¾�½D¾�æ�ç�½�Å�è�¾�¿�¾�Ã�é9Á�Åeæ�À�Á`¾�Æ
­L �°�¨����� �¡�Á���·¸¤\§���¨�����«���¨������
Ïx��£���¥�¨����� ��� ��
Ç \eÈ=ËO[��?�?È?\�É�g=ËO[��p\pÌêg6j�ë2[�ì?\pÌíc�ËT��f`É5Ê�c�È'f�g6j�î2f�È6ë6È;g'f�g6j5cpï'g
Ï}Ð�Ñ>Ä�Ò,� � m	Â¹­4��ÌªÍ�Í�Ì�Ñ6M���m	 2�L¥���������³D§���©ª��«���¯���¥
B	±�8�02. 1�X�Ø"Ô Ó à5Õ�ÖpÕ6Ú5ð?ñ`Õ Ô Ý ò6Ö�Ó"Õ Ô�ã%ð ×?ÖTóôð?ñ`Õ Ô$Õ?ß5Ý6ä`ð6à�ã�ä"õ

öF÷Vø � �Où}ú �'ûPü(ý�þ ��ú9ÿ �Où����P÷;ý ��ü ùPü ��öF÷Vù��
F d ý��Tù��;÷;ý

û��
	ê÷Vù(ý��Pø@ù�����÷
���Pü��;ú �'ûPü(ý

ù��85����
�íù!þDù!þüë�����5��85�� ��þ ��þ
W�+�. 7��"*�)���*�+�G`06+�02*$¢@354�-�. / 06+�. ) *P) *P0 � ) 898;:5+<06+�. /=4y/=) *^Ô�4?:�8�02*�*�021 > 4?A5-<0

L∞(Ω, µ)
. 7�. 354?*$+�. � 021 1 ¢@4��$:`021`+�)

� 4�-�)�²�S
+O+�G�4�7�02894
+�. 894��p+�G�4 � ) 898;:5+<06+�. /=4
021 > 4?A5-<0
L0(Ω, µ)

)2w � ) 89v�1 4�C�894'027%:5-<02A�1 4;ws:�* � +�. ) *�7V354��`*�4'3�) *
0F*�) *�±r06+�) 89. � 894'027%:5-�4�7%v`0 � 4 (Ω, µ)

0 3589. +�7V*�) *�± � 4�-�)(354�-�. / 06+�. ) *�7�²� T4?7%. 354?7��D4?/=4�-%¢�354�-�. / 06+�. ) *R) *
L∞(Ω, µ)��. +�G�+�G�4y/ 021 :�4?7T. *P02*�. 354'021p*�)2-�894'3�7%:�A�7%v`0 � 4 X ⊂ L0(Ω, µ)

. 7
4��$:`021`+�) � 4�-�)�²! 
G�4y7�02894�-�4?8�02. *�7I+%-�:�4�ws)2-y02*
. 354'021"�$:`027%. ±�*�)2-�894'3�7%:�A�7%v`0 � 4 X ⊂ L0(Ω, µ)

²
ÔO06+�:5-<021 1 ¢���+�G�4�-�4}. 7y+�G�4}v5-�) A�1 4?8 )2wI354?7 � -�. A�. *�>�+�G�4 � 1 027%7�)2w�. 354'021

F
±�*�)2-�894'3�7%v`0 � 4?7 X ⊂ L0(Ω, µ)

ws)2-#��G�. � G
+�G�4�-�4I. 7�0�*�) *�± � 4�-�)y354�-�. / 06+�. ) *V) *

L∞(Ω, µ)
��. +�G}+�G�4�/ 021 :�4?7�. *

X
²?¤R4�> . /=4I*�4 � 4?7%7�06-%¢
02*`3O7%:%$ � . 4?*$+ � ) *`35. +�. ) *�7

ws)2-�0 � ) 89v�1 4�+�4�. 354'021
F
±�*�)2-�894'3;7%v`0 � 4?7 X +�)VAp4y7%: � G�+�G`06+I+�G�4�-�4y. 7
0}*�) *�± � 4�-�)
354�-�. / 06+�. ) *

δ : L∞(Ω, µ) → X
²

Wr*;v`06-%+�. � :�1 06-ª� . +I. 7D7%G�)���*;+�G`06+�. w`+�G�4
F
±�*�)2-�8ê) *

X
. 7�)2-<354�-�7%4?89. � ) *$+�. *":�) :�7��24'0 � G�354�-�. / 06+�. ) *

δ : L∞(Ω, µ) →
X

. 7V4��$:`021�+�) � 4�-�)�²DS
+}+�G�4�7�02894;+�. 894��e4�C5. 7]+�4?* � 49)2w�0P*�) *�±r06+�) 89. � . 354?89vp)2+�4?*$+
0 6= e ∈ X

�
µ(e) < ∞

ws)2-
��G�. � G�+�G�49894'027%:5-�4�+�) vp) 1 ) >2¢R. *

e · X � ) . * � . 354?7&��. +�GR+�G�4;+�) vp) 1 ) >2¢R> 4?*�4�-<06+�4'3RA$¢�+�G�4
F
±�*�)2-�8 . 89v�1 . 4?7}+�G�4

4�C5. 7]+�4?* � 4
)2w`0y*�) *�± � 4�-�)�354�-�. / 06+�. ) *
δ : L∞(Ω, µ) → X

² BDC�0289v�1 4?7�)2w`7%: � G
. 354'021
F
±�*�)2-�894'3}7%v`0 � 4?7D06-�4�021 > 4?A5-<027



8I�����U��"¹��$��	�#" - 
���$	���u� - 
�$�������$	���	�o�Ã
:�#�¹��������$	.��
F 	
/#" - ����"���$>����
��
� ���

L0(Ω, µ)
��. +�GP*�) *�±r06+�) 89. � 894'027%:5-�4�7%v`0 � 4?7 (Ω, µ) 4��$:�. v�vp4'3 ��. +�G@+�G�4

F
±�*�)2-�8

‖f‖Ω =
∫
Ω

|f |
1+|f |

dµ
²���)2-�7%: � G

. 354'021
F
±�7%v`0 � 4?7
+�G�4�-�4@. 7906+�1 4'027]+�0 � ) *$+�. *":�:�8 )2w�v`02. - ��. 7%4(35. 7]+�. * � +�*�) *�± � 4�-�)�354�-�. / 06+�. ) *�7

δ : L∞(Ω, µ) →
(L0(Ω, µ), ‖ · ‖Ω)

²

�����	��

������Ëe354�-�. / 06+�. ) *#�`02*F. 354'021e7%v`0 � 4�� F ±�*�)2-�8\²

�������������������

Ì�²������}�
	p�
	 �
����� � � �í��	`��	 ��o6���(��� �"!$#%���'&9�
	��
	�Ô�) *�±,+%-�. /". 021D354�-�. / 06+�. ) *�7O) * � ) 898;:5+<06+�. /=4O-�4?> :�1 06-V021 > 4?A5-<027�²
�! �"$#&%(')"*%,+-%�"/. » ��Î�Í�Í�Ð��p/=) 1ü²�Î�Ì���*�)�²�Î��`v�v#²�ÌªÍ�Ñ?L�Ì?M�Ñ�²

Î�²������y�
	5�
	"NO4�-�. / 06+�. ) *�7�) * � ) 898;:5+<06+�. /=4�-�4?> :�1 06-�021 > 4?A5-<027���0�132 »�465�7 » +-%�"/. » ��Î�Í�Ì�Ì��`/=) 1ü²�Î�Ì��`*�)�²�Ï���v�v#²�ÌªÐ�Ì<L
ÌªÐ�×�²`NVU�W<X�ÌªÍ�² Ï�ÌªÍ�Ï�Ò Q�ÌªÍ=Y Y�ÌªÏ2M M�Ì�Ì�Í�Ï�Í�Í�Ì�Ì�²

Ï�²������
�
	$�
	 ������� � � �R��	=��	"o6���98D�'&2��n,� �po;:O	$��	$NO4�-�. / 06+�. ) *�7���. +�G�/ 021 :�4?7T. * �$:`027%. ±�*�)2-�894'3�A�. 89)"35:�1 4?7I)2w�1 ) � 021 1 ¢
894'027%:5-<02A�1 4�) vp4�-<06+�)2-�7���0�132 »<465�7 » +-%�"/. » ��Î�Í�Ì6Y���/=) 1ü²�Î Y��5*�)�²�Ï��5v�v#²�ÌªÐ�×'L�Ì�Ñ�Ö�²`NVU�W<X�ÌªÍ�² Ï�ÌªÍ�Ï�Ò Q�ÌªÍ=Y Y�ÌªÏ2M M�Ì6Y�Í�Ï
Í�Í�Î Y�²

M�²����������'n��
	 ���"�po6�rqp�s�rt(uV	<=?>�"A@�#*BDCFE %�"$13C�>GCIH;J�B�@�#&%�"*C�#�K » S � 0 354?89. � KD-�4?7%7��`Wr* � ² ��Ìª×�Ö�Ö�²
Y�²F����� � � �R��	 ��	 ��8D�'&2��n,� �poL:O	$��	 NO4�-�. / 06+�. ) *�7I) *9. 354'021 7T. * � ) 898;:5+<06+�. /=4

AW ∗ ±r021 > 4?A5-<027��
0�132 »
465�7 » +-%�"/. » ��Î�Í�Ì?M��
/=) 1ü²�Î6M��`*�)�²#Ì���v�v#²�Î�Ð'L$M�Î�²pNVU�W<X�ÌªÍ�² Ï�ÌªÍ�Ï�Ò Q�ÌªÍ=Y Y�ÌªÏ2M M�Ì?M�Í�Ì�Í�Í2M�Í�²

Ð�²�z�t`�5��{@o@|�	 �T��� �"!$#%���'&P�
	 �To6���R~eo6��� ��z;	 4 E MN@O2)#&%�K�CIH9P�C?MFQ$=?>�"A@3M�#&%(2OE @,R�S�><')"$13C�>�K�%�> 5 J�B�@�#&%�"*C�#�K » S�-���. /pX
Ì6Y�Í�×�² Í�Ï�Ï�Ð�Í2/�Ì@� 8�06+�G#² UyS��B²�ÌªÍ�Q"4?vOÎ�Í�Ì6Y�²�Ì�ÌVv#²

Ñ�²�|Vo6��nr!6���
	��5	 ���I��#%�(�
	��T	 ��o6���Fu�!5�5���?n,�}�=o6{P���@��	 4 >
F
Q30FBD%('�@90<%�TUB<E @�#f²�Õ
028;A5-�. 35> 4��#Õ
028;A5-�. 35> 4
��*�. ±

/=4�-�7%. +r¢PKD-�4?7%7���Ìª×�Ö2M�²��e) *`35) *(EF06+�G#²pQ") � ²`�e4 � +ª²�Ô�)2+�4
Q"4�-ª² ��/=) 1ü²�Ö�×�²
Ö�²�|�� �%�<o=�'&��
	6:O	WVXC�T91/><%�"A@ 5 J�B�@�#&%�"*C�#�K»²
NO)2-<3"-�4 � G$+ª�!Y}1 : �
4�-@S � 0 354?89. � K�:�A�1 . 7%G�4�-�7��¸Î�Í�Í�Í�²�EF06+�G#²T02*`3�. +�7

Syv�v�1ü² ��/=) 1ü²pY�Ìª×�²
×�²�|�� �%�<o=�'&��
	�:O	`Sy:5+�) 89)2-�v�G�. 7%897�02*`3F354�-�. / 06+�. ) *�7�) *�0;:�*�. /=4�-�7�021 1 ¢ � ) 89v�1 4�+�4 � ) 89v�1 4�C

f
±r021 > 4?A5-<0���0�132�@�#�13%�>

+-%�"/.�@�T;%�"$13'?%FE�Z�C�S�#�><%FE ��Î�Í�Í�Ð��p/=) 1ü²�M�Ñ���*�)�²#Ì��`v�v#²�Ñ�Ñ?L�Ö=Y�²pNVU�W<X�ÌªÍ�² ÌªÍ�Í�Ñ�Ò67�Ì�Ì�Î�Í�Îª± Í�Í�Ð�± Í�Í�Ì�Í�± Í�²
ÌªÍ�²�uV�"�$� ����	�R�S�><')"$13C�><%FE 4 ><%FE [�K?1/K»²�Ô�4�� xT)2- ���`E � £y-<0 �¸±*\�. 1 1� T)$) �\ÕT) 89v`02*$¢���Ìª×�Ñ�Ï�²
Ì�Ì�²9��o6�=o6����	

C∗ Q 4 E MN@O2)#&%�K9%�> 5 W ∗ Q 4 E MN@O2)#&%�K»²�Ô�4��íxT)2- ���`Q"v5-�. *�> 4�- ± ÓI4�-�1 02>��#Ìª×�Ñ�Ì�²
Ì�Î�²��D� o=�$� {9� �<! &�z;	`�
	<]�C^CFE @&%�> 4 E MN@O2)#&%�KX1/> 4 ><%FE [�K?1/K»²pNO)2-<3"-�4 � G$+ª��Y}1 : �
4�-OS � 0 354?89. � K�:�A�1 . 7%G�4�-�7���Î�Í�Í�Î�²�EF06+�G#²

02*`3@. +�7ySyv�v�1ü² ��/=) 1ü²pY6M�Í�²
ÌªÏ�²���� � � �"����	�~D	�=?>�"$#&C 5 S�')"$13C�>	"*C_"/.�@a`�.�@&C�#�[bCIH�cd%�#�"$13%FE/E [GJW# 5 @�#?@ 5 0FBD%('�@�K»²'Ô�4�� xT)2- ����£�)2-<35) *R02*`3� I-�4'0 � G#�Ìª×�Ð�Ñ�²

e6@&'�@�1 7 @ 5(± V�@&'�@�T;2�@�#�f ·5¸=¹$±
g9h(i j6k
lmg9n�o�k�jpg9n�q�r�o�k
l�i s<t
 �027%G!�=4?*$+�Wr7%1 0289. � ��*�. /=4�-�7%. +r¢��
�D� #'��u,uO��#6nr!6���p�y�%�<!$#<� o$n]�O���<!wv,���%�<!6�
Ì�ÌVSyA�35:�1 1 09Y�)"35. -�. ¢PS�/=4�² �  �027%G!�=4?*$+ª��ÌªÍ�Í�Í�Ì�Ì���� � Ap4 �". 7]+<02*
B	±�8�02. 1�X`Ó$Ô$Õ�Ö`×2Ø$Ó6Ù"Ú"×?Ö�Û=Ü=Ý Þ$Ó6ß"à$á â�ã�Ú2ä
x t�i h(i y{zLhFr�|�i j6i o{}IlFr�y�k
l�i s<t
ÔO06+�. ) *`021���*�. /=4�-�7%. +r¢�)2w�� � Ap4 �". 7]+<02*#�����<!wv,���%�<!6�ÓI: � > )2-�)"35) ���  �027%G!�=4?*$+ª��ÌªÍ�Í�Í�Ì�Ì��p� � Ap4 �". 7]+<02*
B	±�8�02. 1�X�Ø"Ô Ó à5Õ�ÖpÕ6Ú5ð?ñ`Õ Ô Ý ò6Ö�Ó"Õ Ô�ã%ð ×?ÖTóôð?ñ`Õ Ô$Õ?ß5Ý6ä`ð6à�ã�ä"õ


