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��1ö���ö�ý��	ù��'õ�û8ô�ô�ó8ú8���	ú�ù	ú#û�õGö�ø	ý�ø1ó�ô�ý�ù
ù	ø	ý�ö����	ù�����ö������ ù'õ1ù�ô¡õ�û�
�ó�ù	ø	ý�ö����	ù�����ö������  "��ø��	ü	ù�
Èò1ó�ú�ö��	ý�ó��	ø1ó�
 �,ö��1ö��

HJô�ò1ó�õ1þ����'�Rý�ô�ÿ�ô�ý8û�ø'÷�û��	ý�ø��[ö4ó�
�ó���øGû�	1ö�ø	ù	ÿ!ùVý�ö��%�|ù	ø1ó�õGó���ù	ÿ!ù���ý�ö�ó��	ù	ù!ú�ö��	ý�ó��	ø����Vù 
�û�øGû��
�#ó8ú���� �1ö���ö�ý�ó��),�ò��	ù	ø	ÿ'ý��[ö!ú��	ø	ù���û��ÇS[õ1ù	ò��Gû�ø	ý�ù1ô�û{ùÇj$#ö����	ù	ø���ó(102
��4|ùÇ`�ö�
1ö��­Igù%
�ö�����û(1 �	��45�
Q4ô�öÇú�ö��	ý�ó��	ø��[ö(�1ö���ö�ý��	ùUò��1ö¡÷1ò1ó�õ�û���û��Rý�ô�ÿU÷Gö�
1ô�ý�ú�ù	ý�ö¡õ1þ�ø��$�|ù)�gc�øGû��

:=
ó�
�ó���øGû�	Gû8ö�ý6���Gû�ú��

ø	ÿ	ö�ý�ô�ÿÒò1óÇó8ò��1ö¡÷Gö¡õGö�ø	ù��9��,�û
N
ù
R
� �|ø1ó+*!ö�ô�ý�ú#ûÇøGû�ý��'�Gû�õ1þ�ø����ÒùÊ÷Gö�
1ô�ý�ú�ù	ý�ö¡õ1þ�ø����!		ù1ô�ö¡õ

ô�ó�ó8ý�ú�ö�ý�ô�ý�ú�ö�ø	ø1ó��

: CNpÈxGu�;#ñ=<Gu	ðvu�>�~Gx,? tvw	@�w	A�Bvñ

QC��ý�ó�� òGû��Gû����Gû� ^öUò��1ö¡÷Gô�ý8û�ú8õGö�ø�� ���Gû�ý��	ù1ö ô�ú�ö¡÷Gö�ø	ù	ÿ\ó �	ú#û���ù%
�û�øGû��#ó8ú���� �1ö���ö�ý��'û��-,
ú 	Gû8ô�ý�ø1ó�ô�ý�ù),%��ó8ø1ô�ý����'�	ü	ù	ÿ �Nû���ô�ù%�Nû�õ1þ�ø1ó���ó �	ú#û���ù	ø1ó��%�|ù��1ó8ú#û�ø	ø1ó���ó��Gû8ô��!ù��1ö�ø	ù	ÿ-�
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�g$6������"��#" - 
���$	�6�g
��	
���
����8��$���� - 
 - �È"³���Ï�����1� 3'2
�
	���
���
���
�����
������V�������1�1�����J�����8���8�1���³� �����! ��"���8�� ������¡� ò��	ù	ø	ÿ'ý�óWøGû����0ú#û�ý�þmòGû����

(X, ‖ · ‖)
,���÷Gö

X
� ú�ö���ö�ô�ý�ú�ö�ø	ø1ó�ö^ù'õ1ù ��ó��|ò'õGö���ô�ø1ó�ö!ú�ö��	ý�ó��	ø1ó�ö^ò��1ó�ô�ý��Gû�ø1ô�ý�ú�ó{ù

‖ · ‖
� �	ú#û��

��ù	ø1ó��%�Nû�,1ý��1ö��� "��ø��	ü	ù	ÿrù��
X
ú
R
,�÷	õ1ÿ ��ó8ý�ó��1ó�
 ú��0ò1ó�õ1ø	ÿ��Rý�ô�ÿ.��ô¡õGó8ú�ù	ÿ �

(1) ‖x‖ > 0
÷	õ1ÿÈú�ô�ö��

x ∈ X
ù
‖x‖ = 0

ý�ó���÷�û�ù�ý�ó�õ1þ���ó�ý�ó���÷�û�,%��ó���÷�û
x = 0

 

(2) ‖λx‖ = |λ|‖x‖
÷	õ1ÿrú�ô�ö��

x ∈ X
ù
λ ∈ R

 

(3)
ô��'��ö�ô�ý�ú���ö�ý

1 6 C ∈ R
ý8û���ó�ö�,%		ý�ó

‖x+ y‖ 6 C(‖x‖+ ‖y‖)
÷	õ1ÿrú�ô�ö��

x, y ∈ X
�

LNô¡õ1ù),1ô�ú�ö�� �Èý�ó���ó�,	÷	õ1ÿrø1ö���ó8ý�ó��1ó���ó
0 < p 6 1

ú��0ò1ó�õ1ø	ÿ	ö�ý�ô�ÿ�ø1ö��Gû�ú�ö�ø1ô�ý�ú�ó
(4) ‖x+ y‖p 6 ‖x‖p + ‖y‖p

÷	õ1ÿÈú�ô�ö��
x, y ∈ X

,
ý�ó

‖ · ‖
øGû����0ú#û��Rý

p
� �1�����J��� ,	û

(X, ‖ · ‖)
�
p
� �1�����J�����8���8�1���³�m�����! ��"���8�� ������¡� �

I^û�ù%�,ö�ø	þ���û�ÿ���ó8ø1ô�ý8û�ø	ý8û
C
ú
(3)

øGû����0ú#û8ö�ý�ô�ÿ$# �������1�"�6�&%('��¡��)��1��� # ���� ����8�1����� ,�ù'õ1ù*# ����+
���1�"�6�&%('��¡��)����³�Ð�J�1��,U�1�����G��� ,�ù'õ1ù �J�!-!%��G��� ����'���%����! ���� �	ú#û���ù	ø1ó��%���8�

�
	���
���
���
�����
/.�� M�ó8ú�ó��#ÿ'ý�,�		ý�óÑ÷1ú�ö.�	ú#û���ù	ø1ó��%���
‖ · ‖1

ù
‖ · ‖2 0

# ���G�����G���1����� ,�ö�ô¡õ1ù
ô��'��ö�ô�ý�ú���ö�ý ��ó8ø1ô�ý8û�ø	ý8û

A > 1
ý8û��'û�ÿ-,%		ý�ó

A−1‖x‖1 6 ‖x‖2 6 A‖x‖1
÷	õ1ÿÈú�ô�ö��

x ∈ X
�

H��� "��ø'÷�û��,ö�ø	ý8û�õ1þ�ø1ó�
Èý�ö�ó��1ö����USRó��	ù � Ovó�õGö�ú�ù�	Gû�ô¡õGö¡÷%��ö�ý�,'		ý�ó!ú�ô�ÿ��'û�ÿ��	ú#û���ù	ø1ó��%�Nû
‖ · ‖���	ú�ù	ú#û�õGö�ø	ý�øGû

p
�Îø1ó��%�,ö

‖ · ‖
÷	õ1ÿ ø1ö���ó8ý�ó��1ó���ó

0 < p 6 1
! ô�����`Çû�õ1ù����Gû�ø'÷�û 1 ��+�,Gý�ö�ó��1ö��Nû 2�� ��45,

Tgù�	 1 ��, 7�� ��� ��4&%��0hgú#û���ù	ø1ó��%�Nû
‖ · ‖

ù	ø'÷%��ü	ù�����ö�ý �,ö�ý��	ù�	1ö�ô����'� ý�ó8ò1ó�õGó���ù�� øGû
X
 ��,ö�ý��	ù����

�,ó+*�ø1óÈó8ò��1ö¡÷Gö¡õ1ù	ý�þ. ^ó��%����õGó�

d(x, y) = ‖x − y‖p

��H"�,ö�ø	ø1ó ��ý8û{ý�ó8ò1ó�õGó���ù	ÿÇù%�,ö�ö�ý�ô�ÿÇú{ú�ù'÷%� ,
��ó���÷�û ��ó8ú�ó��#ÿ'ý{ó �,ö�ý��	ù�	1ö�ô���ó�
Çô �#ó�÷1ù%�,ó�ô�ý�ù�ù'õ1ù ô �#ó�÷1ù%�,ó�ô�ý�ù�ò1ó �	ú#û���ù	ø1ó��%�,ö��

�
	���
���
���
�����
*12�3�V��������4¡�8�1��5	�8�!�³� �����! ��"���8�� ������¡�
(p
� �1�����J�����8���8�1���³� �����! ��"���8��+

 ������¡�
)
øGû����0ú#û��Rý �,ö�ý��	ù�	1ö�ô��	ù{ò1ó�õ1ø1ó�ö��	ú#û���ù	ø1ó��%�|ù��1ó8ú#û�ø	ø1ó�ö

(p
�Îø1ó��%�|ù��1ó8ú#û�ø	ø1ó�ö

)
ò��1ó�ô�ý��Gû�ø��

ô�ý�ú�ó��
PRô�ø1ó8ú�ø��[ö �1ö�����õ1þ�ý8û�ý��mý�ö�ó��	ù	ù 
�û�øGû��#ó8ú����Çò��1ó�ô�ý��Gû�ø1ô�ý�ú�ý8û��	ù1ö�,-�'û���ý�ö�ó��1ö����@ó�
ró8ý��������

ý�ó��íó8ý�ó�
��Gû�*!ö�ø	ù	ù�ù ��û����	ø���ý�ó��#���Gû� Jù���ö�,�ô�ò��Gû�ú�ö¡÷	õ1ù	ú��dú ��ó8ø	ý�ö���ô�ý�ö �	ú#û���ù%
�û�øGû��#ó8ú����Çò��1ó��
ô�ý��Gû�ø1ô�ý�ú%,�ô�����h*��õ1ý�ó8ø/1 ��2�45�GH"�,ö�ö�ý�ô�ÿ ý8û���*!ö!ú#û��	ùGû�ø	ý����	ù	ý�ö��	ù	ÿ ò1ó�õ1ø1ó8ý��WO,ù1ô�ô�û'�76Vù���ö��Gû�,
ô����1`Çû�õ1ù����Gû�ø'÷�û 1 ��+�,'ý�ö�ó��1ö��Nû.2��02�45�

�
	���
���
���
�����
98:� hgú#û���ù%
�û�øGû��#ó8ú�ó
(
�	ú#û���ù	ø1ó��%�|ù��1ó8ú#û�ø	ø1ó�ö�,

p
�5
�û�øGû��#ó8ú�ó

)
ò��1ó�ô�ý��Gû�ø1ô�ý�ú�ó

(X, ‖ · ‖)
øGû����0ú#û8ö�ý�ô�ÿ;# ��������4¡�8�1��5	�8�����<�6�&=���� # ���

(
ô�ó�ó8ý�ú�ö�ý�ô�ý�ú�ö�ø	ø1ó�,��	ú#û���ù	ø1ó��%�|ù��1ó8ú#û�ø	ø1ó�


�1ö���ö�ý���ó�
),
p
�5
�û�øGû��#ó8ú�ó�
 �1ö���ö�ý���ó�


)
,vö�ô¡õ1ù

X
ó�÷1ø1ó8ú��1ö��,ö�ø	ø1ó�ÿ'ú8õ1ÿ	ö�ý�ô�ÿÑú�ö��	ý�ó��	ø1ó�
&�1ö���ö�ý���ó�


ù �	ú#û���ù	ø1ó��%�Nû �,ó8ø1ó8ý�ó8ø	øGû�ú ý�ó��Ðô����[ô¡õGö�, 		ý�ó�÷	õ1ÿÑõ%��
����
x, y ∈ X

ø1ö��Gû�ú�ö�ø1ô�ý�ú�ó
|x| 6 |y|ú8õGö�	1ö�ý

‖x‖ 6 ‖y‖
�

>Ètvw8ï@?,~(AÑw#ðvñvw AGC�� ��BC� - � �	
���
��	$ - "6�|�#" - 
���$	$ - �a"³���Ï�����1� "³���Ï��� - �8$	.g� - /6��"���D	�	�
$6��/#"³��"�.0
�$	.í/ - �	
���
��	$ - "6������� - $� 1��/ - � - ���6������E�$	.F�HG¡�6������$6� - 
!
����|�	$� 6� 3 � - �6���[� - � -�* �����	�

 - 
�"���������BJI>��K

(
 ���.0
���BJI>��K

)
������E

(xα)α∈A
�L� - ���6���MK�/ - �	
���
��	$ - "6���g�NG¡�6������$6�� 

x ∈ X
* � -

x = supα∈A xα (
� -�- ��
'��������
'��$	$ -�*

x = infα∈A xα)
3

H��4ò��1ö¡÷	õGó+*!ö�ø	ù	ÿ 2�ô¡õGö¡÷%��ö�ý�,�		ý�óRò1ó8ò1ó�õ1ø1ö�ø	ù1ö��	ú#û���ù	ø1ó��%�|ù��1ó8ú#û�ø	ø1ó�
��1ö���ö�ý��	ù
X
ÿ'ú8õ1ÿ	ö�ý�ô�ÿ

�	ú#û���ù%
�û�øGû��#ó8ú�ó�
 �1ö���ö�ý���ó�
),�ô�ó�÷Gö�� *�û���ö�

X
ú��'û�	1ö�ô�ý�ú�ö4ú�ö��	ý�ó��	ø1ó�
�ò1ó�÷%�1ö���ö�ý��	ù)��h��1ó��,ö�ý�ó���ó�,

ù%�,ö�ö�ý �,ö�ô�ý�ó�ò1ó��#ÿ�÷%��ó8ú���
�û�øGû�õGó�� ���	ù	ý�ö��	ù	ÿÈò1ó�õ1ø1ó8ý��ÐO,ù1ô�ô�û9�96Vù���ö��Gû��
}�w#~Gtvw�ORuÇAGC�PY 1����E

X := (X, ‖·‖) Q �	
���
��	$ - "6�|�#" - 
���$	$���K�"³���Ï�����	�!�N�	
���
��6�¡"³�� �� - ��E�$ - �� - $6������$6� - �
C > 1

3SR ��
�$ - ���	��E�$	. ���6���1 �BJI!�6�4 6��
'��"	�V�³��$	��K:T
(1) X Q �	
���
����8��$���� - 
��V"³���Ï�����	�VU
(2)

����K{��BC� - �r/ - ���6��� - 
���������E�$ - �����
(xk)

∞
k=1



X+

����� - � * ��� - ∑∞
k=1C

k‖xk‖ <∞
* �� �IÏ�XW

����
� 1��� ∑∞
k=1 xk ∈ X

U
(3)

����K¥��BC� - �í/ - ���6��� - 
���������E�$ - �����
(xk)

∞
k=1



X+

* ����K � - � - " - � ∑∞
k=1C

k‖xk‖ < ∞
*

�� �IÏ������
� 1���YG¡�6������$6�
x ∈ X

����� - � * ��� -
x = o

W ∑∞
k=1 xk := supn∈N

∑n
k=1 xk

3
I^û�ò1ó��|ø	ù%��,�		ý�óVò1ó�ô¡õGö¡÷Gó8ú#û�ý�ö¡õ1þ�ø1ó�ô�ý�þ

(xn)
∞
n=1

ú!ú�ö��	ý�ó��	ø1ó�
��1ö���ö�ý���ö
X
øGû����0ú#û��Rý �������1�!+

�^�L���1�
 X5	�!-���Z����� �� ����õGö��,ö�ø	ý��
x ∈ X

,Gö�ô¡õ1ù ô��'��ö�ô�ý�ú��'�Rý
0 < u ∈ X

ù�ò1ó�ô¡õGö¡÷Gó8ú#û�ý�ö¡õ1þ�ø1ó�ô�ý�þ



3�� =Y 1��"�����
�� 3��63 *,+ ��� - ��
�� 3 � 3

÷Gö�
1ô�ý�ú�ù	ý�ö¡õ1þ�ø����&		ù1ô�ö¡õ
(εn)

∞
n=1

ý8û��	ù1ö�, 		ý�ó
εn ↓ 0

ù
|xn − x| 6 εnu

÷	õ1ÿÑú�ô�ö��
n ∈ N

��h^û��
ù{ú 
�û�øGû��#ó8ú�ó�
 �1ö���ö�ý���ö ! ô����61 3�,#ý�ö�ó��1ö��Nû�������� ���02�4&%�, �,ö�ý��	ù�	1ö�ô��'û�ÿ�ô �#ó�÷1ù%�,ó�ô�ý�þ�ú �	ú#û���ù%
�û�øGû��#ó��
ú�ó�
.�1ö���ö�ý���ö^ò1ó�õ1ø1ó�ô�ý�þ��dó8ò��1ö¡÷Gö¡õ1ÿ	ö�ý�ô�ÿ ò1ó��#ÿ�÷%��ó����

}�w#~Gtvw�ORu : C"P - ���6��� - 
���������E�$ - ����E
(xn)

∞
n=1


 �	
���
����8��$���� - 
 - �Ñ"³���Ï�����1�
X
�L� - ���6���MKÊ/ -

�	
���
��	$ - "6���^�$G¡�6������$6�� 
x ∈ X

� - �����>� � - ��E�� - � - ����� * � - �����!����K 
'�MK'� - �Ò����J/ - ��/ - ���6��� - 
���W
������E�$ - �����

(xnk
)∞k=1

�� �IÏ������
� 1���Y/ - ��/ - ���6��� - 
���������E�$ - ����E
(xnkl

)∞l=1

* �L� - � KSI>��K��MK�"���
�$ - ����"�$ -
�
x
3
H��!ý�ö�ó��1ö���� �Ïô¡õGö¡÷%��ö�ý�,6		ý�ó �'û�*�÷%��
Çò1ó�õGó+*�ù	ý�ö¡õ1þ�ø���
 ó8ò1ö��Gû�ý�ó��Çù�� �	ú#û���ù%
�û�øGû��#ó8ú�ó�
 �1ö��

��ö�ý��	ù ú �	ú#û���ù	ø1ó��%�|ù��1ó8ú#û�ø	ø��'� �1ö���ö�ý�����ø1ö�ò��1ö����0ú�ö�ø),|ûrõ%��
��[ö�÷1ú�ö �	ú#û���ù	ø1ó��%���8,³ò��1ö�ú��Gû��
��û����!ù1ögú�ö��	ý�ó��	ø��'� �1ö���ö�ý����rú �	ú#û���ù%
�û�øGû��#ó8ú��.�1ö���ö�ý���� , ���	ú�ù	ú#û�õGö�ø	ý�ø��8�

Q¥ø1ö���ó8ý�ó������Ïú�ó8ò��1ó�ô�û��Ïý��1ö�
���ö�ý�ô�ÿ�
�ó�õGö�öYý�ö�ô�øGû�ÿÏô�ú�ÿ���þ �,ö�*�÷%� �	ú#û���ù	ø1ó��%�,ó�
{ùÏò1ó��#ÿ�÷%��ó���,
	1ö�� �,ó8ø1ó8ý�ó8ø	ø1ó�ô�ý�þ%,�ô����'ø	ù�*!öVó8ò��1ö¡÷Gö¡õGö�ø	ù	ÿ2��,,7!ù 3'�

�
	���
���
���
�����
���� hgú#û���ù%
�û�øGû��#ó8ú�� �1ö���ö�ý����
(X, ‖ ·‖) (

�'û��Ïù �	ú#û���ù	ø1ó��%���
‖ ·‖)

øGû����0ú#û��Rý
�1���	��- # �8���J�G�����6�L� �N���1��� ,�ö�ô¡õ1ùÏô�ó�ó8ý�ø1ó���ö�ø	ù1ö

xα ↓ 0
ú8õGö�	1ö�ý

‖xα‖ ↓ 0
÷	õ1ÿ!õ%��
�ó�
Ïô�ö�ý�ù

(xα)α∈Aú
X
�1LNô¡õ1ù�ú ��ý�ó�� ó8ò��1ö¡÷Gö¡õGö�ø	ù	ù�ô�ö�ý�ù ��û��,ö�ø	ÿ��Rý�ô�ÿ�ò1ó�ô¡õGö¡÷Gó8ú#û�ý�ö¡õ1þ�ø1ó�ô�ý�ÿ��|ù),�ý�ó ��ó8ú�ó��#ÿ'ý{ó�ò1ó��

�#ÿ�÷%��ó8ú�ó�

σ
�Îø1ö�ò��1ö����0ú�ø1ó�ô�ý�ù)�

}�w#~Gtvw�ORu
	�C�<���KÈ�	
���
����8��$���� - 
 - �È"³���Ï�����	�
X
G¡�	
��	
����6��$6��$	.U 6��
'��"	�V�³��$	��K:T

(1) X
/ - "�K���� - 
 - $6��/#"³��"�.0
�$��VU

(2)
�	���V����KÏ
 - 
�"���������BJI>��KÏ/ - "�K���� - 
 -�- ��"���$	������$	$���K{/ - ���6��� - 
���������E�$ - ����E�


X+
�L� - ���6�!W

�MK U
(3) X

/ - "�K���� - 
 -
σ
W / - �	$��!��/ - "�K���� - 
 -

σ
W $6��/#"³��"�.0
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�
	���
���
���
�����
��2� M�ó8ú�ó��#ÿ'ý�,�		ý�ó$�	ú#û���ù%
�û�øGû��#ó8ú#û$�1ö���ö�ý��'û
(X, ‖·‖)

�!4¡�1��-������  ±�1��4!�³�  �������+
 ������¡��
[�8�Y% ,	ö�ô¡õ1ù ô��'��ö�ô�ý�ú���ö�ý ��ó8ø1ô�ý8û�ø	ý8û

K > 0
,	øGû����0ú#û8ö��Nû�ÿ  ±�1��4���� # ���� ����8�1�����

[�8�Y% ,

ý8û��'û�ÿ-, 		ý�ó�÷	õ1ÿÈú�ô�ÿ���ó�
 ú�ó����Gû8ô�ý8û�����ö�
Çô�ö�ý�ù
(xα)

,	ù%�,ö�����ö�
 ô���ò��1ö������
x ∈ X

,	ú��0ò1ó�õ1ø	ÿ	ö�ý�ô�ÿ
ô�ó�ó8ý�ø1ó���ö�ø	ù1ö

‖x‖ 6 K supα ‖xα‖
�'LNô¡õ1ùrú9��ý�ó��Òó8ò��1ö¡÷Gö¡õGö�ø	ù	ù ��û��,ö�ø	ù	ý�þ>ô�ö�ý�ùrò1ó�ô¡õGö¡÷Gó8ú#û�ý�ö¡õ1þ��

ø1ó�ô�ý�ÿ��|ù),|ý�ó ��ó8ú�ó��#ÿ'ý�ó  ±�1��4��¡�
σ
�  ������� ����8��
[�8�Y% �|LNô¡õ1ù), *!ö

K = 1
,³ý�ó

‖x‖ = supα ‖xα‖ù�ú ��ý�ó�� ô¡õ%�'	Gû8ö"��ó8ú�ó��#ÿ'ý�,%		ý�ó
X
ó�
�õ�û�÷�û8ö�ý  ������� ������¡��
[�8�Y% ù'õ1ù

σ
�  ������� ������¡��
[�8�Y% �

�
	���
���
���
�����
���� hgú#û���ù	ø1ó��%�|ù��1ó8ú#û�ø	øGû�ÿ �1ö���ö�ý��'û
(X, ‖ · ‖)

�!4¡�1��-������9 ������� ������¡���^�����
(σ
�  ������� ������¡���^�����

)
,	ö�ô¡õ1ù�ô��'��ö�ô�ý�ú���ö�ý

supα xα (
ô�ó�ó8ý�ú�ö�ý�ô�ý�ú�ö�ø	ø1ó

supn xn)
÷	õ1ÿ��'û�*�÷Gó�
�ú�ó����

�Gû8ô�ý8û�����ö�
�ô�ö�ý�ù
(xα) (

ô�ó�ó8ý�ú�ö�ý�ô�ý�ú�ö�ø	ø1ó�,�ò1ó�ô¡õGö¡÷Gó8ú#û�ý�ö¡õ1þ�ø1ó�ô�ý�ù
(xn))

ú
X+

ò��	ù ��ô¡õGó8ú�ù	ù),6		ý�ó
supα ‖xα‖ <∞ (

ô�ó�ó8ý�ú�ö�ý�ô�ý�ú�ö�ø	ø1ó�,
supn ‖xn‖ <∞)

�
h^û�*�÷�û�ÿ �	ú#û���ù	ø1ó��%�|ù��1ó8ú#û�ø	øGû�ÿ �1ö���ö�ý��'ûgô�ógô�ú�ó�
1ô�ý�ú�ó��ÇX^ö�ú�ù�ÿ'ú8õ1ÿ	ö�ý�ô�ÿ�ò1ó��#ÿ�÷%��ó8ú�ógò1ó�õ1ø1ó�


�	ú#û���ù%
�û�øGû��#ó8ú�ó�
 �1ö���ö�ý���ó�
�ô�ó�ô¡õ�û�
��$�íô�ú�ó�
1ô�ý�ú�ó�� 6�û�ý�� �
QÑô¡õGö¡÷%�'����ö���ó8ò��1ö¡÷Gö¡õGö�ø	ù	ù�ò1ó��#ÿ�÷%��ó8ú�ógò1ó�õ1ø��'�!�	ú#û���ù	ø1ó��%�|ù��1ó8ú#û�ø	ø��'� �1ö���ö�ý����

X
ó8ý�ó+* �

÷Gö�ô�ý�ú8õ1ÿ	ö��íôgò1ó��#ÿ�÷%��ó8ú�óÏò'õGó8ý�ø��$� ù'÷Gö�û�õGó��¥úÏö�ö���ø	ù	ú�ö��1ô�û�õ1þ�ø1ó�� ò1ó8ò1ó�õ1ø1ö�ø	ù	ù
Xu �

�
	���
���
���
�����
��2��� � #  ����J����)����³� # �������1�1�����J�����8���8�1���³� ���� =����6���1�G��� ò1ó��#ÿ�÷%��ó8ú�óRò1ó�õ��
ø1ó�
.�	ú#û���ù	ø1ó��%�|ù��1ó8ú#û�ø	ø1ó�
(�1ö���ö�ý��	ù

(X, ‖ · ‖)
øGû����0ú#û��RýÏòGû����

(Xκ , ‖ · ‖κ)
,���÷Gö

‖x̂‖κ := sup
{
‖x‖ : x ∈ X, 0 6 x 6 |x̂|

}
(x̂ ∈ Xu);

Xκ := {x̂ ∈ Xu : ‖x̂‖κ <∞}.

X^ö�����ó!ú�ù'÷Gö�ý�þ%, 		ý�ó
‖ · ‖κ : Xκ → R

� �	ú#û���ù	ø1ó��%�Nû!ô[ý�ó�
�*!ö7�	ú#û���ù	ý��1ö��'��ó�õ1þ�ø1ó�
���ó8ø1ô�ý8û�ø��
ý�ó�


C
,�		ý�ó�ù.�

‖ · ‖
�	j4ó�õGö�öJý�ó���ó�,

‖ · ‖κ

���÷Gö�ý

p
�Îø1ó��%�,ó�
),1ö�ô¡õ1ù�ý8û���ó8ú#û

‖ · ‖
�

>Ètvw8ï@?,~(AÑw#ðvñvw : C��4���	�
X Q / - "�K���� - 
 - / - �	$���KÄ�	
���
��	$ - "6�|�#" - 
���$	$���Kí"³���Ï�����	� * � -

�1����BV�Y������� -  6��
'��"	�V�³��$	��K:T
( � ) Xκ

- �������������^��
 - �6����
 - ���!��
���
�� - �Ç�r� - ��E�� - 
�� - �Ê���� ��#��� *
� - �����

X
- �������������!�����V��.[�í��
 - �6����
 - ���J���� �U

(
�
)
�����	�

X
- �������������!�����V��.[�í��
 - �6����
 - ���J���� *

� -
Xκ

- �������������Ï��
 - �6����
����|���!��
������J���� 3



�g$6������"��#" - 
���$	�6�g
��	
���
����8��$���� - 
 - �È"³���Ï�����1� 3��
�
	���
���
���
�����
��2� hgú#û���ù	ø1ó��%�|ù��1ó8ú#û�ø	ø��'� �1ö���ö�ý����

X
øGû����0ú#û��Rý �1�1���L�6������)��1�>�1�¡�1�1��� ,

ö�ô¡õ1ù �'û�*�÷%��
Äò1ó��#ÿ�÷%��ó8ú���
iù	ø	ý�ö��	ú#û�õÄú
X
ò1ó�õGó8ø),Ný��Nö��C�'û�*�÷�û�ÿíò1ó��#ÿ�÷%��ó8ú�óÊó����Gû�ø	ù�	1ö�ø	øGû�ÿ

ò1ó�ô¡õGö¡÷Gó8ú#û�ý�ö¡õ1þ�ø1ó�ô�ý�þÈhJó��!ùÈú
X
ô �#ó�÷1ù	ý�ô�ÿ ����õGö��,ö�ø	ý��

X
�

}�w#~Gtvw�ORu���C������1���1������E�$ - �!�	
���
��	$ - "6�|�#" - 
���$	$ - �^"������!�#"³��$	�6�
(Xκ , ‖ · ‖κ)

/ - "�K���� - 
 -
/ - �	$ - ���	
���
��	$ - "6�|�#" - 
���$	$ - ��"³���Ï�����	�

(X, ‖ · ‖X)
� - �����V��.[�

σ
W­��
 - �6����
 - ���J���� ������E{�	
���W


����8��$���� - 
��^"³���Ï�����	�{� - �����!��� - ��E�� - � - ����� * � - �����
X
�	$6����"�
�����E�$ - / - �	$�� 3

���
	J
��
������
 ��� Q=�4÷�û����!ù�
1ô�ÿ�ú��'õ�û�÷Ñú���ö�ó��,ö�ý��	ù�	1ö�ô����'�aý�ö�ó��	ù�� �	ú#û���ù%
�û�øGû��#ó8ú����Ñò��1ó��
ô�ý��Gû�ø1ô�ý�úÑú�ø1ö�ôÈh*��õ1ý�ó8ø),Nô����,ó�
���ó���� 1 ����, ��+�, ��2�45�,Q 	Gû8ô�ý�ø1ó�ô�ý�ù),Nô�ù1ô�ý�ö��Nû�ý�ù�	1ö�ô���ó�ö ù����'	1ö�ø	ù1ö
�	ú#û���ù%
�û�øGû��#ó8ú���� �1ö���ö�ý�ó��ÏøGû�		ù	øGû8ö�ý�ô�ÿ{ô��Gû�
�ó8ý��Äh*��õ1ý�ó8øGû 1 ��+�45,�ô�����ý8û���*!öRh��#û��	ý�ö��1ó^ùÏK��	ùGû��
øGû 102
��45,�l ��õ1þ���û 1 ��2�45��`Çû���ô�ù%�Nû�õ1þ�ø1ó�ö4ø1ó��%�|ù��1ó8ú#û�ø	ø1ó�ö��Gû8ô��!ù��1ö�ø	ù1ö�ø1ó��%�|ù��1ó8ú#û�ø	ø1ó�
 �1ö���ö�ý��	ù),
ûÇý8û���*!ö�ô�ó�ó8ý�ú�ö�ý�ô�ý�ú��'���!ù�
íú#û��	ùGû�ø	ý ý�ö�ó��1ö������Ñò��	ù	øGû�÷	õGö�*�û�ýÒS�
��Gû��,ó8ú�ù�	�� 102 ,Nó8ò��1ö¡÷Gö¡õGö��
ø	ù1ö{øGû�ô�� � ùÊý�ö�ó��1ö��Nû)��45�|Q ��ý�ó��Wô¡õ%�'	Gû8ö{ý�ö�ó��1ö��Nû2�Çú�ö��	øGû 
�ö��rò��1ö¡÷1ò1ó�õGó+*!ö�ø	ù	ÿíó�ô¡õ�û�
�ó��
σ
�­ô�ú�ó�
1ô�ý�ú�öY6�û�ý�� �GI^û��¥ø1ö�ù���ú�ö�ô�ý�ø1ó��,ó+*�ø1ó�õ1ù ó8ò���ô�ý�ù	ý�þ ��ý�ó ��ô¡õGó8ú�ù1ö^úÏó�
���ö��íô¡õ%�'	Gû8ö��1`Çû����
ô�ù%�Nû�õ1þ�ø1ó�ö �	ú#û���ù	ø1ó��%�|ù��1ó8ú#û�ø	ø1ó�ö �Gû8ô��!ù��1ö�ø	ù1ö

Xκ
�,ó+*�ø1óÊó8ò��1ö¡÷Gö¡õ1ù	ý�þÒùíúÑý�ó�
iô�ù	ý��#û�ü	ù	ù),

��ó���÷�û
X
ø1ö>ó�
�ÿ���û�ý�ö¡õ1þ�ø1ó ò1ó��#ÿ�÷%��ó8ú�ó ò1ó�õ1øGû��³TJó�õ1ø1ó�ö>ù���õGó+*!ö�ø	ù1ö��Nû�ý�ö��	ùGû�õ�ûr÷�û�ø	ø1ó���ó�òGû��Gû��

���Gû� Vû�ô����	ú.1 ����45�

	�C��Èð=A'w���tvu�?ÆpÈu	ð=A'~Gtv~GxGñ��vu����Ru��=A�u

Hgø	ý�ö����	ù��1ó8ú#û�ø	ù1ö�ó8ý�ø1ó�ô�ù	ý�ö¡õ1þ�ø1ó �,ö����Wô�ó ��øGû�	1ö�ø	ù	ÿ��|ùÇúÏú�ö��	ý�ó��	ø1ó�
 �1ö���ö�ý���öVù%�,ö�ö�ýrô�ú�ó8ù
��ó��	ø	ùÑú�ô�ò1ö��	ý��Gû�õ1þ�ø1ó�
Ñý�ö�ó��	ù	ù),�úÈò��1ö¡÷Gô�ý8û�ú8õGö�ø	ù	ùÑõ1ù	ø1ö�
	ø����Ñó8ò1ö��Gû�ý�ó��1ó8ú�ô!ò1ó��,ó��!þ�� ù	ø	ý�ö��
���Gû�õ�û ò1ó�ô�ò1ö��	ý��Gû�õ1þ�ø1ó�
 �,ö��1ö��|K³ö�ó��	ù	ÿÊò1ó��#ÿ�÷%��ó8ú�ó���ó�ù	ø	ý�ö����Gû�õ�û�÷Gö�
1ô�ý�ú�ù	ý�ö¡õ1þ�ø����! "��ø��	ü	ù�

ó8ý�ø1ó�ô�ù	ý�ö¡õ1þ�ø1óVô�	1ö�ý�ø1ó!û�÷	÷1ù	ý�ù	ú�ø����>ú�ö��	ý�ó��	ø���� �,ö��Ïô�ó"��øGû�	1ö�ø	ù	ÿ��|ùÏúJò1ó��#ÿ�÷%��ó8ú�óVò1ó�õ1ø1ó�
Ïú�ö����
ý�ó��	ø1ó�
 �1ö���ö�ý���ö 
��4õ�û �Gû���ú�ù	ý8ûÏh^û�ø	ý�ó��1ó8ú�ù�	1ö�� 1 ��, ��45�GOvö���û����!ù�
 ú��'õ�û�÷�ú'��ý��Èý�ö�ó��	ù��dú�ø1ö�ô
O|û�
	ý 1 �	+�, ����45� b �'��ö�ô�ý�ú��'����û�ÿíõ1ù	ý�ö��Gû�ý��'�GûÊø1ö�ó�	1ö�ø	þ ó�
��!ù��	øGû� 4ø1ö���ó8ý�ó����[ö û8ô�ò1ö��	ý�� ý�ö�ó��
�	ù	ù�ó8ý��Gû�*!ö�ø��@ú��	ø	ù���ö 1 ��,6��õ �(7�45�6Q ��ý�ó��iòGû��Gû����Gû� ^ö ��� ��ó��1ó8ý���ó�ò��	ù	ú�ö¡÷Gö�� ��ó8ø1ô�ý����'�	ü	ù��
ùÇø1ö���ó8ý�ó����[ö>ô�ú�ó�
1ô�ý�ú#û{ù	ø	ý�ö����Gû�õ�ûÈh^û�ø	ý�ó��1ó8ú�ù�	Gû�� O|û�
	ý8û{÷	õ1ÿ�ò1ó�õGó+*�ù	ý�ö¡õ1þ�ø����Ñú�ö��	ý�ó��	ø����
�,ö��)�1TJó�÷%�1ó�
8ø1ó�ô�ý�ù(�,ó+*�ø1ó�øGû�
	ý�ù ú.1 ����45�

T���ô�ý�þ
X
� ò1ó��#ÿ�÷%��ó8ú�ó

σ
�Îò1ó�õ1øGû�ÿ ú�ö��	ý�ó��	øGû�ÿ �1ö���ö�ý��'û�,

Ω
� ø1ö�ò���ô�ý�ó�ö �|ø1ó+*!ö�ô�ý�ú�ó

ù
P(Ω)

� ô�ö��,ö�
1ô�ý�ú�ó�ú�ô�ö��rò1ó�÷ �|ø1ó+*!ö�ô�ý�ú
Ω
� �^�¡��)��1�¡� ! ò1ó�÷ �|ø1ó+*!ö�ô�ý�ú

Ω
%NøGû����0ú#û8ö�ý�ô�ÿ ò1ó�÷Gô�ö��

�,ö�
1ô�ý�ú�ó
R ⊂ P(Ω)

ý8û���ó�ö�, 		ý�ó
A\B ∈ R

ù
A∪B ∈ R

÷	õ1ÿ�ú�ô�ö��
A,B ∈ R

,�û
δ
��# �¡��)��1� � ��ý�ó

��ó�õ1þ�ü1ó�,���û����	ø���ý�ó�öJó8ý�ø1ó�ô�ù	ý�ö¡õ1þ�ø1ó>ô�	1ö�ý�ø����rò1ö��1ö�ô�ö�	1ö�ø	ù�
)�GT���ô�ý�þ
R � ��� ó�
�ó���øGû�	Gû8ö�ý{ô�ö��,ö�
1ô�ý�ú�óò1ó�÷ �|ø1ó+*!ö�ô�ý�ú

A ⊂ Ω
ý8û���ó�ö�,%		ý�ó

A ∩B ∈ R
÷	õ1ÿrú�ô�ö��

B ∈ R
�

R � ��� := {A ∈ P(Ω) : A ∩B ∈ R
÷	õ1ÿrú�ô�ö��

B ∈ R}.
! ���02 %

LNô¡õ1ù
R
�
δ
� ��ó�õ1þ�ü1ó�,Gý�ó>ô�ö��,ö�
1ô�ý�ú�ó

R � ��� ÿ'ú8õ1ÿ	ö�ý�ô�ÿ σ ��û�õ%��ö�
��1ó�
 ù R ⊂ R � ��� ��
	���
���
���
�����
;�! 2� 6 ��ø��	ü	ù	ÿ
µ : R → X+

øGû����0ú#û8ö�ý�ô�ÿ �^�L����� ,³ö�ô¡õ1ù
µ(∅) = 0

ùÊ÷	õ1ÿ
�'û�*�÷Gó�
Êò1ó�ô¡õGö¡÷Gó8ú#û�ý�ö¡õ1þ�ø1ó�ô�ý�ù

(An)
∞
n=1

ò1ó8òGû��	ø1ó�ø1ö�ò1ö��1ö�ô�ö��'û����!ù��#ô�ÿ!�|ø1ó+*!ö�ô�ý�ú
An ∈ R

ý8û��
��ó�
),�		ý�ó ⋃∞

n=1An ∈ R
,��#ÿ�÷ ∑∞

n=1 µ(An)
ò1ó��#ÿ�÷%��ó8ú�óÄô �#ó�÷1ù	ý�ô�ÿ � ��õGö��,ö�ø	ý��

µ(
⋃∞

n=1An)
 

ô�ù%�|ú�ó�õ1ù�	1ö�ô��	ù),

µ

( ∞⋃

n=1

An

)
= o

� ∞∑

n=1

µ(An) :=

∞∨

n=1

( n∑

k=1

µ(Ak)

)
.

K��1ó�
����
(Ω,R, µ)

øGû����0ú#û��Rý �����! ��"���8�� ������¡�9 r�8� # �������1���Ñ�^�L����� ,�ö�ô¡õ1ù
Ω
� ø1ö�ò���ô�ý�ó�ö

�|ø1ó+*!ö�ô�ý�ú�ó�,
R
�
δ
� ��ó�õ1þ�ü1óÏò1ó�÷ �|ø1ó+*!ö�ô�ý�ú

Ω
ù
µ : R → X+

�,ö��Gû��
�
	���
���
���
�����
<����� M�ó8ú�ó��#ÿ'ý�, 		ý�ó �|ø1ó+*!ö�ô�ý�ú�ó

A ∈ R � ��� ���6���G�&4��6�X,U���J� ( ù'õ1ù),�
�ó�õGö�öJý�ó�	��ø1ó�,
µ
� ���6���G�&4��6�X,U���J�

)
,�ö�ô¡õ1ù

µ(B ∩A) = 0
÷	õ1ÿrú�ô�ö��

B ∈ R
�
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b �'û�*!ö���,E		ý�óÑô�ú�ó�
1ô�ý�ú�ó
P (·)

ú��0ò1ó�õ1ø	ÿ	ö�ý�ô�ÿ ÷	õ1ÿ �1�������Ä�! �� 5
ω ∈ Ω

ù'õ1ù �1�������Ä�! �� -!%
(
��ó��1ó8ý���ó

µ
�Îò)� ú%�

)
øGû

Ω
,	ö�ô¡õ1ù �|ø1ó+*!ö�ô�ý�ú�ó

{ω ∈ Ω : P (ω)
ø1öJú��0ò1ó�õ1ø	ÿ	ö�ý�ô�ÿ

} µ
�Îò��1ö�ø1ö�
��1ö�*�ù%�,ó��

` � �,ó+*!ö��iò��1ö¡÷1ò1ó�õ�û���û�ý�þ%,�ø1ö�ó����Gû�ø	ù�		ù	ú#û�ÿ�ó�
��!ø1ó�ô�ý�þ%,6		ý�ó
δ
� ��ó�õ1þ�ü1ó

R
ô�ó�÷Gö�� *�ù	ýÈú�ô�ö!ò��1ö��

ø1ö�
��1ö�*�ù%���[ö �|ø1ó+*!ö�ô�ý�ú#û�ù
µ(A) = 0

÷	õ1ÿ�õ%��
�ó���ó ò��1ö�ø1ö�
��1ö�*�ù%�,ó���ó �|ø1ó+*!ö�ô�ý�ú#û
A ∈ R � ��� �TJó�÷ �|ø1ó+*!ö�ô�ý�ú�ó

A ⊂ Ω
# �����6���G�&4��6�X,U���J� ,�ö�ô¡õ1ù

Ω \A
ò��1ö�ø1ö�
��1ö�*�ù%�,ó��

�
	���
���
���
�����
 �V.�� 6 ��ø��	ü	ù	ÿ
f : Ω → R

øGû����0ú#û8ö�ý�ô�ÿ
R
� �����! ������ ,�ö�ô¡õ1ù ó8øGûÏ÷Gó8ò���ô��'û8ö�ý

ò��1ö¡÷Gô�ý8û�ú8õGö�ø	ù1ö
f =

∑n
k=1 akχAk

,���÷Gö8�|ø1ó+*!ö�ô�ý�ú#û
A1, . . . , An ∈ R

ò1ó8òGû��	ø1ó>ø1ögò1ö��1ö�ô�ö��'û��Rý�ô�ÿ
ù
a1, . . . , an ∈ R (

ò1ó�õ�û���û8ö��íò1ó�ó8ò��1ö¡÷Gö¡õGö�ø	ù��
χ∅ = 0)

�
` ø1ó+*!ö�ô�ý�ú�ó

S(R)
ú�ô�ö��

R
�Îò��1ó�ô�ý����  "��ø��	ü	ù�
Òÿ'ú8õ1ÿ	ö�ý�ô�ÿ¥ú�ö��	ý�ó��	ø1ó�
 �1ö���ö�ý���ó�
)� 
^õ1ÿ

R
�

ò��1ó�ô�ý�ó�
  "��ø��	ü	ù	ù
f =

∑n
k=1 akχAk

ó8ò��1ö¡÷Gö¡õ1ù%� ù	ø	ý�ö����Gû�õ ∫
fdµ

ò1ó  ^ó��%����õGö

Ioµ(f) :=

∫
f dµ :=

n∑

k=1

akµ(Ak).
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<� 12� j=��÷Gö��/��ó8ú�ó��	ù	ý�þ%,�		ý�ó
R � ��� �Îù��+�,ö��	ù%�Nû�ÿ{÷Gö�
1ô�ý�ú�ù	ý�ö¡õ1þ�øGû�ÿ  "��ø��	ü	ù	ÿ f ,ó8ò��1ö¡÷Gö¡õGö�ø	øGû�ÿ>øGû���ó8ò��1ö�ø1ö�
��1ö�*�ù%�,ó�� ò1ó�÷ �|ø1ó+*!ö�ô�ý�ú�ö

Ω
, �1�1��� ' ����� %#���J� ,�ö�ô¡õ1ùÏô��'��ö�ô�ý�ú���ö�ý^ò1ó��

ô¡õGö¡÷Gó8ú#û�ý�ö¡õ1þ�ø1ó�ô�ý�þ
(fn)

∞
n=1 R

�Îò��1ó�ô�ý����  "��ø��	ü	ù�
�ý8û��'û�ÿ-, 		ý�ó
0 6 fn ↑ f µ

�Îò)� ú%��ù ∨∞
n=1

∫
fndµô��'��ö�ô�ý�ú���ö�ý>ú

X+
�	Q ��ý�ó�� ô¡õ%�'	Gû8öJò1ó�õGó+*�ù%� ò1ó>ó8ò��1ö¡÷Gö¡õGö�ø	ù��

Ioµ(f) :=

∫
f dµ := o

�∫
f dµ :=

∞∨

n=1

∫
fn dµ.

T��1ó8ù���ú�ó�õ1þ�øGû�ÿ
R � ��� �Îù��+�,ö��	ù%�Nû�ÿ( "��ø��	ü	ù	ÿ f �1�1��� ' ����� %#���J� ,	ö�ô¡õ1ù�ý8û���ó8ú�� f+

ù
f−

�GHgø��
ý�ö����Gû�õ  "��ø��	ü	ù	ù

f
ó8ò��1ö¡÷Gö¡õ1ÿ	ö�ý�ô�ÿ. ^ó��%����õGó�


Ioµ(f) = Ioµ(f
+)− Ioµ(f

−)
��X^ö�����ó�ò1ó��'û���û�ý�þ%,�		ý�ó

ù	ø	ý�ö����Gû�õ
Ioµ

��ó����1ö��	ý�ø1óÏó8ò��1ö¡÷Gö¡õGö�ø),Gô����)1 ����,'õGö��C�Nû'���02
��45�
P�
�ó���øGû�		ù%� 	1ö��1ö��

L 0(µ) := L 0(Ω,R � ��� , µ) �|ø1ó+*!ö�ô�ý�ú�ó�ú�ô�ö�� ÷Gö�
1ô�ý�ú�ù	ý�ö¡õ1þ�ø���� R � ��� �Îù�����,ö��	ù%�����. "��ø��	ü	ù�
),	ó8ò��1ö¡÷Gö¡õGö�ø	ø�����øGû ��ó8ò��1ö�ø1ö�
��1ö�*�ù%����� ò1ó�÷ �|ø1ó+*!ö�ô�ý�ú#û��
Ω
� b �'û�*!ö���,%		ý�ó

÷1ú�ö� "��ø��	ü	ù	ù
f, g ∈ L 0(µ)

���	ú�ù	ú#û�õGö�ø	ý�ø�� ù&
���÷Gö�� ò	ù1ô�û�ý�þ
f ∼ g

,vö�ô¡õ1ù
f(ω) = g(ω)

÷	õ1ÿ
µ
�Îò1ó�		ý�ùÈú�ô�ö��

ω ∈ Ω
�'T���ô�ý�þ

L0(µ) := L0(Ω,R � ��� , µ) ó�
�ó���øGû�	Gû8ö�ý��|ø1ó+*!ö�ô�ý�ú�ó �'õ�û8ô�ô�ó8ú ���	ú�ù	ú#û��õGö�ø	ý�ø1ó�ô�ý�ù ú
L 0(µ)

ò1ó�ó8ý�ø1ó���ö�ø	ù��
∼
�I
^õ1ÿ. "��ø��	ü	ù	ù

f ∈ L 0(µ)
ô�ù%�|ú�ó�õGó��

f̃
ó�
�ó���øGû�	Gû8ö�ý�ô�ÿ

ô�ó�ó8ý�ú�ö�ý�ô�ý�ú��'���!ù�
 �'õ�û8ô�ô ���	ú�ù	ú#û�õGö�ø	ý�ø1ó�ô�ý�ù ú
L0(µ)

�6XJù	ø1ö�
	øGû�ÿÑô�ý����'�	ý��'�Gûrù(��ò1ó��#ÿ�÷Gó�	1ö�ø	ù1ö
ú
L0(µ)

ó8ò��1ö¡÷Gö¡õ1ÿ��Rý�ô�ÿÑó�
���		ø��$�Uó�
��Gû���ó���,�ù1ô�ò1ó�õ1þ�����ÿ�ò1ó8ý�ó�	1ö�		ø��[ö>ó8ò1ö��Gû�ü	ù	ùÑù�ó8ý�ø1ó���ö�ø	ù1ö
ò1ó��#ÿ�÷%�'û�,�ô���� 6 �1ö��võ1ù	ø&1 ����,0.0� �%2�45�

T���ô�ý�þ
L 1

o (µ) := L 1
o (Ω,R � ��� , µ)

� 	Gû8ô�ý�þ
L 0(µ)

,�ô�ó�ô�ý�ó�ÿ���û�ÿrù��
µ
�Îù	ø	ý�ö����	ù�����ö������  "��ø����

ü	ù�
)� b ù%�|ú�ó�õGó��
L1
o(µ) := L1

o(Ω,R � ��� , µ)
ó�
�ó���øGû�		ù%�#�|ø1ó+*!ö�ô�ý�ú�óÏú�ô�ö����'õ�û8ô�ô�ó8ú'���	ú�ù	ú#û�õGö�ø	ý�ø1ó��

ô�ý�ù  "��ø��	ü	ù�
�ù��
L 1

o (µ)
��PYò��1ö¡÷Gö¡õ1ù%�Uó8ò1ö��Gû�ý�ó��

Ioµ : L1
o(µ) → X

ò1ó� ^ó��%����õGö
Ioµ(f̃) := Ioµ(f)÷	õ1ÿÈú�ô�ö��

f ∈ L 1
o (µ)
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 ��8:� M�ó8ú�ó��#ÿ'ý�,E		ý�ó �,ö��Gû

µ : R → X+
�1� # ���1�S�!%#���J� ,Nö�ô¡õ1ù¥÷	õ1ÿÒõ%��
�ó���ó

ô�ö��,ö�
1ô�ý�ú#û
A ⊂ R � ��� ô��'��ö�ô�ý�ú���ö�ý B ∈ R � ��� ý8û���ó�
),6		ý�ó !�� % A \ B µ

�Îò��1ö�ø1ö�
��1ö�*�ù%�,óÏ÷	õ1ÿÈú�ô�ö��
A ∈ A

ù !���� %gö�ô¡õ1ù
C ∈ R � ��� ù A \ C µ

�Îò��1ö�ø1ö�
��1ö�*�ù%�,ó�÷	õ1ÿÇú�ô�ö��
A ∈ A

,6ý�ó
B \ C

ý8û���*!ö
µ
�Îò��1ö�ø1ö�
��1ö�*�ù%�,ó��
>Ètvw8ï@?,~(AÑw#ðvñvw�	�C 2 /#"���
'�����	�	
�.@���6���1 �BJI!�6�4 6��
'��"	�V�³��$	��K:T
(1) L0(µ)

/ - "�K���� - 
 -
σ
W / - �	$���K�
'���6� - "�$���K{"³���Ï�����	�VU

(2) L1
o(µ)

/ - "�K���� - 
 - /	� - ��$	.0� �#�³������

L0(µ)

U
(3) L0(µ)

/ - "�K���� - 
 - / - �	$��Ï� - �������Ç� - ��E�� - � - ����� * � - ����������"��
µ
� - �	���	�1
� 1����� 3

K³ö�ó��1ö���� ó�ô �#ó�÷1ù%�,ó�ô�ý�ù ù��Jý�ö�ó��	ù	ùÈù	ø	ý�ö����Gû�õ�û!X^ö�
�ö���û�ý8û���*!öJú�ö��	ø��i÷	õ1ÿ{ù	ø	ý�ö����Gû�õ�û�h^û�ø��
ý�ó��1ó8ú�ù�	Gû �\O|û�
	ý8û��4
!ó��'û���û�ý�ö¡õ1þ�ô�ý�ú�órô¡õGö¡÷%�'����ö�
 ý�ö�ó��1ö���� �,ó+*!ö�ý 
��0ý�þÏò��1ó8ú�ö¡÷Gö�ø1ó �Gû8ô�ô��'* �
÷Gö�ø	ù	ÿ��|ù),1ò��	ù	ú�ö¡÷Gö�ø	ø��$�|ù ú 1 �	+�,	ò��1ö¡÷	õGó+*!ö�ø	ù1ö8��� ��4³ù 1 ��,	ý�ö�ó��%�Nû'7��02�� ��45�
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���$	�6�g
��	
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����8��$���� - 
 - �È"³���Ï�����1� 3��
}�w#~Gtvw�ORu ?6CJPY 1����E

X Q / - "�K���� - 
 -
σ
W / - �	$���KÊ
'���6� - "�$���KÑ"³���Ï�����	���

µ : R → X+ Q����"�� 3,+�- �����
L1
o(µ)

/ - "�K���� - 
 -
σ
W / - �	$���K�
'���6� - "�$���K�"³���Ï�����	� *

� Ioµ
���¡" - � - / - � - ���6������E�$	.0�

/ - "�K���� - 
 -
σ
W $6��/#"³��"�.0
�$	.0� �	�	$6���	$	.0� - /6��"���� - "��1


L1
o(µ)



X
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������
 .�� O|û�
	ý>ù����'	Gû�õ�ú 1 �	+�4�ù	ø	ý�ö����	ù��1ó8ú#û�ø	ù1ö^ó8ý�ø1ó�ô�ù	ý�ö¡õ1þ�ø1ó
σ
��û�÷	÷1ù	ý�ù	ú�ø1ó�
 �,ö����

µ
ô�ó ��øGû�	1ö�ø	ù	ÿ��|ùÑú

X ∪ {∞}
,6ó8ò��1ö¡÷Gö¡õGö�ø	ø1ó�
�øGû

σ
��û�õ%��ö�
��1ö���LNô¡õ1ùÇò1ó�õGó+*�ù	ý�þ

R := {A ∈ Σ :
µ(A) ∈ X}

,�ý�ó
R


���÷Gö�ý
δ
� ��ó�õ1þ�ü1ó���,,ûró����Gû�ø	ù�	1ö�ø	ù1ö

µ
øGû

R
� �,ö��1ó�
 ú ô����[ô¡õGöÏó8ò��1ö¡÷Gö¡õGö��

ø	ù	ÿ 2
����Hgø	ý�ö����	ù�����ö��Nû�ÿVò1óYO|û�
	ý��  "��ø��	ü	ù	ÿ8
���÷Gö�ýYù	ø	ý�ö����	ù�����ö��,ó�
�úRô����[ô¡õGö�ó8ò��1ö¡÷Gö¡õGö�ø	ù	ÿ�2
��,
ø1ó�ó�
��Gû�ý�ø1ó�ö�,1ú�ó�ó�
���ö"��ó8ú�ó��#ÿ-,1ø1ö�ú�ö��	ø1ó��

���
	J
��
������
 12� O|û�
	ý^ú 1 �	+�,�ý�ö�ó��1ö��Nû*�%�02�4%��ô�ý8û�ø1ó8ú�ù'õrô¡õGö¡÷%�'���!ù�
�ú#û��	ùGû�ø	ý^ý�ö�ó��1ö����íO,ù1ô�ô�û
ó0ò��1ö¡÷Gô�ý8û�ú8õGö�ø	ù	ù(������K^�	�	$6���	$ - � - / - � - ���6������E�$ - � -J- /6��"���� - "��

T
�1
N/#" - ���¡"���$6����
��0$6��/#"³��"�.0
(W

$	.F���0 	$	��D	�	�
C(K)

$��È� - �|/����6���
K

Ç/ - "�K���� - 
 - / - �	$� �B\
'���6� - "�$� �Ba"³���Ï������ 

X
�� �IÏ�XW

����
� 1���>�����	$6����
'��$	$���KÈ/ - "�K���� - 
 -Ï- ��"���$	������$	$���K���������$ - ���	���6���	
�$���KÈ�	
���
��#"³���¡ ���K�"�$���K�����"��
µ : ����� (K) → X+

�����	��K * ��� -
T (f) = o

W∫
K f dµ

����K�
'��� �
f ∈ C(K)

� �V���������6� ' %��������1�! ��Y)
µó���øGû�	Gû8ö�ý�,6		ý�ó ��ô¡õGó8ú�ù1ö �1ö�����õ1ÿ��	ø1ó�ô�ý�ù

µ(F ) = inf{µ(U) : U
ó8ý������0ý�ó

, F ⊂ U}
ú��0ò1ó�õ1ø	ÿ	ö�ý�ô�ÿ

õ1ù��!þ�÷	õ1ÿ ��û����	ø���ý����
F ⊂ K

�
���
	J
��
������
 8:�^b ú�ó�
1ô�ý�ú#ûíò��1ó�ô�ý��Gû�ø1ô�ý�ú#û

L1
o(µ)

ù����'	1ö�ø�� ø1ö¡÷Gó�ô�ý8û�ý�ó�		ø1ó��^Q 1 ��,Yý�ö�ó��1ö��
�Nû 7��02��02
��4>ò1ó��'û���û�ø1ó�,8		ý�ó

L1
o(µ)


���÷Gö�ýUò1ó��#ÿ�÷%��ó8ú�óÆò1ó�õ1ø1ó�
dú�ö��	ý�ó��	ø1ó�
 �1ö���ö�ý���ó�
),Vû
Ioµ :

L1
o(µ) → X

�@ó8ò1ö��Gû�ý�ó��1ó��Ò`Çû���û��Gû���,�ý�ó���÷�ûVùÏý�ó�õ1þ���ó!ý�ó���÷�û�,'��ó���÷�û �,ö��Gû
µ : R → X

ÿ'ú8õ1ÿ	ö�ý��
ô�ÿ �1�8�1�¡�1�G���1�1��� ! ó8ò��1ö¡÷Gö¡õGö�ø	ù1öRô�����ú�1 ��,�7��02�� +�4�ù 1 ����,#ó8ò��1ö¡÷Gö¡õGö�ø	ù1ö*���02�4&%��	PYý�ô��4÷�û^ô¡õGö¡÷%��ö�ý�,'		ý�ó
÷	õ1ÿ øGû�ò1ó�õ1ø1ö�ø	ø1ó�
 �,ö����Wù%�,ö�ö�ý��,ö�ô�ý�ó{ý�ö�ó��1ö��Nû{O|û�÷Gó8øGû'� Igù���ó�÷1ù%�Nû 1 ��,Gý�ö�ó��1ö��Nû�7��02��02�2 ! �I% 45,
��ô�ý8û�ø1ó8ú8õGö�ø	øGû�ÿ O|û�
	ý�ó��Uú 1 ����,�ý�ö�ó��1ö��Nû��%�02�4  6ú 	Gû8ô�ý�ø1ó�ô�ý�ù),�ú�ö��	ý�ó��	øGû�ÿ(�1ö���ö�ý��'û

L1
o(µ)

�1ö���ö��
ý�ó�		ø1ó�ù���ó��,ó��% JøGû�ò1ó�õGó�ô�ö

µ⊥⊥ ,	ô����)1 ��,,7��02��02�2 ! �I% 45�
���
	J
��
������
 ��� LC��öÏó�÷1ø1ó ú#û�*�ø1ó�öÏò��	ù'õGó+*!ö�ø	ù1öró�
8øGû����'*�ù'õÒkgö�
'÷Gó8ø 1 ��7�,�ý�ö�ó��1ö��Nû27��$4 �

��BC�8��Kr�	$
	����6���	
�$���K �8��$���� - 
��^"³���Ï�����	�
X
�	�	$6���	$ - �1
 - �����¡"����8$����{"³���Ï��� - �8$ - �1
 - � - "��Y$��

L1
o(µ)

����K�$���/ - �	$6��$	$ - �>/ - � - ���6������E�$ - �Ï� - �	���	�1
� 1��� - �Ï����"�.
µ
� - 
�$�������$	��K	�|�>
g/ - "�K���� - 
 -

/ - �	$ - �
AM

W /#" - ���¡"���$6����
'�Ç�������	$	��D6��� * �����	� - /#"³���³���	�6��EÊ$ - "6�³ 
‖f‖ := ‖Iµo (|f |)‖∞ (f ∈

L1
o(µ))

�1j=��õGö�ú�ó���øGû�		ø���
�ò1ó�÷��#ó�÷Çô����	ú.1 7�,'ý�ö�ó��1ö��Nû8�%� ��4

��C��Èð=A'w���tvu�?Uz�u	t=A�?,u �
�Çu	ð���~GtGïNu ��� xGu	t��vu

j0û��	ý�õ , 
�û�ø% ^ó���÷�ù�ldú#û��	ü.102�2�4'ú�ú�ö¡õ1ù�ù	ø	ý�ö����	ù��1ó8ú#û�ø	ù1ö[ó8ý�ø1ó�ô�ù	ý�ö¡õ1þ�ø1ó
σ
��û�÷	÷1ù	ý�ù	ú�ø1ó�
>ú�ö����

ý�ó��	ø1ó�
/�,ö����8,vó8ò��1ö¡÷Gö¡õGö�ø	ø1ó�
¥øGû
σ
��û�õ%��ö�
��1ö��|ø1ó+*!ö�ô�ý�úÑô�ó.��øGû�	1ö�ø	ù	ÿ��|ù¥ú ò��1ó8ù���ú�ó�õ1þ�ø1ó�� 
�û��

øGû��#ó8ú�ó�� ò��1ó�ô�ý��Gû�ø1ô�ý�ú�ö ! ô���� �,ó8ø1ó����Gû� Jù�� 
�û�ø% ^ó���÷�û�ù ldú#û��	üGû.1 ��,���õ � � � ,0. 2
��4&%��GTJó���÷1ø1ö�ö�,
X"�Rù1ô 1 � 3�4[ò��1ö¡÷	õGó+*�ù'õUû�õ1þ�ý�ö��	øGû�ý�ù	ú�ø���
iò1ó�÷��#ó�÷ ,�ó�ô�ø1ó8ú#û�ø	ø���
íøGû�ý�ö�ó��	ù	ù¥÷1ú�ó�
1ô�ý�ú�ö�ø	ø1ó�ô�ý�ù)�
Q �Gû�
�ó8ý8û��ÄX"�Rù1ô�û#1 ����45,�`Çû8ô�û�ø	ùÄùiIgù1ö��|ù 1 �	��, �%2�4Rý�ö�ó��	ù	ÿ 
��4õ�û �Gû8ô�ò��1ó�ô�ý��Gû�ø1ö�øGûÊøGûÑú�ö����
ý�ó��	ø��[ö �,ö����8,³ó8ò��1ö¡÷Gö¡õGö�ø	ø��[ö>øGû

δ
� ��ó�õ1þ�üGû��&�|ø1ó+*!ö�ô�ý�ú%�vQ �	ø	ù���ö>hRõ%�Rú#û�ø1ö��'ûÈù IJó���õ%��û 1 ����4

ù����'	Gû�õGó�ô�þÊò��1ó�ô�ý��Gû�ø1ô�ý�ú�ó
L1(µ)

÷	õ1ÿ �,ö����
µ
ô�ó ��øGû�	1ö�ø	ù	ÿ��|ùiú õGó��'û�õ1þ�ø1óÊú��0ò��'�'õGó�� ò��1ó��

ô�ý��Gû�ø1ô�ý�ú�ö���K³ö�ó��	ù	ÿÇù	ø	ý�ö����	ù��1ó8ú#û�ø	ù	ÿÑô��'û�õ1ÿ��	ø����Çù��+�,ö��	ù%�����( "��ø��	ü	ù�
�ó8ý�ø1ó�ô�ù	ý�ö¡õ1þ�ø1ó �,ö����
ô�ó ��øGû�	1ö�ø	ù	ÿ��|ùíúÑò��1ó8ù���ú�ó�õ1þ�ø1ó��

F
�Îò��1ó�ô�ý��Gû�ø1ô�ý�ú�ö 
��4õ�û(�Gû���ú�ù	ý8û�ú �Gû�
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. ������� 7�45,'K��'�	ò	ù	øGû 1 �'3+4³ù 1 �	��,���õ �63+45,1K³ó��Nû8ô�û 1 �	7�45�
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ó8ý�ø1ó�ô�ù	ý�ö¡õ1þ�ø1ógò1ó�õGó+*�ù	ý�ö¡õ1þ�ø1ó�
 �,ö����¥ô�ó7��øGû�	1ö�ø	ù	ÿ��|ù�ú��	ú#û���ù%
�û�øGû��#ó8ú�ó�
 �1ö���ö�ý���ö�,8ó8ò��1ö¡÷Gö¡õGö�ø��
ø1ó�
ÊøGû

δ
� ��ó�õ1þ�ü1ö �|ø1ó+*!ö�ô�ý�ú%�NTJó�÷%�1ó�
8ø1ó�örù���õGó+*!ö�ø	ù1öÈù%�,ö�ö�ý�ô�ÿÊú �Gû�
�ó8ý�ö(1 � ��45, �Gû8ô��!ù��#ÿ�����ö�


ý�ö�ó��	ù��aù	ø	ý�ö����	ù��1ó8ú#û�ø	ù	ÿ-, ��ó8ý�ó����'�aò��1ö¡÷	õGó+*�ù'õ1ù b û�ø�	1ö�ôÏTJö��1ö�ô�ùÑK��Gû�÷�û8ô�ö�ý�ö>ú 1 �	��45��h^û��Ñù
ú�.0��,

Ω
�@ø1ö�ò���ô�ý�ó�ö8�|ø1ó+*!ö�ô�ý�ú�ó�,

R
�
δ
� ��ó�õ1þ�ü1ó�ò1ó�÷ �|ø1ó+*!ö�ô�ý�ú

Ω
,
R � ��� � σ

��û�õ%��ö�
��Gû�,1ó8ò��1ö¡÷Gö��
õGö�ø	øGû�ÿ. ^ó��%����õGó�
"! ���02 %�,	ù

X := (X, ‖ · ‖)
� �	ú#û���ù%
�û�øGû��#ó8ú#û �1ö���ö�ý��'û��



3�7 =Y 1��"�����
�� 3��63 *,+ ��� - ��
�� 3 � 3

�
	���
���
���
�����
 � ��� PYý�ó�
��Gû�*!ö�ø	ù1ö
µ : R → X+

øGû����0ú#û8ö�ý�ô�ÿ �,ö��1ó�

(
ù'õ1ù

τ
�5�,ö��1ó�


)
,�ö�ô¡õ1ù

µ(∅) = 0
ù�÷	õ1ÿVõ%��
�ó�
�ò1ó�ô¡õGö¡÷Gó8ú#û�ý�ö¡õ1þ�ø1ó�ô�ý�ù

(An)
∞
n=1

ò1ó8òGû��	ø1óJø1ö�ò1ö��1ö�ô�ö��'û����!ù��#ô�ÿ �|ø1ó+*!ö�ô�ý�ú
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ý�ó8ò1ó�õGó���ù�	1ö�ô��	ù{ô �#ó�÷1ù	ý�ô�ÿ>ù�ú��0ò1ó�õ1ø	ÿ	ö�ý�ô�ÿ

µ

( ∞⋃

n=1

An

)
=
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Ω
�dø1ö�ò���ô�ý�ó�ö��|ø1ó��
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limn
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fn dµ
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(X, ‖ · ‖)

�1Q ��ý�ó�� ô¡õ%�'	Gû8ö^ó�
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∫
fn dµ.
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� �|ø1ó+*!ö�ô�ý�ú�ó �'õ�û8ô�ô�ó8ú8���	ú�ù	ú#û�õGö�ø	ý�ø1ó�ô�ý�ù  "��ø��	ü	ù�
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ú�ù'÷Gö�ý�þ%,%		ý�óÏó8ò1ö��Gû�ý�ó�� ý�ó8ò1ó�õGó���ù�	1ö�ô���ó���órù	ø	ý�ö����	ù��1ó8ú#û�ø	ù	ÿ
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Iτµ
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�Uò1ó��#ÿ�÷%��ó8ú�ó

σ
�Îò1ó�õ1øGû�ÿ �	ú#û���ù%
�û�øGû��#ó8ú#û��1ö���ö�ý��'û���c�û� Jù���ô�ù�����ö��

τ
�5�,ö����

µ : R → X+
�'LNô¡õ1ù  "��ø��	ü	ù	ÿ

f
ù	ø	ý�ö����	ù�����ö��Nû�ú>ô����[ô¡õGöJó8ò��1ö¡÷Gö¡õGö�ø	ù	ÿ 2�3','ý�ó�ô�ó���õ�û8ô��

ø1ó ò��1ö¡÷	õGó+*!ö�ø	ù��
1 f

ý8û���*!öÇù	ø	ý�ö����	ù�����ö��NûÊúÒô����[ô¡õGöÇó8ò��1ö¡÷Gö¡õGö�ø	ù	ÿ 2
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Iτµ(f) = Ioµ(f)
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f ∈ L 1
τ (µ)

ö�ö �'õ�û8ô�ô�� ���	ú�ù	ú#û�õGö�ø	ý�ø1ó�ô�ý�ùÄú
L 1

τ (µ)ù
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o (µ)
ô�ó8ú�òGû�÷�û��Rý�� b õGö¡÷Gó8ú#û�ý�ö¡õ1þ�ø1ó�,

L1
τ (µ)
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τ
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τ (µ)

,	øGû�÷Gö¡õGö�ø	øGû�ÿ �	ú#û���ù	ø1ó��%�,ó�


‖f‖τ := ‖Iτµ(|f |)‖X =

∥∥∥∥
∫

|f | dµ

∥∥∥∥
X

(
f ∈ L1

τ (µ)
)
.
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	ø1ó�ô�ý�ùiùÄô�ý��1ó���ó�
Äò1ó�õGó+*�ù	ý�ö¡õ1þ�ø1ó�ô�ý�ù

Iτµ
ô¡õGö¡÷%��ö�ý�,E		ý�ó
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ö�ô�ý�þ �	ú#û���ù	ø1ó��%�Nû

ô��	ú#û���ù	ý��1ö��'��ó�õ1þ�ø1ó�
 ��ó8ø1ô�ý8û�ø	ý�ó�
),Gø1öJò��1ö�ú�ó�ô �#ó�÷1ÿ���ö�
�ý8û���ó�
 *!ö"��ó8ø1ô�ý8û�ø	ý�� ÷	õ1ÿ
‖ · ‖
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(
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o
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�øGû����0ú#û8ö�ý�ô�ÿ�ú�ö��	ý�ó��	øGû�ÿ.�1ö���ö�ý��'û
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o(µ)
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‖f‖o := ‖Ioµ(|f |)‖X :=

∥∥∥∥
∫

|f | dµ

∥∥∥∥
X

(
f ∈ L1

o(µ)
)
.
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Ioµ
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�ó�
�õ�û8ô�ý�ù!ó8ò1ö��Gû�ý�ó��Gû�� 
^õ1ÿ^ó8ò1ö��Gû�ý�ó��Gû[ù��Nø1ö���ó��
ý�ó��1ó���ó �'õ�û8ô�ô�û�,1÷Gö�
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ò��1ó�ô�ý��Gû�ø1ô�ý�ú�ó ! - /6���1������E�$���K - ����������E4%�,�øGû���ó8ý�ó����'� �,ó+*!ö�ý 
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ò��	ù ô�ó����Gû�ø1ö�ø	ù	ù �'õ�û8ô�ô�û�ù�ó�
��Gû���û�,%	Gû8ô�ý�ó>ò��1ö¡÷Gô�ý8û�ú8õ1ÿ	ö�ý�ô�ÿ�ú>ú�ù'÷Gö
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τ (µ)

,���÷Gö
µ
� ú�ö��	ý�ó��	øGû�ÿ

�,ö��Gû�,�ô�ú�ÿ���û�ø	øGû�ÿ�ôF��ý�ù%�Çó8ò1ö��Gû�ý�ó��1ó���,�ô����#P7�'û�÷�û�,�O,ù�����ö��>ù b û�ø�	1ö�ô0TJö��1ö�ô"1 �	��45��cG÷Gö�ô�þJøGû��#ÿ�÷%�
ô
L1
τ (µ)
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�û�øGû��#ó8ú������1ö���ö�ý�ó��.�'õ%��	1ö�ú��'� �1ó�õ1þ>ù����Gû��Rý�ò��1ó�ô�ý��Gû�ø1ô�ý�ú#û
L1(µ)

ù
L1
w(µ)ô�ó�ó8ý�ú�ö�ý�ô�ý�ú�ö�ø	ø1óRù	ø	ý�ö����	ù�����ö������Vù!ô¡õ�û�
�ó[ù	ø	ý�ö����	ù�����ö������  "��ø��	ü	ù�
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,
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ró8ò1ö��Gû�ý�ó��
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ô�ó8ú�ó�����ò	ø1ó�ô�ý�þ^ú�ô�ö��

x ∈ E
ý8û��	ù��-, 		ý�ó8�|ø1ó+*!ö�ô�ý�ú�ó

{S(g) : g ∈ G, 0 6 g 6 |x|}
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Ŝx := sup {Sg : g ∈ G, 0 6 g 6 x} := sup {S(g ∧ x) : g ∈ G} (x ∈ Ĝ+).
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Ŝ
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Ŝ
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E := L0(µ)

,
F := X

,
G := L1

o(µ)ù
S := Ioµ
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µ
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L1
ow(µ)
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‖f‖ow :=
∥∥Îoµ(|f |)

∥∥
X

(
f ∈ L1

ow(µ)
)
.
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τw(µ)
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‖f‖τw :=
∥∥Îτµ(|f |)

∥∥
X

(
f ∈ L1

τw(µ)
)
.
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Îoµ = Îτµ
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ô�ú�ÿ���û�øGû ôÏò1ó8ø	ÿ'ý�ù1ö�� �Nû���ô�ù%�Nû�õ1þ�ø1ó���ó(�	ú#û���ù	ø1ó��%�|ù��1ó8ú#û�ø	ø1ó���ó �Gû8ô��!ù��1ö�ø	ù	ÿ-�|T���ô�ý�þ
X
� ò1ó��

�#ÿ�÷%��ó8ú�ó�ò1ó�õ1øGû�ÿ �	ú#û���ù	ø1ó��%�|ù��1ó8ú#û�ø	øGû�ÿ �1ö���ö�ý��'ûVù
(Ω,R � ��� , µ) �mò��1ó�ô�ý��Gû�ø1ô�ý�ú�ó�ô[ú�ö��	ý�ó��	ø1ó�


�,ö��1ó�

µ : R → X+

,NõGó��'û�õ1ù�����ö��,ó�
UúÒô����[ô¡õGö!1 ����45��Q ��û�ú�ù1ô�ù%�,ó�ô�ý�ùÆó8ý/��ó8ø	ý�ö���ô�ý8û!
���÷Gö��
ô�		ù	ý8û�ý�þ%,�		ý�ó

µ
ô�	1ö�ý�ø1ó û�÷	÷1ù	ý�ù	ú�øGûÒú¥ô����[ô¡õGöÇò1ó��#ÿ�÷%��ó8ú�ó�
 ù'õ1ù �,ö�ý��	ù�	1ö�ô���ó�
Ðô �#ó�÷1ù%�,ó�ô�ý�ù)�

H���ý�ö�ó��1ö����5� ! 2�, ��%Yù�ò��1ö¡÷	õGó+*!ö�ø	ù	ÿ
3 (3)

ô¡õGö¡÷%��ö�ý�,-		ý�ó
L0(µ)

ô¡õ%�'*�ù	ý ��ø	ù	ú�ö��1ô�û�õ1þ�ø��$�Æò1ó��
ò1ó�õ1ø1ö�ø	ù1ö�� �'û�*�÷Gó�
!ù��E�	ú#û���ù%
�û�øGû��#ó8ú���� �1ö���ö�ý�ó��

L1
o(µ)

ù
L1
τ (µ)

��Q�ô�ó�ó8ý�ú�ö�ý�ô�ý�ú�ù	ù>ô�ó8ò��1ö¡÷Gö¡õGö��
ø	ù1ö��

8
�,ó+*�ø1ógò1ó�ô�ý��1ó8ù	ý�þ �Nû���ô�ù%�Nû�õ1þ�ø1ó�ö$�	ú#û���ù	ø1ó��%�|ù��1ó8ú#û�ø	ø��[ö7�Gû8ô��!ù��1ö�ø	ù	ÿ

(L1
oκ(µ), ‖·‖oκ)ù

(L1
τκ(µ), ‖ · ‖τκ)

�	ú#û���ù	ø1ó��%�|ù��1ó8ú#û�ø	ø����/�1ö���ö�ý�ó��
L1
o(µ)

ù
L1
τ (µ)

ô�ó�ó8ý�ú�ö�ý�ô�ý�ú�ö�ø	ø1ó��|Qmô�ù'õ%�
ý�ö�ó��1ö��

4
ù
6 L1

τκ(µ)
� �	ú#û���ù%
�û�øGû��#ó8ú#û(�1ö���ö�ý��'û�,|úÇý�ó�ú��1ö��|ÿ&�'û��

L1
oκ(µ)

� �	ú#û���ù	ø1ó��%�|ù��
�1ó8ú#û�ø	øGû�ÿ��1ö���ö�ý��'û�,'��ó8ý�ó��Gû�ÿ �,ö�ý��	ù�	1ö�ô��	ùrò1ó�õ1øGûVò��	ù{ý�ó�� ÷Gó8ò1ó�õ1ø	ù	ý�ö¡õ1þ�ø1ó��Òò��1ö¡÷1ò1ó�õGó+*!ö�ø	ù	ù),
		ý�ó

L1
o(µ)

ó�
�õ�û�÷�û8ö�ý�ô¡õ�û�
��$�
σ
�­ô�ú�ó�
1ô�ý�ú�ó�� 6�û�ý�� ��j4ó�õGö�ö!ý�ó���ó�,

L1
τκ(µ)

ó�
�õ�û�÷�û8ö�ý�ô�ú�ó�
1ô�ý�ú#û��|ù
6�û�ý��Êù¥X^ö�ú�ù ú�ú�ù'÷%�Êò��1ö¡÷	õGó+*!ö�ø	ù	ÿ

2
,|ý8û�� �'û��

L1
τ (µ)

ò1ó��#ÿ�÷%��ó8ú�ó ø1ö�ò��1ö����0ú�øGû���IJö���ó8ý�ó����[ö
ô�ú�ó�
1ô�ý�ú#û��	ú#û���ù	ø1ó��%�|ù��1ó8ú#û�ø	ø���� �1ö���ö�ý�ó��

L1
oκ(µ)

ù
L1
τκ(µ)

�Gû8ô�ô��,ó8ý��1ö�ø��mú 1 ����45�4
!ö�ý8û�õ1þ�ø1ó�ö
ù1ô�ô¡õGö¡÷Gó8ú#û�ø	ù1ö���ý�ù��. "��ø��	ü	ù1ó8øGû�õ1þ�ø���� �1ö���ö�ý�ó���ò��1ö¡÷Gô�ý8û�ú8õ1ÿ	ö�ý�ô�ÿ�ú�ö�ô�þ �Nû�ò1ö��1ô�ò1ö��	ý�ù	ú�ø��$���

��C�>Ètvw8ïNsIA�u	x�?,w#ðvñvw BvxGu�;#ñ=<Gu	ðvu�>�~Gx,?8> tvw	@�w	A'~,B

Q0û�*�ø1ó ��øGû�ý�þÑò��	ù!�'û��	ù��!��ô¡õGó8ú�ù	ÿ'�¥ò��1ó8ù���ú�ó�õ1þ�øGû�ÿ �	ú#û���ù%
�û�øGû��#ó8ú#û �1ö���ö�ý��'û�ò1ó��#ÿ�÷%��ó8ú�ó
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