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D ⊂ C
���������	�§¦H����¨��f���T������������������¨���¢��

�����������s���©�����ª�������������f����������������������¨������f���������������������1���0�
D
�������������T�������������

γ := γ(|z|)
¡���«���«������¬���

f ∈ L2,γ := L2(γ(|z|), D)
«

­	�������3��«�®H«�®�����������¡�¦f«���«�®������������,�`¯T«�°5«�°,�������1���H�
L2,γ

���������������������f������������¢�����¢������������0��������¢z£
�����������¤���������������¤�¬£��������1�������¤���������±¦H����¨��`�������������

f ∈ L2,γ
�©���������������¤��������������¢��U��������¢��f�������� 

�������������±�������L²��H������������¡���¢z�������������§���������������`�������1���������������������
n
 ³���������������������Z��������������¢z£¤�������������

�������������!´ µ�¶³«�·,���L¸������¤¹,��������������������¨������������Z��������������¨���¢z�U�����Z��������������������������ºH�����������ª�»����������¡������� 
�����������U�������������	�f���������L��������ºH������¢z�T�1��������¨�������������¢z�����������

m
 ³�����������������,�`���������0�����������3¼½����������¢

��������������¡��������������������	¢��3���������������L�1��������������������������������¾JºH���L���
R+ := [0,+∞)

�s���H��������������«
�¿������������ºH���©�����������0�����������������������T�����������������������5��������������¢z£!��������������¡1�U���1��������¡�����������¢z�����������±������ 
�����3���������������������H²��H������������¼ÁÀ��������������H�1���H���ª�����������������ª������������¹H�������������������H�������0�����	������������¢��	�
���������������������������	�Z�������������s���	�!�������������

f ∈ L2,γ
�
Lp
 ³�������1���T��������ºH�����������`�1���������ª������������¢z������������«

Â,��������¾J�����5�����������������s����������¢������������������,�������������5��������������¡��0����������¢z£
Lp
 ³�������s�,��������ºH�����������5�1���������

������������¢z�����������U���1�����5��������������¾��s���H������������«
·,���U��������������¢z£f��������������£f�����s���H�����������3�����f��������������¢z£U�������������ª�������������ª�

L2,γ
��¢z����������¾J�����f�������� 

¹H��������������������¡�������¨��3������������������¡	�������1��������������������¡�������������¢z�±�±��������������������¢z�
n
 ³����������������������«�²������� 

��¢z������������¡'�����U�����f���������������������±��������������¾J�L�©���������s����¨���¢��	�©�������������������������������	�±��������¾J�����Z������������ 
��������������������������������������������£ª�����	������������¢z£f�������������1����«

ÃLÄ5Å�Æ1Ç�È�« É�Ê�Ë�Ì�Ç�Í�ÎJÏ,Ð�« É�È�Ç�Ñ�« Ç�« Ç�Ç�Ò�È�È�«
ÓªÔ	ÕfÖ'×�Ø�Ù5×±Ú�Ô	Û�Ø�Ü#Æ��������������������������������������fÝ��������s������¡���������ºH������¢z�!�1��������¨0������������¢z������������¡����������������
��������ºH�����������ª�»����������¡

n
 ³����������������������«

@sC N½Þsß�à�á�â�ã0Þsß�ä�ä�åHß�â�Þ	æ	ç#ß�ã�â�ä�è¥ä�Þ1ã�é1ê1ã�ë	ç#ß�é1Þsß�â�æ	ì	ê1á�ãUí	Þ	æ1à�î1æ	ï!ã�ê	æ1ãUðLñ�ê	ë	ò	æ	ó=Þ#è�é�ß�å3æ§]Tñ#ô
Þ	õ�ãªí1á±á�Þ	â�á�ö�á�êsß�î1õ�ê	÷fåÁä�æ1ä�â�ã�åHß�åøç±á�à�î�ß�ä�â�æ§ë�á�å3í'îsã�ë�ä�ê1á�ö�á©í1ã�Þ1ã�å,ã�ê	ê1á�ö�á±í	Þ	æ§êsß�î1æ	ì	æ	æ§ç�ã�ä�ß'ù
NWá�à�î�ß�ä�â�æ

D ⊂ C ú ß�é�ß�êsß=ê1ã�á�â�Þ	æ	òsß�â�ã�î1õ�êsß�è�æ ú å,ã�Þ	æ1åHß�èzûsê1ãZü�ë	ç�æ	ç#ß�îsã�ê	â�êsß�è�ê	ñ�î1ýþðLñ�ê	ë	ò	æ	è
γ(|z|)

â�ß�ë'ß�èzû1ì	â�á=ä�ñ�ÿ±ã�ä�â�ç�ñ�ã�â=ë�á�ê1ã�ì	ê	÷0ó æ	ê	â�ã�ö�Þsß�î

∫∫

D

γ(|z|) dσ > 0,

ö�ésã0æ	ê	â�ã�ö�Þsß�î¤í1á�ê	æ1åHß�ã�â�ä�è=çZä�å3÷fä�îsãfYZã�à�ã�ö�ß'û#ß
dσ �

ü�îsã�å,ã�ê	âZí'îsá�ÿ©ß�é1æ�ù�]Tñ�ê	ë	ò	æ	ý
γ = γ(|z|)

û
ñ�ésá�ç�îsã�â�ç�á�Þ#è'ýUÿ!ñ�ý ü�â�æ1åÁñ�ä�îsá�ç�æ	è	å êsß ú á�ç�ã�åÁç�ã�ä�á�ç�á�ó�ðLñ�ê	ë	ò	æ1ã�ó�ù

�©
É�È�Ç�Ñ�� �����������`¯T«��½« ¡�ÀA�������������������ª¯T«�À�«
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X�ñ�ésã�ådÞsß�ä�ä�åHß�â�Þ	æ	ç#ß�â�õ ç�á�í	Þ1á�ä�÷ ä�Þ1ã�é1ê1ã�ë	ç#ß�é1Þsß�â�æ	ì	ê	÷
	Wí	Þ	æ1à�î1æ	ï!ã�ê	æ	ó ä�ñ'å,åHß�å3æ ]Tñ�Þ	õ�ã
ë�á�å3í'îsã�ë�ä�ê	÷
	 ðLñ�ê	ë	ò	æ	ó

f
ûJÞ1ã�ö�ñ�î1è'Þ	ê	÷
	øç á�é1ê1á�ä�ç�è ú ê1á�ó á�à�î�ß�ä�â�æ D

ûJí	Þ	æ	êsß�é	îsã�ï±ß�ÿ!æ�	 í	Þ1á�ô
ä�â�Þsß�ê1ä�â�ç�ñ

L2,γ := L2(γ(|z|),D)
ä`ë�á�ê1ã�ì	ê1á�ó�ê1á�Þ1å,á�ó

‖f‖2,γ := ‖f‖L2,γ =



∫∫

D

γ(|z|)|f(z)|2dσ




1/2

<∞,

ö�ésã
γ(|z|) �

ç�ã�ä�á�ç#ß�è�ç¤á�à�î�ß�ä�â�æ
D
ðLñ�ê	ë	ò	æ	èzù	N ä�î1ñ�ìsß�ã�û	ë�á�ö�é�ß¤á�à�î�ß�ä�â�õ

D
ã�ä�â�õ¤ë	Þ	ñ�ö

|z| 6 R
(0 < R <∞)

í	Þ1á�ä�â�Þsß�ê1ä�â�ç�á
L2,γ

�
ç�ã�ä�á�ç�á�ã5í	Þ1á�ä�â�Þsß�ê1ä�â�ç�áTX5ã�Þ	ö�åHß�êsß

B2,γ
û�ç�ç�ã�ésã�ê	ê1á�ãfç`Þsß�à�á�ô

â�ß�	�
���û�����ù���ë�ä�â�Þ1ã�åHß�î1õ�ê	÷fã ú ß�é�ß�ì	æ ß�í	í	Þ1á�ë�ä�æ1åHß�ò	æ	æøß�êsß�î1æ	â�æ	ì1ã�ä�ë	æ�	¿ðLñ�ê	ë	ò	æ	ó æ ú ß�é�ß�ì	æ¿ç�÷5ôì	æ1ä�îsã�ê	æ	è ú êsß�ì1ã�ê	æ	ó¥Þsß ú î1æ	ì	ê	÷
	 n ô¬í1á�í1ã�Þ1ã�ì	ê	æ	ë�á�ç±çTí	Þ1á�ä�â�Þsß�ê1ä�â�ç�ã B2,γ
Þsß�ä�ä�å,á�â�Þ1ã�ê	÷hç�áZå3ê1á�ô

ö�æ�	§Þsß�à�á�â�ß�	�� ä�å0ù û	êsß�í	Þ	æ1å,ã�Þ�û�
 ��� � ��æ í	Þ	æ	ç�ã�ésã�ê	ê	÷fãZç=ê	æ�	 à�æ1à�î1æ1á�ö�Þsß�ðLæ	æ���ù
V`ñ�ä�â�õ

{ϕk(z)}
∞
k=0

�
í1á�î1êsß�è�á�Þ	â�á�ê1á�Þ1å3æ	Þ1á�ç#ß�ê	êsß�è¿í1á¤á�à�î�ß�ä�â�æ

D
ä�æ1ä�â�ã�åHß=ë�á�å3í'îsã�ë�ä�ê	÷
	

ðLñ�ê	ë	ò	æ	ó ç©í	Þ1á�ä�â�Þsß�ê1ä�â�ç�ã
L2,γ �

f(z) =

∞∑

k=0

ck(f)ϕk(z), ck(f) =

∫∫

(D)

γ(|z|)f(z)ϕk(z) dz
�����

�
ä�ñ�â�õ©Þ#è�é1÷þ]Tñ�Þ	õ�ãLðLñ�ê	ë	ò	æ	æ

f ∈ L2,γ
í1á©ü�â�á�ó ä�æ1ä�â�ã�å,ã�û

Sn(f ; z) =
n−1∑

k=0

ck(f)ϕk(z)

�
ã�ö�áUìsß�ä�â�æ	ì	ê	÷fãfä�ñ'å,å3÷Áí1á�Þ#è�é1ë'ß

n
ù�V`ñ�ä�â�õ

Pn
�
í1á�é1í	Þ1á�ä�â�Þsß�ê1ä�â�ç�áTá�à�á�à�ÿ±ã�ê	ê	÷
	±ë�á�å3í'îsã�ë�ä�ô

ê	÷
	§í1á�î1æ	ê1á�å,á�ç¤ç�æ'é�ß

pn(z) =
n−1∑

k=0

dkϕk(z),

ö�ésã
dk ∈ C

ù	P�á�ö�é�ß'û1ë'ß�ë�	#á�Þ1á �±á©æ ú ç�ã�ä�â�ê1á!� ä�å0ù û	êsß�í	Þ	æ1å,ã�Þ�û�
 � ��û	ä�ù"�$#$���
�

En−1(f) = inf
{
‖f − pn‖

2
2,γ : pn(z) ∈ Pn

}
= ‖f − Sn(f)‖

2
2,γ =

∞∑

k=n

|ck(f)|
2,

�%���

ö�ésã
ck(f) �

ë�á�ü�ðZðLæ	ò	æ1ã�ê	â�÷ ]Tñ�Þ	õ�ãZðLñ�ê	ë	ò	æ	æ
f
û	á�í	Þ1ã�ésã�îsã�ê	ê	÷fãTç!������ù

F3ß�ä�ä�å,á�â�Þ	æ1å â�ã�í1ã�Þ	õ¤ðLñ�ê	ë	ò	æ	ý

T (ξ, η;h) =
∞∑

k=0

ϕk(ξ)ϕk(η)h
k,

�%���

ö�ésã
h ∈ (0, 1), (ξ, η) ∈ D × D

ûzí	Þ	æ	ì1ã�åWÞsß�ç�ã�ê1ä�â�ç�á ç��%���Uí1á�ê	æ1åHß�ã�â�ä�è ç ä�å3÷fä�îsã¤ä&	#á�é1æ1å,á�ä�â�æ
ç©í	Þ1á�ä�â�Þsß�ê1ä�â�ç�ã

L2(D × D ; γ(|ξ|)γ(|η|))
ù

E�Þsß ú ñ á�â�å,ã�â�æ1å0û�ì	â�á ç Þ#è�ésã¤ìsß�ä�â�ê	÷
	øä�î1ñ�ìsß�ã�ç¿å,á�ï©ê1á ñ�ë'ß ú ß�â�õ¿è'ç�ê	÷fã¤ç�÷0Þsß�ï!ã�ê	æ	è é	î1èðLñ�ê	ë	ò	æ	æ
T (ξ, η;h)

ù�PJß�ë�û�êsß�í	Þ	æ1å,ã�Þ�û�ã�ä�î1æ
D = {z ∈ C; |z| < 1}

û
γ(|z|) = 1

û�â�á`ä�æ1ä�â�ã�åHß`ðLñ�ê	ë'ô
ò	æ	ó

ϕk(z) =
√
(k + 1)/πzk

û
k = 0, 1, . . . ,

è'ç�î1è	ã�â�ä�è á�Þ	â�á�ê1á�Þ1å3æ	Þ1á�ç#ß�ê	ê1á�ó'� ä�å0ù û	êsß�í	Þ	æ1å,ã�Þ�û(
 � û
ä�ù"�$) � �*��ù1Nhü�â�á�å ä�î1ñ�ìsß�ã`æ1å,ã�ã�å+� ä�å0ù û	êsß�í	Þ	æ1å,ã�Þ�û�
 ,��*�

T (ξ, η;h) =

∞∑

k=0

ϕk(ξ)ϕk(η)h
k =

1

π

∞∑

k=0

(k + 1)(ξη̄h)k =
1

π
·

1

(1− ξη̄h)2
.
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N í	Þ1á�ä�â�Þsß�ê1ä�â�ç�ã
L2,γ

Þsß�ä�ä�å,á�â�Þ	æ1å á�í1ã�Þsß�â�á�Þ
Fh �

Fhf(z) =

∫∫

D

γ(|ζ|)f(ζ)T (z, ζ; 1 − h) dζ,
��� �

ë�á�â�á�Þ	÷0ó¿à�ñ�ésã�åÁêsß ú ÷0ç#ß�â�õ����
	���
���������������������	������������! �"�#
��
�ùASªí1ã�Þsß�â�á�Þ
Fh

á�à�î�ß�é�ß�ã�â¥ä�îsã�é1ñ#ô
ýUÿ!æ1å3æ ä�ç�á�ó1ä�â�ç#ß�å3æ

����
Fh(f1 + f2) = Fh(f1) + Fh(f2)

�
∀ f1, f2 ∈ L2,γ

��$
���
Fh(λf) = λFh(f) (∀λ ∈ C)

�
∀ f ∈ L2,γ

��$
���

‖Fh(f)‖ 6 ‖f‖
�
∀ f ∈ L2,γ

��$
� �
Fhϕk(z) = (1− h)nϕk(z)

$

% �
‖Fh(f)− f‖ → 0, h→ 0+

ù
V`Þ	æ í1á�å,á�ÿ!æ á�í1ã�Þsß�â�á�Þsß¤á�à�á�à�ÿ±ã�ê	ê1á�ö�á¤ä�é1ç�æ	ö�ß

Fh
é	î1è í	Þ1á�æ ú ç�á�î1õ�ê1á�ó¿ðLñ�ê	ë	ò	æ	æ f ∈ L2,γ

û
á�í	Þ1ã�ésã�î1æ1å ë�á�ê1ã�ì	ê	÷fãTÞsß ú ê1á�ä�â�æ�í1ã�Þ	ç�á�ö�á=æ ç�÷fä �!æ�	 í1á�Þ#è�é1ë�á�ç¤Þsß�ç�ã�ê1ä�â�ç#ß�å3æ

∆1
hf(z) = f(z)− Fhf(z) = (I− Fh)f(z),

∆m
h f(z) = ∆1

h(∆
m−1
h f(z)) = (I− Fh)

mf(z) =

m∑

k=0

(−1)m−k

(
m

k

)
F

(k)
h f(z),

ö�ésã
F 0
hf(z) = If(z) = f(z), F

(k)
h f(z) = Fh(F

(k−1)
h f(z))

û
k = 1, . . . ,m

û
m ∈ N, I �

ã�é1æ	ê	æ	ì	ê	÷0ó
á�í1ã�Þsß�â�á�Þ ç©í	Þ1á�ä�â�Þsß�ê1ä�â�ç�ã

L2,γ
ù	N5ã�î1æ	ì	æ	ê	ñ

Ωm(f ; t)2,γ = sup {‖∆m
h f(z)‖2,γ : 0 < h 6 t}

� % �

à�ñ�ésã�åÁêsß ú ÷0ç#ß�â�õ&����������	�����'(�)�*�� �+�,
	-�.�
	����/	���'0"������!��#
m 1

���2�����43� �56
¤ðLñ�ê	ë	ò	æ	æ
f ∈ L2,γ

ù
7&8�9:9Uo @sC�;©�4; /#" - �1
�
 - �4<�$ - � �0 	$	���	�	�

f ∈ L2,γ
��/#"���
'�����	�	
 - "���
'��$A����
 -

Ω2
m(f ; t)2,γ =

∞∑

k=0

(1− (1− t)k)2m|ck(f)|
2.

�%#��

C
V`Þ1ã�ï±ésãZç�ä�ã�ö�á	û ú ß�å,ã�â�æ1å0û1ì	â�á©á�í1ã�Þsß�â�á�Þ ��� �5ä`ñ�ì1ã�â�á�å �%����í	Þ1ã�ésä�â�ß�ç�æ1å ç=ç�æ'ésã

Fhf(z) =

∫∫

D

γ(|ζ|)f(ζ)T (z, ζ; 1− h) dζ =

∫∫

D

γ(|ζ|)f(ζ)

{
∞∑

k=0

ϕk(z)ϕk(ζ)(1− h)k

}
dζ

=

∞∑

k=0



∫∫

D

γ(|ζ|)f(ζ)ϕk(ζ) dζ


ϕk(z)(1 − h)k =

∞∑

k=0

ck(f)ϕk(z)(1 − h)k,

æ1ä�í1á�î1õ ú ñ�è�ë�á�â�á�Þ	÷0ó í1á�ä�îsã�ésá�ç#ß�â�ã�î1õ�ê1á¤êsß�	#á�é1æ1å

∆hf(z) := f(z)− Fhf(z) =
∞∑

k=0

ck(f)ϕk(z)
(
1− (1− h)k

)
.

I±ß�îsã�ã�ûAí1á�ä�îsã�ésá�ç#ß�â�ã�î1õ�ê1á�í	Þ	æ1å,ã�ê	è'è¿í1á�î1ñ�ì1ã�ê	ê	ñ�ý?ðZá�Þ1å3ñ�î1ñ�û�í	Þ	æ�î1ý`à�á�å
m ∈ N

æ
h ∈ (0, 1)æ1å,ã�ã�å

�
∆m

h f(z) = ∆
(
∆m−1

h f(z)
)
=

∞∑

k=0

ck(f)ϕk(z)
(
1− (1− h)k

)m
.

� � �
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V`Þ	æ1å,ã�ê	è'è§Þsß�ç�ã�ê1ä�â�ç�á©VZß�Þ1ä�ã�ç#ß�î1è§ë§ä�á�á�â�ê1á �±ã�ê	æ	ý � � ��û#æ§ç±ä�æ'î1ñ¤â�á�ö�á	û�ì	â�á±ä�æ1ä�â�ã�åHß±ðLñ�ê	ë	ò	æ	ó
{ϕk(z)}

∞
k=0

ç=á�à�î�ß�ä�â�æ
D ⊂ C

è'ç�î1è	ã�â�ä�è�á�Þ	â�á�ê1á�Þ1å3æ	Þ1á�ç#ß�ê	ê1á�ó�û ú ß�í	æ��±ã�å

∥∥∆m
h f
∥∥2
2,γ

=
∞∑

k=0

[
1− (1− h)k

]2m∣∣ck(f)
∣∣2, h ∈ (0, 1),

á�â�ë	ñ�é�ß±ç=ä�æ'î1ñ � % ��í1á�î1ñ�ìsß�ã�å+�%#���ù
B

NWÞsß�à�á�â�ã 
 ,��Jésá�ë'ß ú ß�ê1á	ûAì	â�á=é	î1è í	Þ1á�æ ú ç�á�î1õ�ê1á�ó ðLñ�ê	ë	ò	æ	æ f ∈ L2,γ
í	Þ	æ î1ý`à�á�å

t ∈ (0, 1)ä�í	Þsß�ç�ã�é	î1æ	ç#ß=á�ò1ã�ê	ë'ß

En−1(f)2,γ 6
[
1− (1− t)n

]−m
Ωm(f ; t)2,γ , m, n ∈ N,

� � �

í	Þ	æ	ì1ã�å�í	Þ	æZë'ß�ï±ésá�å ðLæ	ë�ä�æ	Þ1á�ç#ß�ê	ê1á�å
n
ë�á�ê1ä�â�ß�ê	â�ßfçfí	Þsß�ç�á�óZìsß�ä�â�æTê1ã�Þsß�ç�ã�ê1ä�â�ç#ß � � ��ê1ãHå,á�ï!ã�â

à�÷0â�õ�ñ'å,ã�ê	õ$�±ã�êsß'ù�Nþä�ß�å,á�åhésã�îsã�û�ä©á�é1ê1á�óøä�â�á�Þ1á�ê	÷Zûzé	î1è�í	Þ1á�æ ú ç�á�î1õ�ê1á�óøðLñ�ê	ë	ò	æ	æ f ∈ L2,γæ1å,ã�ã�å

sup
f∈L2,γ

En−1(f)2,γ
Ωm(f ; t)2,γ

6
[
1− (1− t)n

]−m
.

�%,��

E½é1Þ	ñ�ö�á�ó ä�â�á�Þ1á�ê	÷Zû'ë'ß�ë ä�îsã�é1ñ�ã�â±æ ú Þsß�ç�ã�ê1ä�â�ç#ß �%���3é	î1è§ðLñ�ê	ë	ò	æ	æ
f0(z) = ϕn(z)

û�ö�ésã
ϕn(z) �

n
ô¬÷0ó±ì'îsã�ê©á�Þ	â�á�ö�á�êsß�î1õ�ê1á�ó¤ä�æ1ä�â�ã�å3÷

{ϕk(z)}
∞
k=0

û�æ1å,ã�ã�å
En−1(f0)2,γ = |cn(f0)| = 1

ù�IZî1è!ü�â�á�ó
ï!ãZðLñ�ê	ë	ò	æ	æ æ ú Þsß�ç�ã�ê1ä�â�ç#ß!�%#���ç�÷0â�ã�ë'ß�ã�â�ûsì	â�á

Ωm(f0; t)2,γ =
[
1− (1− t)n

]m
.

QLå,ã�ã�å

sup
f∈L2,γ

En−1(f)2,γ
Ωm(f ; t)2,γ

>
En−1(f0)2,γ
Ωm(f0; t)2,γ

=
[
1− (1− t)n

]−m
.

����)��

PJß�ë	æ1å á�à�Þsß ú á�å0û1ä�á�í1á�ä�â�ß�ç�î1è'è ê1ã�Þsß�ç�ã�ê1ä�â�ç#ß!�%,���æ ����)���û'í1á�î1ñ�ìsß�ã�å

sup
f∈L2,γ

En−1(f)2,γ
Ωm(f ; t)2,γ

=
1

(1− (1− t)n)m
, 0 < t < 1.

���$���

VLá�î�ß�ö�ß�è�ç!���$���
t = 1/n

û	æ1å,ã�ã�å

sup
f∈L2,γ

En−1(f)2,γ
Ωm(f ; 1/n)2,γ

=

(
1−

(
1−

1

n

)n)−m

,

á�â�ë	ñ�é�ß©ä�Þsß ú ñ¥ç�÷0â�ã�ë'ß�ã�â§ä�á�á�â�ê1á �±ã�ê	æ1ã

sup
n∈N

sup
f∈L2,γ

En−1(f)2,γ
Ωm(f ; 1/n)2,γ

=
(
1− e−1

)−m
.

N5ä�ý5é1ñ�é�ß�îsã�ã=í1á�éøç�ã�ä�á�ç�á�óøðLñ�ê	ë	ò	æ1ã�ó êsß á�â�Þ1ã ú ë�ã [0, h]
à�ñ�ésã�åWí1á�ê	æ1åHß�â�õ ê1ã�á�â�Þ	æ	òsß�â�ã�î1õ�ê	ñ�ý

æ ú å,ã�Þ	æ1å3ñ�ý æ�ä�ñ'å,å3æ	Þ	ñ�ã�å3ñ�ý êsß
[0, h]

ðLñ�ê	ë	ò	æ	ý
q(t)

û'ê1ãLü�ë	ç�æ	ç#ß�îsã�ê	â�ê	ñ�ýþê	ñ�îsã�ç�á�ó�ù
� 8#r�� 8�9Uo @sC��ª 1��� <

m,n ∈ N, 0 < p 6 2, 0 < h < 1, q �

'��� - 
�� ;��0 	$	���	�4;=$��`�	$A����"�
����A�

(0, h)
4J+�-�� ���¥��/#"���
'�����	�	
 - "���
'��$A����
 -

sup
f∈L2,γ

En−1(f)2,γ(
h∫
0

Ωp
m(f, t)2,γq(t) dt

)1/p
=

1
(

h∫
0

(1− (1− t)n)mpq(t) dt

)1/p
.

�������
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C
N5á�ä�í1á�î1õ ú ñ�ã�å,ä�è�ä�îsã�é1ñ�ýUÿ!æ1åÁñ�í	Þ1á�ÿ±ã�ê	ê	÷fåÁç#ß�Þ	æsß�ê	â�á�å ê1ã�Þsß�ç�ã�ê1ä�â�ç#ß=c æ	ê	ë�á�ç�ä�ë�á�ö�á 
���)	û

ä�ù(��)�� �
�




h∫

0

(
∞∑

k=n

|f̃k(t)|
2

)p/2

dt




1/p

>




∞∑

k=n




h∫

0

|f̃k(t)|
p dt




2/p



1/2

,
�������

ç�ã�Þ	ê1á�ö�á=í	Þ	æ�ç�ä�ã 	
0 < p 6 2

æ
h ∈ R+

ù	VLá�î�ß�ö�ß�è�ç©ê1ã�Þsß�ç�ã�ê1ä�â�ç�ã �������
f̃k = fkq

1/p û'í1á�î1ñ�ìsß�ã�å




h∫

0

(
∞∑

k=n

|fk(t)|
2

)p/2

q(t) dt




1/p

>




∞∑

k=n




h∫

0

|fk(t)|
pq(t) dt




2/p



1/2

.
����� �

QLä�í1á�î1õ ú ñ�è�ê1ã�Þsß�ç�ã�ê1ä�â�ç�á ����� ��û'Þsß�ç�ã�ê1ä�â�ç#ß!�%#���æ �%����æ ñ�ì	æ	â�÷0ç#ß�è�á�ì1ã�ç�æ'é1ê1á�ãTä�á�á�â�ê1á �±ã�ê	æ1ã

inf
k>n

h∫

0

(
1− (1− t)k

)mp
q(t) dt =

h∫

0

(
1− (1− t)n

)mp
q(t) dt,

í1á�î1ñ�ìsß�ã�å




h∫

0

Ωp
m(f, t)2,γq(t) dt





1/p

=





h∫

0

(
Ω2
m(f, t)2,γ

)p/2
q(t) dt





1/p

>





∫ h

0

(
∞∑

k=n

(
1− (1− t)k

)2m
|ck(f)|

2

)p/2

q(t)dt





1/p

>





∞∑

k=n

|ck(f)|
2




h∫

0

(
1− (1− t)k

)mp
q(t) dt




2/p




1/2

>




h∫

0

(1− (1− t)n)mp q(t) dt




1/p{
∞∑

k=n

|ck(f)|
2

}1/2

=




h∫

0

(1− (1− t)n)mp q(t) dt




1/p

En−1(f)2,γ .

��� % �

Q ú ��� % ��í1á�î1ñ�ìsß�ã�å á�ò1ã�ê	ë	ñ ä�ç�ã�Þ�	'ñ§ç�ã�î1æ	ì	æ	ê	÷Zûsä�â�á�è'ÿ±ã�ó�ç©îsã�ç�á�ó�ìsß�ä�â�æ�Þsß�ç�ã�ê1ä�â�ç#ß!�������
�

sup
f∈L2,γ

En−1(f)2,γ(
h∫
0

Ωp
m(f, t)2,γq(t) dt

)1/p
6

1
(

h∫
0

(1− (1− t)n)mpq(t) dt

)1/p
.

����#��

IZî1è�í1á�î1ñ�ì1ã�ê	æ	è�á�ò1ã�ê	ë	æ�ä�ê	æ ú ñ â�á�ó�ï!ã!ç�ã�î1æ	ì	æ	ê	÷þí1á�ô¬í	Þ1ã�ï©ê1ã�å3ñ¿í1á�î�ß�ö�ß�ã�å
f0(z) := ϕn(z) ∈

L2,γ
ù1VLá�ä�ë�á�î1õ�ë	ñ§é	î1è§ü�â�á�ó ðLñ�ê	ë	ò	æ	æ

En−1(f0)2,γ = 1, Ωm(f0, t)2,γ =
(
1− (1− t)n

)m
, 0 < t < 1,



2 "�����$A���	
����	"�������������� - �Z/#"������	�	�=��$	�A���0 	$	���	�	� � - �3/	�A���1��$ - ��/A��"�������$	$ - � ,��

â�á±æ1å,ã�ã�å
h∫

0

Ωp
m(f0, t)2,γq(t) dt =

h∫

0

(
1− (1− t)n

)mp
q(t) dt.

EHîsã�ésá�ç#ß�â�ã�î1õ�ê1á	û

sup
f∈L2,γ

En−1(f)2,γ(
h∫
0

Ωp
m(f, t)2,γq(t)dt

)1/p
>

En−1(f0)2,γ(
h∫
0

Ωp
m(f0, t)2,γq(t) dt

)1/p

=
1

(
h∫
0

(1− (1− t)n)mpq(t) dt

)1/p
.

��� � �

Q ú ä�á�í1á�ä�â�ß�ç�îsã�ê	æ	èhá�ò1ã�ê	ë	æ ä�ç�ã�Þ�	'ñ+����#��±æ á�ò1ã�ê	ë	æhä�ê	æ ú ñ ��� � �±í1á�î1ñ�ìsß�ã�å â�Þ1ã�à�ñ�ã�å,á�ã Þsß�ç�ã�ê'ô
ä�â�ç�á!��������û	ì1ã�åÁæ ú ß�ç�ã�Þ��©ß�ã�å½ésá�ë'ß ú ß�â�ã�î1õ�ä�â�ç�á¥â�ã�á�Þ1ã�å3÷ ��ù

BQ ú â�ã�á�Þ1ã�å3÷ �Lç�÷0â�ã�ë'ß�ýUâ¤ä�îsã�é1ñ�ýUÿ!æ1ãLñ�â�ç�ã�Þ#ï±ésã�ê	æ	è
�w�� 8�yH|��'usx 8¥@sC��ª 1��� <

m,n ∈ N, p = 1/m
*
h ∈ (0, 1)

*
q �


'��� - 
�� ; �0 	$	���	�4;!$��0�	$A����"�
����A�
(0, h)

4J+�-�� ���¥��/#"���
'�����	�	
 - "���
'��$A����
 -

sup
f∈L2,γ

En−1(f)2,γ(
h∫
0

Ω
1/m
m (f, t)2,γq(t) dt

)m =




h∫

0

[1− (1− t)n]q(t) dt




−m

.
��� � �

� �#������$ - ����� * �1
 ��� � � /#"��
q(t) ≡ 1

���A���1 1���L"���
'��$A����
 -

sup
f∈L2,γ

En−1(f)2,γ(
(n+ 1)

h∫
0

Ω
1/m
m (f, t)2,γ dt

)m =
1{

(n+ 1)h − 1 + (1− h)n+1
}m .

����,��

� - ��� � � ;�
 ����,��
h = 1/(n+ 1)

* / - �� ��#�����

sup
f∈L2,γ

En−1(f)2,γ(
(n+ 1)

1/(n+1)∫
0

Ω
1/m
m (f, t)2,γ dt

)m =

(
1−

1

n+ 1

)−m(n+1)

,
�%�$)��

�1
`� - � - " -���-�* 
§��
 -��?- ����"�����< * ���A���1 1�������1����"��������4<�$ - �f"���
'��$A����
 -

sup
n∈N

sup
f∈L2,γ

En−1(f)2,γ(
(n+ 1)

1/(n+1)∫
0

Ω
1/m
m (f, t)2,γ dt

)m = em.

w�� 8�yH|��'usx 8	�AC �ª 1��� <!
�.0/ - �	$A��$	.h
'���H 1��� - 
��4;���� - "����3.
1
4 � - � - �©�1�

q(t) = n(1− t)n−1 *
n ∈ N

4z+�-�� ���©/#"�� � � � - �
h ∈ (0, 1)

��/#"���
'�����	�	
 - "���
'��$A����
 -

sup
f∈L2,γ

En−1(f)2,γ(
n

h∫
0

Ωp
m(f, t)2,γ(1− t)n−1 dt

)1/p
=

{
mp+ 1

[1− (1− h)n]mp+1

}1/p

.
�%�����
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�L
 �%����� * 
 �#������$ - ����� * /#"��
h = 1/n

*
n ∈ N,

/ - �� ��#�����

sup
n∈N

sup
f∈L2,γ

En−1(f)2,γ(
n

1/n∫
0

Ωp
m(f, t)2,γ(1− t)n−1 dt

)1/p
=

(mp+ 1)1/p

(1− e−1)m+1/p
.

�%�$���

�^��
 -��?- ����"�����< * �1
 �%�$��� /#"��
p = 1/m

*
m ∈ N,

���A���1 1���L"���
'��$A����
 -

sup
n∈N

sup
f∈L2,γ

En−1(f)2,γ(
n

1/n∫
0

Ω
1/m
m (f, t)2,γ(1− t)n−1 dt

)m = 2m
(

e

e− 1

)2m

.

�AC V`Þ	æ	ç�ã�ésã�åÁÞ#è�é�á�í	Þ1ã�ésã�îsã�ê	æ	ó�æ á�à�á ú êsß�ì1ã�ê	æ	ó�û1ê1ã�á�à 	#á�é1æ1å3÷
	�êsß�å é	î1è¤é�ß�î1õ�ê1ã�ó��±ã�ö�á©æ ú ôîsá�ï!ã�ê	æ	èzù1V`ñ�ä�â�õ
S �

ã�é1æ	ê	æ	ì	ê	÷0ó��©ß�Þ§ç!í	Þ1á�ä�â�Þsß�ê1ä�â�ç�ã
L2,γ

$
Λn ⊂ L2,γ

� n
ô�å,ã�Þ	ê1á�ã`í1á�é1í	Þ1á�ô

ä�â�Þsß�ê1ä�â�ç�á4$
Λn ⊂ L2,γ

�
í1á�é1í	Þ1á�ä�â�Þsß�ê1ä�â�ç�á ë�á�Þsß ú å,ã�Þ	ê1á�ä�â�æ n $ L : L2,γ → Λn

�
î1æ	ê1ã�ó	ê	÷0ó

ê1ã�í	Þ1ã�Þ	÷0ç�ê	÷0ó½á�í1ã�Þsß�â�á�Þ $
L ⊥ : L2,γ → Λn

�
ê1ã�í	Þ1ã�Þ	÷0ç�ê	÷0ó½á�í1ã�Þsß�â�á�Þ�î1æ	ê1ã�ó	ê1á�ö�á�í	Þ1á�ã�ë	â�æ'ô

Þ1á�ç#ß�ê	æ	è $
M �

ç�÷0í	ñ�ë'îsá�ãZò1ã�ê	â�Þsß�î1õ�ê1á�ô�ä�æ1å,å,ã�â�Þ	æ	ì	ê1á�ã!í1á�éså3ê1á�ï!ã�ä�â�ç�á§æ ú L2,γ
ù	N5ã�î1æ	ì	æ	ê	÷

bn(M, L2,γ) = sup
{
sup

{
ε > 0; εS ∩ Λn+1 ⊂ M

}
: Λn+1 ⊂ L2,γ

}
,

dn(M, L2,γ) = inf
{
sup

{
inf
{
‖f − g‖2 : g ∈ Λn

}
: f ∈ M

}
: Λn ⊂ L2,γ

}
,

δn(M, L2,γ) = inf
{
inf
{
sup

{
‖f − L f‖2 : f ∈ M

}
: LL2,γ ⊂ Λn

}
: Λn ⊂ L2,γ

}
,

dn(M, L2,γ) = inf
{
sup

{
‖f‖2,γ : f ∈ M ∩ Λn

}
: Λn ⊂ L2,γ

}
,

Πn(M, L2,γ) = inf
{
inf
{
sup

{
‖f − L

⊥f‖2 : f ∈ M

}
: L

⊥L2,γ ⊂ Λn

}
: Λn ⊂ L2,γ

}

êsß ú ÷0ç#ß�ýUâ ä�á�á�â�ç�ã�â�ä�â�ç�ã�ê	ê1á)��	���������	�������"��!56#�����56��,6�*����������"��!56#���� ,�#��
	�����'(������	-,��	� 
��� ���"
1

�!56#���� ������	�5�
�#�������'(�
n 1
�����
	��/	�����#�56
 �*#hí1á�éså3ê1á�ï!ã�ä�â�ç#ß

M
ç í	Þ1á�ä�â�Þsß�ê1ä�â�ç�ã

L2,γ
ù�Q ú ç�ã�ä�â�ôê1á 
���)'û �$� ��û�ì	â�áZñ�ë'ß ú ß�ê	ê	÷fã n ô¬í1á�í1ã�Þ1ã�ì	ê	æ	ë	æ å,á�ê1á�â�á�ê	ê	÷hí1á n æ¥å,ã�ï±é1ñ=ê	æ1å3æ¥çTö�æ'î1õ�à�ã�Þ	â�á�ç�á�åí	Þ1á�ä�â�Þsß�ê1ä�â�ç�ã

L2,γ
ç�÷0í1á�î1ê	è'ýUâ�ä�è ä�á�á�â�ê1á �±ã�ê	æ	è

�

bn(M, L2,γ) 6 dn(M, L2,γ) 6 dn(M, L2,γ) = δn(M, L2,γ) = Πn(M, L2,γ).
�%�$���

N�ç�ã�ésã�å ë'î�ß�ä�ä�÷^ðLñ�ê	ë	ò	æ	ó�û	ç�÷0â�ã�ë'ß�ýUÿ!æ1ãZæ ú ê1ã�Þsß�ç�ã�ê1ä�â�ç#ß!� � ��æ�ñ�â�ç�ã�Þ#ï±ésã�ê	æ	è�â�ã�á�Þ1ã�å3÷ ��ù
V`ñ�ä�â�õ

h ∈ (0, 1)
û
m ∈ N

ù�RLã�Þ1ã ú W2,γ,m(Φ)
á�à�á ú êsß�ì	æ1å�ë'î�ß�ä�ä0ðLñ�ê	ë	ò	æ	ó f ∈ L2,γ

û�á�à�á�à�ÿ±ã�ê	ê	÷0ó
å,á�é1ñ�î1õ¤ê1ã�í	Þ1ã�Þ	÷0ç�ê1á�ä�â�æ �%#���ë�á�â�á�Þ	÷
	�ñ�ésá�ç�îsã�â�ç�á�Þ#è	ã�â¤ê1ã�Þsß�ç�ã�ê1ä�â�ç�ñ

Ωm(f, h)2,γ 6 Φ(h),

ö�ésã
Φ �

ê1ã�á�â�Þ	æ	òsß�â�ã�î1õ�êsß�èzû�å,á�ê1á�â�á�ê	ê1á=ç�á ú Þsß�ä�â�ß�ýUÿ©ß�è ðLñ�ê	ë	ò	æ	è§êsß [0,+∞)
ù
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