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V HG :=

{
f ∈ H(C) : |f |n := sup

z∈C

|f(z)| · ev∗n(|z|)
eHG(z)

<∞ (∀n ∈ N)

}
,

� / � HG(z) = supλ∈G Reλz ÿ � � ������

�<$Jû�����&����%���
��
Cü�ý�� G �

v∗n(|z|) := inf0<t61

[
|z|t+ ϕn

(
ln

1

t

)]
.
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�ý0�#�1þ�����ü�ý�þ Φ  V H(G)
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µ∗ : f 7−→ µw(f(z + w))

��� � ����� ��� ���5�Cý0������
 �7
���ý H(G + K) � H(G)  
 � ����������

+'� � 

�����=o 
 � ��
Cü'
 µ̂(ζ) := µz(e
zζ)  

ζ ∈ C  z ∈ G  $Jû�����&�������
3��
 µ � ��� / ü�ý�
 � ������ý ü�������� &��#�1û�, $Jû�����&���,�����ü � ��������&���
3�1þ������'�ý�� � 
�ý�

�	û�,  �	ý0� |µ̂(ζ)| = O
(
eHK(ζ)+ε|ζ|

) � C / ��� ��, �����'� ε > 0
1jXB��� / û�,.-7��� � ��� / ���
!� �������Çü�� / ���,���	ý ��������"6� / ��� � � � / ��ü�ý�
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 V H(G + K) �;� ����ü�ý���

�1ü�ý � � V H(G)
1^u�û / �����1ü � �
�1þ�+'� � 
�ý�þ ü#��� / û�,.-7���������+���
����������DJ

V H∞
K :=

{
f ∈ H(C) : (∀n ∈ N) (∃m ∈ N) sup

ζ∈C

|f(ζ)|
eHK(ζ)+v∗m(|ζ|)−v∗n(|ζ|)

<∞
}
.

� ���C�>=E6
� �#����� . � ��� - �Ç��$	�|�
µ∗V H(G+K) ⊆ V H(G)

�1�������j������� - � -�� ���K�=� - ����� - � -��
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µ̂ ∈ V H∞
K
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���������$ -��C-��  	$	���	� - $������
µ
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µ̂ ∈ V H∞
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µ∗ : V H(G + K) → V H(G)
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'��$ � - ������������� /	� - ��$	.��

- �M"���
 - �! 
	��"� � - /|�­"���� - "� 1�3$ - �Ç��$	��� Λµ̂ : f ∈ V HG 7−→ µ̂f ∈ V HG+K
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Q
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e−sn · eHG(z)−v∗n+1(|z|) 6 ‖eλz‖n 6 esn · eHG(z)−v∗n(|z|), z ∈ C, n ∈ N, (1)

� / � � ��ü�ý0�'�	����

� sn +3
 � �1ü��	ýÇý0�
�1þ������Cý �����(����
 n 1 Bc + � ��� / ����� ������� 
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Hü�����ý�ü���������
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µ̂ ∈ V H∞
K
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µ∗ : V H(G+K) → V H(G)
���0"������|���	
'��$s� -�� ���H��� - ����� - � -�� ��� * � -�� ���

- �M"���
 - /|�­"���� - "��f 1�3$ - �Ç��$	���
Λµ̂(V HG)
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V HG+K
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h ����� / ������� � ��� / �
� ���	ý�þ  ��
 � ��� �����  �	ý0� &��#��

�;$Jû�����&���� g ��
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���ý�üC�)( ¬�¡+*���£+,�¡1£1 

- �C����¨�� ( ��+
V HG � V HG+K  ��ü#��� g · f ∈ V HG+K

/ ��� ��, �����'� f ∈ V HG
15X ��� � �
�����

MV G,G+K
������+���
�������ü�� � ���	û � ����ü�ý�þ � ü��#"��3û3�1þ�ý�� � �����	
�ý0����� � ��+ V HG � V HG+K

1�c + � ��� / !����� �������G
Çü#��� / û0��ý  �	ý0� V HK ⊆ MV G,G+K
1�e 
 ��
<�
�����7

����

� &��#�1þ ÿ û�ü�ý�

��� � �	ý�þ  �	ý0���
`ü'
��(��� / �#�������(����ý5�(��ü�ý0�%��
 � ���1ü�ý � � V HK = MV G,G+K
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 ������� +���
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� �1ü�ü#��� / � � 

����� � � ����
�ý0����� � ü � ���	ý���� � �6� / 
 / �	û����	" � � � ����ü�� � 1>�xý0��� � ���'� / ���	
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� � � / �'�Cý0� � �	
	1. �$#�#K� . � 2 /#"���
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�.Y���|�­�1 ����!�|�0 |��
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/ � /#"��`���#� - �
n ∈ N

v∗n(|z|) = o(|z|) /#"��
z → ∞;

0 � �¿ ���������
� 1���Ç����� - �
α0 > 0

* ��� - /#"���$|��� - � - "�.21�/ - ��� - �'$	$	.21
αn

v∗n+2(|z|) − v∗n(|z|) > α0 ln(1 + |z|)− αn
/#"��`
'���31

z ∈ C, n ∈ N.
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v∗n(|z|) = inf
0<t61

[
|z|t+ ϕn

(
ln

1

t

)]
6 inf

0<t61

(
|z|t+ 1

tpn
+ δn

)

=
(
p

1
pn+1 + p

− pn
pn+1

)
|z|

pn
pn+1 + δn,

�Cý��	û / 
Hü#��� / û0��ý�ý������Cû0���(����1
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�1ü�ý � 
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En :=

{
f ∈ H(C) : |f |n := sup

z∈C

|f(z)| · ev∗n(|z|)
eHG(z)

<∞, n ∈ N

}
,

�<+3
��(��ý����  �	ý0� V HG =
⋂∞

n=1 En
1

. �$#�#K���|��� �������#� -��C-
n ∈ N

�1��������� ������� - �
m ∈ N
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�1þD� ���  �	ý0��� � s0α0 > 1  � / � α0 ÿ � ��ü�ý0�'�	����

���+Kû�ý � ���,� / ������� 0 � �����(� � 
  � � ���	
 � ���  �	ý0� m = n+2s0+1

û / � � ����ý � ���6����ýHý�������� � 

������������(� � 1hxû�ü�ý�þ
f ∈ Em

1�W.����

+�û0��� � �4�����;$Jû�����&���� fγ(z) := f(γz)  0 < γ < 1
1�w.���	ý ��� 

�  �	ý0����
��
Cü�ý�þ

G
ü�� / ���,���	ý4��
���
3��� ������� / ����
�ý  ���(�����

HG(z) > HG(γz) + (1− γ)r|z| � ��� � ü��#" z ∈ C,

� / � r := min{HG(z) : |z| = 1} 11h)�$��ý0���3û

|f(γz)| 6 |f |m eHG(γz)−v∗m(γ|z|)
6 |f |m eHG(γz)

6 |f |m eHG(z)−(1−γ)r|z|.

Wjý�ü�, / 
 � ��+Jû�ý � ���,� / ������� / �(�����(� � 
 � �
�1û���
����  �	ý0� f(γz) ∈ V HG � ��� ��, ����� γ ∈ (0, 1)
1

} ��� +3
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��� � �	ý�þ  �	ý0� fγ
üJ"6� / �	ý�üC� �

f � En

� ��� γ → 1
1

h)�
���������
R := max {HG(z) : |z| = 1} �%+3
��(��ý����  �	ý0� |HG(z)−HG(ζ)| 6 R|z| � ��� � ü��#"

z ∈ C
1�h)�$��ý0���3û

H(z+ ζ) 6 HG(z)+R � ��� � ü��#" z ∈ C
� |ζ| 6 1

1C}7
3�����  0� ü��	�1û�û�ü#��� � ��� 	�L �9����(����ý�üC� ý�

�����
c > 0  �	ý0� v∗m−1(|z|) 6 v∗m(|z| − 1) + c � ��� � ü��#" z ∈ C

1�c + � ��� � � / ����� � "��&���������ü#��� / û0��ý  �	ý0� � ��� � ü��#" z ∈ C
� |ζ| 6 1

|f(z + ζ)| 6 |f |m eHG(z+ζ)−v∗m(|z+ζ|) 6 |f |m eHG(z)+R−v∗m(|z|−1) 6 C|f |m eHG(z)−v∗m−1(|z|),

� / � C := eR+c 1	h �����(����� � ���	ý0������
3�1þ��	û�, $ �����3û3�1û=a)�$� �  +3

�	��,.��
����  �	ý0� � ��� � ü��#" z ∈ C

|f ′(z)| 6 max
|ζ|61

|f(z + ζ)| 6 C|f |m eHG(z)−v∗m−1(|z|).

cJü � �
�1þ�+'� � 
 � ��-7�xý0�  �	ý0� f(z)− fγ(z) =
∫ z
γz f

′(t) dt  �� ��� � ü��#" z ∈ C
���(�����

|f(z)− fγ(z)| 6 C(1− γ)|f |m|z|eHG(z)−v∗m−1(|z|) = C(1− γ)|f |m|z|eHG(z)−v∗n+2s0
(|z|).
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+  +3
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����  �	ý0� � ��� �������Cý0�������
D > C

� � ü��#" z ∈ C
���(��,Ký��(��ü�ý0� ��&��������

|f(z)− fγ(z)| 6 D(1− γ)|f |m|z|eHG(z)−v∗n(|z|)−s0α0 ln(1+|z|)
6 D(1− γ)|f |m|z|eHG(z)−v∗n(|z|).
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|f − fγ |n 6 D(1− γ)|f |m → 0 � ��� γ → 1,
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��� � �������  �	ý0� / ���)��, �����'�
n ∈ N

���(����ý�üC��ý�

�	

� � ��ü�ý0�'�	����

� Cn > 0  �	ý0�

sup
|ζ|61

(HG(z + ζ)− v∗n(|z + ζ|)) + s0α0 ln(1 + |z|) 6 HG(z) − v∗n+s0α0
(|z|) + Cn (∀ z ∈ C).

b 

�<�	

�
s0α0 > 1  ý0� �Cý�ü�, / 
Hü#��� / û0��ý  �	ý0�

sup
|ζ|61

(HG(z+ζ)−v∗n(|z+ζ|))+ln(1+|z|) 6 HG(z)−v∗n+s0α0
(|z|)+Cn (∀ z ∈ C, ∀n ∈ N). (2)
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un+1(z)− sn 6 sup
ζ∈G

(Re zζ − vn(ζ)) 6 un(z) + sn (∀ z ∈ C, ∀n ∈ N). (4)
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wn(z) := sup{Re zζ − vn(ζ) : ζ ∈ G} 1�a 
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En ↪→ Hwn(C) ↪→ En+1 (∀n ∈ N). (5)
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n=1Hwn(C)
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sup
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wn(z + ζ) + ln(1 + |z|) 6 wn+s0α0−1(z) + Cn (∀ z ∈ C).
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n=1Hwn(C) �����
�
������� �>� ü�� � ��� / � �
����� ������� � ��� / ����� �#!����� +	1 � ��+ ��
D
��  � ü����Cý � ��ý�ü�ý � ��� ü ���Cý0��� � � MV G,G+K

ü�� ��� 
 / 
���ý ü � ����ü�ý���

�1ü�ý � ���gý0�#"
&��#� � "�$Jû�����&���� g  / ��� ���Cý0��� � " / ������, �����'� m ∈ N

ü�û�-7��ü�ý � û0��ý �����(��� n = n(g)
ý�

�����  �	ý0�

|g(z)| = O (exp (HG+K(z)− v∗m(z)− wn(z))) � C.



' ���C��$	�	$�� 4 � 4 * �j$#�	"�����
�� +�4�� 4

_(-7� ��

+ �1ü � �
�1þ�+'� � 
 �;	 +9�  +3

�	��,.��
����  �	ý0� � ��ü#��� / �����fû�ü#��� � ��� ��
 � ����ü��	�1þ����=ý0���3û  �	ý0� / �����, �����'�
m ∈ N

ü�û�-7��ü�ý � û0��ýÇý�

����� �����(��� n = n(g)  �	ý0�

|g(z)| = O (exp (HK(z)− v∗m(z) + v∗n(z))) � C.

} �	û������ � ü#��� � 
�� �  ������ �
��������ý�üC� ý������Cû0���(���)��
 � ���1ü�ý � � 	 �9�#1 B
e 
 � ��� �����  �	ý0�7����ý���� � ��
3�1þ�� � � �3û3�1þ�ý�� � �����	
�ý0��� g ��+ V HG � V HG+K

��

+ ��� 
���ý�üC��� �� ¡1£1�H�¿¡7� ( ��+
V HG+K � V HG  ��ü#��� / ���)�����'�L���(����ý.�(��ü�ý0��ý0���������B
 / �#���������  ý
13��1���� � �����	

&����

f ∈ V HG+K
� f

g
∈ H(C) =⇒ f

g
∈ V HG.

p ����� ��ü�ý � � � ü��#" / �#���	ý0�#����� ��+ V HG+K � V HG
�Cû / ��� ������+���
���
�ý�þ

DV G+K,G
1�d ü����Cý � ��ý�!ü�ý � ��� ü � ��� / ����� ��������� �

DG+K,G ⊆ MV G+K,G
1

XB��� / û�,.-�

�`ý0���������B
 / ���	

+ ��� 
���ý�üC� ü�ý�

� / 

�	ý�� � � �(��ý0� / ��� 	 ü���1  ��
 � �����(���  � +  	� ��� / ���
!� ���������	1 '7�`ý0���������B
 �	1 )���� ��
���ü���� � 

����� ý0��������� � 
 � � ��� / ����� �������(�	1
���,67���$#K� �|� %  1�����

µ ' ��$����	�|�����������	�	� �  	$	���	� - $������
µ̂ ∈ V H∞

K

4�� ������� - �M"��1�t���|�­�1 �
���!�|�5 |��
'�­"	�f����$	�����

	�� � - /|�­"���� - " ��
'�­"����	� µ∗ : V H(G+K) → V H(G)
�'
���������� � ���0"������|���	
�$	.��! 

	��"� � �����`���#� -��C-
n ∈ N

�¿ ���������
� ��f�
m ∈ N

�
C > 0

�����	�|� * ��� -

sup
z∈C

|f(z)|
eHG(z)−v∗n(|z|)

6 C sup
z∈C

|µ̂(z)||f(z)|
eHG+K (z)−v∗m(|z|)

(∀ f ∈ V HG);

	��"�"� � µ̂ ∈ DV G+K,G
4

+�-�� ��� 	��"�"� � ⇒ 	��"� � ⇔ 	�� � 4
d8� � ü��#"5��+ � ��ü�ý�� � " ��
=ü����'� / ����� ����� / ���	þ ����+�û3�1þ�ý�
�ý�
3"  2� � / ����� � " ý0���������(�*�  / ���5�����	!������ý�� � " � ��ü�� ��� " � �	
3� ���(����ý �(��ü�ý0�%��� � � � 
3�����	ý�����ü�ý�þ û�ü#��� � ��� (ii)

�
(iii)

1�W / ��

���  / �������- �	" �	��
Cü�ü�� � � ��ü�� � � ���N��ý0��� �1ü � �
�1þ�+�û�,Ký�üC� / ��ü�ý�
�ý0������� � ��ü�ý�������������

������������� 	 ü���1  ��
3!
� �����(���  � �����  ���Cý0��� � �)��� ����� �
�����	,Ký�üC� / ���4��
Cü�ü��B
�ý���� � 
���� � "%��
�� � � ����ü�ý���

�1ü�ý � 11d ü � �	+��ü ��ý���� � ü#��� / û�,.-7��� ��

+ / �#���%� � ��
Cü�ü��(�Cý������ � / �	û ��+4��

�����
����� � 
 ��� � " � ��ü�� ��� " � �	
3�
� ����ü�ý���

�1ü�ý �� �1ü�ü#��� / û0��� � " � ��
Cü�ý0�'�	-7���5��
����Cý0�  	ÿ � �	
3�1û � ����ü�ý���

�1ü�ý � ����ü � ��������&���
3�1þ����
!ü�ý0� � ���������'� ����ü�ý�
	1

�|���`���35'�#����� 791=�32��,435'���7�368795'� �%5'�#� #K������A ���,I�� =3?����368795'� �368795��
�	��� =,�35'�	���,794 68ID6%7�� #K�86�=,�

d / 

������� ��

+ / �#���.�Cû / û�ý ��
Cü�ü��(�Cý������ � � ����ü�ý���

�1ü�ý � 
 V H(G)
����ü � ��������&���
3�1þ����
!Åü�ý0� � ���	!�����'�7����ü�ý�
7�B

��ü����B
3�1þ������'��� �������B
3�1þ������'�Hý�� � � � 1	h)��ü����
�1þ��	û / ���	

+3
�ý0�#�1þ�ü�ý � 
�����+�û3�1þ�ý�
�ý0� �

� ��� � � / �'ý�üC� � �%� / �����süJ"6���(���;��

+�������

,Ký�üC� �����!þ`ý0�#"	��������ü������ � / ��ý�
3����� �  � � � ��� � � / ���
� � / ����������� ��+������ �������fý0�
�1þ���� / ��� � ��� � ���'�Çý�� � 
	1
�|� . �
�`���35'�#�����N791=�32��,435'���7�368795'�N68<��#����5�67�367� 7��7�#�35�4���� <��368795'���	�3795'�7��A #K��4 7����

#K� =E:7�368ID6 5'�3<��|� h ����ü�ý���

�1ü�ý � 
 V H(G)
����ü � ��������&���
3�1þ����
!Åü�ý0� � ���������'� ����ü�ý�
 �B

��ü����B
3�1þ�!�����'�ðý�� � 
�+3
 / 

,Ký�üC� � ��ü�� ��� � � � ��ü#��� / � � 
�ý0�#�1þ�����ü�ý3��� � V = (vn)

∞
n=1

ü
vn(λ) := n(d(λ))−α  

n ∈ N  � / � 0 < α < 1
1�a 

� �Cý0�(��������� � � )��  6� ��ý0����ü#�1û���
�� / � ���1ü�ý � ��������� � ����ü�ý���

�1ü�ý � � V HG�(��� ��ý4� � ý�þ�� � �1ü'

����ü#��� / û�,.- ��� ������

+'���KJ

V HG :=

{
f ∈ H(C) : |f |n := sup

ζ∈C

|f(ζ)|
eHG(ζ)−n|ζ|α∗

<∞ (∀n ∈ N)

}
,



� ���0"������|���	
�$ - ����� - /|�­"���� - "��=��
'�­"����	� )
� / � α∗ := α

α+1

15Wjý�ü�, / 
  � ��
Cü�ý�����ü�ý��  ü#��� / û0��ý  �	ý0� � ����ü�ý���

�1ü�ý � � �3û3�1þ�ý�� � �����	
�ý0����� � ��+
V HG � V HG+K � / 

������� ü#�1û���
��)���(����ý � � /

V H∞
K :=

{
f ∈ H(C) : (∃n ∈ N) sup

ζ∈C

|f(ζ)|
eHK(ζ)+n|ζ|α∗

<∞
}
.

X ��
���
3��
*� � � ��� � � / ��� / ��ü�ý�
�ý0����� � �~û�ü#��� � ��� ��
 ����ý���� � ��
3�1þ�� � �>�3û3�1þ�ý�� � �����	
�ý0�����+
V H∞

K  
� �������Cý0��� � " ����� � ������ý�üC� / �#���	ý0�#�����;��+ V HG+K � V HG
1�{@
�ý0��� � ���	
 � ���  �	ý0� ��
�	��
Cü�ü�� � ü��#"5���
��
Cü�ý0��� G ��ý���û�ü#��� � ����ý�

��� �7�5��������"6� / ��� � 1�d �	
�����ü�ý � �Hü#��� / ü�ý � ��� �Cý�ü�, / 
�Cû / ��ý � �
�1û������ �����	ý0������� ü�,.��92���	ý�� � ����ü�ý�� � � ����
�ý0����
 ü � ���	ý���� ��
 �	��
Cü�ü�� � ü��#" ����� û��	� � "������

����������� � " ���
��
Cü�ý0���21hxû�ü�ý�þ

ϕ(ζ) ÿ &��#��

�A$Jû�����&����N����ü � ��������&���
3�1þ������'��ý�� � 
	1�_B� 	 ��
 / ��
3�1þ�� � ��� ��� / ���	
�ý0���� � ��� / �#������ý�üC� � � $ �����3û3��� hϕ(ζ) := lim supr→∞
log |ϕ(rζ)|

r  ζ ∈ C.
u�û / ��� �'� � �����	ý�þ  �	ý0� ϕ¬ � �C��¡7���H����¨	�7��� ¬��Ó¡1�C��£1¤

(Sα∗)  ��ü#����ü�û�-7��ü�ý � û�,Ký s,N > 0
ý�

�����  �	ý0� / ���<�	
 � / ���'� ζ ∈ C

L |ζ| > N
��

� / ��ý�üC� ζ ′ ∈ C

ü |ζ ′ − ζ| < |ζ|α∗  / ���%���Cý0�������'�

log |ϕ(ζ ′)| > hϕ(ζ)− s|ζ|α∗ . (6)

{@
��(��ý����  �	ý0�%��ý0� ý�������� � 

����� ü�ý������'��ü��	�1þ������  �����\û�ü#��� � ��� ��� �
����� ������û3���	������ü�ý�� ����ü�ý�

&��#����� $Jû�����&���� � �	��
Cü�ü�������ü������ ü�� � ü#���Jo � � ����
 ÿ h)$ ��,.�'����
	1

} ���	
 � ���  �	ý0� / ��� &��#� � ";$Jû�����&����(����ü � ��������&���
3�1þ������'��ý�� � 
ðü7��� / ���	
�ý0����
�� �  ü�� ��� 
3!/ 

,.- ��� ��ü HK  û�ü#��� � ��� (Sα∗) / ��ü�ý�
�ý0������� / ���`ü � ��
 � � / ��� � ��ü�ý�� ý0��������� � / �#��������� � �	��
Cü#!ü'
3"
V H(G)

1�w^ü#��� � ���,üC�4������+���
���
�ý�þ ��������+ B(z, r)
���	û��L��
 / �	û�ü'
 r ü�&����	ý������ � ý0������� z 1�a 

�� � ����� / �  / ���A� ����� ��ü�ý � 
 M ⊂ C � �
��

��
���� RM := supz∈M |z| 1�} ��� / ���	

+3
�ý0�#�1þ�ü�ý � 
 ��
��

� �Cý������Cû0��ý�üC��ý�

��� �!ü#��� / û�,.- ���%��+ � ��ü�ý�� � �5$ 

�	ý 	 ü���1 ��
��  �����(�B
*�	1�
����#1
. �$#�#K����� %  1����� �  	$	���	�	�

Φ, F
�
G = F

Φ

�C- � - � - " � $	. �Ç�#"1 � �
B(0, R)

4�� ���	��

B(0, R)
�.0/ - �	$�� �f��� ��$|�­"���
'��$|����
�� |Φ(w)| 6 A

� |F (w)| 6 B
* � -

|G(w)| 6 BA
2|w|

R−|w| |Φ(0)|−
R+|w|
R−|w| , w ∈ B(0, R).

� ���C�>=E6
� �#��������� %  1�����
V =

(
n(d(λ))−α

)∞
n=1

4 % "��­��/ - � - �H�1� * ��� -
ϕ ∈ V H∞

K

*
hϕ = HK

�
ϕ
 �� - 
��|����
 - "������v 1��� - 
����

(Sα∗)
4�+�-�� ���

ϕ ∈ DV G+K,G
4

C
hxû�ü�ý�þ

s,N > 0 ÿ � ��ü�ý0�'�	��� � �7��+!û�ü#��� � ��� 	 ! � / ���5$Jû�����&���� ϕ 1	} ��� �	
 � / ���'� ζ ∈ Cü |ζ| > N � ��+�þ0�(��� ζ ′  �	

� � û�ü#��� � ��� 	 ! �#1,{@
��(��ý����  �	ý0� � ý�

�����~ü#�1û���
�� / ��� � ü��#"sý0�������
ζ ′′ ∈ B(ζ ′, 2|ζ|α∗) � ��������������
 � ���1ü�ý � � |ζ ′′ − ζ| < 3|ζ|α∗

1
� ü����  �	ý0� ����+ ������

������������� ����- ����ü�ý��5�(��������ü����	ý�
�ý�þ  �	ý0� N > 6

1
1−α∗

1	b ��� / 
 / ��� � ü��#"
ζ ′′ ∈ B (ζ ′, 2|ζ|α∗)

ü � ��
 � � / ��� � 
���&������	


1

2
|ζ| 6 |ζ ′′| 6 4|ζ|. (7)

h)��ü����
�1þ��	û
ϕ ∈ V H∞

K  ý0�����(��,Ký�üC� k0 ∈ N
�
A > 0

ý�

�����  �	ý0�

ln |ϕ(w)| 6 A+HK(w) + k0|w|α∗ , w ∈ C. (8)

hxû�ü�ý�þA$Jû�����&����
f ∈ V HG+K

ý�

��� � 
  �	ý0� f
ϕ ∈ H(C)

1,h)� � � ��� / �#��������, V HG+K
/ ���

��, �����'�
n ∈ N

ü�û�-7��ü�ý � û0��ý B > 0
ý�

�����  �	ý0�

ln |f(w)| 6 B +HG+K(w) − n|w|α∗ , w ∈ C. (9)




�O ���C��$	�	$�� 4 � 4 * �j$#�	"�����
�� +�4�� 4

h)�$��ý0���3û  û����	ý ��� 

� 	 &D� � 	 )9�  ���(�����

sup
ζ′′∈B(ζ′,2|ζ|α∗)

ln |f(ζ ′′)|

6 B + sup
|ζ′′−ζ|63|ζ|α∗

(
HG+K(ζ ′′)− n|ζ ′′|α∗

)

6 B +HG+K(ζ) +
(
3RG+K − n2−α∗

)
|ζ|α∗ .

	 
�O9�

i ��
3������������� � ü��	�1û 	 '9� � �
�1û���
����

sup
ζ′′∈B(ζ′,2|ζ|α∗)

ln |ϕ(ζ ′′)| 6 A+HK(ζ) +
(
3RK + 4α∗k0

)
|ζ|α∗ . (11)

b � � ���	þ � ü��)��������"6� / ���(��� / ��� � �����(�����������%�����(� � � �'�Cý0� � ��11h �����(����� � ��� � R := 2|ζ|α∗  
Φ(w) := ϕ(ζ ′+w)

�
F (w) := f(ζ ′+w)

� �1ü � �
�1þ�+'� � 
 � ������
 � ���1ü�ý � 
 	 
�O9�  �	 
D
��2�!û�ü#��� � ��� (Sα∗)��
�$Jû�����&���,
ϕ  / ��� w = ζ − ζ ′

���(�����

ln

∣∣∣∣
f(ζ)

ϕ(ζ)

∣∣∣∣ 6 B +HG+K(ζ) +
(
3RG+K − n2−α∗

)
|ζ|α∗

+
2|ζ − ζ ′|

2|ζ|α∗ − |ζ − ζ ′|
(
A+HK(ζ) + (3RK + 4α∗k0) |ζ|α∗

)
− 2|ζ|α∗ + |ζ − ζ ′|

2|ζ|α∗ − |ζ − ζ ′|
(
HK(ζ)− s|ζ|α∗

)

6 B + 2A+HG(ζ)−
(
n2−α∗ − 3RG+K − 2k04

α∗ − 6RK − 3s
)
|ζ|α∗ .

dlü��	�1û � ������+ � �
�1þ�����ü�ý�� n �Cý�ü�, / 
Çü#��� / û0��ý  �	ý0� f
ϕ ∈ V HG  � � ��� / ����� ������� / ���	

+3

����1 Bc +vý0��������� � � � � ��� / ����� ������� � ��� ý0���	
���ý���� � ��ü���� / ü�ý � �������� ���C�>=E6
� �#����������%  1�����

V = (n(d(λ))−α)
∞
n=1

�
µ ' ��$����	�|�����������	�	� �  	$	���	� - $���� * �����

� - � - " -��C-
µ̂ ∈ V H∞

K

�
hµ̂ = HK

4 � ���	�
µ̂
 �� - 
��|����
 - "������� 1��� - 
����

(Sα∗)
* � -�- /|�­"���� - "`��
'�­"����	�

µ∗ : V H(G+K) → V H(G)
�'
���������� � ���0"������|���	
�$	.�� 4

b � � ���	þ / ���	
 � ���  �	ý0� û�ü#��� � ��� (Sα∗)
� � ������ý�üC� � ��������"6� / ��� � � / ��� ý0���'�  �	ý0��� � / ���

��, �����%������

��������������� ����� û��	�����<���
��
Cü�ý�� G � � ����
�ý0����ü � ���	ý���� / ���1ü�ý � � � 
3��ü�,.��92���	ý�� � ���7��+
V H(G +K) � V H(G)

1�XB��� / û�,.-�

�<�����(�B
=ü�� / ���,���	ýQ��� � � � 
3�����	ý��	û�, � ������$ �����3û3������� � �	ûû�ü#��� � ��� (Sα∗)
� / ���	

+ ��� 
���ý�üC� ý0��� � � �(��ý0� / ���  �	ý0�7�%�����(�B
*�	1 & � � +�� 1

. �$#�#K����� %  1�����
V = (n(d(λ))−α)∞n=1

4��  	$	���	���
g ∈ V H∞

K

�f�	$#���	�	��� - " - �
HK

 �� -��

��|����
 - "������J 1��� - 
����

(Sα∗)
� -�� ���f��� - ����� - � -�� ��� * � -�� ���Ç�¿ ���������
� ��f�Ç�C�|�����

s, j ∈ N
*
N > 0�����	�|� * ��� - �����ð���#� - ��� - �C�	�

a
�­���	$	���C$ - � - �#"1 	�H$ - �����

sup

|w−a|6jt
− 1

α+1

ln |g(tw)| > tHK(a)− s tα∗ (∀ t > N). (12)

. �$#�#K���|�2%  1�����
V = (n(d(λ))−α)∞n=1

4 %  1����� * �����|��� *
g ∈ V H∞

K

 �� - 
��|����
 - "������Ç 1��� -��

����

(ii)
��� - "����3.

2
���������#� -��C-�-�� "���$	������$	$ -��C- 
�.0/� 	�	� -��C- �3$ -��C-  �C- ����$	�	�	�

G ⊂ C
4�+�-�� ���

�	$#���	�	��� - "
hg �

� - � �  	$	���	�	� � - 
�/������������
HK

�
g
 �� - 
��|����
 - "������v 1��� - 
����

(Sα∗)
4

C
{@
��(��ý����  �	ý0� ��+xû�ü#��� � ��� (ii)

ý0��������� � � / ��� g ü#��� / û0��ýÇü�û�-7��ü�ý � � � 

����� ���1ü��#� m ∈ N  
M > 0

ý�

���	"  �	ý0�

sup
z∈C

|f(z)|
eHG(z)

6M sup
z∈C

|g(z)| · |f(z)|
eHG(z)+HK(z)−m|z|

α
α+1

(∀ f ∈ V HG). (13)

u�û / ��� ��
Cü�ü�û � / 
�ý�þ �Cý � ���Cý�� � �����'�5� � ��� / � �
���������  �	ý0� ��� / ���	
�ý0��� hg $Jû�����&���� g ���ü�� ��� 
 / 
���ý ü HK
�	��� ü�� ��� 
 / 
���ý ü HK  ��� � ��� ��ý0���\ü'
��B
A$Jû�����&����

g
����û / � � ����ý � ���6����ý



� ���0"������|���	
�$ - ����� - /|�­"���� - "��=��
'�­"����	� 
D

û�ü#��� � ��, (Sα∗)

1�c + �����(� � � ü#��� / û0��ý  �	ý0� � �������	"sü#�1û���

��"A$Jû�����&���� g ���Hû / � � ����ý � ���6����ýý0��� / 
 � û�ü#��� � ��, 	 
��9�#1,h)�$��ý0���3û ü�û�-7��ü�ý � û�,Ký�ý0�����	
 a ∈ S
� � ��ü#��� / � � 
�ý0�#�1þ�����ü�ý�þ (tj)

∞
j=1ü

tj > 1 	 j ∈ N
�  tj → ∞ � ��� j → ∞ ý�

�����  �	ý0�

sup

|w−a|6jt
− 1

α+1
j

|g(tjw)| 6 tjHK(a)− j2tα∗
j (∀ j ∈ N). (14)

u8��+ ������

�������������5����- ����ü�ý�� �(��������ü����	ý�
�ý�þ  �	ý0� tj > jα+2 � ��� � ü��#" j ∈ N
1

a 

� � ��� �7�  RK := maxz∈K |z| 1#h)�
��������� zj := tja  rj := j|zj |α∗ = jtα∗
j

� +3
��(��ý����  �	ý0�
/ ��� w ��+ ���	û���
 |w−zj| 6 rj � ������� 2

3 |w| 6 tj 6 2|w| 1�d%��ý��	" ������+���
�����������" 	 
 � �2��
 � ����ü��	�1þ����ý0���3û  �	ý0� / ��� � ü��#" w ��+ ���	û���
 |w − zj | 6 rj

ln |g(w)| 6 HK(zj)− j2tα∗
j .

{@
��(��ý�� �� �	ý0� / ���`ý0�#" � �
w

|w| 6 3

2
|tj |

�
HK(zj) 6 HK(w) + rjRK = HK(w) + jtα∗

j RK ,

+3

�	��,.��
����  �	ý0� � ��� � ü��#" j  ��
�������

� ü)�������Cý0�������'� j0  

ln |g(w)| 6 HK(w) + jtα∗
j RK − j2tα∗

j 6 HK(w)− j2

3
|w|α∗ , |w − zj | 6 rj . (15)

e 
�� � �Cý������Cû0��ý�üC�`ý�

��� �)�C�����0
3�1þ���

�<��&������	
 g  ���Cý0����

�`ü#��� / û0��ý���+xý0���'�  �	ý0� g � ������
 / !�������	ý
V H∞

K

11dlü����Cý � ��ý�ü�ý � ����ü ��ý����  �� ���%�������Cý0������� p > 0

ln |g(w)| 6 HK(w) + p|w|α∗ + p, w ∈ C. (16)

hxû�ü�ý�þ�ý0� � ���	þ G ÿ � ������+ � �
�1þ�� � � ������

����������� � � ����� û��	� � �<� �����'�Cû��'�
�1þ������211{@
�$)����ü��	!�	û0��� ���1ü#��� � û�, � ��ü#��� / � � 
�ý0�#�1þ�����ü�ý�þ (qj)
∞
j=1

ü 1
2 6 qj ↑ 1

1�h �����(����� � ý0��� �Çü���������
 � �������  �	ý0�)� � / ���	

+3
�ý0�#�1þ�ü�ý � ��� +  �����(�B
#�	1 '��  � � ��ü � �
�1þ�+'� � 
 � � �1ü�þ �����(�(���N
���+���
����  �� ��ü�ý�������� � �
!ü#��� / � � 
�ý0�#�1þ�����ü�ý�� ý�

���	"4&��#� � "%$Jû�����&���� fj �ðý0������� ζj ü |ζj − zj | 6 rj
2  
�	ý0� � ��� �������Cý0�������

� ��ü�ý0�'�	������� A > 0
� � ü��#" j ∈ N

���(��,Ký �(��ü�ý0�Çü#��� / û�,.- ��� ��&�������� J

ln |fj(ζj)| > qjHG(ζj) +
ε0
8
j|ζj |α∗ , (17)

ln |fj(z)| 6 qjHG(z) + (2RGj + 1)|z|α∗ +A, |z − zj | 6
rj
2
, (18)

ln |fj(z)| 6 qjHG(z) + |z|α∗ +A, |z − zj | >
rj
2
. (19)

c + 	 
�+9� � 	 
�'9�5ü#��� / û0��ý  �	ý0����ü#��� |z − zj | 6 rj
2  
ý0�

ln |g(z)fj(z)| 6 HG(z) +HK(z)− j2

4
|z|α∗ +A.

h)�$��ý0���3û � ��� � ü��#" j > 2
√
m

sup
|z−zj |6

rj
2

|g(z)| · |fj(z)|
eHG(z)+HK(z)−m|z|α∗

6 eA.




�� ���C��$	�	$�� 4 � 4 * �j$#�	"�����
�� +�4�� 4

}7
3�����  �� ü��	�1û 	 
 ! � � 	 
�)9� � ��� |z − zj | > rj
2

���(�����

ln |g(z)fj(z)| 6 HG(z) +HK(z) + (p+ 1)|z|α∗ − (1− qj)RG|z|+A.

e)��ü#������� � � ��� ���1ü#��������� � ���	

+ ��� 

,Ký  �	ý0��ý0��� / 
 / ��� � ü��#" j ∈ N

sup
|z−zj |>

rj
2

|g(z)| · |fj(z)|
eHG(z)+HK(z)−m|z|α∗

6 eA sup
s>0

e(m+p+1)sα∗−(1−qj)RGs 6 e
A+ C

(1−qj )
α
,

� / � C := αα

(α+1)α+1
(m+p+1)α+1

Rα
G

1
c + � ��� � � / ����� � " ��&�������� ü#��� / û0��ý  �	ý0� � ��� � ü��#" j > 2

√
m

Aj := sup
z∈C

|g(z)| · |fj(z)|
eHG(z)+HK(z)−m|z|α∗

6 e
A+ C

(1−qj )
α
. (20)

c + 	 
�'9� � 	 
�)9�L��� � ��ü���� / ü�ý � ������� ��� ý0���	
���ý  �	ý0� fj ∈ V HG  j ∈ N
1|a �����(�!ý0���'�  ��+ 	 
�&D�ü#��� / û0��ý  �	ý0�

Bj := sup
z∈C

|fj(z)|
eHG(z)

>
|fj(ζj)|
eHG(ζj)

> e
ε0
8
j|ζj |

α∗−(1−qj)RG |ζj |.

d8��+�þ0�(���
qj = 1− ε0

16RG
j|ζj |−

1
α+1

11b ��� / 


Bj > e
( ε0
16 )

α+1 1
Rα
G

jα+1

(1−qj )
α
. (21)

{@
��(��ý����  �	ý0� � ü��	�1û5��
 �7���'� ��� ������
 tj > jα+2 � ��� � ü��#" j ∈ N
1�h)�$��ý0���3û |ζj | > 1

2j
α+2 �  ü#��� / � � 
�ý0�#�1þ����  qj → 1 � ��� j → ∞ 1�i?ý0��� / 
<��+ 	 �DO9� � 	 ��
�� � �
�1û���
����  �	ý0� Bj

Aj
→ ∞ � ���

j → ∞  �	ý0� � ���Cý�� � ���������	ý 	 
��9�#1 B
c + � ��� / ����� ������� �  ý0��������� � �<� �����(� � +�ü#��� / û0��ý�ý�

����� �����	ý0������� ü�,.��92���	ý�� � ����ü�ý��� � ����
�ý0����� � ü � ���	ý���� / ��� � ����ü�ý���

�1ü�ý � V H(G)

����ü � ��������&���
3�1þ����
!Åü�ý0� � ���������'� ����ü�ý�
%�B

��ü��	!�B
3�1þ������'�Çý�� � 
	1
���,67���$#K� ��� %  1�����

V = (n(d(λ))−α)∞n=1

*
µ ' ��$����	�|�����������	�	� �  	$	���	� - $�����


C
�!$ -��

���|�����|���~
�
�.0/� 	�	� - � � - �3/����|��$ - �\�3$ - �Ç������
'�
K

�
µ̂ ∈ V H∞

K

4�2 �|�­�1 ����!�|�!��
��ð 1��� - 
����
�
�	
��	
����|��$|��$	. �

1)
- /|�­"���� - "

µ∗ : V H(G +K) → V H(G)
���0"������|���	
'��$ ����� ���#� - � 
�.0/� 	�	� - � -�� "���$	� �

����$	$ - � - �����������
G
 

2) hµ̂ = HK
�
µ̂
 �� - 
��|����
 - "������v 1��� - 
����

(Sα∗)
4

�|� �|� �`���35'�#�����P791=�32��,435'���7�368795'�P68<��#����5�67�367�G7��7�#�35�4�� � <��368795'���	�3795'�7��A �367���
#K� =E:7�368ID6 5'�3<��|� h ����ü�ý���

�1ü�ý � 
 V H(G)

����ü � ��������&���
3�1þ����
!Åü�ý0� � ���������'�4����ü�ý�
 �������B
3�1þ������'�ý�� � 
 +3
 / 

,Ký�üC� � ��ü�� ��� � � � ��ü#��� / � � 
�ý0�#�1þ�����ü�ý3��� � V = (vn)
∞
n=1

ü
vn(λ) :=

(
1− 1

n

)
(d(λ))−α  

n > 2
11{ / ��ü�þ��%����� � � �
! � �����������3û 0 < α < 1

�
α∗ :=

α
α+1

1'd / 

������� ü#�1û���
�� � ����ü�ý���

�1ü�ý � ��3û3�1þ�ý�� � �����	
�ý0����� � ��+ V HG � V HG+K
���(����ý � � /

V H∞
K :=

{
f ∈ H(C) : sup

ζ∈C

|f(ζ)|
eHK(ζ)+ε|ζ|α∗

<∞ (∀ ε > 0)

}
.

i û�ü#��� � ��� ������û3���	������ü�ý�������ü�ý�
 ü���� � �
��
  ������ü � ����� � 

,.-7��� ü�,.��92���	ý�� � ����ü�ý�þ � � ����
�ý0����� �ü � ���	ý���� ��� ����ü�ý���

�1ü�ý � 
3" / 

�������'�Çý�� � 
  $ �����3û3�����	û0��ý�üC� ü#��� / û�,.- ��� ������

+'����1
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��
u�û / ��� �'� � �����	ý�þ  �	ý0� &��#��

�

ϕ(ζ)
����ü � ��������&���
3�1þ������'� ý�� � 
 û / � � ����ý � ���6����ý û�ü#��� � ��,

(Sα∗
0 )  ��ü#��� / ���5��, �����'� ε > 0

ü�û�-7��ü�ý � û�,Ký N > 0
�
δ > 0

ý�

�����  �	ý0� / ���5�	
 � / ��� ý0�������
ζ ∈ C L |ζ| > N

��

� / ��ý�üC��ý0�����	
 ζ ′ ∈ C
ü |ζ ′ − ζ| < δ|ζ|α∗  / ���%���Cý0�������

ln |ϕ(ζ ′)| > hϕ(ζ)− ε|ζ|α∗ .

h ��� � � / ��� $ �����3û3������� � ��� 

��
3�����'� � ��ü���� � � � " ����+�û3�1þ�ý�
�ý0� �A� ��� / � / û�-7���'� � û����	ý�
 / ���
� ����ü�ý���

�1ü�ý � ����ü � ��������&���
3�1þ����
!Åü�ý0� � ���������'�%����ü�ý�
��������B
3�1þ������'�Çý�� � 
	1� ���C�>=E6
� �#����� �|��%  1�����

V =
(
(1− 1

n)(d(λ))
−α
)∞
n=2

�
µ ' ��$����	�|�����������	�	� �  	$	���	� �

- $���� * ����� � - � - " -��C-
µ̂ ∈ V H∞

K

�
hµ̂ = HK

4 � ���	�
µ̂
 �� - 
��|����
 - "������  1��� - 
����

(Sα∗
0 )

* � -
- /|�­"���� - " ��
'�­"����	�

µ∗ : V H(G+K) → V H(G)
�'
���������� � ���0"������|���	
�$	.�� 4

���,67���$#K� ��� %  1�����
V =

(
(1 − 1

n)(d(λ))
−α
)∞
n=2

*
µ ' ��$����	�|�����������	�	� �  	$	���	� - $���� 
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µ∗ : V H(G + K) → V H(G)
���0"������|���	
'��$ ����� ���#� - � 
�.0/� 	�	� - � -�� "���$	� �

����$	$ - � - �����������
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2) hµ̂ = HK
�
µ̂
 �� - 
��|����
 - "������f 1��� - 
����

(Sα∗
0 )
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H â ���������
	���
�������������� ¸C¹�ß¿¸�½¿ê,ÁCÀ1»M¾¿¼MÁJÂ�Ù�»MÀ	Ï�ÔC½¿Ù�¾­ÑC»�Ûx»Mº�Ô�¹�¾¿¼MÁJÑC½¿Ù�»M¼�»M¸�Ö�×KÙ�Ô�¹�¾¿¾¿»�Â0Ô�Á�ÑC½­Û�Ñ�Ö�×j»�ÏC½¿¸C¹�Í¼�»M¸�Ñ�Ö�×�Ø�¸C¹�ÂMÑC½­Ñ�Á�Û�â è é'»M¾¿¼�»�Â�Ñ��¿ì�â ���,ßÅàCÍÐÂ�» �"!$# Ý�EGF#F�% â è�E�&�H ¾Mâ
E â('*),+ - .0/�1�2(3 �546� 7 '�198(8:3 �5;=<�>@? A0B,C DED�F ? G5B,C F < D=F@H�D�F <0I F ? G5B,C F <KJMLNG�>9B,C F < DOF < D�F <0I
JQP D JQB DOR C B,ST>@< F�U�D BV> D ? JC <KB,S�J U�F G�<�W�>9X�A �Y� Z >9B,S â�Ë D >@<�W â è�EGF#F#F â è�[ F ? â I�\�Ý5] E â è ^ â E@%�_M`0_'HM% â
_ â('�198(8a3 �N;bW5C I0C D C F <dc5X F�U ? J�efC <(B,S�J D c�> D J F@H J�<NB,C X,J H G�< D B,C F < DgF@H JQP5c F <�J�<NB,C >@?�BhA5c�J �Y� ;OX,i â5Z >9B â è HM%�%@j â è
[ F ? â _�E�Ý�] H â è ^ â E�HM_M`3E@_�\ â�È�kmlV� HJF â HJF#F
n �@o|Ê F�E�&�&@%
&#E@% â

j â p�q
r9s�- stp �muv� 7xwhy /�- 8Kz�{Vr*| � 7~} )��Er9-O�E/�19- � Ë G5XY��J D B,C I0C BhA D X,C B,JQX,C > H�F X D�F <0I F ? G5B,C F < F c�JQXV>9B F X D C < A−∞ �Y�
� â,�^â ; D >�W â�Ë D C â ^ >9X,C D Ý Ë JQX lÅâ è�EGF'HJF â è�[ F ? â _@j�I�Ý�]�&�`0\ â è ^ â E�&@_M`3E�&@\ â�È�kmlV� HJF â HJF'HM\ � � â D X,ed> â EGF'HJF â F'H â F'H9& â

& â p�q
r9s�- s�p �~uv� 7�why /�- 8Kz�{Vr(| � 7�} )��Er9-x�E/�19- � � F <0I F ? G5B,C F < F c�JQXV>9B F X D C < A−∞ H�F X D�F <0I
JQP�W F ed>@C < D �Y� ;OX,i âZ >9B â è�EGF'HCE â è�[ F ? â &GF�Ý�] H â è ^ â HV`3E#E âCÈ�kmlV� HJF â HJF#F
n � D H#H9&�HCE Í F'H#H Í F'H�j
\ Í j â
\ â p�q
r9s�- s�p ��uv� 7�why /�- 8Kz�{Vrv| � 7
} )x�Er9-5�E/�19- �@��P0B,J�< D C F < F@H�D�F ? G5B,C F < D�F@H�D�F <0I F ? G5B,C F <�JMLNG�>9B,C F < D C < D c�> D J D�F@H S F Í? F e F X,c�S�C D�H G�< D B,C F < D$R C B,S�c F ? A5< F e(C >@?��@X FMR B,S�C < D�F <0I
JQP�W F ed>@C < D �Y�Ko G�? ? â	Ë D C â�Z >9B,S â è�EGF'HCE â è�[ F ? â HM_�\�Ý
] H â è ^ â %�\M`�H#HJF â�È�kmlV� HJF â HJF'HM\ � � â U G�? D D C â EGF'H#H â F�\ â F#F�E â

n â ��� ���m�M
��9�*�E���m��� ¸C¹�ß¿¸�½¿ê,ÁCÀ1»M¾¿¼MÁxÑC½¿»¿àCÑC»M¸�»¿àCÑC»�ÒÓ»�Ø�¸C¹�ÂMÑC½­Ñ�ÁCÄ�î,»Mê,Á è é	ÁCÀ7¹�Ñ�¹�Â�Ù�Ô�¹�¾¿¾Ó¹�×KÕ�Ø�ÑCÙ�Ú�Á�Û Ý»�ÒÓ¸C¹�Ñ�Á�ÜC½­Ñ�Ñ�Ö�×j¾�Â�½¿¾¿»MÀ�Áx¾­ÁC¾¿¼�½¿À1»�ÛxÂ�½¿¾¿»�ÂK�Y�8Mx¹�¼�â�ßÓ¹�À1½¿¼�Ù�Á�â è HM%�%�E â è ñ�â &�HMÝ�] H â è(� â I�_M`0%�E â
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