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Àííîòàöèÿ. Â òðåõìåðíîì ðàñøèðåííîì ãèïåðáîëè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ðàññìîòðèì ¾ïîëíóþ¿

ïñåâäîñ�åðó �� ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ ïðÿìîé âîêðóã ïàðàëëåëüíîé åé ïðÿìîé. Ïîâåðõíîñòü, ëå-

æàùàÿ â ñîáñòâåííîé îáëàñòè ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, ëîêàëüíî íåñ¼ò íà ñåáå ãåîìåòðèþ

ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî. Îäíà ÷àñòü åå âêëàäûâàåòñÿ â åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî â âèäå õîðîøî èç-

âåñòíîé âîðîíêè Áåëüòðàìè � Ìèíäèíãà, äðóãàÿ âêëàäûâàåòñÿ â òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî Ìèí-

êîâñêîãî â âèäå îäíîãî èç ïñåâäîåâêëèäîâûõ àíàëîãîâ ïñåâäîñ�åðû. Àñèìïòîòè÷åñêèå ëèíèè íà

ïñåâäîåâêëèäîâîé ÷àñòè ïîâåðõíîñòè ìíèìû. Ýòè ìíèìûå àñèìïòîòè÷åñêèå ëèíèè ìîæíî èíòåð-

ïðåòèðîâàòü êàê âåùåñòâåííûå àñèìïòîòè÷åñêèå ëèíèè íà ïîâåðõíîñòÿõ ñ èíäå�èíèòíîé ìåòðèêîé

ïîñòîÿííîé êðèâèçíû. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ èíòåðïðåòàöèè ïðèâëåêàþòñÿ åùå äâà ïñåâäîåâêëèäîâûõ àíà-

ëîãà ïñåâäîñ�åðû Áåëüòðàìè � Ìèíäèíãà. Îäèí èç íèõ ãëîáàëüíî èçîìåòðè÷åí ïðîäîëæåíèþ ¾ïîë-

íîé¿ ïñåâäîñ�åðû çà àáñîëþò ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Â ðàáîòå èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà àñèìï-

òîòè÷åñêèõ ëèíèé íà ðàññìàòðèâàåìûõ ïîâåðõíîñòÿõ ïîñòîÿííîé êðèâèçíû ñ ìåòðèêîé äå Ñèòòåðà

â òðåõìåðíîì ïñåâäîåâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå (ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî). Ýòè ñâîéñòâà âî ìíîãîì

àíàëîãè÷íû ñâîéñòâàì àñèìïòîòè÷åñêèõ íà ïñåâäîñ�åðå Áåëüòðàìè � Ìèíäèíãà. Ïëîùàäü ñåòåâî-

ãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà àñèìïòîòè÷åñêîé ñåòè íà ïîâåðõíîñòÿõ ïîñòîÿííîé îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû

â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ìîæåò áûòü íàéäåíà ïî �îðìóëå Õàööèäàêèñà. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâà-

åòñÿ àíàëîã ýòîé �îðìóëû äëÿ ñåòåâûõ ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ àñèìïòîòè÷åñêîé ñåòè íà ïîâåðõíîñòÿõ

ïîñòîÿííîé êðèâèçíû ñ èíäå�èíèòíîé ìåòðèêîé â òðåõìåðíîì ïñåâäîåâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ýòà

�îðìóëà ìîæåò áûòü îáîáùåíà íà ïðîèçâîëüíûå ñåòåâûå ìíîãîóãîëüíèêè àñèìïòîòè÷åñêîé ñåòè.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì èíäå�èíèòíîé ìåòðèêè ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü äåéñòâèå �îðìóëû Õàööèäàêèñà

çà ðåáðî ïñåâäîñ�åðû Áåëüòðàìè � Ìèíäèíãà.
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1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ, ïîñòàíîâêà çàäà÷è

è êðàòêèé îáçîð ëèòåðàòóðû

Ïîëíàÿ ïñåâäîñ�åðà � ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ ïðÿìîé âîêðóã ïàðàëëåëüíîé åé ïðÿ-

ìîé â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Ëîáà÷åâñêîãî � èçîìåòðè÷åñêè âêëàäûâàåòñÿ â ïëîñêîå

ïðîñòðàíñòâî, èìåþùåå âíóòðè öèëèíäðà åâêëèäîâó ìåòðèêó, à âíå åãî � ïñåâäîåâêëè-

äîâó. Îñü âðàùåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îáùåé áàçîé òðàêòðèñ â åâêëèäîâîé è ïñåâäîåâêëèäîâîé

ìåòðèêå. Íà åâêëèäîâîé ÷àñòè � ïñåâäîñ�åðå Áåëüòðàìè � Ìèíäèíãà � èìååòñÿ

âåùåñòâåííàÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ ñåòü. Ïñåâäîåâêëèäîâà ÷àñòü ïîëó÷àåòñÿ ýëëèïòè÷åñêèì

© 2019 Êîñòèí À. Â.
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âðàùåíèåì ïñåâäîåâêëèäîâîé òðàêòðèñû, áàçà è êàñàòåëüíàÿ êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ïðÿìû-

ìè ðàçíûõ òèïîâ. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ ñåòü íà íåé ìíèìà, ò. å. ñóùåñòâóåò òîëüêî â êîì-

ïëåêñè�èöèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå. Íàøåé öåëüþ áóäåò ïîñòðîåíèå èíòåðïðåòàöèé ýòîé

ìíèìîé ñåòè, òî÷íåå, ïîñòðîåíèå åå ýðçàöà. Âìåñòî ìíèìîé ñåòè ìîæíî ðàññìîòðåòü âå-

ùåñòâåííóþ ÷åáûø¼âñêóþ ñåòü â èíäå�èíèòíîé ìåòðèêå ïîñòîÿííîé êðèâèçíû. Åñëè

ïàðàìåòðèçîâàòü ïñåâäîñ�åðó êîîðäèíàòàìè êàðòû Ïóàíêàðå, âñå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî

âåñòè, àïåëëèðóÿ ê ñâîéñòâàì ìîäåëè.

Ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ ïîñòîÿííîé êðèâèçíû â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå íàéäåíû

Ôåðäèíàíäîì Ìèíäèíãîì [1℄. Èçîìåòðè÷åñêîå âëîæåíèå êëàññà C∞
ïîëíîé ïñåâäîñ�å-

ðû â 8-ìåðíîå ñ�åðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è â 7-ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ïîñòðî-

èë Äàíèëî Áëàíóøà [2, 3℄. Ïðîñòðàíñòâî, ãëîáàëüíî èçîìåòðè÷íîå èäåàëüíîé îáëàñòè

ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî [4℄, âïåðâûå ðàññìîòðåë, ïî âñåé âèäèìîñòè, Ëþäâèã Îòòî �åññå

â 1866 ã. â ðàáîòå [5℄. ×åáûø¼âñêàÿ ñåòü ââåäåíà Ï. Ë. ×åáûø¼âûì â 1878 ã. [6, 7℄. Ïëîùàäü

ñåòåâîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà íà ïîâåðõíîñòÿõ ïîñòîÿííîé îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû ÷åðåç

åãî èçáûòîê íàéäåíà Õàööèäàêèñîì â 1880 ã. [8℄. Ñ èñïîëüçîâàíèåì �îðìóëû Õàööèäà-

êèñà Ä. �èëüáåðòîì áûëà äîêàçàíà òåîðåìà î òîì, ÷òî ïëîñêîñòü Ëîáà÷åâñêîãî (è ëþáàÿ

ðåãóëÿðíàÿ ïîâåðõíîñòü ïîñòîÿííîé îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû) íå âêëàäûâàåòñÿ èçîìåò-

ðè÷åñêè â òðåõìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî [9℄. Êëàññ ãëàäêîñòè, íå äîïóñêàþùèé

âëîæåíèå, ïîçäíåå áûë ñíèæåí äî C2
. Âîðîíêà äå Ñèòòåðà � Øèðîêîâà áûëà ïîñòðîåíà

Ï. À. Øèðîêîâûì â 1917 ã. (ñì. [10℄) êàê ïîâåðõíîñòü ñ ãåîìåòðèåé èäåàëüíîé îáëàñòè

ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî, ïñåâäîðèìàíîâó ìåòðèêó íà êîòîðîé ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü

â âèäå, ïðèâåäåííîì â [11℄. Èíòåðïðåòàöèè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ sin-�îðäîíà êàê ñåòåâî-

ãî óãëà ìåæäó àñèìïòîòè÷åñêèìè íà ïîâåðõíîñòÿõ ïîñòîÿííîé îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû

ïîñâÿùåíî ìíîæåñòâî ðàáîò. ×àñòü áèáëèîãðà�èè, ïîñâÿùåííîé ýòîé òåìàòèêå èìååòñÿ

â ðàáîòå Ý. �. Ïîçíÿêà è À. �. Ïîïîâà [12℄, êîòîðûå è ñàìè âíåñëè ñóùåñòâåííûé âêëàä

â åå ðàçâèòèå. Ïèîíåðñêàÿ ðàáîòà ïî ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

sinh-�îðäîíà ïðèíàäëåæèò ×æåíþ (èëè ×åðíó � â äðóãîé òðàíñëèòåðàöèè �àìèëèè

àâòîðà) [13℄. Îòìåòèì ïîñâÿùåííóþ ýòîé òåìàòèêå ðàáîòó �. Ô. �àëååâîé è Ä. Ä. Ñî-

êîëîâà [14℄, à òàêæå îïèðàþùèåñÿ íà ðàáîòó ×æåíÿ ñòàòüè Ò. Êëîòö-Ìèëíîð [15℄ è

Á. À. �îçåí�åëüäà è Í. Å. Ìàðþêîâîé [16℄.

Îáùàÿ òåîðèÿ äè��åðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè êðèâûõ è ïîâåðõíîñòåé òðåõìåðíîãî

ïñåâäîåâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà èçëîæåíà â [17℄. Ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ â ýòîì ïðîñòðàí-

ñòâå îïèñàíû â [18℄. Òàêàÿ æå ñâÿçü, êàêàÿ èìååòñÿ ó ïñåâäîñ�åðû Áåëüòðàìè � Ìèí-

äèíãà ñ êàòåíîèäîì (ìåðèäèàí êàòåíîèäà ÿâëÿåòñÿ ýâîëþòîé òðàêòðèñû), ñâÿçûâàåò è

ðàññìàòðèâàåìûå â äàííîé ðàáîòå ïñåâäîåâêäèäîâû àíàëîãè ïñåâäîñ�åðû ñ ñîîòâåòñòâó-

þùèìè ïîâåðõíîñòÿìè íóëåâîé ñðåäíåé êðèâèçíû â ïñåâäîåâêäèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Î ïîâåðõíîñòÿõ òàêîãî òèïà ñì., íàïðèìåð, [19℄ è [20℄.

2. Èíòåðïðåòàöèÿ, ñâÿçàííàÿ ñ áàáî÷êîé äå Ñèòòåðà � Øèðîêîâà

Â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî ñ ìåòðèêîé

ds2 = (dx1)2 + (dx2)2 − (dx3)2 (1)

ðàññìîòðèì ïîâåðõíîñòü











x1 = cosh(u) · sin(v),

x2 = cosh(u) · cos(v),

x3 = sinh(u)− arctan(sinh(u)),

(2)
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ÿâëÿþùóþñÿ ïðîäîëæåíèåì ïñåâäîñ�åðû Áåëüòðàìè � Ìèíäèíãà. Ïàðàìåòðèçóåì åå

êîîðäèíàòàìè êàðòû Ïóàíêàðå u1 = v, u2 = 1
cosh(u) :



















x1 = sin(u1)
u2 ,

x2 = cos(u1)
u2 ,

x3 =

√
1−(u2)2

u2 − arctan

(√
1−(u2)2

u2

)

.

(3)

Ìåòðèêà íà ïîâåðõíîñòè ïðèìåò âèä

ds2 =
(du1)2 + (du2)2

(u2)2
. (4)

Îáëàñòü, ñîîòâåòñòâóþùàÿ îäíîé ïîëîñòè, â êîí�îðìíîé êàðòå Ïóàíêàðå çàäàåòñÿ äâîé-

íûì íåðàâåíñòâîì 0 < u2 6 1.
Óðàâíåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ

√

1− (u2)2

(u2)2
(du1)2 +

1

(u2)2
√

1− (u2)2
(du2)2 = 0 (5)

íå èìåþò âåùåñòâåííûõ ðåøåíèé. Ìíèìûì æå àñèìïòîòè÷åñêèì ìîæíî äàòü ïðîñòóþ

íàãëÿäíóþ èíòåðïðåòàöèþ êàê àñèìïòîòè÷åñêèì íà ïîâåðõíîñòÿõ ñ èíäå�èíèòíîé ìåò-

ðèêîé ïîñòîÿííîé êðèâèçíû. Ïîêàæåì ýòî.

Çàìåíèì â (4) è (5) u1 íà i · u1, ãäå i2 = −1. Ìåòðèêà (4) ïðè ýòîì ïåðåéäåò â èíäå-

�èíèòíóþ ìåòðèêó

ds2 = −
((du1)2 − (du2)2)

(u2)2
. (6)

Ïðåîáðàçîâàííûå óðàâíåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ

−

√

1− (u2)2

(u2)2
(du1)2 +

1

(u2)2
√

1− (u2)2
(du2)2 = 0

èìåþò âåùåñòâåííûå ðåøåíèÿ

−u1 + c = arcsin(u2), u1 + c = arcsin(u2). (7)

Óðàâíåíèÿ (7) çàäàþò ÷åáûøåâñêóþ ñåòü â ìåòðèêå (6) è â ìåòðèêå, îòëè÷àþùåéñÿ îò íåå

çíàêîì. Ýòà ñåòü íàêðûâàåò àñèìïòîòè÷åñêóþ ñåòü íà ïîâåðõíîñòè











x1 = cosh(u) · sinh(v),

x2 = cosh(u) · cosh(v),

x3 = sinh(u)− arctan(sinh(u))

(8)

â ïñåâäîåâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ñ ìåòðèêîé

ds2 = −(dx1)2 + (dx2)2 − (dx3)2

è â ïðîñòðàíñòâå ñ ìåòðèêîé, îòëè÷àþùåéñÿ îò íåå çíàêîì. Ýòî ïîâåðõíîñòü ïîñòîÿííîé

êðèâèçíû ñ èíäå�èíèòíîé ìåòðèêîé. Â ïåðâîì ñëó÷àå êðèâèçíà ïîâåðõíîñòè îòðèöàòåëü-

íà, âî âòîðîì (ïðè ñìåíå çíàêà ìåòðèêè îáúåìëþùåãî ïðîñòðàíñòâà) � ïîëîæèòåëüíà.

Âûáåðåì âòîðîé ñëó÷àé äëÿ ìåòðèêè îáúåìëþùåãî ïðîñòðàíñòâà:

ds2 = (dx1)2 − (dx2)2 + (dx3)2. (9)
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Ïðî�èëü (íà÷àëüíûé ìåðèäèàí) ïîâåðõíîñòè (8) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäèí èç ïñåâäîåâ-

êëèäîâûõ àíàëîãîâ òðàêòðèñû. Êàæäàÿ âåòâü òðàêòðèñû èìååò èçîòðîïíóþ àñèìïòîòó.

Êàñàòåëüíàÿ ïðÿìàÿ è îñü âðàùåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûìè ðàçíûõ òèïîâ. Äëèíà îòðåçêà

êàñàòåëüíîé äî îñè âðàùåíèÿ ó ìåðèäèàíà ðàâíà i. Ïîâåðõíîñòü ïîëó÷åíà ãèïåðáîëè-

÷åñêèì âðàùåíèåì � ëîðåíöåâûì áóñòîì ýòîé òðàêòðèñû. Òàêîé àíàëîã ïñåâäîñ�åðû

áóäåì íàçûâàòü áàáî÷êîé äå Ñèòòåðà � Øèðîêîâà.

Ïàðàìåòð u â óðàâíåíèÿõ (8) ñîâïàäàåò ñ óãëîì ìåæäó êàñàòåëüíîé ê ìåðèäèàíó è

ïåðïåíäèêóëÿðîì ê îñè âðàùåíèÿ, ëåæàùèì â ïëîñêîñòè ìåðèäèàíà. Ïîä óãëîì çäåñü

ïîíèìàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèé óãîë � óäâîåííàÿ ïëîùàäü ñåêòîðà ãèïåðáîëû, ñëóæàùåé

îêðóæíîñòüþ åäèíè÷íîãî èëè ìíèìîåäèíè÷íîãî ðàäèóñà â ïñåâäîåâêëèäîâîé ïëîñêîñòè.

Ïðè çíà÷åíèè u = 0 ðåãóëÿðíîñòü ïîâåðõíîñòè íàðóøàåòñÿ. Â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ

êîí�îðìíîé êàðòû Ïóàíêàðå u1 = v, u2 = 1
cosh(u) íà ïñåâäîåâêëèäîâîé ïëîñêîñòè ñ ìåò-

ðèêîé ds2 = (du1)2− (du2)2 àñèìïòîòè÷åñêèå ëèíèè íà ïîâåðõíîñòè (8) çàäàþòñÿ èìåííî
óðàâíåíèÿìè (7). Óãîë ìåæäó ïðÿìûìè íà ïñåâäîåâêëèäîâîé ïëîñêîñòè îáû÷íî îïðåäå-

ëÿåòñÿ ÷åðåç ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå èõ íàïðàâëÿþùèõ âåêòîðîâ. Ýòîò óãîë îïðåäåëèòü

ìîæíî òàêæå ÷åðåç ïðîåêòèâíûé èíâàðèàíò. À èìåííî, ÷åðåç òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿ-

ìûõ a, b ïðîâåäåì èçîòðîïíûå ïðÿìûå c, d. Òîãäà óãîë ìåæäó ïðÿìûìè a, b áóäåò ðàâåí
1
2 ln(ab, cd). Åñëè ïàðà (cd) ðàçäåëÿåò ïàðó (ab), òî âåëè÷èíà óãëà ìåæäó ïðÿìûìè a

è b áóäåò ïðèíèìàòü êîìïëåêñíîå çíà÷åíèå. Â ÷àñòíîñòè, óãîë ìåæäó îðòîãîíàëüíûìè

ïðÿìûìè áóäåò ðàâåí

π·i
2 . Ñìåæíûé ñ âåùåñòâåííûì óãëîì ìåæäó ïðÿìûìè óãîë òàêæå

áóäåò çàäàâàòüñÿ êîìïëåêñíûì ÷èñëîì. Ïñåâäîåâêëèäîâû óãëû, ïîëó÷àåìûå äðóã èç äðó-

ãà àíòèäâèæåíèåì (â ýòîì ñëó÷àå íàïðàâëåíèÿ ñòîðîí îäíîãî óãëà áóäóò ñîîòâåòñòâåííî

ñîïðÿæåíû íàïðàâëåíèÿì ñòîðîí äðóãîãî îòíîñèòåëüíî ïñåâäîåâêäèäîâîé îêðóæíîñòè),

ìû áóäåì ñ÷èòàòü ðàâíûìè.

3. Àñèìïòîòè÷åñêèå ëèíèè íà áàáî÷êå äå Ñèòòåðà � Øèðîêîâà

Àñèìïòîòè÷åñêèå ëèíèè íà ïîâåðõíîñòè (8) â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî ñ ìåòðè-

êîé (9) îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèåì

du2

cosh(u)
− cosh(u)dv2 = 0.

Óðàâíåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ëèíèé òàêîâû:

2 arctan(eu)− v = c1, 2 arctan(eu) + v = c2.

Ââåäåì íà ïîâåðõíîñòè íîâûå ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû:

x = − arctan(eu) +
v

2
, y = arctan(eu) +

v

2
.

Ïåðâàÿ êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà ïîâåðõíîñòè ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

I = − tanh2(u)du2 + cosh2 vudv2 = dx2 + 2cosh(2u) dxdy + dy2.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ñåòåâîé óãîë z = 2u óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

d2z

dxdy
= − sinh(z).
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�åøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ z = 2u = 2 ln(tan y−x
2 ) ðåãóëÿðíî â ïîëîñå 0 < y − x < π

(è â ïîëîñàõ, ïîëó÷àþùèõñÿ èç íåå ñäâèãàìè ãðàíèö íà 2πn, n ∈ Z). Ïðè óäàëåíèè îò

ðåáðà âîçâðàòà çíà÷åíèå z óâåëè÷èâàåòñÿ. Ñâîéñòâà àñèìïòîòè÷åñêèõ ëèíèé íà äàííîé

ïîâåðõíîñòè âî ìíîãîì àíàëîãè÷íû ñâîéñòâàì àñèìïòîòè÷åñêèõ íà ïñåâäîñ�åðå Áåëü-

òðàìè � Ìèíäèíãà [21, 22℄. Îòìåòèì íåêîòîðûå èç íèõ.

Òåîðåìà 1. Àñèìïòîòè÷åñêèå íà áàáî÷êå äå Ñèòòåðà � Øèðîêîâà îáëàäàþò ñâîé-

ñòâàìè a)�f):

a) Àñèìïòîòè÷åñêèå ëèíèè ðåãóëÿðíû âñþäó, â òîì ÷èñëå è â òî÷êàõ ðåáðà âîçâðàòà,

â êîòîðûõ íàðóøàåòñÿ ðåãóëÿðíîñòü ñàìîé ïîâåðõíîñòè [23℄.

b) Óãîë ìåæäó àñèìïòîòè÷åñêîé è ïàðàëëåëüþ ðàâåí óãëó ìåæäó êàñàòåëüíîé ê ìå-

ðèäèàíó è ïåðïåíäèêóëÿðîì ê îñè âðàùåíèÿ, ëåæàùèì â ïëîñêîñòè ìåðèäèàíà (ò. å. óãëó

ìåæäó êàñàòåëüíîé ê ìåðèäèàíó è ïëîñêîñòüþ, ïåðïåíäèêóëÿðíîé îñè âðàùåíèÿ).

c) Óãîë ìåæäó àñèìïòîòè÷åñêîé è ìåðèäèàíîì ðàâåí óãëó ìåæäó êàñàòåëüíîé ê ìå-

ðèäèàíó è îñüþ âðàùåíèÿ.

d) Íà àñèìïòîòè÷åñêîé ëèíèè âîçüìåì ïàðó òî÷åê A è B. ×åðåç ýòè òî÷êè ïðîâåäåì

ìåðèäèàíû äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ ðåáðîì âîçâðàòà ïîâåðõíîñòè. Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ìåðèäèà-

íîâ ñ ðåáðîì âîçâðàòà îáîçíà÷èì ÷åðåç A1 è B1. Äóãó A1B1 ðåáðà íàçîâåì îðòîãîíàëüíîé

ïðîåêöèåé äóãè AB àñèìïòîòè÷åñêîé ëèíèè íà ðåáðî âîçâðàòà ïñåâäîñ�åðû. Òîãäà äëè-

íà äóãè àñèìïòîòè÷åñêîé ëèíèè áóäåò ðàâíà äëèíå äóãè åå îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè íà

ðåáðî âîçâðàòà ïîâåðõíîñòè.

e) Åñëè ÷åðåç äâå òî÷êè A è B àñèìïòîòè÷åñêîé ëèíèè îäíîãî ñåìåéñòâà ïðîâåñòè

äâå àñèìïòîòè÷åñêèå äðóãîãî ñåìåéñòâà äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ ðåáðîì âîçâðàòà, òî äëèíà

îòñåêàåìîé íà ðåáðå äóãè áóäåò âäâîå áîëüøå äóãè àñèìïòîòè÷åñêîé AB.

f) Äëèíà àñèìïòîòè÷åñêîé îò ðåáðà âîçâðàòà äî áåñêîíå÷íîñòè ðàâíà

π
2 , äëèíà âñåé

îáîáùåííîé àñèìïòîòè÷åñêîé ðàâíà π. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì, äâå àñèìïòîòè÷åñêèå ðàç-

íûõ ñåìåéñòâ ïåðåñåêàþòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè ïå-

ðåñå÷åíèÿ èõ ñ ðåáðîì âîçâðàòà ìåíüøå π.

Äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ ñâîéñòâ â ñèëó ñòàíäàðòíîñòè ìåòîäîâ íå ïðèâîäèì. Îòìåòèì

òîëüêî â äîïîëíåíèå ê ïóíêòó à), ÷òî ðåãóëÿðíîñòü ñåòè â òî÷êàõ ðåáðà âîçâðàòà íàðóøà-

åòñÿ, ïîñêîëüêó êàñàòåëüíûå âåêòîðû ê ëèíèÿì îáîèõ ñåìåéñòâ â òî÷êàõ ðåáðà âîçâðàòà

êîëëèíåàðíû êàñàòåëüíûì âåêòîðàì ê ïñåâäîåâêëèäîâîé îêðóæíîñòè (à��èííîé ãèïåð-

áîëå), ñëóæàùåé ýòèì ðåáðîì âîçâðàòà. Åñëè îãðàíè÷èòüñÿ îäíîé ïîëîñòüþ ïîâåðõíî-

ñòè, òî ìîæíî òàêæå âñòàòü íà òàêóþ òî÷êó çðåíèÿ, ÷òî ïðè êàñàíèè ñ ðåáðîì âîçâðàòà

àñèìïòîòè÷åñêèå ëèíèè îäíîãî ñåìåéñòâà ïåðåõîäÿò â àñèìïòîòè÷åñêèå ëèíèè äðóãîãî

ñåìåéñòâà. Ïðè ñòðåìëåíèè ïàðàìåòðà u ê áåñêîíå÷íîñòè ñêàëÿðíûé êâàäðàò êàñàòåëüíî-

ãî âåêòîðà àñèìïòîòè÷åñêîé ëèíèè ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â áåñêîíå÷íîñòü

àñèìïòîòè÷åñêàÿ óõîäèò â èçîòðîïíîì íàïðàâëåíèè.

4. Ïëîùàäè ñåòåâûõ ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ

Äëÿ ïëîùàäè ñåòåâîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà, ñòîðîíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ëèíèè

àñèìïòîòè÷åñêîé ñåòè íà ïñåâäîñ�åðå Áåëüòðàìè � Ìèíäèíãà, õîðîøî èçâåñòíà �îðìó-

ëà Õàööèäàêèñà [8℄, âûðàæàþùàÿ ïëîùàäü ëèáî ÷åðåç àëüòåðíèðîâàííóþ ñóììó ñåòåâûõ

óãëîâ, ëèáî ÷åðåç èçáûòîê âíóòðåííèõ óãëîâ ñåòåâîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà. Ýëåìåíò ïëî-

ùàäè â àñèìïòîòè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ íà ðàññìàòðèâàåìîé ïñåâäîñ�åðå äå Ñèòòåðà �

Øèðîêîâà èìååò âèä sinh(z) dx dy. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî è çäåñü ïëîùàäü ñåòåâîãî ÷åòû-
ðåõóãîëüíèêà A1(x1, y1), A2(x2, y1), A3(x2, y2), A4(x1, y2), x1 < x2, y1 < y2, ÷åðåç ñåòåâîé
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óãîë z � ðåøåíèå ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè � âûðàæàåòñÿ

ïî �îðìóëå

S = z(A1)− z(A2) + z(A3)− z(A4). (10)

Ýòà �îðìóëà ëåãêî îáîáùàåòñÿ íà ñåòåâûå ìíîãîóãîëüíèêè ïðîèçâîëüíîé òîïîëî-

ãè÷åñêîé ñòðóêòóðû. Â ÷àñòíîñòè, ïëîùàäü îäíîñâÿçíîãî ñåòåâîãî 2n-óãîëüíèêà áóäåò

ðàâíà S =
∑2n

k=1(−1)(k+1)z(Ak).

Çàìåíèâ â �îðìóëå (10) ñåòåâûå óãëû âíóòðåííèìè óãëàìè ñåòåâîãî ÷åòûðåõóãîëü-

íèêà, ïîëó÷èì

S = α1 + α2 + α3 + α4 − 2πi.

Çäåñü

α1 = z(A1), α3 = z(A3), α2 = πi− z(A2), α4 = πi− z(A4).

Â íåêîòîðîì ñìûñëå ñåòü (7) äîïîëíÿåò ÷åáûø¼âñêóþ ñåòü èç ãèïåðáîëè÷åñêèõ êîñè-

íóñîâ u2 = cosh(u1−c1), u
2 = cosh(c2−u1) â ìîäåëè Ïóàíêàðå ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè,

íàêðûâàþùóþ àñèìïòîòè÷åñêóþ ñåòü íà ïñåâäîñ�åðå Áåëüòðàìè � Ìèíäèíãà. Ïëîùàäü

�èãóðû â ìîäåëè Ïóàíêàðå ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî ñ ìåòðèêîé (4) ñîâïàäàåò ñ ïëîùà-

äüþ ýòîé �èãóðû íà ïëîñêîñòè ñ òåìè æå êîîðäèíàòàìè u1, u2 â ìåòðèêå äå Ñèòòåðà:

ds2 =
(du1)2 − (du2)2

(u2)2
. (11)

Åâêëèäîâà (è ïñåâäîåâêëèäîâà) ïðÿìàÿ u2 = 1 â îáåèõ ìåòðèêàõ ÿâëÿåòñÿ îðèöèêëîì.

Ýòîò îðèöèêë íàêðûâàåò ðåáðà âîçâðàòà âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ ïñåâäîñ�åð. Ê îðèöèê-

ëó u2 = 1 ëèíèè îáåèõ ñåòåé ïîäõîäÿò òàíãåíöèàëüíî. Â îáëàñòè u2 > 0 (íà óíèâåð-

ñàëüíîé íàêðûâàþùåé ¾ïîëíîé ïñåâäîñ�åðû¿) ðàññìîòðèì åäèíóþ ñåòü, îáúåäèíèâ ÷å-

áûø¼âñêóþ ñåòü â ìåòðèêå ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè ñ ÷åáûø¼âñêîé ñåòüþ â ìåòðèêå

ïëîñêîñòè äå Ñèòòåðà. Ïðè ýòîì â îáëàñòè u2 > 1 áåðåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ

ìåòðèêà (4), âíå åå � èíäå�èíèòíàÿ ìåòðèêà (11). Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÷åðåç ñåòåâûå óãëû

ïëîùàäåé ñåòåâûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ, èìåþùèõ âåðøèíû â ðàçíûõ îáëàñòÿõ, ïîòðåáóþò-

ñÿ íåêîòîðûå óòî÷íåíèÿ. Âáëèçè ãðàíèöû ïëîùàäü ðàâíîñòîðîííåãî ñåòåâîãî ÷åòûðåõ-

óãîëüíèêà ñî ñòîðîíîé x, îòñåêàþùåãî íà ãðàíè÷íîì îðèöèêëå äóãó äëèíîé 2x, áóäåò
ðàâíà

2(gd−1(x)− gd(x)) = 2(λ(x) − gd(x)).

Çäåñü gd(x) =
∫ x

0
dx

cosh(x) � ãóäåðìàíèàí x, λ(x) = gd−1(x) =
∫ x

0
dx

cos(x) � îáðàòíàÿ ê ãó-

äåðìàíèàíó �óíêöèÿ. Òàêîé ÷åòûðåõóãîëüíèê ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèìåíåíèÿ ê íåìó àëü-

òåðíèðîâàííîãî âàðèàíòà �îðìóëû Õàööèäàêèñà ñëåäóåò ñ÷èòàòü äâóóãîëüíèêîì. Åñëè

A � íèæíÿÿ âåðøèíà, B � âåðõíÿÿ, òî ïëîùàäü åãî ÷åðåç ñåòåâûå óãëû âûðàæàåòñÿ òàê

S = z(A)− z̃(B), ãäå z � ñåòåâîé óãîë â ìåòðèêå äå Ñèòòåðà, z̃ � ñåòåâîé óãîë â ìåòðèêå

Ëîáà÷åâñêîãî. Ôîðìóëà Õàööèäàêèñà íå ðåàãèðóåò íà ãðàíè÷íóþ âåðøèíó, ÿâëÿþùóþñÿ

òî÷êîé âîçâðàòà, è íå àííóëèðóåò ãðàíè÷íóþ âåðøèíó, ïðè ïðîõîæäåíèè ÷åðåç êîòîðóþ

ëèíèÿ ñåòè íå ìåíÿåò íàïðàâëåíèÿ.
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5. Èíòåðïðåòàöèÿ, ñâÿçàííàÿ ñ âîðîíêîé äå Ñèòòåðà � Øèðîêîâà

Çàìåíèì â (4) è (5) u2 íà i · u2, ãäå òàêæå i2 = −1. Ìåòðèêà (4) ïðè ýòîì ïåðåéäåò

â èíäå�èíèòíóþ ìåòðèêó (6). Ïðåîáðàçîâàííûå óðàâíåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ

−

√

1 + (u2)2

(u2)2
(du1)2 +

1

(u2)2
√

1 + (u2)2
(du2)2 = 0

èìåþò âåùåñòâåííûå ðåøåíèÿ

−u1 + c = arcsinh(u2), u1 + c = arcsinh(u2). (12)

Óðàâíåíèÿ (12) òîæå çàäàþò ÷åáûø¼âñêóþ ñåòü â ìåòðèêå (6) è â ìåòðèêå (11), îòëè÷à-

þùåéñÿ îò íåå çíàêîì. Ýòà ñåòü íàêðûâàåò àñèìïòîòè÷åñêóþ ñåòü íà ïîâåðõíîñòè











x1 = sinh(u) · sin(v),

x2 = sinh(u) · cos(v),

x3 = (ln(tanh(u2 )) + cosh(u))

(13)

â ïñåâäîåâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ ñ ìåòðèêîé (1) è ñ ìåòðèêîé

ds2 = −(dx1)2 − (dx2)2 + (dx3)2.

Â ýòîì íåïîñðåäñòâåííî óáåæäàåìñÿ, ââåäÿ íà ïîâåðõíîñòè ïàðàìåòðèçàöèþ êîîðäèíà-

òàìè êàðòû Ïóàíêàðå. Ñåòåâîé óãîë

z = 2u = 4arctanh(ex+y),

ïîíèìàåìûé çäåñü, êàê è âûøå, êàê ãèïåðáîëè÷åñêèé óãîë, â àñèìïòîòè÷åñêèõ êîîðäè-

íàòàõ

x =
1

2
ln

(

tanh

(

u

2

))

−
v

2
,

y =
1

2
ln

(

tanh

(

u

2

))

+
v

2

óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ sinh-�îðäîíà:

d2z

dxdy
= sinh(z).

Ýòà ïîâåðõíîñòü ÿâëÿåòñÿ åùå îäíèì ïñåâäîåâêëèäîâûì àíàëîãîì ïñåâäîñ�åðû. Ïðî-

�èëü ïîâåðõíîñòè ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì àíàëîãîì òðàêòðèñû. Êàñàòåëüíàÿ è áàçà � îñü

âðàùåíèÿ � ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûìè îäíîãî òèïà. Êðèâèçíà ïîâåðõíîñòè ïîñòîÿííà, èíäóöè-

ðîâàííàÿ ìåòðèêà èíäå�èíèòíà. Åñëè íà ðàñøèðåííîé ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè çà-

äàòü äåéñòâèå äèñêðåòíîé ãðóïïû îðèöèêëè÷åñêèõ âðàùåíèé, òî �àêòîð-ïðîñòðàíñòâîì

ñîáñòâåííîé îáëàñòè áóäåò ïîëíàÿ ïñåâäîñ�åðà. Âíåøíÿÿ ÷àñòü îðèêðóãà ïðè ýòîì áóäåò

áåñêîíå÷íî-ëèñòíî íàêðûâàòü ïîâåðõíîñòü (2), âíóòðåííÿÿ � ïñåâäîñ�åðó Áåëüòðàìè �

Ìèíäèíãà. Ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâîì èäåàëüíîé îáëàñòè, èç êîòîðîé âñëåäñòâèå ïðîåêòèâ-

íîé äâîéñòâåííîñòè óäàëÿåòñÿ îäíà èçîòðîïíàÿ ïðÿìàÿ, áóäåò ïîâåðõíîñòü (13). Ýòîò

àíàëîã ïñåâäîñ�åðû áóäåì íàçûâàòü âîðîíêîé äå Ñèòòåðà �Øèðîêîâà. Ìíîãèå ñâîéñòâà

àñèìïòîòè÷åñêèõ íà âîðîíêå äå Ñèòòåðà � Øèðîêîâà àíàëîãè÷íû ñâîéñòâàì àñèìïòîòè-

÷åñêèõ íà ïîâåðõíîñòè (8), íî ñ íåêîòîðûìè èçìåíåíèÿìè. Â ÷àñòíîñòè, â áåñêîíå÷íîñòü

â ñòîðîíó ðàñøèðåíèÿ âîðîíêè àñèìïòîòè÷åñêàÿ òàêæå óõîäèò â èçîòðîïíîì íàïðàâ-
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ëåíèè. Åñëè îáðàòèòüñÿ ê ïðîåêòèâíîé èíòåðïðåòàöèè, òî óõîä â áåñêîíå÷íîñòü ñîîòâåò-

ñòâóåò óõîäó íà àáñîëþò. Â òî÷êå êàñàíèÿ ê èçîòðîïíîé êàñàòåëüíîé ê àáñîëþòó ëèíèè

íà ýòèõ ïîâåðõíîñòÿõ ïîäõîäÿò ñ ðàçíûõ ñòîðîí. Íà âîðîíêå äå Ñèòòåðà � Øèðîêî-

âà íåò ðåáðà âîçâðàòà. Âìåñòî íåãî íóæíî âçÿòü ïàðàëëåëü äëèíû 2π. Ïðè ýòîì áóäóò

âûïîëíÿòüñÿ ñâîéñòâà î ñâÿçè äëèíû äóãè àñèìïòîòè÷åñêîé è åå ïðîåêöèè, ñ òîé ðàçíè-

öåé, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêàÿ è ïàðàëëåëü áóäóò ëèíèÿìè ðàçíûõ òèïîâ. Åñòü ìíîãî îáùèõ

èëè àíàëîãè÷íûõ ñâîéñòâ ìåðèäèàíîâ, èõ ýâîëþò [24℄ è ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîâåðõíîñòåé

âðàùåíèÿ äëÿ ïñåâäîñ�åðû Áåëüòðàìè � Ìèíäèíãà è åå àíàëîãîâ â ïñåâäîåâêëèäîâîì

ïðîñòðàíñòâå. Êðîìå òîãî, èñïîëüçóÿ ñâÿçè ñåòåâûõ óãëîâ ñ óãëàìè ïàðàëëåëüíîñòè [25℄,

àñèìïòîòè÷åñêèì íàïðàâëåíèÿì � âíåøíåãåîìåòðè÷åñêîìó ïîíÿòèþ � íà ðàññìàòðè-

âàåìûõ ïñåâäîñ�åðàõ ìîæíî äàòü ïðîñòóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ â ðàìêàõ

âíóòðåííåé ãåîìåòðèè ýòèõ ïîâåðõíîñòåé [26℄.
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Abstrat. Consider the three-dimensional extended Lobahevsky spae. In a proper area of Lobahevsky

spae take the `omplete' pseudosphere, that is, a surfae of rotation of a straight line around a given

parallel straight line. One part of it is embedded into Eulidean spae in the form of the Beltrami�

Minding funnel, the other one into three-dimensional Minkowski spae as an analogue of the pseudosphere

in this spae. The interpretations of imaginary asymptoti lines on this pseudospherial surfae with the

Lobahevsky metri in Minkowski spae are onsidered. Imaginary asymptoti lines on the pseudo-Eulidean

ontinuation of the pseudosphere an be interpreted as real asymptoti lines on the surfae of onstant

urvature with inde�nite metri. These surfaes are other pseudo-Eulidean analogs of the Beltrami�Minding

pseudosphere. The properties of the asymptoti lines on the pseudospheres with de Sitter metri in the three-

dimensional Minkowsky spae are studied. The onsidered properties of asymptoti lines on pseudospheres of

pseudo-Eulidean spae (Minkowski spae) are similar to that of asymptoti lines on the Beltrami�Minding

pseudosphere in Eulidean spae. Areas of quadrangles of the asymptoti net on a surfae of onstant negative

urvature in Eulidean spae an be found by the Hazzidakis formula. These results are transferred to surfaes

of onstant urvature with inde�nite metri in Minkowski spae.

Key words: pseudosphere, Lobahevsky plane, de Sitter plane, asymptoti line, Chebyshev net, Minkow-

ski spae.
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