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Аннотация. В прямоугольной области исследуются начально-краевые задачи для одномерных по
пространству обобщенных уравнений конвекции-диффузии с оператором Бесселя и дробными про-
изводными в смысле Римана — Лиувилля и Капуто порядка α (0<α<1) и с граничные условия
первого и третьего рода. Уравнение конвекции-диффузии дробного порядка с оператором Бесселя
возникает при переходе от трехмерного уравнения конвекции-диффузии дробного порядка к ци-
линдрическим (сферическим) координатам, в случае, когда решение u = u(r) не зависит ни от z,
ни от ϕ. Для численного решения рассматриваемых задач строятся монотонные разностные схемы
второго порядка точности по параметрам сетки, аппроксимирующие эти задачи на равномерных сет-
ках. С помощью метода энергетических неравенств для решения начально-краевых задач получены
априорные оценки в дифференциальной и разностной трактовках при предположении существова-
ния регулярного решения исходной дифференциальной задачи. Из полученных априорных оценок
следуют единственность и устойчивость решения по правой части и начальным данным, а также
в силу линейности разностных задач сходимость решения соответствующей разностной задачи к ре-
шению исходной дифференциальной задачи со скоростью O(h2 + τ 2).
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1. Введение

В последние годы наблюдается интенсивное развитие дробного анализа и его прило-
жений в различных областях знаний. Многие явления в механике жидкости, вязкоупру-
гости, химии, физике, процессы тепло-массопереноса в средах с фрактальной структурой
и памятью приводят к необходимости изучения краевых задач для дифференциальных
уравнений в частных производных дробного порядка. Существует большое количество
книг, посвященных дробным дифференциальным уравнениям и их применениям. К пер-
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вым работам по теории дифференциальных уравнений дробного порядка следует отнести
работы [1, 2]. В работах [3–5] получен ряд результатов, аналогичных теоремам из теории
обыкновенных дифференциальных уравнений. Монография [6] посвящена качественно
новым свойствам операторов дробного интегро-дифференцирования и их применению к
дифференциальным уравнениям дробного порядка.

Использование приближенных методов для решения подобных задач определяется
тем, что решать аналитически такие уравнения удается лишь в упрощенных случаях.
Приближенным методам решения краевых задач для различных уравнений дробного по-
рядка посвящены работы [7–12]. В работе [7] рассмотрены метод Фурье, явная и частично
неявная разностные схемы первого порядка аппроксимации. Приведены простейшие ме-
тоды идентификации параметров дробной диффузии. В [8] исследованы вычислительные
алгоритмы для решения прямой задачи дробной диффузии в одномерном случае. Рас-
смотренная модель представляет собой линейное интегро-дифференциальное уравнение
вида

∂C

∂t
= −v

∂C

∂x
+ (1 + β)

D

2

∂αC

∂xα
+ (1− β)

D

2

∂αC

∂(−xα)
,

где C(x, t) — концентрация переносимой субстанции, v — скорость конвективного пере-
носа, D — коэффициент дисперсии, α — дробная степень оператора дифференцирования
(α ∈ [1; 2]), β — коэффициент его кососимметричности (β ∈ [−1; 1]). Дробная диффузия
существенно отличается от классической поведением концентрации переносимой суб-
станции на больших расстояниях от носителя начальных данных. Дан обзор основных
определений дробных производных, на основе которых построены разностные методы
первого и второго порядков аппроксимации по пространству. Приведены как явные, так
и частично неявные безусловно устойчивые схемы, а также метод, основанный на пре-
образовании Фурье.

В [9] рассматриваются разностные схемы для дифференциальных уравнений обык-
новенных и с частными производными второго порядка с дробной производной по време-
ни. Отдельно изучены стационарные и нестационарные задачи для уравнения диффузии
в одномерной и многомерной областях. Доказаны устойчивость и сходимость разностных
схем для рассматриваемых уравнений.

В [11] методом энергетических неравенств получены априорные оценки решения кра-
евых задач для диффузионно-волнового уравнения с дробной производной Капуто.

В работе [12] построен новый разностный аналог (называемая формулой L2-1), обес-
печивающий порядок аппроксимации дробной производной Капуто O(τ3−α). Доказаны
устойчивость предлагаемых схем, а также их сходимость в L2-норме со скоростью, рав-
ной порядку погрешности аппроксимации.

В [13, 14] методом априорных оценок исследуются краевые задачи для дифференци-
альных уравнений в частных производных с дробной производной по времени. Доказаны
устойчивость и сходимость разностных схем для рассматриваемых дифференциальных
уравнений.

Численным методам решения локальных и нелокальных краевых задач для диффе-
ренциальных уравнений с оператором Бесселя посвящены работы [15–17].

В данной работе исследуются начально-краевые задачи для одномерных по простран-
ству обобщенных уравнений конвекции-диффузии с оператором Бесселя и дробными
производными в смысле Римана — Лиувилля и Капуто. Граничные условия первого
и третьего рода. Для численного решения рассматриваемых задач строятся монотон-
ные разностные схемы, аппроксимирующие эти задачи на равномерных сетках. С помо-
щью метода энергетических неравенств для решения краевых задач получены априорные
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оценки в дифференциальной и разностной трактовках, из которых следуют единствен-
ность и устойчивость решения по правой части и начальным данным, а также в силу
линейности разностной задачи сходимость со скоростью O(h2 + τ2).

2. Постановка задачи для обобщенного уравнения конвекции-диффузии

с дробной производной Римана — Лиувилля

В замкнутом прямоугольнике QT = {(x, t) : 0 6 x 6 l, 0 6 t 6 T} рассмотрим
следующую краевую задачу для обобщенного уравнения конвекции-диффузии с дробной
производной Римана — Лиувилля порядка α и оператором Бесселя:

Dα
0tu =

1

xm
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(
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)
+ r(x, t)
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0tu = 1

Γ(1−α)
d
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∫ t

0
u(x,τ)
(t−τ)α dτ — дробная производная в смысле Римана — Лиувилля

порядка α, 0 < α < 1, ∂α
0tu = Dα

0tu− u(0)
Γ(1−α)tα ,

0 < c0 6 k(x, t), q(x, t), rx(x, t) 6 c1, |r(x, t)| 6 c2,

r(0, t) 6 0, r(l, t) > 0, kt, qt 6 0,
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(5)

Теорема 1. Пусть выполнены условия (5). Тогда для решения дифференциальной

задачи (1)–(4) справедлива априорная оценка
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где M = const > 0, зависящая только от входных данных задачи (1)–(4), υ = Dα−1
0t u =

1
Γ(1−α)

∫ t

0
udτ

(t−τ)α .

⊳ Для получения априорной оценки решения дифференциальной задачи (1)–(4)
умножим уравнение (1) скалярно на xmu = xmu+ xmυ:

(
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где скалярное произведение и норма вводятся в следующем виде: (u, v) =
∫ l

0 uvdx, (u, u) =
‖u‖20, где u, v — заданные на [0, l] функции.

Преобразуем теперь слагаемые, входящие в (7):
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Учитывая преобразования (8)–(12), из (7) находим
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Выбирая ε = ε1 = c0/2, из (13) с учетом (2), (3) находим
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Проинтегрируем (14) по τ от 0 до t, тогда получим
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Рассмотрим в (15) отдельно слагаемое 1
Γ(1−α)

∫ l

0 dx
∫ t

0 kuxdτ
∫ τ

0
uxds

(τ−s)α . Докажем неот-
рицательность данного интеграла. Тогда, используя формулу для гамма-функции [18],
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2
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Учитывая (16), получаем
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Применяя формулу
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из (18) получаем
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Если потребовать, что kt 6 0, то выражение (19) является неотрицательным, т. е.

1
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Неотрицательность остальных интегралов, стоящих в левой части (15), доказываются
с учетом [18] и преобразований (16)–(19), если потребовать, что qt 6 0. Поэтому из (15)
находим
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∥∥2
0
dτ +M7

( t∫

0

∥∥xm
2 f
∥∥2
0
dτ +

∥∥xm
2 u0(x)

∥∥2
0

)
.

(20)

На основании леммы Гронуолла (см. [19, с. 152]) из (20) находим априорную оцен-
ку (6). ⊲

Из оценки (6) следуют единственность и устойчивость решения задачи (1)–(4) по на-
чальным данным и по правой части в смысле нормы

∥∥xm
2 u
∥∥2
1
=
∥∥xm

2 υ
∥∥2
0
+

t∫

0

(∥∥xm
2 u
∥∥2
0
+
∥∥xm

2 ux
∥∥2
0

)
dτ,

где υ = Dα−1
0t u = 1

Γ(1−α)

∫ t

0
udτ

(t−τ)α .

3. Постановка задачи для обобщенного уравнения конвекции-диффузии

с дробной производной Капуто и априорная оценка

В замкнутом прямоугольнике QT = {(x, t) : 0 6 x 6 l, 0 6 t 6 T} рассмотрим
краевую задачу

∂α
0tu =

1

xm
∂

∂x

(
xmk(x, t)

∂u

∂x

)
+ r(x, t)

∂u

∂x
− q(x, t)u+ f(x, t), 0 < x < l, 0 < t 6 T, (21)

lim
x→0

xmk(x, t)
∂u

∂x
= 0, 0 6 t 6 T, (22)

u(l, t) = 0, 0 6 t 6 T, (23)

u(x, 0) = u0(x), 0 6 x 6 l, (24)

где
0 < c0 6 k(x, t) 6 c1,

∣∣r(x, t), rx(x, t), kx(x, t), q(x, t)
∣∣ 6 c2, 0 6 m 6 2, (25)

∂α
0tu = 1

Γ(1−α)

∫ t

0
uτ (x,τ)
(t−τ)α dτ — дробная производная в смысле Капуто порядка α, 0 < α < 1,

ci, i = 0, 1, 2, — положительные постоянные числа.
В работе [20] отмечается, что уравнение вида (1) является уравнением движения

примеси в потоке однородной жидкости.
При x = 0 ставится условие ограниченности решения |u(0, t)| < ∞, которое эк-

вивалентно условию (22), равносильному в свою очередь тождеству k(0, t)ux(0, t) = 0
(см. [21, c. 173]), если функции r(0, t), k(0, t), q(0, t), f(0, t) конечны.

В дальнейшем будем предполагать, что решение задачи (21)–(24) существует и обла-
дает нужными по ходу изложения производными, коэффициенты уравнения и гранич-
ных условий удовлетворяют необходимым условиям гладкости, обеспечивающим нуж-
ный порядок аппроксимации разностной схемы.
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В дальнейшем изложении будем также использовать Mi = const > 0, i = 1, 2, . . . ,
зависящие только от входных данных рассматриваемой задачи.

Справедливо следующее.

Лемма 1 [11]. Для любой абсолютно непрерывной на [0, T ] функции υ(t) справедливо

неравенство

υ(t)∂α
0tυ(t) >

1

2
∂α
0tυ

2(t), 0 < α < 1.

Лемма 2 [11]. Пусть неотрицательная абсолютно непрерывная функция y(t) удовле-

творяет для почти всех t из [0, T ] неравенству

∂α
0ty(t) 6 c̄1y(t) + c̄2(t), 0 6 α 6 1,

где c̄1 > 0, c̄2(t) — суммируемая на [0, T ] неотрицательная функция. Тогда

y(t) 6 y(0)Eα(c̄1t
α) + Γ(α)Eα,α(c̄1t

α)D−α
0t c̄2(t),

где Eα(z) =
∑∞

n=0
zn

Γ(αn+1) , Eα,µ(z) =
∑∞

n=0
zn

Γ(αn+µ) — функции Миттаг-Леффлера.

Теорема 2. Пусть выполнены условия (25). Тогда для решения u(x, t) зада-

чи (21)–(24) справедлива априорная оценка

∥∥xm
2 u
∥∥2
0
+D−α

0t

∥∥xm
2 ux

∥∥2
0
6 M

(
D−α

0t

∥∥xm
2 f
∥∥2
0
+
∥∥xm

2 u0(x)
∥∥2
0

)
, (26)

где M = const > 0, зависящая только от входных данных задачи (21)–(24), D−α
0t u =

1
Γ(α)

∫ t

0
udτ

(t−τ)1−α — дробный интеграл Римана — Лиувилля порядка α, 0 < α < 1.

⊳ Для получения априорной оценки решения задачи (21)–(24) в дифференциальной
форме умножим уравнение (21) скалярно на xmu:

(
∂α
0tu, x

mu
)
=
((
xmkux

)
x
, u
)
+
(
rux, x

mu
)
−
(
qu, xmu

)
+
(
f, xmu

)
. (27)

Преобразуем интегралы, входящие в тождество (27), с помощью неравенства Коши с ε
и леммы 1. Тогда после несложных преобразований из (27) получаем

1

2
∂α
0t

∥∥xm
2 u
∥∥2
0
+M1

∥∥xm
2 ux

∥∥2
0
6 xmukux

∣∣l
0
+ ε

∥∥xm
2 ux

∥∥2
0
+M ε

2

∥∥xm
2 u
∥∥2
0
+

1

2

∥∥xm
2 f
∥∥2
0
. (28)

Учитывая условия (22), (23), из (28) при ε = 1/2 находим

∂α
0t

∥∥xm
2 u
∥∥2
0
+
∥∥xm

2 ux
∥∥2
0
6 M3

∥∥xm
2 u
∥∥2
0
+M4

∥∥xm
2 f
∥∥2
0
. (29)

Тогда, применяя к обеим частям (29) оператор дробного интегрирования D−α
0t , на ос-

новании леммы 2 получаем априорную оценку (26). ⊲
Из априорной оценки (26) следуют единственность и устойчивость решения по на-

чальным данным и правой части.
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4. Устойчивость и сходимость разностной схемы

Для решения задачи (21)–(24) применим метод конечных разностей. Для этого на рав-
номерной сетке ωhτ дифференциальной задаче (21)–(24) поставим в соответствие раз-
ностную схему с порядком аппроксимации O

(
h2+τ2

x

)
:

κ∆α
0tj+σ

y =
κ

xmi

(
xmi−0.5 a

j
iy

(σ)
x̄

)
x
+

b−j

xmi

(
xmi−0.5 a

j
iy

(σ)
x̄,i

)

+
b+j

xmi

(
xmi+0.5 a

j
i+1 y

(σ)
x,i

)
− djiy

(σ) + ϕj
i , (x, t) ∈ ωh,τ ,

(30)

κ0a1y
(σ)
(x,0) =

0.5h

m+ 1

(
∆α

0tj+σ
y0 + d0y

(σ)
0

)
− µ, t ∈ ωτ , x = 0, (31)

y
(σ)
N = 0, t ∈ ωτ , x = l, (32)

y(x, 0) = u0(x), x ∈ ωh, t = 0, (33)

где ∆α
0tj+σ

y = τ1−α

Γ(2−α)

∑j
s=0 c

(α,σ)
j−s yst — дискретный аналог дробной производной Капуто

порядка α, 0 < α < 1 [12], обеспечивающий порядок точности O(τ3−α),

ωτ =
{
tj = jτ, j = 0, 1, . . . ,m, mτ = T

}
, ωh =

{
xi = ih, i = 0, 1, . . . , N, Nh = l

}
,

ωhτ = ωh × ωτ =
{
(xi, tj), x ∈ ωh, t ∈ ωτ

}
,

a
(α,σ)
0 = σ1−α, a

(α,σ)
l = (l + σ)1−α − (l − 1 + σ)1−α, l > 1, σ = 1−

α

2
,

b
(α,σ)
l =

1

2− α

[
(l + σ)2−α − (l − 1 + σ)2−α

]
−

1

2

[
(l + σ)1−α + (l − 1 + σ)1−α

]
, l > 1,

при j = 0, c
(α,σ)
0 = a

(α,σ)
0 ;

при j > 0, c(α,σ)s =





a
(α,σ)
0 + b

(α,σ)
1 , s = 0,

a
(α,σ)
s + b

(α,σ)
s+1 − b

(α,σ)
s , 1 6 s 6 j − 1,

a
(α,σ)
j − b

(α,σ)
j , s = j,

c(α,σ)s >
1− α

2
(s + σ)−α > 0, aji = k(xi−0.5, tj+σ), b±j

i =
κi r

±j+σ
i

kj+σ
i

,

y(σ) = σyj+1+(1−σ)yj , r = r++r−, r0 = r(0, tj+σ) = rj+σ
0 6 0, rN = r(l, tj+σ) = rj+σ

N > 0,

κi = 1 +
m(m− 1)h2

24x2i
, i = 1, . . . , N − 1, r+ = 0.5(r + |r|) > 0, r− = 0.5(r − |r|) 6 0,

dji =

{
κiq

j+σ
i , i 6= 0, N,

qj+σ
i , i = 0, N,

ϕj
i =

{
κif

j+σ
i , i 6= 0, N,

f j+σ
i , i = 0, N,

~ =

{
0.5h, i = N,

h, i = 1, . . . , N − 1,

κi =
1

1 +Ri

, Rj+σ
i =

0.5h|ri|κi

kj+σ
i−0.5

, kj+σ
i−0.5 = k(xi−0.5, tj+σ), κ0 =

1

1 + 0.5h|r0|
(m+1)a1

, r0 6 0,

|r| = r+− r−, µ =
0.5h

m+1
ϕ0, yx̄ =

yi − yi−1

h
, yt =

yj+1− yj

τ
,
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y = yji = y(xi, tj), t∗ = tj+σ, κx =
κi+1 − κi

h
.

Введем скалярные произведения и норму:

(
u, v
)
=

N−1∑

i=1

uivih,
(
1, u2

)
=
∥∥u
∥∥2
0
,
(
1, u2x̄

]
=
∥∥ux

∥∥2
0
,
(
1, u2

]
=

N∑

i=1

u2i ~.

Справедливо следующее.

Лемма 3 [12]. Для любой функции y(t), определенной на сетке ωτ , справедливо

неравенство

y(σ)∆α
0tj+σ

y >
1

2
∆α

0tj+σ

(
y2
)
.

Лемма 4 [22]. Предположим, что неотрицательные последовательности {yj , ϕj ,
j = 0, 1, 2, . . .} удовлетворяют неравенству

∆α
0tj+σ

yj 6 λ1y
j+1 + λ2y

j + ϕj , j > 1,

где λ1 > 0, λ2 > 0 — константы. Тогда существует такое τ0, что если τ 6 τ0, то

yj+1
6 2
(
y0 +

tαj
Γ(1 + α)

max
06j′6j

ϕj ′

)
Eα

(
2λtαj

)
, 1 6 j 6 j0,

где Eα(z) =
∑∞

k=0
zk

Γ(1+kα) — функция Миттаг-Леффлера, λ = λ1 +
λ2

2+21−α .

Теорема 3. Пусть выполнены условия (25). Тогда существуют такие h0, τ0, что если

h 6 h0, τ 6 τ0, то для решения разностной задачи (30)–(33) справедлива априорная

оценка ∥∥xm
2 yj+1

∥∥2
1
6 M

(∥∥xm
2 y0

∥∥2
1
+ max

06j′6j

(∥∥xm
2 ϕj ′

∥∥2
0
+ µ2

))
, (34)

где M = const > 0, не зависящее от h и τ .

⊳ Найдем теперь априорную оценку, для этого умножим (30) скалярно на xmy(σ) :

(
κ∆α

0tj+σ
y, xmy(σ)

)
=
(
κ
(
xmi−0.5 a

j
iy

(σ)
x̄

)
x
, y(σ)

)
+
(
b−jxmi−0.5 a

j
iy

(σ)
x̄,i , y

(σ)
)

+
(
b+jxmi+0.5 a

j
i+1y

(σ)
x,i , y

(σ)
)
−
(
d
(σ)
i y

(σ)
i , xmy(σ)

)
+
(
ϕ, xmy(σ)

)
.

(35)

Оценим суммы, входящие в (35), с учетом леммы 3:

(
κ∆α

0tj+σ
y, xmy(σ)

)
>

M1

2

(
1,∆α

0tj+σ

(
x

m
2 y
)2)

>
1

4

(
1,∆α

0tj+σ

(
x

m
2 y
)2)

, (36)

(
κ
(
xmi−0.5 a

j
iy

(σ)
x̄

)
x
, y(σ)

)
= κ xmi−0.5 a

j
iy

(σ)
x̄ y(σ)

∣∣∣
N

0
−
(
xmi−0.5a

j
iy

(σ)
x̄ ,

(
κy(σ)

)
x̄

]

6 κ xmi−0.5 aiy
(σ)y

(σ)
x̄

∣∣∣
N

0
−
(
xmi−0.5aκx̄, y

(σ)
x̄ y(σ)

]
−

1

1 + hM2

(
xmi−0.5 aκ,

(
y
(σ)
x̄

)2]
,

(37)

−
(
djiy

(σ), xmy(σ)
)
= −

(
d,
(
x

m
2 y(σ)

)2)
6 c2

∥∥xm
2 y(σ)

∥∥2
0
, (38)

(
ϕ, y(σ)

)
6

1

2

∥∥xm
2 y(σ)

∥∥2
0
+

1

2

∥∥xm
2 ϕ
∥∥2
0
. (39)
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Учитывая преобразования (36)–(39), из (35) находим

1

4

(
1,∆α

0tj+σ

(
x

m
2 y
)2)

+
1

1 + hM2

(
xmi−0.5 aκ,

(
y
(σ)
x̄

)2]

6 xmi−0.5 y
(σ)

κai y
(σ)
x̄

∣∣∣
N

0
−
(
xmi−0.5 aκx̄, y

(σ)
x̄ y(σ)

]
+
(
b−j
(
xmi−0.5 a

j
iy

(σ)
x̄

)
, y(σ)

)

+
(
b+j
(
xmi+0.5 a

j
i+1y

(σ)
x

)
, y(σ)

)
+

(
c2 +

1

2

)∥∥∥x
m
2 y(σ)

∥∥∥
2

0
+

1

2

∥∥∥x
m
2 ϕ
∥∥∥
2

0
.

(40)

Преобразуем второе, третье и четвертое слагаемые в правой части (40). Тогда получим

−
(
xmi−0.5 aκx̄, y

(σ)
x̄ y(σ)

]
+
(
b−j
(
xmi−0.5 a

j
iy

(σ)
x̄

)
, y(σ)

)

+
(
b+j
(
xmi+0.5 a

j
i+1y

(σ)
x

)
, y(σ)

)
6 ε

∥∥∥x
m
2

i−0.5 y
(σ)
x̄

∥∥∥
2

0
+M ε

3

∥∥∥x
m
2 y(σ)

∥∥∥
2

0
.

(41)

Преобразуем первое выражение в правой части (40):

xmi−0.5 y
(σ)

κaiy
(σ)
x̄

∣∣∣
N

0
= −xm0.5y

(σ)
0

[
0.5h

m+ 1

(
∆α

0tj+σ
y0 + d0y

(σ)
0

)
− µ

]

= −
0.5h

m+ 1
xm0.5y

(σ)
0 ∆α

0tj+σ
y0 −

0.5h

m+ 1
xm0.5d0

(
y
(σ)
0

)2
+ xm0.5µy

(σ)
0

6 −
1

2

0.5h

m+ 1
∆α

0tj+σ

(
x

m
2

0.5y0

)2
+M4

(
x

m
2

0.5y
(σ)
0

)2
+ µ2.

(42)

Учитывая (41), (42), из (40) получаем

∆α
0tj+σ

∥∥xm
2 y
∥∥2
1
+
∥∥xm

2 y
(σ)
x̄

∥∥2
0
6 M8

∥∥xm
2 y(σ)

∥∥2
1
+M9

(∥∥xm
2 ϕ
∥∥2
0
+ µ2

)
, (43)

где
∥∥xm

2 y
∥∥2
1
=
∥∥xm

2 y
∥∥2
0
+
(
x

m
2

0.5y0

)2
.

Перепишем (43) в другой форме:

∆α
0tj+σ

∥∥xm
2 y
∥∥2
1
6 Mσ

10

∥∥xm
2 yj+1

∥∥2
1
+Mσ

11

∥∥xm
2 yj
∥∥2
1
+M9

(∥∥xm
2 ϕ
∥∥2
0
+ µ2

)
. (44)

На основании леммы 4 из (44) получаем априорную оценку (34). ⊲

Из априорной оценки (34) следуют единственность и устойчивость решения разност-
ной схемы (30)–(33) по начальным данным и правой части.

Пусть u(x, t) — решение задачи (21)–(24), y(xi, tj) = yji — решение разностной за-
дачи (30)–(33). Для оценки точности разностной схемы (30)–(33) рассмотрим разность
zji = yji − uji , где uji = u(xi, tj). Тогда, подставляя y = z + u в соотношения (30)–(33),
получаем задачу для функции z:

κ∆α
0tj+σ

z =
κ

xmi

(
xmi−0.5 a

j
iz

(σ)
x̄

)
x
+

b−j

xmi

(
xmi−0.5 a

j
iz

(σ)
x̄,i

)

+
b+j

xmi

(
xmi+0.5 a

j
i+1z

(σ)
x,i

)
− dji z

(σ) +Ψj
i , (x, t) ∈ ωh,τ ,

(45)

κ0a1z
(σ)
(x,0) =

0.5h

m+ 1

(
∆α

0tj+σ
z0 + d0z

(σ)
0

)
− ν, t ∈ ωτ , x = 0, (46)

z
(σ)
N = 0, t ∈ ωτ , x = l, (47)
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z(x, 0) = 0, x ∈ ωh, t = 0, (48)

где Ψ = O
(
h2+τ2

x

)
, ν = O(h2+ τ2) — погрешности аппроксимации дифференциальной за-

дачи (21)–(24) разностной схемой (30)–(33) в классе решении u = u(x, t) задачи (21)–(24).
В силу того, что задача (45)–(48) линейна, применяя оценку (34) к задаче (45)–(48),

получаем ∥∥xm
2 zj+1

∥∥2
1
6 M max

06j′6j

(∥∥xm
2 Ψj ′

∥∥2
0
+ ν2

)
, (49)

где M = const > 0, не зависящая от h и τ .
Из оценки (49) следуют единственность и устойчивость решения разностной схе-

мы (30)–(33) по правой части и начальным данным, а также сходимость решения раз-
ностной задачи (30)–(33) к решению (21)–(24) в сеточной норме

∥∥xm
2 zj+1

∥∥2
1

со скоростью
O(h2 + τ2) так, что если существуют такие h0, τ0, то при h 6 h0, τ 6 τ0 справедлива
априорная оценка

∥∥xm
2

(
yj+1 − uj+1

)∥∥
1
6 M

∥∥xm
2
−1
∥∥
1

(
h2 + τ2

)
6 M

(
h2 + τ2

)
,

где M = const > 0, не зависящая от h и τ .

5. Постановка третьей краевой задачи и априорная оценка

Рассмотрим третью краевую задачу для уравнения (21). Для этого заменим усло-
вие (23) условием вида

−k(l, t)ux(l, t) = β(t)u(l, t) − µ(t), (50)

где β(t), µ(t) — известные непрерывные функции, |β| 6 c2.
Справедлива следующая теорема.

Теорема 4. Пусть выполнены условия (25), (50). Тогда для решения u(x, t) задачи

(21), (22), (50), (24) справедлива априорная оценка

∥∥xm
2 u
∥∥2
0
+D−α

0t

∥∥xm
2 ux

∥∥2
0
6 M

(
D−α

0t

(∥∥xm
2 f
∥∥2
0
+ µ2(t)

)
+
∥∥xm

2 u0(x)
∥∥2
0

)
, (51)

где M = const > 0, зависящее только от входных данных задачи (21), (22), (50), (24).

⊳ Для получения априорной оценки решения умножим (21) скалярно на xmu. Тогда
после несложных преобразований из (27) получим

1

2
∂α
0t

∥∥xm
2 u
∥∥2
0
+M1

∥∥xm
2 ux

∥∥2
0
6 xmukux

∣∣l
0
+ ε

∥∥xm
2 ux

∥∥2
0
+M ε

2

∥∥xm
2 u
∥∥2
0
+

1

2

∥∥xm
2 f
∥∥2
0
. (52)

Преобразуем первое слагаемое в правой части (52):

xmuk(x, t)ux(x, t)
∣∣l
0
= lmu(l, t)(µ(t) − β(t)u(l, t))

= lmµ(t)u(l, t) − lmβ(t)u2(l, t) 6 ε
∥∥xm

2 ux
∥∥2
0
+M ε

3

∥∥xm
2 u
∥∥2
0
+ µ2(t).

(53)

Учитывая (53), из (52) при ε = M1/2 получим

∂α
0t

∥∥xm
2 u
∥∥2
0
+
∥∥xm

2 ux
∥∥2
0
6 M3

∥∥xm
2 u
∥∥2
0
+M4

(∥∥xm
2 f
∥∥2
0
+ µ2(t)

)
. (54)

Применяя к обеим частям (54) оператор дробного интегрирования D−α
0t , на основании

леммы 2 получаем априорную оценку (51). ⊲

Из априорной оценки (51) следуют единственность и устойчивость решения по на-
чальным данным и правой части.



38 Бештоков М. Х., Бештокова З. В.

6. Устойчивость и сходимость разностной схемы

На равномерной сетке ωhτ дифференциальной задаче (21), (22), (50), (24) поставим
в соответствие разностную схему с порядком аппроксимации O

(
h2+τ2

x

)
:

κ∆α
0tj+σ

y =
κ

xmi

(
xmi−0.5 a

j
iy

(σ)
x̄

)
x
+

b−j

xmi

(
xmi−0.5 a

j
iy

(σ)
x̄,i

)

+
b+j

xmi

(
xmi+0.5a

j
i+1y

(σ)
x,i

)
− djiy

(σ)
i + ϕj

i , (x, t) ∈ ωh,τ ,

(55)

κ0a1y
(σ)
x,0 = β1y

(σ)
0 +

0.5h

m+ 1
∆α

0tj+σ
y0 − µ1, t ∈ ωτ , x = 0, (56)

−κNaNy
(σ)
x̄,N = β2y

(σ)
N + 0.5h∆α

0tj+σ
yN − µ2, t ∈ ωτ , x = N, (57)

y(x, 0) = u0(x), x ∈ ωh, t = 0, (58)

где

β1 =
0.5h

m+ 1
dj0, β2 = κ̃βj+σ + 0.5hdjN , µ1 =

0.5h

m+ 1
ϕj
0, µ2 = κ̃µj+σ + 0.5hϕj

N ,

κ̃ = 1 +
0.5hm

l
=

1

1− 0.5hm
l

,

κ0 =
1

1 + 0.5h|r0|

(m+1)kj+σ
0.5

, rj+σ
0 6 0, κN =

1

1 + 0.5h
|rj+σ

N
|

kN−0.5

, rj+σ
N > 0.

Перепишем задачу (55)–(58) в операторной форме

κ∆α
0tj+σ

y = Λ(tj+σ)y(σ) +Φ, y(x, 0) = u0(x), (59)

где

κ =

{
κi, x∈ωh,

1, x=0, l,
κi=1 +

m(m−1)h2

24x2i
, t∗= tj+

1
2 , Φ=





ϕ=ϕi, (x, t)∈ωhτ ,

ϕ−=
(m+ 1)

0.5h
µ1, x=0,

ϕ+=
1

0.5h
µ2, x= l.

Λ(tj+σ)y(σ) =





Λ̃(tj+σ)y
(σ)
i =

κi

xmi

(
xmi−0.5 a

j
iy

(σ)
x̄,i

)

x
+

b−j

xim

(
xmi−0.5 a

j
iy

(σ)
x̄,i

)

+
b+j

xmi

(
xmi+0.5 a

j
i+1y

(σ)
x,i

)
− djiy

(σ)
i ,

Λ−y
(σ)
0 =

(m+ 1)
(
κ0a1y

(σ)
x,0 − β1y

(σ)
0

)

0.5h
, x = 0,

Λ+y
(σ)
N = −

κNaNy
(σ)
x̄,N + β2y

(σ)
N

0.5h
, x = l.
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Справедлива следующая теорема.

Теорема 5. Пусть выполнены условия (25), (50). Тогда существуют такие h0, τ0, что

если h 6 h0, τ 6 τ0, то для решения разностной задачи (55)–(58) справедлива априорная

оценка ∥∥∥x
m
2 yj+1

∥∥∥
2

1
6 M

(∥∥xm
2 y0
∥∥2
1
+ max

06j′6j

(∥∥xm
2 ϕj ′

∥∥2
0
+ µ2

1 + µ2
2

))
, (60)

где M = const > 0, не зависящая от h и τ.

⊳ Введем скалярное произведение и норму в следующем виде:

(u, v] =
N∑

i=1

uivi~, ‖u‖20 =
N∑

i=1

u2i ~, ~ =

{
0.5h, i = N,

h, i 6= N.

Умножим (59) теперь скалярно на xmy(σ), тогда получим
(
κ∆α

0tj+σ
y, xmy(σ)

]
=
(
Λ(tj+σ)y

(σ), xmy(σ)
]
+
(
Φ, xmy(σ)

]
. (61)

Преобразуем суммы, входящие в тождество (61):

(
κ∆α

0tj+σ
y, xmy(σ)

]
>

(
κ

2
, ∆α

0tj+σ

(
x

m
2 y
)2
]
, (62)

(
Λ(tj+σ)y

(σ), xmy(σ)
]
=
(
Λ̃y(σ), xmy(σ)

)
+ 0.5hΛ+y

(σ)
N xmNy

(σ)
N

=
(
κ
(
xmi−0.5 a

j
iy

(σ)
x̄

)
x
, y(σ)

)
+
(
b−j
(
xmi−0.5 a

j
iy

(σ)
x̄

)
, y(σ)

)
+
(
b+j
(
xmi+0.5 a

j
i+1y

(σ)
x,i

)
, y(σ)

)

−
(
dji , x

m
i

(
y(σ)

)2)
− xmNy

(σ)
N

(
κNaNy

(σ)
x̄,N + β2y

(σ)
N

)
= −

(
x̄maiy

(σ)
x̄ ,

(
κy(σ)

)
x̄

]

+κNaNy
(σ)
x̄,N

(
x̄mN − xmN

)
− κ0x

m
0.5a1y

(σ)
x,0y

(σ)
0 − xmNβ2(y

(σ)
N )2 +

(
b−j x̄mai, y

(σ)
x̄ y(σ)

)

+
(
b+jxmi+0.5a

j
i+1, y

(σ)
x y(σ)

)
−
(
d, xmi

(
y(σ)

)2)
.

(63)

Преобразуем слагаемые в правой части (63):
(
x̄maiy

(σ)
x̄ , (κy(σ))x̄

]
=
(
x̄maiy

(σ)
x̄ , κx̄y

(σ)
]
+
(
x̄maiκ

(−1),
(
y
(σ)
x̄

)2]

>

(
x̄maiy

(σ)
x̄ , κx̄y

(σ)
]
+

1

1 + hM2

(
x̄maiκ,

(
y
(σ)
x̄

)2]
,

(64)

−
(
x̄may

(σ)
x̄ , κx̄y

(σ)
]
+
(
b−j x̄mai, y

(σ)y
(σ)
x̄

)
+
(
b+jxmi+0.5a

j
i+1, y

(σ)
x y(σ)

)

6 ε
∥∥x̄m

2 y
(σ)
x̄

∥∥2
0
+M ε

3

∥∥xm
2 y(σ)

∥∥2
0
.

(65)

Учитывая (64), (65), из (62) находим
(
Λ(tj+σ)y

(σ), xmy(σ)
]
6 −

1

1 + hM2

(
x̄maiκ,

(
y
(σ)
x̄

)2]
−
(
d,
(
x

m
2 y(σ)

)2)
+ ε

∥∥x̄m
2 y

(σ)
x̄

∥∥2
0

+M ε
3

∥∥xm
2 y(σ)

∥∥2
0
+
(
x̄mN − xmN

)
κNaNy

(σ)
N y

(σ)
x̄,N − κ0x

m
0.5a1y

(σ)
0 y

(σ)
x,0 − xmNβ2

(
y
(σ)
N

)2
,

(66)

(
Φ, xmy(σ)

]
=
(
ϕ, xmy(σ)

)
+ 0.5hϕ+xmNy

(σ)
N =

(
ϕ, xmy(σ)

)
+ xmNµ2y

(σ)
N . (67)

Учитывая преобразования (61)–(67), из (60) получим
(
κ

2
, ∆α

0tj+σ

(
x

m
2 y
)2
]
+

1

1 + hM2

(
x̄maiκ,

(
y
(σ)
x̄

)2]

6 ε ‖x̄
m
2 y

(σ)
x̄

∥∥2
0
+M ε

3

∥∥xm
2 y(σ)

∥∥2
0
−
(
d,
(
xmy(σ)

)2)
+
(
x̄mN − xmN

)
y
(σ)
N κNaNy

(σ)
x̄,N

−xm0.5y
(σ)
0 κ0a1y

(σ)
x,0 +

(
ϕ, xmy(σ)

)
+ y

(σ)
N xmN

(
µ2 − β2y

(σ)
N

)
.

(68)
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Преобразуем четвертое, пятое и седьмое слагаемые в правой части (68) с уче-
том (56), (57):

(
x̄mN − xmN

)
y
(σ)
N κNaNy

(σ)
x̄N − xm0.5y

(σ)
0 κ0a1y

(σ)
x,0 + xmNy

(σ)
N

(
µ2 − β2y

(σ)
N

)

=
(
x̄mN − xmN

)
y
(σ)
N

[
µ2 − β2y

(σ)
N − 0.5h∆α

0tj+σ
yN
]
+ xmNy

(σ)
N

[
µ2 − β2y

(σ)
N

]

−xm0.5y
(σ)
0

[
β1y

(σ)
0 +

0.5h

m+ 1
∆α

0tj+σ
y0 − µ1

]
= y

(σ)
N x̄mN

[
µ2 − β2y

(σ)
N

]

− 0.5hy
(σ)
N

(
x̄mN − xmN

)
∆0tj+σ

yN − xm0.5y
(σ)
0

[
β1y

(σ)
0 − µ1

]
−

0.5h

m+ 1
xm0.5y

(σ)
0 ∆α

0tj+σ
y0

6 x̄mNµ2y
(σ)
N − β2x̄

m
N

(
y
(σ)
N

)2
− β1x

m
0.5

(
y
(σ)
0

)2
+ xm0.5µ1y

(σ)
0

−
h

4

(
x̄mN − xmN

)
∆α

0tj+σ
y2N −

h

4(m+ 1)
xm0.5∆

α
0tj+σ

y20.

(69)

Учитывая (69), перепишем (68):

(
κ

2
, ∆α

0tj+σ

(
x

m
2 y
)2
]
+M4

(
x̄maiκ,

(
y
(σ)
x̄

)2]

+
h

4(m+ 1)
xm0.5 ∆

α
0tj+σ

y20 +
h

4

(
x̄mN − xmN

)
∆α

0tj+σ
y2N 6 ε

∥∥x̄m
2 y

(σ)
x̄

∥∥2
0
+M ε

3

∥∥xm
2 y(σ)

∥∥2
0

−
(
d,
(
x

m
2 y(σ)

)2)
− β1x

m
0.5

(
y
(σ)
0

)2
−β2x̄

m
N

(
y
(σ)
N

)2
+
(
ϕ, xmy(σ)

)
+ x̄mNµ2y

(σ)
N + xm0.5µ1y

(σ)
0 .

(70)

Учитывая, что xmN−0.5 > 1/6xmN , преобразуем некоторые слагаемые в (70):

(
κ

2
, ∆α

0tj+σ

(
x

m
2 y
)2
]
+

h

4

(
x̄mN − xmN

)
∆α

0tj+σ
y2N

>

(
κ

2
, ∆α

0tj+σ

(
x

m
2 y
)2
)
+

h

4
xmN−0.5 ∆

α
0tj+σ

y2N >
M5

2

(
1,∆α

0tj+σ
(x

m
2 y)2

)

+
0.5h

12
∆α

0tj+σ

(
x

m
2

N yN
)2

>
1

12

(
1,∆α

0tj+σ
(x

m
2 y)2

)
+

0.5h

12
∆α

0tj+σ

(
x

m
2 yN

)2

>
1

12

(
1,∆α

0tj+σ

(
x

m
2 y
)2]

>
1

12
∆α

0tj+σ

∥∥xm
2 y
∥∥2
0
,

(71)

−
(
d,
(
x

m
2 y(σ)

)2)
− β1x

m
0.5

(
y
(σ)
0

)2
−β2x̄

m
N

(
y(σ)n

)2
+
(
ϕ, xmy(σ)

)
+ x̄mNµ2y

(σ)
N + xm0.5µ1y

(σ)
0

6 ε
∥∥x̄m

2 y
(σ)
x̄

∥∥2
0
+M ε

6

(∥∥xm
2 y(σ)

∥∥2
0
+
(
x

m
2

0.5y
(σ)
0

)2)
+M7

(∥∥xm
2 ϕ
∥∥2
0
+ µ2

1 + µ2
2

)
.

(72)

Выбирая ε = M4/2, перепишем (70) с учетом (71), (72):

∆α
0tj+σ

∥∥xm
2 y
∥∥2
1
+
∥∥x̄m

2 y
(σ)
x̄

∥∥2
0
6 M8

∥∥xm
2 y(σ)

∥∥2
1
+M9

(∥∥xm
2 ϕ
∥∥2
0
+ µ2

1 + µ2
2

)
, (73)

где
∥∥xm

2 y
∥∥2
1
=
∥∥xm

2 y
∥∥2
0
+
(
x

m
2

0.5y0
)2
.

Повторяя рассуждения (44)–(49, из (73) получаем априорную оценку (60). ⊲

Из оценки (60) следуют единственность и устойчивость решения разностной схе-
мы (55)–(58) по начальным данным и правой части.

Пусть u(x, t) — решение задачи (21), (22), (50), (24) y(xi, tj) = yji — решение разност-
ной задачи (55)–(58). Для оценки точности разностной схемы (55)–(58) рассмотрим раз-
ность zji = yji −uji , где uji = u(xi, tj). Тогда, подставляя y = z+u в соотношения (55)–(58),
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получаем задачу для функции z:

κ∆α
0tj+σ

z =
κ

xmi

(
xmi−0.5 a

j
i z

(σ)
x̄

)
x
+

b−j

xmi

(
xmi−0.5 a

j
iz

(σ)
x̄,i

)

+
b+j

xmi

(
xmi+0.5 a

j
i+1z

(σ)
x,i

)
− djiz

(σ)
i +Ψj

i , (x, t) ∈ ωh,τ ,

(74)

κ0a1z
(σ)
x,0 = β1z

(σ)
0 +

0.5h

m+ 1
∆α

0tj+σ
z0 − ν1, t ∈ ωτ , x = 0, (75)

−κNaNz
(σ)
x̄,N = β2z

(σ)
N + 0.5h∆α

0tj+σ
zN − ν2, t ∈ ωτ , x = N, (76)

z(x, 0) = 0, x ∈ ωh, t = 0, (77)

где Ψ = O
(
h2+τ2

x

)
, ν1 = O(h2 + τ2), ν2 = O(h2 + τ2) — погрешности аппроксимации

дифференциальной задачи (21), (22), (50), (24) разностной схемой (55)–(58) в классе
решении u = u(x, t) задачи (21), (22), (50), (24).

В силу того, что задача (74)–(77) линейна, применяя оценку (60) к задаче (74)–(77),
получаем ∥∥xm

2 zj+1
∥∥2
1
6 M max

06j′6j

(∥∥xm
2 Ψj ′

∥∥2
0
+ ν21 + ν22

)
. (78)

где M = const > 0, не зависящая от h и τ .
Из оценки (78) следуют единственность и устойчивость решения разностной схе-

мы (55)–(58) по правой части и начальным данным, а также сходимость решения раз-
ностной задачи (55)–(58) к решению (21), (22), (50), (24) в сеточной норме

∥∥xm
2 zj+1

∥∥2
1

со скоростью O(h2 + τ2) так, что если существуют такие h0, τ0, то при h 6 h0, τ 6 τ0
справедлива априорная оценка

∥∥xm
2

(
yj+1 − uj+1

)∥∥
1
6 M

∥∥xm
2
−1
∥∥
1

(
h2 + τ2

)
6 M

(
h2 + τ2

)
,

где M = const > 0, не зависящая от h и τ .
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Abstract. In a rectangular domain, we study an initial-boundary value problems for one-dimensional
generalized convection-diffusion equations with the Bessel operator and fractional derivatives in the sense
of Riemann–Liouville and Caputo of order α (0<α<1) with boundary conditions of the first and third kind.
The fractional-order convection-diffusion equation with the Bessel operator arises when passing from the three-
dimensional fractional-order convection-diffusion equation to cylindrical (spherical) coordinates, in the case
when the solution u = u(r) does not depend on either z or ϕ. For the numerical solution of the problems
under consideration, monotone difference schemes of the second order of accuracy with respect to the grid
parameters are constructed, which approximate these problems on uniform grids. Using the method of energy
inequalities for solving initial-boundary value problems, a priori estimates are obtained in differential and
difference interpretations under the assumption of the existence of a regular solution to the original differential
problem. The obtained a priori estimates imply the uniqueness and stability of the solution with respect to the
right-hand side and the initial data, as well as, due to the linearity of the difference problems, the convergence
of the solution of the corresponding difference problem to the solution of the original differential problem with
the rate O(h2 + τ 2).
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