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Algebres de Lie regulieres

E. Ferreira et A. Petitjean

Introduction.

La notion de prolongement normal d’un pseudo-groupe de Lie, a
eté introduite par E. Cartan qui s’est apergu que si on prolonge un pseudo-
-groupe de Lie, & un ordre assez élevé, le pseudo-groupe obtenu est carac-
teris¢ par le fait de laisser invariante chaque feuille d’un feuilletage. Ce
résultat lui a permis de faire la classification des pseudogroupes de Lie
simples ([2]).

Plus tard M. M. Orellana, dans sa thése de 3e cycle ([6]) a donné
une version algébrique du théoréme de Cartan évoqué plus haut; mais
d’une part, il s’est limité au cas d’algébres de Lie associés & un pseudo-
-groupe de Lie transitif sur une variété réelle, d’autre part le manque de
souplesse de ses méthodes trop géométriques, les rend inutilisables dés
que l'on essaie de se placer dans un contexte plus général.

Partant des travaux d’E. Cartan et de M. Orellana, nous nous sommes
proposés de reprendre la version algébrique du théoréme d’E. Cartan.
Les résultats de Rim ([8]) et Hayashi ([3]) nous ont permis d’introduire
la notion de prolongement d’'un champ de vecteurs formel (§2). Cette
notion de prolongement correspond a la notion géométrique qui pour-
rait étre appelé “prolongement ponctuel”. A partir de 1a, nous avons dé-
montre le théoréme de Cartan pour les algébres de Lie filtrées homogenes
(§3) et avons introduit la notion d’algébre de Lie réguliére en nous inspirant,

. d’une part, des résultats antérieurs, d’autre part de la remarque évidente

que toute algebre de Lie “associée” a un pseudo-groupe de Lie est réguliere,
au sens de notre définition.

A ce propos, nous devons mentionner le travail de M. Morimoto
([5]) qui, pour des raisons différentes a été amené a considérer des pro-
longements et a défini les algébres de Lie réguliéres de fagon presqu’
identique a la notre.

(Fundacdo de Amparo e Pesquisa do Estado de Sio Paulo, Brésil).
Recebido em 13/10/80.
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1. Preliminaires.

Dans tout ce travail, A représentera un corps commutatif de carac-
teristique nulle et ¥ un A-espace vectoriel de dimension finie n.
[

Soit S(V*¥) =[] sXV*) Ia A-algebre locale des fonctions formelles
k=0

sur V dont I'idéal maximal n SYV*) sera noté .#. On notera encore
k=1
D(V) la A-algébre de Lie et S(V*)-module des A-dérivations de S(V'*).
Pour x e V soit d/0x I'élément de D(V) qui est défini sur V* par

S = a(x), o€ V*.

Ox
L’homomorphisme
xeV 0/cxe D(V)

est injectif et permet d’identifier V a la sous-algébre de Lie abélienne de
D(V) formée des éléments de la forme d/dx.

On munit D(V) de la filtration {D*V),k > —1} donnée par DXV) =
=./*"'D(V) qui en fait une algeébre de Lie filtrée transitive, séparée et
compléte.

Posons V, = D(V)/D¥V). On identifiera Vo @ V au moyen de Iiso-
morphisme

x€V - d/0x mod DO(V).

P ae .
On posera encore A4, = §(V;*) et I'on notera M I'idéal maximal de A4,.
Les projections canoniques

Do B~ 1R

définissent par passage au dual, des homomorphismes injectifs d’algebres
locales:

j{:Af_)Ak, (Sk

On a bien siir j§=idAf pour tout ¢ et j{ ojy =j" pour m< ¢ <k. De
~ plus, ji(#s)=ji(As) M, pour ¢ <k. On peut ainsi identifier A, 4 une
sous-algebre locale de A, pour ¢ < k. On obtient donc une suite croissante
d’algébre locales:

B (e T TSR e

Definissons maintenant D(V,, V) pour ¢ < k comme étant I’ensemble
des X € D(V;) tels que X(A,) = A, pour ¢ <s <k. Il est clair que D(V,, V)

T
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est une sous-algebre de Lie de D(¥;) et un sous-A,-module si I’on munit
D(V,) de la structure de 4,-module sousjacente a sa structure de A r-module.
Notons g : D(V,, V,)— D(V,) I'application définie par

n{X)f) = X1, Xe DV, V,), feA,.

Il est immédiat que 7§ est um homomorphisme d’algébres de Lie filtrées.
On peut interpréter ce qui précéde en termes de bases. Pour cela
soit e, ..., e, une base de V'dont e', ..., " désignera la base duale. Posons

=Rl g% 8 pPep j=1 . ¢

ou o= (a;,...,a,)€ N’ est tel que 1 <o, <... <o, <n. Llisomorphisme
bien connu:

XQfeV ®,8(V*) — fd/ox € D(V)

induit un isomorphisme:
k

Y V@uS(V* - V.

¢=0

k
En identifiant ainsi ) V®,S(V*)a v* lespf,i=1,...,net0<|al|<k
£=0

(o lo!l=¢sio=(a,,...,0) et la|=0 si a = 0) forment une base de V,.
Tout ¢lément X e D(V,) s'écrit alors de fagon unique:

n k ] .
e i & e 0D e A
i=1 s=0 l|al=s
Dire que X € D(V,, V) équivaut a dire que fie A, pour i=1,....n
et 0<|a|<¢ et fie A, pour i=1,...,net |a|l=5ssi f<s<k. .
Il s’ensuit que

Ty X) = o fiojop?

n
=1 s=0 Jal=s

1

donc n} : D(V;, V,)— D(V,) est surjective. En particulier, D(V,, V) est une
sousalgebre de D(V;) projetable sur D(V,) et n} est une projection ( [7]). 11
existe donc’ une sous-algébre de Lie de D(V}) projetable maximale sur
D(V;), et une seule, contenant D(V;, V,) et sur laquelle on peut prolonger,
nécessairement de fagon unique, ng ([7] corollaire 4.4). Soit D(V,, V,)
cette algebre et soit 7y I'extension de nf & D(V,, V). 1l est clair que

D(Vi, V;) = {X e D(V,) : X(A,) < A,)

Iexpression de 7 étant évident.
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Désignons par G% le noyau de la prO]CCthIl Pk Vi V.. 1l résulte
des résultats antérieurs que

groDVi, Vo) = {XeV, @ V¥ :[X,G!] =G pour s=¢, ...,k
et que ;

groD(Vi, V,) = (X €V, ® V¥ :[X,G4] < G}

De plus gr_, n : ¥, — V, coincide avec projection canonique pk : V;— V.

Un calcul montre que la base {pf.i=1,....n; 0<lal<k} de ¥,
construite plus haut, est quasi-réguliere par rapport aux sous-espaces
groD(Vi, V,) et groD(V,, V,) de V; ® V;* donc ces deux sous-espaces sont
involutifs (cf. [4] et [9]). De plus si s> 1, gr,.D(V,, V,) (resp. gr.D(V,. V,))
este le prolongement d’ordre s de groD(V;, V,) (resp. de groD(V;, V,)):
par conséquent, D(V;, V,) et D(V;, V) sont des sous-algébres de Lie acy-
cliques de D(V}).

Si L est un A-espace vectoriel muni d’une filtration décroissante
{L},> _,, on note Ly, pour k >0, I'espace vectoriel L muni de la filtration
définie par

i S
(L[k]) = {E«+s sis>0
On a ainsi
gr_lL[k] = L/H et grSL[k] == grk+sL Sl S 2 0
Si L est une algebre de Lie filtrée transitive, il en est de méme de L, pour

tout k > 0.
On a un homomorphisme injectif d’algébres de Lie graduées:

j=0"1,Jos +.) 39"D(V)[k] - grD(V;)

défini par:
Jj-1 est lapplication identique de V; = gr_ D(V)y;=gr_D(V;) et si
=0 :
Jet Vi SRV o Vo ST IGY)
est donné par la formule:

j((x® al .“ak+l’+1)___

= Xie (X® o/l ... ok) @ ol ..ol .. ok gkFEFI
15jy < <jp<k+e+1

En particulier, un élément X € j (gr,D(V)y,) vérifie
(1) o 20, L2, L onde Ly NR eV S5OV Y =k (L, — 1. ,)

pour tous X, ... Xp4; € Vis
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) IS e G = el P9
Ces conditions impliquent
3) JgrD(Vuy) < grD(V,, V)

On identifiera désormais, au moyen de j, grD( V)i @ une sous-algebre
de Lie graduée de grD(V;, V).

2. Prolongements.

2.1. Theoreme. Pour tout k > 0 il existe un homomorphisme d algébres de Lie:
pi : D(V) = D(V;)
vérifiant
1) pD(V) est une sous-algebre de Lie transitive de D(Vy) contenue

dans D(V,,V):
2 pour € =0,.7.5k

g o pi : D(V )iy = D(V,)

est un homomorphisme dalgébres de Lie filtrées;
3) mb o pi est Capplication identique de D(V).

Démonstration. Puisque grD(V),, s’identifie a une sous-algébre de Lie
graduée transitive de grD(V;, V) et que D(V,, V) est acyclique, le théoréme
3 de [3] affirme I'existence d’'un homomorphisme injectif d’algébres de
Lie filtrées y, : D(V)yy— D(V,, V) tel que gr y, soit I'inclusion canonique
J:grD(V)yg— grD(V,, V). En particulier, y(D(V)) est une sous-algébre
de Lie transitive de D(V;). De plus, il est immédiat que pour ¢ =0, ..., k,
ko Y, est un homomorphisme d’algébres de Lie filtrées de D(V),¢ dans
D(V,) et que 7§ o Y, est un automorphisme de D(V). Posons L = y,(D(V))
et h=y; ' : L—D(V). Alors h est une projection de L sur D(V) ([7] §3).

'D’aprés le corollaire 4.4 de [7], il existe un unique couple (P, &) ou P est

une sous-algebre de Lie de D(V;) projetable maximale sur D(V) et
h : P— D(V) une projection qui prolonge h. Puisque P et D(V,, V) con-
tiennent L, leur intersection P n D(V,, V) est une sous-algébre de Lie
transitive de D(V,). De plus, ker groh = ker groh = ker p = G donc groP
est la sous-algebre de Lie de V, ® Vi* = groD(V;) formé des endomor-
phismes laissant G§ stable. 11 s’ensuit que grD(V,, V) = grP. En vertu de
Pacyclicité de P et de D(V,, V) le lemme 3.11 de [7] implique D(V,, V) = P.
On utilise maintenant la proposition 4.3 de [7] qui assure I'existence
d’un automorphisme u de I'algebre de Lie filtrée D(V) tel que h= . n}.
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L’homomorphisme p, = Y, o u : D(V)— D(V,) satisfait & toutes les condi-
tions du théoréme.

20 Definition. Un prolongement d’ordre k de D(V) est un homomor-
phisme d’algébres de Lie p, : D(V)— D(V,) satisfaisant aux conditions
du théoréme précédent.

Remarquons qu’un prolongement p, de D(V) est toujours une appli-
cation injective. Un prolongement d’ordre zéro est simplement I’applica-
tion identique de D(V).

2.3. Proposition. Si p, est un prolongement d’ordre k de D(V) alors pour
¢=0,1,....k — 1 Tapplication

Pe = Tz o pi : D(V) — D(V,)
est un prolongement d’ordre .

Démonstration. 11 suffit de vérifier que p,D(V) est une sous-algébrg de Lie
transitive de D(V,) ce qui est immédiat puisque p,D(V) est I'image de p,D(V)
par la projection 7¥.

2.4. Definition.. Avec les notations de 2.3 on dira que p, est le prolongement
d’ordre ¢ de D(V) induit par p,.

2.5. Theoreme. Si p; et g, sont des prolongements dordre k de D(V) alors
pour € =0,1,...,k il existe un automorphisme ¢, de D(V,) et un seul tel

que:
Ge = e o Pe-

De plus, ¢pAD(Ve,Vo—1))=D(V,,Vp-y) €t $p_yo T 1 =Tg_10¢e sur
D(V,,V,_,) pour {=1,....k et ¢, est lapplication identique de D(V).

Démonstration. L’existence et unicité de ¢¢ =0, ..., k) automorphisme
de D(V,) satisfaisant g,'= ¢, - p, est une conséquence du théoréme 3 de
[3]. 1 est clair que ¢, est 'application identique de D(V). Pour £ =1, ..., k
considerons les sous-algebres projetables maximales D(V,, V,_,) et
SAD(Ve, Vp_y)) de D(V,) sur D(V,_,) munies des projections
(be-1)7! ome_y et mf_1 o (¢r) " respectivement. Ces deux sous-algébres
de Lie de D(V,) contiennent la sous-algébre transitive ¢,D(V); de plus,
les projections (¢,-,)™' omf_; et mf_; o (ds)™" coincident sur g,D(V).
Du corollaire 4.4 de [7] résulte alors que ¢AD(V,, V,_1))=D(V,, V,_,)
et que Mooy 6 Pp=p_yomo_.

Algebres de Lie regulieres 67

Remarque: Le théoréme 2.5 admet une réciproque triviale Cest-a-dire
si p; est un prolongement d’ordre k de D(V) et si ¢ est un automorphisme
de D(V;) induisant, dans un sens évident, un automorphisme de D(V})
pour £ =1,...,k —1 et I'identité sur D(V), alors g, = @ o p est un pro-
longement d’ordre k de D(V).

Rappelons maintenant que si W est un A-espace vectoriel de dimen-
sion finie alors pour tout H e Aur S(W*) 'application

H,:XeDW)->H.X.H 'eDW)
est un automorphisme de I'algébre de Lie filtrée D(W). De plus, I’application
He Aut S(W*) - H, € Aut D(W)

est un isomorphisme de groupes ([7] théoréme 2.5).

A T'aide de la remarque précédente, on peut donner une autre version
du théoreme 2.5. Soit G, le groupe des automorphismes de A4, qui induisent,
par restriction, un automorphisme de 4,, pour =1, ...,k — 1, et I'iden-
tité sur A,. On a ainsi:

2.6. Theoreme. Soit p, un prolongement d’ordre k de D(V). Alors por tout
H, € G, lapplication

H\,p,:XeD(V)—> H, o p.X - H; ' € D(V,)

est un prolongement d’ordre k de D(V'). De plus, I application H, € G, — H,.p,
est une bijection de Gy sur I'ensemble des prolongements dordre k de D(V).

Démonstration. La premiére partic du théoréme est immédiate ainsi que
Pinjectivité de H, — H,,p,. Soit g, un prolongement d’ordre k et soit .,
pour {€{0,1,...,k}, l'automorphisme de D(V,) vérifiant Ge = O¢ o pp-
On note H, 'automorphisme de A4, associé a $,. On a ainsi g, =Hp,.
Montrons que H, € G, ou, ce qui revient au méme, que H\(f)=H/f)
pour f € A,. On a pour tout X € D(V,) et tout f € A,, O fX) = H (/)P X).
Si X € D(V,, Vi—1) et f € Ay, alors fX € D(V,, Vi_,) donc ¢y(X), ¢i(fX) e
€D(Vi, Vi—1). |11 Sensuit que Hy(f)- D(Vi, V,-,) = D(W, V,_,) et par
suite Hy(f)e A,_,. De I'égalité ¢,(fX)= H(f)$u(X) et du fait que
Th—10¢y=di_1omi_, on déduit alors

¢k—1(f7tll:—'1(X)) = Hk(f)d)k—l(n‘l:—l(x))-
¢k—1(f7f’1:—1(X)) = Hk—l(f)¢k—1(7f'l:-1(X))

Hk(f)‘f’k—l(”’l:—l(x)) = Hk—l(f)‘ﬁk—l(nk—l(x))

pour tout X € D(V;, V,_,)|d’ou Hy(f)= H,_((f). A partir de ce résultat,
une récurrgnce simple sur k permet d’achever la démonstration.

Or

donc
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3. Prolongements de sous-algebres de Lie homogenés de D(V)

On considére un prolongement p, d’ordre k de D(V) et 'on note
PAt < k) le prolongement d’ordre ¢ induit par p,.

Si L est un sous-A-espace vectoriel de D(V) muni de la filtration
induite de celle de D(V), on posera

Kt = gr_ipL = pL/(p,L) n D°(V;)

et 'on notera pi¢L ou pf{L pour {=0,1,....k le sous-A,-module de
D(V;) engendré par p,L.
Fixons-nous maintenant un sous-espace vectoriel L de D(V).

3.1. Lemme. Pour { =0,1,...,k—1, on a piL = D(V,, V,) et la projection
de piL a D(V,_,) est égale a p_,L.

La démonstration de ce lemme est immédiate. On a encore:
3.2. Lemme. Soit X €(p{L)° = p,L nD°(V;). On peut écrire
X = Z fikai
i=1

avec, pour tout i, f'e M, ou X, e I*.

Démonstration. On peut écrire X =X f'p, Y, ou fie A, et Y,e L. On note
yila projection de p, Y; sur ¥;. Si y; = 0 pour tout i, il n’y a rien & démontrer.
Sinon, soit s le rang du systéme de vecteurs y,, ..., y,. On peut par exemple

supposer que i, ..., y, sont A-indépendants et écrire y;= Y Aly; pour
i=1

j=s+1,...,r, ol Aje A. Posons maintenant X;=Y; pour i=1,...,s et

in=YJ-—Z/1}Y,- B T T SO T ST X =R TR G

i=1 i=1
b giah & ijgf sii<setf'=g"sii>s. Ilest clair que cette décom-
j=s+1
. position de X répond a la question.
3.3. Corollaire. On a
LgrspiD(V), G¢] = 0
pour {’=0,1,_...,k et tout s> —1.

Démonstration. Puisque p,D(V) et par suite pfD(V), est une sous-algébre
transitive de D(V;), il suffit de démontrer que [gropD(V), G£] =0 pour

Algebres de Lie regulieres 69

£ =0,....,k Soit alors Xe(p{D(V)°. Daprés 32, on peut écrire
X=) fipX; ou fle A, et ou pour tout i ou bien f'e M, ou bien

=
X ;€ DXV). Si w € G on peut choisir Ye D(V) tel que gr _p,Y=w. On a:
[X, Y] = Z.fipk[Xi’ Tl Z(p{’Y)(fi)pkxi-

Sit yiie M alors (p,Y)(f')e M, puisque p,Ye D°(V,) donc finlX,, Y]
et (p,Y)(f')pX; appartiennent a D°(V,). Si X,e DXV) alors [X;, Y]e
e D¥* (V)< D(V) donc fip[X;, Y] et (p,Y)(f*)p.X; appartiennent en-
core a DOV,). Il sensuit que [(p{D(V))°, p.D*( V)] = D°V,) donc
[gropiD(V), G£] = 0.

On en déduit immédiatement:

3.4. Corollaire. On a légalité:

g"PfD(V) = Vi @A S(V¥).

3.5. Corollaire. Si L est un sous-A-espace vectoriel de D(V) les conditions
suivantes sont équivalentes:

Y [GHEPTE g L
2) gropiL = Vi ® V¥ pour £=0,1,...k;
3) il existe £€{0,1,...,k} tel que gropfL=VE® V*.

Démonstration. La condition 1) est équivalente a
[ D(V)] = 1 + DXV)

d’ou I'on déduit

[P, pD(V)] = pi ™" + pDA(V),
inclusion de laquelle résulte la suivante

[PiL,pD(V)] = piLi™ ' + App DXV
et par suite

[groiL, Vil = gr-ipiL ™! < V-
En tenant compte de 3.4, cette inclusion donne

gropill = Vi ® VX

Or, d’aprés 3.2, on a (pfL)° = M p.L + piI* et par conséquent gropiL
< V¥ ® V*. L'inclusion dans lautre sens est immédiate, donc on a 2).
I1 est clair que 2) implique 3). Par ailleurs, la condition 3), compte tenu de
3.3 implique [(p{L)°, pD(V)] = p,L + D°(V;) et par suite [(p,L)°, p.D(V)] =
cpL + (pD(V))° d’ou [, D(V)] = L + DX(V) et par conséquent on a 1).
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3.6. Lemme. Sont équivalentes les conditions suivantes:

1) gr piL = Vi ®a S(V):

2) le A,-module piL est libre de rang égal a dim,ViL.
Démonstration: Soient X |, ..., X, € L dont les classes modulo I¥ forment
une base de L/I*. Considérons le sous-A,-module M de D(V,) engendré
par pX,,...,pX,. Il est clair que M < p{L et que pX,,...,p X, est
une A,-base de M. Montrons que, sous I’hypothése 1), ona p{L= M + (p{ L)
pour tout s > —1. Cette égalité est immédiate pour s = —1 puisque
M c (p{L) ' =piL et pour s=0 par construction de M. Admettons-la
pour s i.e. admettons que si X € p{L, il existe Ye M tel que X — Ye (pfL)".
Il s’ensuit que la classe de X — Y modulo (p{L)*' appartient a

VE® SSHY(V*) ie. elle est de la forme Z x;®f' ou x; est la classe de
i=1 4
pX; modulo (p{L)° et fie V* En posant Y' =Y+ ) fip,X; on a
i=1
YeM et X— Y e(ptL)**!. Par conséquent, p{L c M + (p{L)**!; I'in-
clusion dans I’autre sens étant évidente, on a ainsi démontré par récurrence
que piL = M + (p{L) pour tout s> — 1. Puisque A, est un anneau local
complet et que M est un A,-module de type fini, M est complet pour la
M ,~topologie. Or puisque M est libre de rang égal a. dim,V;'-dim,M/M° la
M (~topologie de M est identique a la topologie induite par celle de D(VY)
(car on a en effet .#;"'M = M ~ D¥V}) pour tout s): par conséquent
M est fermé dans D(V;) et 'on a M= (| (M+D(V,)> () (M +

st s=5=1
+ (pL)) = piL i.e. M = p§L ce qui démontre 2). Le fait que 2) implique
1) est immedmt.

3.7. Lemme. Les conditions suivantes sont équivalentes:

1) pour tout €€{0,1,...,k}, piL est un A,-module libre de rang égal
a dimy ViE;

2) il existe £ € {0,1, ..., k} tel que p§L soit un A,-module libre de. rang
égal a dimy V;F.
Démonstration. La condition 1) implique naturellement 2). Supposons
donc que p{L est libre de rang égal a dim, Vi’ pour un certain
te{0,1,...,k}. Soient X, ..., X € L dont les projections x,, ..., x, dans
V, forment une base de V" Alors p, X, ..., p.X, sont A,-indépendants
pour tout ¢'€ {0, 1, ..., k} et forment une A,-base de p5L. Si ¢’ > ¢ alors
on a py L= AgpiL donc pX,,...,pX, engendrent pi L et par suite en
constituent une A,.-base. Si {' < ¢, on a p{ L < p{L donc grpi L = grpiL.
De 36 et 34, on déduit grpf’L < Vi @, S(V*) N Vi ®a S(VE) =
& K@ SV »Come, parciailleursgrpiil = i @ S(V4). Jon. .a
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grpi L= V" @, S(V) ce qui, d’aprés 3.6, implique que p{'L est libre de
rang égal a dim V.

Rappelons qu'une sous-algébre de Lie L de D(V) est dite homogéne
si son normalisateur N(L) dans D(V) est une sous-algébre de Lie transitive
de D(V).

3.8. Proposition. Si L est une sous-algébre de Lie homogéne de D(V) alors
piLest un A,-module libre de rang égal a dim\V;k pour tout £ € {0, 1, ... k.

Démonstration. D'apres 3.7 et 3.6, il suffit de démontrer que grp?L =
=Vt ®aS(V*). On a toujours gr_pdL = VL et grplL > VE®, S(V*).
D’autre part, puisque L est homogene, on a [grL, V] c grL donc, d’apres
3.5 on a grop?L =V ® V*. De nouveau, la transitivité de N(L) et 33
impliquent

[groeL; Vi1 ='[gr L, 2T ' gr,_ \pPL

pour tout s>0. Comme gropfL = V!® V* on en déduit que gryplL <
c KE@ S (V*) pour tout s >0 ce qui achéve la démonstration.

4. Familles de Prolongements

Dans ce paragraphe, on se propose de montrer que tout prolonge-
ment p, d’ordre k de D(V') est induit par un prolongement p,,; d’ordre
k+ 1 et introduire ainsi les familles de prolongements (ou prolongements
d’ordre infini) de D(V'). On peut remarquer que I’existence de p, , ; induisant
px peut étre obtenue comme conséquence des théorémes 2.1 et 2.6. Pour
des raisons qui deviendront claires par la suite, on a préféré donner ici
une démonstration basée sur la théorie des invariants de sous-algébres
de Lie de D(V).

Soit L une sous-algébre de Lie de D(V ). On note L le sous-A4,-module
(Ao = S(V*)) de D(V) engendré par L. Rappelons qu’un invariant de L
est un élément fe A, tel que X(f)=0 por tout X € L. Il est clair que
I'ensemble A, des invariants de L est une sous-algébre de A, contenant
les constantes (ie. A, > A). On a de plus A7 = A, et A, est fermé dans
Ao pour la topologie définie par I'idéal maximal .# , de A,. I nest, d’ailleurs,
par difficile de démontrer que A, est un anneau local, d’idéal maximal
Mo A et de méme corps résiduel que A,. ,

On rappelle qu'un sous-A,-module M de D(V) est une distribution
(involutive) de rang p si M est libre de rang égal a p = dim,M/M° et si M
est une sous-algebre de Lie de D(V). On a la version algébrique suivante
du théoreme de Frobénius (cf. [1], théo. 3.3).
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4.1. Theoreme. Pour un sous-Ay-module M de D(V) les conditions suivantes
sont équivalentes:

1) M est une distribution involutive de rang p;

2)sixy, ..., X, est une base de Vil existe un automorphisme ¢ de I'algébre
de Lie filtrée D(V) tel que le Ag-module ¢(M) soit engendré par
&ox iy .\ ., 810X,

4.2. Definition. On dit quef,, ..., [, € A o sont indépendants si leurs classes
modulo .#% forment une pame livre du A-espace vectoriel 4,/ #% = V*.

Du théoréme 4.1, on déduit facilement:

4.3. Lemme. Si L est une distribution de rang p, alors il existe n— p éléments
indépendants fo+1s s fu€ My tels que la sous-algébre de A, engendrée
BABL b gntsrindw SEHE dense dans Ay, c.ad. Ap=A[[f,+,,...,f,]] Récipro-
quement, si fp+ 1> -+ fn sOnt des éléments indépendants de M , il existe une
distribution M et une seule de D(V) telle que A=Al 1. .1 1) )

Appelons I, T'idéal de A, engendré par .#, N A;,. On a bien sur
I; = I3. Du lemme 4.3 on déduit:

44. Lemme Si L est une distribution de rang p alors 1, est engendré par
n—p éléments indépendants de M qui sont des invariants de L.

A Taide de 4.1 on en déduit encore:

4.5. Lemme. L’idéal I} de A, est stable par L. De plus, si L. est une distri-
bution, I, est maximal dans 'ensemble des idéaux de A, stables par L.
On applique maintenant ces résultats aux prolongements.
Si k et s sont deux entiers positifs, on pose

Vs = DIG)DY(VY) et A, =S(VE,)

et I'on note .#, , I'idéal maximal de A4, ,. On a bien sir V, , = V,.
Considérons maintenant un prolongement d’ordre k>0 de D(V):

px : D(V) = D(V,)
et un prolongement d’ordre ¢ >0 de D(V,):
4e : D(Vi) > D(Vi ().

Pour s=0,..., { l'application composée g, . p, est un homomor-
phisme injectif d’a]gebres de Lie filtrées de D(V) +; dans D( Vk ¢) et induit
un homomorphlsme injectif d’espaces vectoriels:

]k.s » V;¢+s ¢ V;:,s' (
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On a le diagramme commutatif suivant:

V;H’s _Jk,s_> Vk.s & gr—lqu(V;()

1

V;(+s+1.jk‘—s_l,<> I/;(.s—l b gr—lqs—lD(V;t)

les fleches verticales étant les projections canoniques.
En passant au dual, on obtient un homomorphisme surjectif:

Jes Wk Vb,
donc un homomorphisme surjectif d’algébres locales
Ap i Apy

dont le noyau sera noté I, . Il est clair que I,  est engendré par le noyau
de j¥,. On a de plus

Iyo=0: otk saq= Arsep Olis B0, 0nif)

comme résulte du diagramme commutatif précédent.
Appelons ¢,  I'idéal de A, , engendré par les invariants non inver-
sibles de g,p,D(V) (0 <s<{).

4.6. Lemme. L idéal ¢, ,est indépendant des prolongements p, et q, choisis.

Démonstration. Soient p, et g, des prolongements d’ordre k et s et D(V)
et D(V}) respectivement. D’aprés 2.5, on peut écrire g, = Y, o g, et p, = ¢y o p,
ou Y, (resp. ¢,) est un automorphisme de I’algébre de Lie filtrée D(V, ,)
(resp. D(V;)). Puisque g.D(V;) est une sous-algébre de Lie transitive de
D(V, ), le théoréme 4 de [3] affirme I'existence et unicité d’un automor-
phisme ¢, , de D(V, ,) vérifiant : :

¢k.s s qs = qs © ¢k-
On a ainsi :

qsopk=¢k.s°l//s°qsopk'

Il en résulte que g(p,D(V)) et G(p,D(V)) ont les mémes invariants, donc
le méme idéal engendré par les invariants non inversibles.

- Puisque p,D(V) est une sous-algébre transitive de D(V;), la propo-
sition 3.8 implique que le A, sous-module de D(V, ) engendré par
q{pD(V)) est une distribution de rang égal a dimgr_,q(pD(V)) =
= dim,V; +,. De lemme 4.4 on déduit alors que ¢, , est engendré par
dim V,_,— dim V, ., €léments indépendants de .#, ,. Il en résulte en par-
ticulier

(47) ('ﬂk.s)r i jk.s i ('/%k.s)r+1 mfk-.s'
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Des définitions de ¢, , et de I, , ainsi que de 4.7 on déduit aussi

(4.8) grFiis = grh.,
Le.

(MY ol MY DI io= (M Y T Ml S 12 s, 120,
49. Lemme. On a ¢, 1= fi N A ;.

Démonstration. On a bien sur 4, ., < 4, , n A, ,_,. Dautre part,
Fr.s O Ay - est un idéal de A, ,_,, stable par g,_,(p,D(V)) donc, d’aprés
4.5, il est contenu dans ¢, ,_,.

‘4.10. Proposition. Il existe un autom_orphisme H, de lalgébre locale Ay o

vérifiant :
YRR iy g B 09 YLy 19 ek Y90, mdlt s
2) HAf)=f si fe A,.
Démonstration. On a le diagramme commutatif suivant
'/”k/'/”lz_"/ﬂk.l/('ﬂk.l)z iR, AR //fk.f/(%k.f)z
fk.l/T'/”k.ljk.l = Il M eFie
toutes les fleches étant les injections canoniques. Posons u, = dim,V, .,

et vy=dimyVi —dimyV, o =dimy ¢, o/ M, ¥« ;. Choisissons une base
B s oy xLusiBin = s Gl ol 3 et X tille gie

1) ay,...,a,, est une base de 4,/ M};

2) 1. 3B, cestrune base de i, of Myl iF sy s= 1,5

3) oy, .ees &y, Byseens By €St une base de M, /(M ),
si=tls. sl

On considére maintenant des éléments f, , ... AT, [STRN P T B
de 4, vérifiant

1) f1s:i0abiia € My

2} i@ xirxvallopbiofars 1 hl,.. b € 1k 538 b on €

k] R PEE f,,e.//l“,s—l f

4) la classe de Luiimnids - iralieoliespi sie g; et de b, F=1,. )
modulo (., ,)* est égale a a; (resp. a ;).

4

Il résulte alors de [10] (ch. VIII, théoréme 7) que

'/”k—_:‘(fl""afuo)
Frs= @1 sde), 1 =5 <'C
Ik.s = (hl,'--ahvs), 1 = 8= f

Moyss' = (i buiald 015 i%:90 0, Ds < £,
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Il est maintenant immédiat, qu'en posant
Hf(fl)zfla i= 1’“-,”{’
Hdg)=hj,j=1,...,0

on déefinit un automorphisme H, de A, , vérifiant toutes les conditions
du théoréeme.

4.11. Corollaire. Pour tout s€ {1, ..., {} on peut trouver un homomorphisme
surjectif d’algebres locales

U, + Ak s = Ars
dont le noyau est ¢, et de sorte que le diagramme suivant soit commutatif
A Api A4
I Loy s Loy
A= Ay o R BT
les fléches horizontales étant les injections canoniques.
Avec les notations de 4.11 on peut maintenant définir
Pi+e 1 D(V) > D(Vi+()
par la formule
(4.12) Pi+eX o Q¢ = 0y ¢ o GApiX).

Une vérification simple montre que p, ., est un prolongement d’ordre
k + ¢ induisant p,. On a ainsi démontré:

4.13. Theoreme. Etant donné un prolongement p, dordre k de D(V) alors
pour tout ¢ > 0, il existe un prolongement p,+, dordre k+ { induisant p,.
Un tel prolongement peut étre obtenu, d 'aide d'un prolongement g, d’ordre
{ de D(V,), a partir de la formule 4.12.

Ce théoréme justifie la définition suivante:

4.14. Deﬁmtlon Une famille de prolongements de D(V) est une suite
{Px }ken OO, pour tout ke N, P €st un pro]ongement d’ordre k de D(V)
chaque p, étant induit par p,,,.

On a pour les familles de prolongements des théorémes analogues
a4 2.5 et 2.6 dont on ommettra ici les énoncés. Signalons toutefois que I’en-
semble des familles de prolongements est en bijection avec le groupe
lim (G, Ry) ou Ry : G4y — G, est lappllcatlon restriction (cf. 2.6).
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Avec les notations de ce paragraphe, posons
P={XeDV )/ X(Fre) © Sr¢}.

Il n’est pas difficile de voir que P est en fait le sous-A; ,-module de D(V, ,)
engendré par g (pD(V)), mais ce fait ne sera pas utilisé ici.

Rappelons (cf. p. 10) que gi(p,D(V)) (resp. pk . D(V)) désigne le sous-
-Ay-module de D(V; ;) (resp. de D(V;.,)) engendré par gApD(V)) (resp.
par pi+.D(V)).

L’application a; , : A, ,— A, induit un homomorphisme h d’alge-
bres de Lie filtrées de P dans D(V,.,) et il est clair que h(g4p.D(V))) =
= pi+¢D(V). On a, plus précisément:

4.15. Proposition. L application h : ¢4p.D(V))— pk,.D(V) est un iso-
morphisme de A,-modules filtrés et de A-algébres de Lie filtrées.

La démonstration de 4.15 ne présente pas de difficultés. Il suffit, en
effet, de remarquer que si X 15> Xy, sont des éléments de D(V)
dont les classes modulo D**“(V) forment une base de Vi+e alors
94pX 1), ...,q,(ka,,Ht,) (resp. pr+eX,, - Pr+eXy, , )forment une base
du A,-module gip,D(V)) (resp. de pk,.D(V)), et dutiliser le fait que

hgApiX)) = pi+¢X (X € D(V)).

5. Algebres de Lie regulieres.

On conserve dans ce paragraphe les notations des paragraphes
précédents. On se donne en plus une famille de prolongements (p;);cn

de D(V).

5.1. Lemme. Soit L une distribution (pas nécessairement involutive) de
D(V) et soient X,,..., X, € D(V) dont les projections Ky x seie X SUF V.
forment une base d'un sous-espace W de V tel que W gr_,L=0. Alors si

fY....f%e S(V*) sont tels que if"X,-eL, onafl=..=f1=0.
: i g o : ;
Démonstration. Ecrivons f'=al +a} +... 4+ ol + ... ou o; € S(V*). On a,

aiy - 91 ! ¢
en posant X = Y f'X;, gr_, X =Y abx;e Wngr_,L=0 donc &, =0
i=1 =1

]
pour tout i ou encore X € I°. Continuons par récurrence en supposant

que XeL; on a donc f'e.#y"" pour tout i et par suite grX =
q

=Y x;®@al,,egrL n W S'*{(V*). Or, L étant une distribution, on

i=1

a grlL=gr_,L®S'*'(V*) ([7 bis] proposition 1.5) donc
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grL n W® S'™T1(V¥)

et par conséquent gr,.X =0 ie. XeL'*' ou encore f'e.#}"2.

5.2. Lemme. Soient L et M deux sous-A-espaces vectoriels de D(V) tels que

1) L et M sont des distributions:
2) griif(L s My= gri L gr_ M.

Alors L~ M est une distribution et L/m\Mz L~ M.

Démonstration. Si gr L ngr_,M=0onalL AnM=0 d’aprés 5.1, donc
L nM =0 et le lemme est vérifié dans ce cas. Supposons gr_ , L Nngr_ M+#0
et soit Wun sous-espace vectoriel de V tel que gr_ M = gr _ (L n M)y w.
On a bien sir gr_,L nW=0. Soient X,, W X JEeMA telsque
X,,...,X,eL nM et dont les projections X1} ) oo P4 NS0E, V50N telles
que Xy,...,X, soit une base de gr_,(L n M) et Xp+94 -2 19%p+y UNEG base
de W Pgisque M est une distribut/io& X544 . % 5e S EBTINE l)ase de M
comme S(V*)-module. Soit X e L'~ M; en particulier, X e M donc on

Py PEdc i
peut écrire X = ) f'X;. Or X,X,,..,X,eL donc D Xt

e i=pl

p . -~ . . . -
=X~ ) f'X;eL. Le lemme 5.1 implique alors fP*! = . =fr+i—g

i=1
P 8 —
d'ou X = ) f'X, Par conséquent, X,,..., X, engendrent [ ~ M sur
i=1
S(V*) et par suite, L'~ M est une distribution de rang p. Le méme
raisonnement montre que L N M est aussi une distriblLio\n de rang p;:
comme par ailleursona L n M c L n M, il Sensuitque LA"M=L ~ M.

5.3. Definition. Un sous-A-espace vectorial L de D(V) est dit régulier a
I'ordre ko € N, si pour tout entier k > k, le sous-S( V¥)-module p,L engen-
dré par p,L est une distribution. Une sous-algébre de Lie de D( V) est dite
réguliere si I'espace vectoriel sous-jacent est régulier.

D’apres 2.5, cette définition est indépendante de la famille de pro-
longements (p,) choisie.

Il résulte de 3.8 que toute sous-algébre homogene, en particulier
donc transitive, de D(V) est réguliére a 'ordre 0.

5.4. Lemme. Si L est un sbus-espace de D(V) régulier a 'ordre k, alors pour
tout entier k>ko on a [gr,L,V]<gr,_,L.

Démonstration. Soit k un entier > k,. Puisque p,L est une distribution
on a grop L=Vt ® V;* donc groniL = V' ® Vi* ou, d’une fagon équi-
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valente, [gropiL,Vi]< Wt Or, puisque pD(V) est une sous-algebre
transitive de D(}}) et que (p,L)° = p,I*, cette derniére inclusion este en-
core équivalente a

[P, piD(V)] < pil+ pDN(V)
d’ou, en projetant sur D(V):
[I*, D(V)] = L + DXV)

d’ou encore [griL, V] = L/L*. Comme d’autre part, [grL, V] = gr - D(V),
on a finalement [gr,L,V] < gr,_ L.

5.5. Lemme. Si L et M sont deux sous-espaces vectoriels de D(V) et k,
un entier positif ou nul, les conditions suivantes sont équivalentes:

1) L/I*o A M/M*o = (L n M)/(L nM)*0 et gr,L ngriM = gr(L M)
pour tout k> ko, i.e.' grLyg 0 grM ;= gr(L 0 M)y ).

2) L/IX A" M/M* = (L o M)/(L " MY pour tout k > k.

UM 2 MupoliF ot k-&k;.

Démonstration. Soit i:V,— V, lisomorphisme induit par p,. On a
ViE=i(L/L), V¥ =iM/M"), M =i(LAaM)/(LAM)) et VinhM =
=i(L/I* "M /M*). L’équivalence de 2) et 3) en résulte. Remarquons
maintenant que les inclusions L/I* " M/M* = (L n M)/(L n M) et
gri— L ngri,. M > gr._ (L n M) sont vérifiées pour tout entier k > 0.
On a donc le diagramme commutatif suivant:

0 0 0
, ! | !
0 - gri_y(L " M) —> (L n M)[(L A" M)* = (L n M)/(L A M)~ -0
l l !

0-gr_,Logri. M- L/IIKAM/M*> L/E™' nM/M*™!

dont les lignes et colonnes sont exactes. A partir de ce diagramme I’équi-
valence de 1) et 2) se déduit par récurrence sur k.

On utilise ce lemme pour démontrer:

5.6. Proposition.. Si L et M sont deux sous-espaces de D(V) régulier a l'ordre
ko et si grLyg O grMyg = gr(L 0 M)y, alors LM est aussi régulier
a lordre k.

Démonstration. Puisque p, est injectif pour tout k, on a pL npM =
=pdLM). Dautre part, on a, d’aprés 5.5, gr_pLngr_,pM =

. . Lle— s

= gr_p{L n M) pour tout k > k. D’aprés 5.2, pour tout k > kg, pi(L N M)
est une distribution. La proposition est ainsi démontrée.

=TT s TR

T T ———
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En appliquant successivement 4.15 et 3.7 on montre facilemient:

5.7. Propesition. Si L est un sous-espace vectoriel de D(V) et k un entier
positif ou nul, alors L est régulier a l'ordre ko si et seulement si piL est ré-
régulier a lordre Max(k— k,, 0).

On se propose maintenant de donner une autre caracterisation des
sous-algebres de Lie régulieres de D(V). Rappelons d’abord.

5.8. Definition. Si E est un sous-espace vectoriel de V® S%( ) (=1
et si k est un entier positif, le k* prolongement de E est le sous-espace \Tec-
toriel de V® $**“(V*) donné par pE=E® SKV*) AV ® Sk (1)

On dit qu'un sous-espace vectoriel L de D(V) est l-acyclique é;
l'ordre ¢ si

gri+eL = pygreL) pour tout k > 1.

Il est clair que si L est 1-acyclique & 'ordre ¢ on a [V.grii1L] cgnL
pour tout k> ¢. Inversement, on a le résultat bien connu suivant, que
Fon admettra ici. (cf. [8], propositions 2.1 et 2.5, [9] §4.6).

59 P=oposition. Soit L un sous-espace vectoriel de D( V). SuppoSons quil
existe £o0>0 tel que [V,gr,. L] < gr,L pour tout k> €o. Alors il existe
t1=1¢o tel que L soit l-acycligue a lordre G

On peut maintenant énoncer:

5.10. Theoreme. Soit L une sous-algcbre de Lie de D(V), fermée pour la
topologie de la filtration de D(V). Si L est régulicre alors il existe un entier
ko =0 tel que L soit 1-acycligue a lordre ko. Inversement, s’il existe un
entier ko >0 tel que les conditions:

1)L L est l-acyclique a Tordre k,:;
2) pug+1L est une distribution:

soient satisfaites, alors L est régulicre a l'ordre ko+ 1. De plus on a:
L= pL A pD(V) et grpL = gL  grpD(V)
pour tout k>ky+ 1.

Démonstration. La premiére partie du théoréme est une consequence de
54 et 59. Réciproquement, supposons quil existe ko >0 satisfaisant
1) et_2) et posons M = pkO/H\L N Proy+1D(V). Déterminons d’abord
grePrg+1L N pyy+D(V), pour € > —1. Si £ = —1 cette intersection est
egale & Vil, N Vior1 =VE,, Supposons donc ¢ > 0. Puisque p, ,,L
est une distribution, on a grp,,+, L= VL, ® eehiE LRI V,mi, -
= Vi, +1 est isomorphisme induit par Pio+1 : D(V)g 4 177 Pry+ 1 D(V) et si
I'on note encore i son extension a greDWVis 1) = Vit 1 ®SEVi*.,). on a:
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grePros 1L O prg+1D(V) = (L & Sf+l(th+1) NVe® Sk°+f+1(V*))
= i(gr,L® ST (V*) n V@ Sttt (¥
= i(pe +1(gri,L)).

On a donc les inclusions suivantes:

rePegr1L S greM < greprg 1L O Py \D(V) = i(pe 4 1(gra,L)).

Or, par hypothése L est l-acyclique a I'ordre k, donc p,.,(gri,L)=
= grio+e+1 €t par consequent i(p, 4 1(gry,L)) = grepi,+ L. 1l en résulte que

(5.11) grPry+1L = grp;o/H\L N grpgy+1D(V).

Puisque L est fermé dans D(V), alors p;+ ;L est aussi fermé dans D(Viy+1);
d’autre part, on a p, +,Lc pﬁL N Pro+1D(V); compte tenu de 5.11
cette inclusion implique:

(5.12) Bick sbtengas b G Dy s BOK):

Or pko/+TL est une distribution (nécessairement involutive) de D(V;,+,);
c’est donc une sous-algébre homogéne de D(V;, ;). D’aprés 3.8, pkO/J,TL
est une sous-algebre réguliere a 'ordre 0 de D(V, 4 ;). De méme, p,_ . ;D(V)
etant une sous-algebre transitive de D(V; ;) elle est réguliére a I'ordre
0 d’aprés 3.8. Compte tenu de 5.11 et 5.12, la proposition 5.6 implique
que py,+;L est une sous-algebre réguliere a I'ordre 0 de D(V;, . ,) et par
conséquent Lest, d’aprés 5.9, une sous-algébre de D(V) réguliére a I'ordre

ko+1. 11 est clair maintenant que, L étant 1-acyclique a I'ordre k, elle_

Iest aussi a 'ordre k pour t'ou/tlc > ko. D’autre part, la régularité de L a
Pordre ko+1 implique que p, . L est une distribution pour tout k > k.
On a donc, compte tenu de ce qui précéde,

gr PussL = gr i 1L 0 gr pis \D(V) €t P L = peysL 0 pyy D(V)

quel que soit k>k,. Le théoréme est ainsi démontré.
Compte tenu du théoréme de Frobénius formel (théoréme 4.1) se
déduit de 5.10 le résultat suivant:

5.13. Corollaire. Si L est une sous-algébre de Lie réguliére de D(V) alors
il existe un entier kq tel que pour tout entier k> ko on puisse écrire

Pl = GV ® S(V*)) 0 pD(V)
ou ¢>,; est un automorphisme de lalgébre de Lie filtrée D(V;, ) vérifiant
gr o = idy_rD(Vk)'

Un calcul élémentaire montre d’ailleurs qu’on peut choisir les auto-
morphismes ¢, de sorte que ¢, induise ¢, pour tout k> k,.
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