&

BOL. SOC. BRAS. MAT., VOL. 13 N.° 2 (1982), 35-48 35

Isoparametric families of submanifolds

Carlos Edgard Harle

Abstract

An extension of Cartan’s theory of isometric families of hypersurfaces
is presented. The leaves of the new families are submanifolds of higher
codimension. It is proved that the leaves have mean curvature vector
with constant norm.

If the distribution defined by the normal spaces of the leaves is
integrable, the theory can be developed along the same lines as in the
usual case (i.e. families of hypersurfaces). These families are thus obtained
constructing “parallel” submanifolds. A generalization of Cartan’s fun-
damental formula is obtained and a simple geometrical application of
it is given.
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Familias Isoparamétricas de Subvariedades

Resumo: Neste trabalho apresentamos uma generaliza¢do da teoria de
familias isoparamétricas de hipersuperficies de uma variedade riemanniana
com curvatura constante, considerando familias de subvariedades de
codimensdo maior ou igual a um. Nosso ponto de partida ¢ uma defini-
¢do de familia isoparamétrica de subvariedades, que, no caso de codi-
mensdo 1, se reduz a defini¢do classica formulada por E. Cartan [1].
Esta defini¢do é dada na secgdo 1, onde também mostramos que o vetor
curvatura média das subvariedades que constituem uma familia isopa-
ramétrica tem norma constante (v. prop. 1.4). Na sec¢do 2, estudamos
as familias isoparamétricas cuja distribui¢do complemento ortogonal ¢
integravel. Demonstramos (Prop. 2.3) que neste caso, cada folha da fa-
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milia isoparamétrica tem fibrado normal plano, as variedades integrais
da distribuigdo complemento ortogonal sdo totalmente geodésicas e que
o vetor curvatura normal é paralelo na conexdo normal de cada subva-
riedade da familia isoparamétrica. Na sec¢do 3 estudamos as subvarie-
dades paralelas. Obtemos assim um processo efetivo de construcdo de
familias isoparamétricas de subvariedades normais (i.e., cujas distribui-
¢des complemento ortogonal sdo integraveis) (ver Prop. 3.5), o qual, no
entanto, ndo é explorado neste trabalho. Na seccdo 4 mostramos que as
folhas de uma familia isoparamétrica de subvariedades de uma varie-
dade de curvatura constante tém curvaturas principais constantes.

Finalmente, na sec¢do 5, obtemos uma relagao entre essas curvaturas
principais, generalizando a féormula fundamental de Cartan para codi-
mensdes mais altas.

Preliminares: Neste artigo, todas as variedades e aplicagdes considera-
das serdo de classe C*. Dada uma variedade riemanniana de dimensdo
n+q, M" % <, >, comn, g =1, utilizaremos a convengdo de que indices
latinos mintsculos assumem valores entre 1 e n, indices gregos minusculos
entre n+ 1 e n+ ¢ e finalmente, indices latinos maidsculos assumem va-
lores entre 1 e n + ¢. Indicaremos respectivamente por V € A a derivacido
covariante e o operador de Laplace da variedade riemanniana em questao.
Para um dado referencial ortonormal local {e,}, temos as corres-
pondentes formas diferenciais, w, w45, que satisfazem as equagdes:

Ve, =) mg, e,
A
Em conseqiiéncia, as equagdes de estrutura desse referencial seréo:
de—+— ZwAB AN Q)B—_— 0
B

dwp + Y w5 A Ogp = Qup,
5

onde as Q,p sdo as formas de curvatura do referencial.

1. Familias Isoparamétricas de subvariedades

Definicdo 1.1. Sejam M"*?Y uma variedade riemanniana de dimensdo
n+gq, n, q=1 e U uma subvariedade aberta de M"*4. Chamaremos de
familia isoparamétrica de subvariedades n dimensionais a toda folheag¢do
de U que é definida localmente como imagem inversa de valores regulares
de uma aplicagdo,

F:Wc U>RY F=(Fy,..., Fasp)
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de tal modo que as fungées:
P,;=<{grad F,, grad Fg), AF,, o, B Zn+ 1, sejam localmente cons-

tantes em cada folha.

Defini¢io 1.2. Um referencial ortogonal ey, ... e, , é dito distinguido se
0S Campos €41, ... €y+q forem obtidos a partir dos campos grad F,,, ...
grad F,.,, pelo processo usual de ortogonaliza¢do de Gram-Schmidt.

Lema 1.3. Sejam S uma folha de uma dada familia isoparamétrica de
sub-variedades e H o vetor curvatura média de S. Entdo, para todo refe-
rencial distinguido (e,), as fungdes (H, e,y sdo localmente constantes em S.

Demonstracdo. Da defini¢io de referencial distinguido vem que:

m+q

grad F, = 3. @405, B=8+ L0+ g
n+1
sendo que as fungdes g,5 sdo localmente constantes em S.
As equagdes anteriores sdo equivalentes as seguintes:
(1) dF, =Y g0y, a=n+1,....,n+q.
B
Por outro lado, do fato de as fungdes ¢g,; serem localmente cons-
tantes em S, obtemos:

() dq,5 = Y qupydF,, @,p=n+1,..,n+gq.
Y.

Tomando a diferencial exterior de ambos os membros de (2) obtemos:
dq,p, A dF, =0, o,f=n+ 1,....,n+ q.

Do lema de Cartan segue entdo que as formas dq,;,, a=n+1,...n+gq,
sdo combinagdes lineares das dF,,q,...,dF,,, € consequentemente as
fungdes ¢,4, também sdo localmente constantes em S.

Por outro lado, de (1) segue, por derivacdo exterior:

Y dgu A W+ gupdwg =0, a=n+1,...,n+gq.
B
Utilizando as equagdes de estrutura obtemos das equagdes anteriores:
3 2. (dgap A w5 — Y, Gup(@pq A ©4) = 0.
B A, B

Das relagdes acima vem, para cada par de campos vetoriais e,,e,,
wv zn+ 1:

dqau(ev) FRA dqav(eu) S zﬂ:qaﬂ(wﬂu(ev) Gz U)ﬂv(eu))-
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Sendo a matriz (q,,) inversivel e as fungdes gq,5 € dq,.(e,) — dq,.(e,)
localmente constantes segue que as fungdes wg,(e,) — wy,(e,) também o
sdo. Em particular, temos que as fung¢des w,,(e,) sdo localmente constantes
em S.

A seguir analisaremos o laplaciano de cada func¢do F,, o qual ¢
dado por:

(4) ' AFa = ZeA(eA Fa) = (VEA eA)Fzz-

Notando .que as fung¢des dF(e;) sdo nulas para i=1,...,n, € que,
em vista de (1) e (2), vale:

eﬂ(eﬂFa) T ﬂz:qaﬂyqyﬂa
sV
a equacdo (4).pode ser reescrita:
(5) AF:I T Z qaﬂyqyﬂ T Z (VeAeA) Fa'
B.v A
Temos também:

z dFa(VeA eA) G <Veieia eﬂ> qa/l a5 <Veyey7 eﬁ> qalf'

Lembrando que o vetor curvatura H ¢ dado. por:

H = i Z (Veeivep)iey,
n i’ﬁ

obtemos a expressio
©) L AF(Ve,) = Zqu (nH, e5) + 3. dupgyle;).
B.y

Da definicdo de familia isoparamétrica, vem que as fungdes F, sdo
localmente constantes sobre cada folha S e de (5) e (6) concluimos que
as fungdes (H,ez) também tém essa propriedade.

Uma conseqiiéncia imediata desse lema é a seguinte proposicdo:
Proposi¢cao 1.4. O vetor curvatura normal de cada folha de uma familia
isoparamétrica de subvariedades tem norma constante.

2. Familias Isoparamétricas Normais
Defini¢do 2.1. Uma familia isoparamétrica de subvariedades de uma va-

riedade riemanniana serd denominada familia isoparamétrica normal se a
distribui¢do definida pelos espagos normais de suas folhas for integravel.
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Lema 2.2. As formas de conexdo de um referencial distinguido de uma
familia isoparamétrica de subvariedades satisfazem:

(1) wai(eﬂ) = 09 waﬂ(ei) = 09 i= 1’ L a’ﬁ g 1t i
Demonstragdo. Partimos das relacdes (3):

Z(dqaﬁ N Wy = Z qaﬂ(wﬂA A y) =0,

B B, A
e aplicamos ambos os membros ao par de campos e;, e,, para obter

gqaﬂ(wﬂv(ei) — wge,) = 0,

e dai, jA que a matriz (q,5) € inversivel, vem:
(2) wﬂv(ei) - wﬂi(ev) = 0.

Por outro lado, a integrabilidade da distribui¢do complemento orto-
gonal se traduz por:

(3) wai(eﬂ) = wﬂi(ea)-

Combinando as relagdes (2) e (3), obtemos (1).
Do lema 2.2., segue imediatamente o seguinte resultado:

Proposi¢io 2.3. As variedades integrais da distribui¢do complementar de
uma familia isoparamétrica sdo subvariedades totalmente geodésicas e a
conexdo normal de cada folha da familia isoparamétrica tem fibrado nor-
mal “flat”.

3. Familias Paralelas de Subvariedades

Nesta sec¢do estudaremos a estrutura local de familias isoparamé-
tricas de subvariedades de uma variedade riemanniana M"*%(c), simples-
mente conexa € com curvatura constante c.

Lema 3.1. Seja S uma folha de uma dada familia isoparamétrica de subva-
riedades de M"*%c). Nestas condigdes, para todo ponto m de S existem
uma vizinhan¢a aberta simplesmente conexa de m em S, um intervalo J
de R centrado em 0 e uma seqiiéncia &, 1, ...,¢+, de campos normais
a S, unitdrios dois a dois paralelos na conexdo normal de S, definidos em
U, de tal modo que a aplicacdo

f:Jx 817 x U-> M""Yc),
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onde S9™! é a esfera unmitdria de R, e definida por:
f(t: a, X) = expx(t z aaéa(x))y a= (an+1 9 [siwisl s an+q)Sq_1’

seja um difeomorfismo.

A demonstragdo deste lema ¢é simples e sera omitida.

Definicdo 3.2. Uni difeomorfismo f nas condig¢oes do lema 3.1 serd deno-
minado trivializagdo normal da familia isoparamétrica dada. Além disso,
consideraremos o difeomorfismo

i : U- M%), fe%x) = f(t,a,x), xe U.

Lema 3.3. Para cada xeU e a S ', o campo de subespagos t — (f &) * T.S
é paralelo ao longo da geodésica t— f(x).

Demonstragdo. Consideraremos separadamente cada um dos casos ¢ =0,
c=0e c<(.
No primeiro caso, o espago ambiente ¢ R"*? ¢ a aplicagdo f se es-
creve f(t,a,x)=x+ tZaaéa(x), onde x é identificado com o seu vetor
a

posi¢do em R"*4.
Se indicarmos por D a derivagdo covariante de R"*4 podemos es-
crever

(f‘tz)*v =v+ tzaaDvéa,

para todo vetor tangente v de S.

Como D¢, é ainda tangente a S, vemos que o vetor (f¢)*v é pa-
ralelo ao espago tangente T,S e consequentemente fica demonstrado o
lema no caso euclidiano.

Nos casos restantes, podemos restringir-nos sem perda de genera-
lidade aos casos c=1¢ c= —1.

Para o caso eliptico, temos que a aplicacdo f dada por

f(t,a,x) = (cos t)v + (sent) Y a,é,

tem valores na esfera unitaria $"*¢ de R"*9*!, Para todo vetor tangente
v de S, vem

(f%*v = (cost)v + (sent) ) a, D¢,
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onde D representa a derivagdo covariante.de R""*'. Como os campos
sdo paralelos na conexdo normal da folha S, vem que D&, € a soma de
um vetor tangente a S e do vetor (D ,, x) x. Por outro lado, como
vale (D,£,,x)> =0, vemos que (f{)*v €& paralelo a um vetor de T.S.

No caso ¢ = —1, podemos considerar que o espago ambiente seja
H""4 < R""1*1  definido por
H**1 = {xeR"1"! (x,x) = —1},

onde (,) denota a métrica de Lorentz de R"*4*'.
Neste caso, temos a expressﬁo:
f(t,a,x) = (Cht)x + (Sht) ) ai,

a

e para todo vetor tangente ve T.S, vale:

(fH*v=(Cht)v + (Sht) Z a.D,¢&,.

Dai concluimos facilmente que (f%) = v é paralelo (no sentido eu-
clidiano) a um vetor tangente de T,S. Com isto terminamos a demons-
tragdo do lema 3.3.

A seguir enunciamos o seguinte fato de carater geral:

Lema 3.4. Se M é uma subvariedade totalmente geodésica de uma varie-
dade riemanniana M"*% e y=y(t) é uma curva de M, entdo o campo de
subespagos t— T, M ¢é paralelo em M"te,

Estamos agora em condigdes de provar o seguinte:

Proposi¢io 3.5. Seja f uma trivializa¢do normal de uma familia isopara-
métrica de subvariedades de M""%c). Entdo, cada uma das subvariedades
f%U) esta contida em alguma folha da familia isoparamétrica dada.

Demonstragdo. Seja M, uma variedade integral maximal da distribuicdao
complemento ortogonal da familia isoparamétrica. Da proposicdo 2.3,
segue que M, é totalmente geodésica. Em vista dos lemas 3.3 e 3.4, temos
que as famlhas de subespagos T,,M, e (f{) * T.S sdo paralelos ao longo
da geodésica t— f#(x). Consequentemente, estes ultimos sdo ortogonais
a M, ao longo dessa geodésica. Pela unicidade do complemento orto-
gonal vemos que estes subespagos sdo tangentes a folhas da familia iso-
parameétrica.
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1. Subvariedades com Curvaturas Principais Constantes

Inicialmente mencionaremos dois resultados de natureza técnica
sobre campos de tensores:

Lema 4.1. Seja A um campo de tensores simétricos do tipo (1,1) sobre uma
sariedade riemanniana M". Entdo existem n fungdes continuas A, =1, = A,
le tal maneira que para cada x de M", o conjunto {A(x)}i=1,2,...,n}
3 0 conjunto dos autovalores de A,.

A demonstragdo deste lema pode ser vista em [4].

ste resultado nos permite formular a seguinte:

Defini¢do 4.2. Diremos que uma subvariedade n-dimensional S de uma
)ariedade riemanniana M"*? tem curvaturas principais constantes se:

i) O fibrado normal de S é “flat”.

ii) Para todo campo de normais &, paralelo na conexdo normal de S,
lefinido sobre uma subvariedade aberta e conexa de S, as fungoes A; dadas
velo lema 4.1., com respeito ao campo de tensores A%, onde A° denota a
iegunda forma fundamental definida por &, sdo constantes.

O principal objetivo desta seccdo é o de provar que as folhas de
1ma familia isoparamétrica de subvariedades de M"*4(c) tém curvaturas
yrincipais constantes. !

defini¢ao 4.3. Seja S uma subvariedade de uma variedade riemanniana de
‘'odimensdo 1 e cujo fibrado normal é “flat”. Um ponto x de S é denomi-
wado ponto geral se existir um referencial ortonormal de M adaptado a
S e tal que os n primeiros campos diagonalizam as seguidas formas fun-
lamentais A®"*1,...,a"""4

Utilizaremos o seguinte resultado cuja demonstragdo omitimos:

Proposi¢do 4.4. O conjunto dos pontos gerais de uma subvariedade é aberto
> denso.

E claro que se tivermos demonstrado que cada componente conexa
io conjunto dos pontos gerais de uma subvariedade S tem curvaturas
rincipais constantes, entdo S também terd esta propriedade.
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Defini¢do 4.5. Dada uma trivializa¢do hormal f de uma familia isopara-
métrica [ :J x 8271 x U—- M""%c); chamaremos de referencial normal
adaptado a essa trivializagdo a seqiiéncia de campos vetoriais definidos ao
longo def, e, 1, ...,e,+q, do seguinte modo: cada e, é o campo que no pon-
to f4x), x€ f§(U), coincide com o transladado paralelo de &,(x) ao longo
da geodésica t— fi(x).

Lema 4.6. A restrigdo de cada campo e, da subvariedade f%(U) é um cam-
po normal e paralelo na conexdo normal desta subvariedade.

Demonstragdo: O fato de os campos e, serem ortogonais a subvariedade
f%U) é conseqiiéncia do lema 3.3. Para mostrar que os e, sdo paralelos
na conexdo normal de f %U), tomamos uma curva arbitraria de U, u= u(s)
e consideramos as fungoes:

u(s, t) = f? o /J(S), d)aﬂ(s’ t) == <§§ €q, eﬁ>'

ik \% ; .
Da defini¢do dos e, segue que o e, € nulo e portanto as derivadas

0 S = =

6—? af também sdo nulas. Portanto, as fun¢des ¢,; ndo dependem de ¢
e como estas sdo nulas para t =0, serdo sempre nulas. Fica assim, de-
mostrada a segunda parte do lema.

Proposi¢iao 4.7. Seja uma familia isoparamétrica de subvariedades n di-
mensionais de M""%(c). Nestas condi¢des, toda folha tem curvaturas prin-
cipais constantes.

Demonstragdo. Sejam S uma folha e f uma trivalizagdo normal definida
em uma vizinhanga de um ponto geral de S. Do lema 3.3, segue que se
um referencial ortonormal ey, ..., e, da folha S diagonaliza as segundas
formas fundamentais entdo o referencial (f¢)e;, i=1,...,n, diagonaliza
as segundas formas fundamentais de f{(U).

Temos assim n campos vetoriais unitarios e dois a dois ortogonais,
tangentes as folhas da familia isoparamétrica. Utilizaremos ainda a no-
tagdo ey, ..., e, para denota-los. Finalmente, completamos estes campos
a um referencial ortonormal por meio dos campos vetoriais definidos
em 4.5. Denotaremos por a; as fungdes diferenciaveis definidas na ima-
gem de f por

@ e A e = Ly mam n il an 4 g
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Com isto resultam as equagdes w,; = afw;, e destas, por derivagdo exte-
rior, dw,; = da; A w; + a;dw;.

Utilizando as equacgdes de estrutura e notando que as formas de cur-
vatura satisfazem, Q = cw, A wp, podemos escrever:

= '3 o o
COy A @i — ) Wog A Wy =dai A w; — aly wip A 0p— aty w;, A w,,
A B b2

ou ainda:

e, e @y — wa‘ A wj— wa A 0y = dat A o; —a?Zu),-j A 0.
J J J

Se calculamos ambos os membros dessa equagdo no par e,, e;,
obtemos:

dai(e,) — atal = c0; — ) alw,e,).
.

Em particular, para u= o vem:

dai(e,) — (@) = ¢ — ) alwy,l(e,).
. -

Notando que as curvas integrais de e que partem da subvariedade U
sdo geodésicas de M""4(c), obtemos, para as restricdes das a; a estas
geodésicas, as equagdes diferenciais:

daj

dvtl =C + (a?)z’ a? = a?(lv X),XE U.
Em vista do lema 1.3, temos a condigdo inicial a%0, x) = constante, e
dai, por um resultado estabelecido em [2], concluimos que as fungdes a;
sdo localmente constantes. Com isto fica demonstrado que as folhas da
familia isoparameétrica tém curvaturas principais constantes.

5. A Formula Fundamental

Nesta sec¢do obteremos uma relagdo entre as curvaturas princi-
pais a; das folhas de uma familia isoparamétrica de subvariedades de
M""9c). As consideracdes que nos permitem chegar a esta relagdo estdo
fortemente apoiadas nas idéias de E. Cartan [1].

Em rela¢do a um referencial e,,...,e,,€,4;,...,€,+, adaptado a
familia isoparamétrica dada, onde os campos e;, ..., e, diagonalizam a
segunda forma fundamental de cada folha, temos:

(1) wg=aiw;i=1..,n =n+1..n+gq

e e T Y

~

i e o S o,

=
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onde as a? sdo constantes. Introduzimos a seguir as fungoes:
a
(2) ?jk = (af — a?)wij(ek)-

Tomando a diferencial exterior de ambos os membros de (1) e avaliando
as formas diferenciais assim obtidas no par de campos ej, ey, obtemos:

3) (@i — af wijler) = (ai — P wyle)),

da qual resulta por sua vez, a simetria das Al em relacdo aos indices
inferiores. Obtemos também, para dois indices distintos I, j a relagdo:

4  c+Zdlal=
= X wijle)wyile;) — wyile;) + wyle;)wyjle;) — wylej)wyjle;) +
+ (d(w;jle))) (e;) — d(w;jle;)) (e;)).

Por outro lado, vimos que para quaisquer indices i, j,k, valem

(5) (255 = (af — af) (af — @) (vij(er) (wxile;) — wysley)))
(6) = (i?jk)z = (ax — af) (a5 — a?)wik(ej)wkj(ei)-

Para simplificar a notacdo, damos a seguinte

Defini¢ao 5.1. Diremos que dois indices i, j sdo a-essencialmente distintos
se ai #dj, i, j=1,...,n,a=n+1,...,n+ q Indicaremos por J? q conjunto
dos indices que sdo a-essencialmente distintos em i. Dois indices i,j sdo
ditos essencialmente distintos se forem [-essencialmente distintos para
algum p.

Neste linguagem, temos que se i,j sdo essencialmente distintos,
entdo:
(7) w;jle;) = 0, w;j(ej) = 0.

A seguir subdividimos a nossa exposi¢do em uma série de pequenos
lemas:

Lema 1. Se i,j sdo dois indices essencialmente distintos, entdo, para todo
indice k, vale:

t) wik(ei)wkj(ej) = 0.

Demonstragdo. Se aj= aj, entdo aj# aj e dai wyj(e;) =0, ai = d}, entdo
£ a
ay # a; e dal wyle;) =0, dai # ai, ai # a’ temos wy(e;) =0, oyjle;) = 0.
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Lema 2. Se i,j sdo dois indices a-essencialmente distintos e se k é um
indice tal que ai=aj ou ai= aj entdo valem:

©) (Uij(ek) = aq, wik(ej)wkj(ei) = 0.

Demonstragdo. Partimos da relagdo (3) sob a forma:
(10) (ak - ai) oy (e;) = (ax — aj)wyjle;).
Se ag = aj, vem aj # aj-¢ entdo, da relagdo acima, w,(e;) =0. Analoga-
mente, se ay = a; vem wy(e;) =0, ficando assim provada a segunda re-
lagdo (9).

Para provar a primeira das relagdes (9), partimos de

(11) (07 _ ay)wjley) = (af — ap)wyle;),

e observamos que, se ai=aj, vem: w;(e,) =0. Finalmente, se ai = aj,
temos: wj(e;) = 0.

Lema 3. Se i,j sdo dois indices essencialmente distintos, entdo vale:

(12) c+ Za:y a} = Z (wij)(ek)wki(ej) T wkj(ei)) i wik(ej)wkj(ei)

keJimd}

Demonstragdo. Se k ¢ J* temos a} = a* e entdo, pelo lema 2, vem que o
termo correspondente ao indice K na somatoria acima é nulo, o mesmo
acontecendo se k¢ J3.

Do que precede, segue imediatamente o seguinte:

Corolario 5.4. Se i, j sdo indices tais que para algum B se tenha J® nJ4 =
entdo:

]

(13) c+ ) al a,=0.
o

Lema 5.5. Se i,j sdo a-essencialmente distintos com JinJi= & entdo
vale: i

(14 ¢ +zav,-a3-=zz< Gy
? k (a

k—a3) (ak—aj)

) keJin Jo).

Este lema decorre imediatamente de (12) e da definicdo dos 4.
Proposicdo 5.6. (Formula de Cartan generalizada) Para cada indice
i=1,...,n, e cada indice o =n+1,...,n+ q vale:

<c + Y aja)

(15) Y. ﬁ):o e i JinL=02).

J

—

TN N T YO

e —
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Demonstra¢do. Basta mostrar que:

00 5[ 3 (Gl

J Lkesinsm (aoﬁ e aaj) (af — a";) (ai L a‘j)

)zO}(jeJ“;' N Ji# D)

Para isso observamos que o termo correspondente aos indices i, j, k
contribui na somatodria se e s6 se JinJi# J e keJi Ji. A seguir, veri-
ficamos que o termo i, k, j também comparece na somatodria e com sinal
oposto, uma vez que JinJ;#0 e jeJinJi.

E de esperar-se que a formula (15) venha a desempenhar um papel
importante na teoria das familias isoparamétricas de subvariedades.
Daremos aqui uma aplicacdo desta férmula, a saber:

Proposi¢do 5.7. Seja M" uma subvariedade de R"*%, com curvaturas prin-
cipais constantes e satisfazendo:

i) g=n.
ii) A dimengdo do primeiro espag¢o normal em cada ponto é n. Entao M"
tem curvatura seccional nula.

Demonstragdo. Seja B,: T,M x T,M —(T,M)* a segunda forma funda-
mental de M" no ponto p. Supomos que e, ..., e, seja uma base de T,M
que diagonaliza B,,. Da hipotese ii) vem que os vetores Bley, e;), ..., Ble,, e,)
sdo linearmente independentes. Utilizando o processo habitual de orto-
gonaliza¢do a partir da base acima, obtemos uma base de (TM")*, de tal
modo que os autovalores af, i=1,...,n,a=n+1,...,n+ ¢, formem uma
matriz triangular de posto n:

a ayt! art!
0 an+ 2
0 (:12n
0 0 0
Aqui, devemos notar que todos os elementos diagonais a}*!, a5*2, ..., a}",

sao distintos de zero.

Aplicamos agora a férmula (13) para os pares de indices (1,n), ...,
(n—1,n), e para o indice = n, para inferir que os elementos «%*', ...,
a?"~! sdo todos nulos. Passando a seguir, por inducdo, as linhas de or-
dem 2n—1,2n—2,...,n+ 1, e aplicando em cada passo a formula (13),
vemos que a matriz acima ¢ diagonal. Disto deduzimos facilmente que M"
tem curvatura nula.
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