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Une condition pour qu’une submersion soit la
projection d’un produit

Renato Valladares

1. Introduction.

Soit V= V" une variété riemannienne de dimen$ion n>2: si peV,
on notera T,V I'espace tangent a V en p; si X, Ye T,V definissent un plan o,
on notera la courbure sectionelle de Vselon ¢ par K, ou K yy et la courbure
de Ricci selon X par Ric(X). La métrique sera notée <, »; R sera la droite
reélle et R" sera le n-espace euclideen.

(1.1) Soit U<V un ouvert et f : U— R une submersion ou le champ
gradient est unitaire. On dira dans ce cas que f est une submersion rieman-
nienne (voyez [4]). Soit A la famille suivant:

A={f""a); aef(U)c R};

A peut étre interpretée comme une famille d’hypersurfaces equidistantes
dans V (voyez 2.5).
On a le théoréme suivant, ou I est un intervalle réel.

1.2. Théoréme. Soient M € A et X = grad f; si pour tout champ de vecteurs
Yen V, Kyy=0, alors pour que V soit localement un produit riemanien
M x I et f soit la projection, il suffit (et il faut aussi, bien siir!) que toutes
les Hipersurfaces de A soient minimales.

1.3. Corollaire. Soient U = R" un ouvert et f : U— R une fonction telle
que la norme | gradf | du champ gradient de f et le laplacien Af de f verifient
| gradf | = constant et Af =0

alors, f est la restriction a U d'une application affine.
1.4. Théoréme. Soit A comme en 1.1. Si toutes les hypersurfuces de A sont
minimales, alors

Ric(X) = 0.
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1.5. Corollaire. Soit A comme en 1.1; alors une des affirmations suivants
est vraie:

a) V est localement un produit riemanniene M x I.
b) Il existe pe V et des plans ¢,,0, = T,V avec K,, >0 et K,, <0.

Je remercie les professeurs Manfredo P. do Carmo, Pedro Nowosad,
Claudio C. Dias et Celso J. Costa.

2. Preliminaires.
(2.1) Dans cet article, A et f seront toujours commeen 1.1, et X = grady.

2.2. Lemme. Si f : U < V— R est une submersion riemanniene et V est lu
connexion riemanniene en V, on a que

VyX =0.
Alors les courbes integrales de X sont des géodésiques (X = grad f).

Preuve. Soit pe U; il est possible de prende des coordonneés locales
(015 8-, 2 p, ) enipride dtelle ‘fagont iquesisi

~

X; = (?Cx—,’ alors X, = gradf = X et
23) (X XS = {1 si i=n (voyez 1.1)
0 si i#n
il résulte que pour tout i= 1,2,...,n, on a que
(2.4) 0= X <X, X)>=22VxX, X,
comme
VX = VxX,;

2.3 et 2.4 montrent que pour tout i=1,2...n,

0= X<X5Xl> T <VXX,Xi>'

2.5. Remarque. Il résulte du lemme 2.2 que si f : U = V= R est une sub-
mersion riemannienne, alors les fibres f ~!(a) avec a€f(U), forment une
famille differentiable d’hypersurfaces qui peuvent étre interpretées comme
equidistantes dans V.
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2.6. Lemme. Si f : U = V— R est une submersion riemanniene et H(p) est
le vecteur courbure moyenne de la fibre f ~'(a) en p, alors

H(p) = — Af(p) X(p).

Preuve. Soient X, X,,..., X, comme dans la preuve de 1.2. Soient
E,,E,, ..., E, des champs orthonormalisés de X, X5, ..., X, de telle facon
que E,= X, = X (voyez 2.1). Dans ce cas, on a que

n=1
H= ) <VgE,X>X
i=1

et que
ni=il
Af: Z <VE,'X’ El>
i=1

Comme {E;, X) = constant (voyez 2.3), on a que

<VLIEUX> S 7 <VE,'X’ El>

3. Variation Associée a la Submersion f.

Soit f:U < V— R une submersion riemanniene et soit F le flot
associé a gradf. Si p, € U, il est possible d’associer a F une variation locale
de M =f""a), (o a=f(py))., quon notera aussi F, par la loi

F'(p) = F(p1).

Il est facile de voir que le champ variationnel de F est gradf et que cette
variation est normale. On a encore un diffeomorphisme locale en p,,

F':M— M'= F'(M),
pour |t| assez petit. Il est facile de voir que

(31)M'C "1(a+t) et la variation F! = Ftoﬂ de Mt est normale pour
¥ to
tout ty assez petit.

(3.2) Il resulte de 3.1 que si toutes les fibres de f sont minimales, alors
toutes les M' sont minimales. Dans ce cas par le théoréeme 3.3.1 de [5]
on a que le champ variationnel gradf de F verifie les equations de Jacobi
le long de M. Dans la suite, on donnera les préliminaires pour faire usage
de ces equations.

Prendons I'application linéaire S : T, M — T, M définie par

S8(Y), Z) = <VyZ, X?;
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il est bien counnu que S est auto-adjointe; alors il existe des nombres

reéls k,,k,, ..., k,_, et des vecteurs orthonormaux v,,v,,...,v,—; dans
T,,M tels que
(33) S(Ui) = k,-v,- 5

Avec l'aide des vecteurs vy, ...,0,_; On peut associer a un champ
de vecturs J en U, deux vecteurs AJ et RJ dans T,V definies par

AJ = Z V,,Vy.J

i=
Z Ula Ui,

ou R est le tenseur de courbure de V.

Il est possible montrer que AJ et RJ ne dependent pas des
U1,z ..., U,y (Voyez [1] et [5]).

Quand (voyez 3.2) X vérifie les equations de Jacobi le long de M, il
résulte des equations 3.2 de [1] que

— (AX, X> = (RX, X> + Y ki,

(3.4)

ou les k; sont comme en 3.3. Alors, de 3.4 on a que

(3.5) R R LR g T
i=1 i=1

4. Preuves des Resultats.

Prendrons une carte locale ¢ pour M en p, telle que il existe des
courbes coordonées bs) avec bo) = p, et b;(0o) = v;, ou les v; sont comme
en 3.3. Pour | ¢ | assez petit, on peut étendre la carte ¢ a une carte @(x, t) =
= F'(¢(x)) pour V. Soient. X{, ..., X,_, X, les champs associés a ¢; on
a que X,= X. Le lemme suivant est immédiat, ou 7(t) est la geddésique

V(t) = :po)‘
4.1. Lemme. Soit X;(t) = X~('y(t))' alors
a) dF,(v;) = X;(t)e T,(,\ M
b) VxX;=Vx Xe Ty(,)M
De la méme fagon qu’on a definie S dans la section 3, ou peut definir

S, VT M ST

y(®)
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comme l’application lineaire que vérifie
<SI(X)3 Y> = <V§aX>)’(t)'
Si on prend pour courbes coordonneés b;(s), les applications
Bi(s, 1) = F(bi(s)),

on a que les f3; definissent des variations de la geddésique y(t), de telle fagon
que toutes les courbes t— f;(sy, t) sont des geddésiques. Comme le champ
variationnel de f; est X;(t), il résulte de [3] (equation (1), pag. 93 et lemme
4.1, pag. 181) et de 4.1 (a) que

(4.2) Vi Xi(t) + S Xi(1) € (T, M')*
4.3) ViVxX;= — R(X, X)) X,

ou L signifie “complément orthogonal” et R est le tenseur de courbure de V.
De la definition de S,, on a que S,(X;)e T,,M"; alors de 4.1 (b) et
42, on a que

(4.4) Si(X;) = — VxX;

Soit D = M un domaine d’aire finie; soit D'= F'(D), on peut alors
définir la fonction d’aire A, par

Ap(t) = aire de D'.

Si toutes les M sont minimales, comme toutes les variations F = F' "
sont normales (voyez 3.1), il resulte que pour tout t, Ap(t)=0. Alors, si
Uy, Ugy ..., U,—1 € T,oM sont comme en 3.3, 'aire A(vy, ..., 0,-) du paral-
lelogramme de arétes paralléles a vy, ...v,_,, verifie pour tout ¢ (voyez
4.1. (a))

(4.5) 1= Ay, ..., Uy_y) = AdFL(0y) ... dFs (v, 1) =
= AX (1) ... X,-1(2)).

4.6. Lemme. Soit g(t) = H |1 — th; | une fonction g : R—R, ot les h; sont des
i=1

nombres reéls. Si g =0, alors hy=h,=...=h,,=0.

Preuve. 11 est facile de voir par induction que

h 11—

1 JFi

M=z

gil=—

i

Il

en utilisant I'induction une autre fois, on a le lemme.



54 Renato Valladares

4.7. Preuve de 1.2. De I'hypothése du théoréeme 1.2, on a pour tous les
champs Y, Z que

(4.8) 5 (RX, Y+ 2)X,Y+ Z) = 0;
du développement de 4.8 et de 4.3 on a que pour tout i,
ViVxX,= — R(X, X;)X = 0;
alors, il existe des champs Y; et Z; parall¢les le long de y(t) = F'(p,) tels que
(4.9) Xi(0) = tY,() + Zv);
comme X;(0)=v;, on a que si E;(t) est le transpbrt parallel de v; le long
de y(t), alors Z;=E;; comme de 4.9 on a que
VxX; =Y,
et comme si t =0 (voyez 3.3 et 44) on a que
VxX;= — S(v;) = — k;v;,
il résulte que pour tout i=12,....n—1
Xi(t) = (1 — tk;) E;(0);

comme les X; sont orthogonaux, on a de 4.5 que

n—1

L= AX,(@0) ... Xooa(@) = [ | 1—th;]

i=1

et le théoréeme suit du lemme 4.6 et des resultats bien connus.

4.11. Preuve de 1.3. Si gradf =0, le corollaire est immédiat. Supposons
que |gradf | =c¢>0; soit ¥ =f/c : U— R. Pour 1.1 et 2.6, ¥ est une sub-
mersion riemannienne qui a toutes ses fibres minimales; alors, du théoréme
1.2 il est facile de voir que ¥ est la restriction a U d’une application affine.
Comme f=cV¥, on a le corollaire.

4.12. Preuve de 1.4. Compte tenu de 3.5 et du fait que X;(0)=v,, il
suffit de montrer que pour ¢ =0,

= no 1
(4.13) Y (Vx Vi X, X)) = Y k2.
=1 i=1

i
Comme | X |=1, on a pour tout i que

<VX|‘X’ X> = 0,
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alors, de 4.1 (b), pour tout i,
(4.14) o <inVx,-X, X)) = <VXXi,VXXi> 5
alors, si +=0, 4.13 résulte de 4.4 et 4.14.

4.15. Preuve de 1.5. Si l'affirmation 1.5 (b) n’est pas vraie, il résulte de
1.4 que pour tout champ Yen V, Kyy =0 et le corollaire résulte de 1.2.
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