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SUR LA FORMULE DE GONZALEZ-VERDIER

MARCOS SEBASTIANI

L'objet de cet articie est de donner une demonstration
simplifiee de la formule de Gonzalez-Vedier sur 1'invariant d'
Euler local (voir [1]) et quelques applications.

La demonstration suit la meme ligne que celle de [f] mais,
en adoptant un point de vue plus topologique, nous obtenons une
demonstration sensiblement plus courte.

Les applications pourraient s'obtenir aussi a partir de
[2] mais la présentation donnee ici est plus elementaire.

Je remercie J.P. Brasselet et G. Gonzalez-Sprinberg, dont
les entretiens et les exposes m'ont ete tres profitables.

1. Classe fondamentale d'un diviseur. Soit M un espace analy-
tique reduit de dimension »n et soit D un diviseur de Cartier
dans M. On suppose D effecitif et a support compact.

Soit E le fibre vectoriel de dimension 1 associe a D.
Comme D est effectif, E est canoniquement muni d'une section
non-triviale s (correspondente a la fonction constante 1, dont
le diviseur est 0 > -D). L'ensemble des zeros de s est le
suport |p| de D. Alors, on peut considerer.

s: (M, M-|D|) » (E,E¥) (E* = E moins section nulle)

Soit « 1la classe de Thom de £, w € H(E,E*; 7).

Definition 1. [D] = s*(w) n [M] € Hzn_2(|/:)\,z)
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est appelee classe fondamentale du diviseur p ([M] denote la
classe fondamentale de ).

Soient D ,..., D, les composantes irréductibles de ot

Alors, on peut ecrire de fagon unique: [D] = Enj[Di].

Definition 2. 7§ nij est appele cycle associe a D.

Si M est normal, le cycle associe est le diviseur de
Weil associe au diviseur de Cartier.

Lemme 1. Si M est compact, [D] = ¢, (E) n [M] dans # (M;2z) .

2n=2
(Par abus de notation, on note avec la meme lettre une classe
d'homologie et son image par 1'application induite par une
incTuston)s:

Demonstration. En effet, s*(w) = ¢, (E) € H* (M;Z).

Lemme 2. Supposons que M est un sous-ensemble analytique (ferme)
d'une variete non-singulaere V. Soit D' wun diviseur effectif
et a support compact dans V. Soit D =D'. M le diviseur
d'intersection (restriction de D' a M). Alors, [D] = [D'].[¥]
(intersection de classes d'homologie dans la variete V).

Demonstration. En effect. [D'].[M] = [2']* N [¥], ou * indique
dualite de Poincare dans V. Mais, par la definition 1,
[0']* = s'*(w') ou w' est la classe de Thom du fibre associé

a D' et s' est sa section canonique. Donc, [D'].[M]=s'*(w') N [M].

Pour conclure, il suffit d'observer que le fibre associe
a D est la restriction de celui associe a D' et appliquer la
definition 1.

On va utiliser, dans ce qui suit, le resultant suivant de
Topologie:

Lemme 3. Soient: E > X un fibre reel oriente de dimension n,
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X un complexe fini, ¥ © X un sous-complexe. Soit s:X = E une

section telle que s(y) # 0 pour tout y € Y. Soit w GH”(E,E*;Z)
la classe de Thom. Alors, s: (X,Y) » (E,E*) et s*(w) €8 (X,7;2)
est 1'obstruction a 1'extension de s|Y a une section de E*

au-dessus de X.

2. Ennonce de la formule. Soit ¥ un voisinage ouvert de 0 € ¢"
Soit X un sous-ensemble analytique ferme de dimension pure d de
y. Soit E = wxG(d,n) le fibre en grassmanniennes de d-plans
(par 1'origine) associe au fibre tangent a N et soit E ={0}xG(d,n)
la fibre en 0 € V.

Soit X < E le transformé de Nash de x. Soit x,= E,N X.
Soit x' 1'Bclate de ¥, dans X. Pour construire X', on
prend 1'éclate & de 0 dans ¥ et on considere E = AxG(dsn)

(eclate de E, dans E). L'application naturelle E -~ E induit
un homeomorphisme ﬁ—%o + E-E,, Ol ﬁo = ﬁo xG(d.yn), N, = Paiy
etant le diviseur exceptionnel dans #, Alors, X' est 1'adhe-
rence dans £ de 1'image réciproque de X-X,SE-E, par cet
homeomorphisme la. L'application > E induit une application
Fhehtxh

Dans X' on considere le diviseur d'intersection D =§O-X'.
C'est un diviseur effectif dont le support est Te compact
x! =E,n x'. Soit A' le fibré en droites complexes associe
a D et soit A = A'l|x,.

Sur X on a le fibré tangent généralise T, restriction
a x du fibre canonique sur E. Soit T' 1'image reciproque
de T par x' > X et soit T =7'|X.. On résume la situation
dans Te diagramme commutatif:

H—— N
[//

/|¢

e AN
N
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Observons que les fleches horizontales sont des inclusions et
que fo et X, sont compacts.

Theoreme. (G. Gonzalez-Sprinberg et J.L. Verdier)

1) Eu, (X) = J c (T-A)

( ‘ 0 [D] d-1

ou e(T-A) = e(T)/c(b) € H*(X;;Z) et Eu (X) est le nombre
d'Euler de X en O.

3. Demonstration de 1a formule. Par definition de D, on voit
que A' est la restriction a x' de 1'image reciproque par la
projection £ - N, du fibré associe au diviseur ﬁo dans #.
Donc,“si'p € ' x¥77egtsid e ¥egt 1!'imagetde’ p "dans?LX9% alors

Aé c¢” est la droite Ox si x #0; si =z =0, alors

Aé c ¢" est une droite limite (c'est a dire, i1 existe une

suite =z, € X - 10} ™ telte .que”fx, 470" "L Oxk—+Aé).

canonique s de A' est donnee par s(p) = 0z € Aé. L'ensemble

La section

de ses zéros est, naturellement, X;.

D'autre part, on definit une section t de T de la facon
suivante: pour chaque g € ¥ on définit t(g) comme etant la
projection orthogonale de Ox dans ﬁq = w”, ou x est 1'image
de q dans Xx. Si N est assez petit, on sait que t(q) # 0
pour tout q € ?—?0 (voir [1]). Par definition et par le lemme 3,

Eu, (X) = <t*(w),[X]>

oi w est la classe de Thom de T.

Soit t':x' - T' la section image reciproque de t. Alors,

(2) Bu,(X) = <t'*(w'), |X"]>

ol ' est la classe de Thom de T', par la fonctorialite de
la classe de Thom et parce que X' - X dinduit un homeomorphisme
entre des ouverts denses de X' et X.

Maintenant, nous allons completer de diagramme de plus
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haut en definisssant un morphisme topologique ¢:A' - 7'. Soit
p € X) et soit ¢ son image dans X, = X. Alors, il existe une
suit {xk} de points non-singuliers de X telle que z; » 0,
Oxk"A; et Txk(X) > Tq, ou Txk(X) est 1'espac?‘tangente a

x dans le point non-singulier x,. Par les proprietes de

Whitney, Aé & ?q. Donc, A &*rtiz T 11 en resulte que,

p p q’
n'est pas orthogonal a Té, pour

si N est assez petit, Ap

tout p € x'. Allors, on definit
orthogonale dans Té.

AL 7t a rojection
Ykt g il DAY projecti
D'aprés la deéfinition de ¢, ¢°s = ¢'.

D'autre part, T' = A' @ (T'/A') topologiquement. Soit

« 1la section nulle de 7T'/A'. Comme ¢'s =t', on voit que ¢t'
correspond a3 s @u dans cette decomposition. Donc,

t'*(w') = s*(w,) U ¥ (w,)

ou w, » w, sont les classes de Thom de aA', T'/A' vrespective-

ment. Alors,
<& ®(0" ), [2"]> = <gf(e, ). 4 7"*(wz)’[xy:b i

(3)

= <u*(w,),s*(w ) N [x']> = <u*(w2), (7] >

par la définition de [D]. Mais u*(w,) = cd,J(T'/A’), puisque
dim 7'/A" = 4-1 et, donc, (r'/A') est la classe d'Euler
de L 7MKL XAl oSS

cd_l

(4) <u*(w2),[D]> = <Cd_J(T'/AI)’[D]> = <0d_1(T'—A'),[D]>-

La formule (1) resulte de (2), (3) et (4).

4. Applications. On reprend les notations du §2. Soit G(d) 1la
grassmannienne infinie des d-plans par 1'origine. Soit k un
entier, 0 < k <d-1. Soit S, un sous-espace lineaire de

Pn_l de dimension n-d+k. Alors,
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Definition 3. Ok(X) € H,,(G(d);z) est 1'image par la projection
E > Gd,n)C,6(d) de [X']-[Skxc(d,n)] (intersection de classes

~

d'homologie dans £).

Les 0, (X) ne dependent ni du choix de Sy ni de n.

Proposition 1. Soient CosCrseeescy les classes de Chern du
fibre canonique sur G(d). Alors,

dz]
(5) Bu, (X) = L <epso, ()
k=0
Demonstration. On appelle aussi Gl aC) 5. .03¢ les classes'de

Chern du fibre canonique sur G(d,n). Soit -z 1la premiere
classe de Chern du fibre canonique sur Pn_J (cela veut dire que
z est duale de la classe fondamentale d'un hyperplan).

Dans H*(E ) = H*(P, ) ® H*(G(d,n)) on a:

n-1

d 3 .

(1 1®e,)(1®1-2@ 1) = | ='@ec,.

=0 Togd
D'apres la formule (1) et les descriptions de T' et A' on a:
d-1 d-j-1 2
)< ®cj,[E0]-[X']>
J=0

puisque, d'aprés le lemme 2, [P] = [ﬁoj.[x‘], Si * denote la
dualite de Poincare dans E, on a:
d~7 2 d-7- &
@@, [B]-[11]> = <= @D u1@ey), '] * 0 [E,] -

-<1@c ) u 1 ey n B

= <(1® {j)u Dﬂ]*,@jxa(dm)]>

puisque le dual de ESj] dans P, _, est xd_J_l. Alors,

w0 B 1]« 18ey, 1 0 By % o -
) <1®Cj,[f(']-[5j X G(dn)]> = <c.,0.(X)>;

d'ou la formula (5).
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Observation. La classe o0,(X) peut se représenter par un cycle
dont le support est contenu dans le sous-ensemble de ¢G(d) forme
par les d-plans limites des d-plans tangents aux points non-
singuliers x de X, quand x - 0 et Ox tend vers une
directions appartenant a Sj'

Cas d'une hypersurface conique. Soit X le cone sur une hy-

persurface non-singuliére V de P ou n >3, Alors d=n-1

n-1°

et 0 est une singularite isolee dans X.

Soit v* T1'hypersurface duale de V (les points de V

sont les hyperplans tangents a V). Alors,

e

(6) Bu (X) =Eu (¥) + deg v*,

ou Y est une section hyperplane generique par 0 de X.

Pour le voir, soit £ un hyperplan "generique" par 0
dans ¢" et prenons, pour calculer les 0 l(X)s 84, egal a
1'hyperplan de Pn_ défini par H et prenons Sk e 5

§ pour
0 %4 <d-2.

d-2

Soit Y =# N X, qui est aussi un cone sur une hypersur-
face reguliére. H coupe transversalement tous les plans tangents
a X. Les elements de X' N (55 x 6(d,n)) pour 0 < k < d-2
sont les couples (L,T) ou I est une droite du cone Y qui répre-
sente un point de P contenu dans S

n-1 k
tangent limite de d-plans tangents a X dans 2 € Y quand =z + 0,

et T est un space

du moins si les 5, sont suffisament generiques.

De la on deduit que si T1'on fixe une droite X par 0
dans ¢" transverse 3 H, alors 1'inclusion G(d-1,n-1) LG(d,n)
qui envoie un (d-1)-plan S ¢ H = "' dans ¢ ® k, applique
chaque classe Ok(Y) dans Ok(X) pour k = 0,1,...,d-2. 1I1
resulte de cela et de (5) que:

di] dzi2
Eu (X) = <e 50, (X)> =} <c, .0, (Y)> +
0 k=0 k>"k 20 K’k
+ ey 1505, (X)> = Euy (¥) + <cd_1,od_1(X)>
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D'autre part, Od-l(x) vient d'une classe de homologie de

G(dym) = G(n-1,n) = B

qui, par cette identification, correspond a la classe fondamentale
de V*. Dans cette identification, la classe totale de Chern du
fibre canonique sur G(d,n) correspond a (1+a)'1, ou a est

la classe duale de la classe fondamentale d'un hyperplan.

Donc,

d-1 _d- d-3
<eg 20, (X)> = < (-1 [V = (-1)%7 deg v*
d'ou la formule (6).

D'autre part, on sait que:

el

degy* = m(m-1 ou m = degv.

Donc,

Bu (X) = Bu,(¥) + (~1)"m(m-1)""".

Mais Yy est le cone sur une hypersurface non-singuliere de degre

m dans P .. St n=3, ¥ est forme par m droites

differentes. Donc, Eu (Y) = m. Alors,

(73 Eu (X) = m-(m=1)m = 2m-m®> si n = 3,

Si = > 3 on arrive, par recurrence sur n, a la formule
(7) Eu (X) =1 - (1-m) (n > 3),

Par example, si V est une quadrique non-singuliére,

Cas d'une surface de P,(C). Nous allons introduire d'abord

une notation.

Definition 4. Soit C une courbe projective. On definit 1'entier
X(c) par la formule:
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%00 ) == x (G ) +

||.!\"l'3

(k’i-])

751

ou X denote la caracteristique d'Euler-Poincarée topologique de
1'espace C, Py s---sP, sont les points singuliers de ¢ et

kl,...,kr leurs respectives multiplicites.

Considerons maintenant une surface algebrique X dans By,
Soit 0 € X wun point singulier. Soient #,d, des plans tels
que 0 € H et 0 € H, (plan = 2-plan). Soient S =H N X et
5, =H, N x. Dans ces conditions on a la:

Proposition 2. Si # et H, sont generiques, alors

(8) Fu (X) = X(8) -X(s,) + mult (x).

Precisons le sens de "generique":

a) dim[(Sing x) N #)] < 0 et dim[(Sing x) N Ho] <05

b) # et m, sont différents de tous Tes plans tangents a X
aux points de x-Sing x et de tous les plans limites de ces
plans tangents;

c) H, n'est pas contenu dans le cone tangent @ x dans O0;

d) 1la fibre du transformé de Nash de x au-dessus de tout point
p EFNX ou p € 2, N X, p # 0, est finie.

IT existe des ouverts de Zariski non-vides dans la variete
des plans de P; et des plans par 0 de P; verifiant ces
conditions. Pour F c'est immediat, puisque le transforme de Nash
de x est de dimension 2 et le dual P} de P, est de dimension 3

Si i1 n'etait pas vrai pour H, on aurait, dans le cas
irreductible, que tous les plans tangents a X aux points
reguliers passent par 0. En coordonnees affines, on obtient
une equation irreductible ¢ = 0 telle que ¢|x¢x + y¢y + 29, .
Cela implique que X est un cone de sommet 0; dans ce cas, c'est
trivial.

Exemple. Si X est un cone de sommet 0 sur une plane ¢ de degre
m, on a S=C et S, est formee de m droites differentes par 0. Alor



40 MARCOS SEBASTIANI

X(S,) = 1+m et X(S,) = l4mtm-1 = 2m.
Donc,
Eu, (X) = X(C) - 2m+m = X(C) - m.
(C'est la formule (6.3.2) de [2] dans le cas d = 2 (attention:
dans la formule (6.3.2) de [2], D, est de codimension %-1)).

- = 2
Si C est non-singuliere, X(C) = X(C) = 3m-m et on retrouve

(7).

Lemme 4. Soit C une courbe projective. Soient C son trans-
forme de Nash et T - C 1le fibre tangent de Nash. Alors,

(9) 450 (P (B> =(H(8);

Demonstration. Soit cM(C) la classe de Chern-Mather de C.
Alors,

(10) <e (), [€]> = deg,e,(C)

(ou deg0 denote le degré de la composante en dimension 0).

Soit f:4 - C la desingularisation de C. Alors,

Feex(1,)) = ex(Fe(1,))

ou cx est la classe de Chern en holomogie et BA est la fonc-
tion constante 1 sur A. Soient p,,...,p, les points singu-
liers de C, de multiplicites Kisewusk, respectivement. Soit

m, e cardinal de f—l(pi) (T2 % % (v} <Alors,

n o~
—
3

Q,
1
5]
&
)
-
—

f*(c*(]]A)) = C*(f*(nA)) = C'M(C) .

=1 7

ou 1 est le generateur de # (C,Z) (on peut supposer C con-

nexe).
Alors,

4]
(11) deg ey (C) + 1 (m; - k;) = deg,ex(T,) = x(4),
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puisque, pour une courbe, Eup (e)y+= & D'autre part,

(12) X(¢) = X(4) - zi m. + ».

Le lemme resulte de (10), (11), (12) et le définition de X(C).

Demonstration de 1a propesition 2, Soit p;:E > P, le fibrée
en grassmanniennes de plans par 1'origine associe au fibre tan-
gent 3 Py. Soit p,:P, » P; 1'8clatement de 0 dans By s

Soit nlzﬁ +~ E 1l'eclatement de E = p, (0) dans E. On a une

0
application @vidente w,:E » P, et un diagramme commutatif:

w‘
L

b,

0
E (M=p, 1, = p, m,).

E
TTI l
1\‘P

3

3

Soit X< E le transformé de Nash de X. Soit ¢ 1le fibre
canonique au-dessus de E et soit T = Z|¥ 1e fibré tangent de

Nash de X. Soit ¢' = m () et soit X'<C E le transforme

strict de X. Soit £, = w1 (£,). Soit H S P, un plan auxi-
liaire passant par 0. Les elements de @0 sont representes
par des couples (L,P) ou L est une droite et P un plan de

P, et torerE N P Soit M < E, 1'ensemble des couples (L,P)
tels que L < H,. Alors, d'aprés (5),

(13) Bu (X) = <c (g'),[X']-[E,]> + <co(z'), [x']. [M]>

~

(1Te point indique intersection de classes d'homologie dans E).

Calculons, d'abord, 1e premier terme de cette somme.
Soit D le diviseur exceptionnel dans ?3 et soient ﬁo,H < Py

>

[5ahd

les transformes stricts de H,,H. On sait que D + H et

sont des diviseurs equivalents dans ﬁa. On en deduit:

(14) ] + [#1] = [&']

41
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ou H, = n;’(ﬁo) et H' = W;J(ﬁ) (rappelons que T, est une
fibration). Alors,

(15) x]-[g] = [x]-[2] - [x].[5] .

Soient x5 YW= Mgy (B! et S, =X'NH;. D'aprés la genericite

de # et H,, les fibres de nI|s' et T|s/ sont des ensembles
finis (conditions (c) et (d)). On en deduit que toutes les

composantes irreductibles de S' et S, sont de dimension 1

et, par (a), qu'aucune composante irreductible ne peut etre
contenue dans H'l(Sing X). Alors, comme

m:x' - 17" (Sing X) » X - Sing X
est un isomorphisme et
m:E' > B et T:H'-E > H, - {0}
sont des fibrations on a, par (b), que
[x']-[2'] = [s'] et [x'].02;] = [5.].
Donc, d'apres (13) et (15):

(16)  <c ('), [X']-[E,]> = <c (£'),[8']> - <e,(c"), [51]>.

Par la condition (b) nous avons une suite exacte de fibres:

0> & »c'|8 »I*(vy)|s' » 0

ou ¢ est le fibre sur S' dont les fibres sont les intersec-
tions

(= & 5')

et V..w@wh:le fibre normal a H dans Ps; (T est le fibre tan-
gent a H). De la definition de & il resulte qu'il existe un
morphisme de ¢ dans le fibre tangent de Nash de S qui, dans
les bases de ces fibres, est un isomorphisme entre des ouverts

non-vides de Zariski. Donc, d'apres le lemme 4:
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<o, (£),[5']> = X(5).

Alors,

(17) <ey . (8'),[5']>

<oy (T*(vy))s[5]> + X(s) =

e, (vy),[8]> + X(s),
puisque S' > S est un isomorphisme entre des ouverts non-vides
de Zariski.

Analoguement,
(18) <oy (81).[8]1> = <o, v, 1u[5,]> + X(s,).

Maintenant, observons que ScH et S, =H#, sont des
courbes du meme degre, egal au degre de x. Donc,

<o, (v )5 51> = <o, (v )5 [5,]>
De ceci et de (16), (17), (18) on deduit
(19) <e ('), [x'].[E]> = X(s) - x(s)).

IT reste a calculer le dernier terme de (13). Soient
R, =H, N B, et By ridloHyon:8n considere, comme pour H,H , les

transformés stricts R ,R,H, dans B, et

B4 0% -1 2
RT=ig (Ro), R' =x, (R), H

; =T, (H

II 2 )'

1

Par intersection avec #' on deduit de (14) que

(M + [&] = [R']-
Alors,
(20) <e, (t'),[x] -[M> = <1,[x']-["]> - <1.[x"] -[R,]>.

En choisissant #, suffisament generique, on a que R ne contient
pas de point singulier de X et intersecte transyersalement
X-Sing X (condition (b)). Alors,

(21) <1,[x'] .[R']> = card(x n R) = deg X.



44 MARCOS SEBASTIANI

De meéme, on aura que R, ne contient pas de point sin-
gulier de X en dehors de 0 et R, n'appartient pas au cone
tangent a X dans 0 et intersecte transversalement X-Sing X

(conditions (b) et (c)). Alors,
(22) <1,[X'].[R;]> = card((x-{0}) n Ro) = deg X -mult x.

La formule (8) résulte de (13), (19), 120), (21, (Z2):
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De méme, on aura que R, ne contient pas de point sin-
gulier de X en dehors de 0 et R, n'appartient pas au cone
tangent a X dans 0 et intersecte transversalement x-Sing x
(conditions (b) et (c)). Alors,

(22) 1, [x'].[R}]> = card((x-{0}) n R ) = deg x-mult x.

La formule (8) resulte de (13), (19), (20), (217, (227
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