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ESPACES DE THOM ET CONTRE-EXEMPLES DE J.L. VERDIER
ET M. GORESKY

J.P. BRASSELET et G. GONZALEZ-SPRINBERG

Resume: Soit S une variéte algébrique complexe singuliére, de
dimension reelle 2s. M.H. Schwartz et R. Mac-Pherson ont défini
des classes caractéeristiques, généralisation des classes de Chern,
dans 1'homologie de S (de telles classes n'existent pas en
cohomologie). D'autre part 1'homomorphisme de Poincare

HZS-*<

Cet homomorphisme se factorise par 1'homologie d'intersection

Si)o H (8) 'n'est en general, ni injectif, ni surjectif.

IH,(S). 1I1 est naturel de se demander quel est le "comportement"
des classes de S (classes de M.H. Schwartz-R. Mac-Pherson)
vis-a-vis du morphisme canonique «o:IH_ (S) » HEo(5 ) J:L: Verdier
a construit un exemple dans lequel, le morphisme canonique ©
n'etant pas injectif, les classes de S peuvent etre réalisées de
plusieurs manieres comme images de classes de Chern de variétés
lisses, desingularisations de S, et dont 1'homologie est isomorphe
a IH,(S). M. Goresky a construit une variation de cet exemple
dans laquelle les classes de Chern ne sont pas dans 1'image de a.
Nous montrons que ces deux exemples sont cas particuliers d'une
meme situation: S est un espace de Thom associé 3 un plongement
d'une variéte B dans un espace P .
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Mots cles: Plongements de Segre et de Veronése - Espaces de Thom -
Classes de Chern - Classes de Schwartz-Mac Pherson - Homologie
d'intersection.

§.1. Rappels: Classes de Chern. Homologie d'intersection
1. Classes de Chern

Les classes de Chern définies par M.H. Schwartz [8], d 1'aide
de 1a théorie d'obstruction, et R. Mac-Pherson [6], par des
méthodes de geométrie algebrique, genéralisent les classes,
definies classiquement pour les varietés analytiques complexes,
au cas des varietés algébriques complexes singuliéres.

Definition: Un ensemblfe consthructible d'une varieté algebrique x
est obtenu, a partir des sous-varietes de X, par un nombre fini
de reunions, intersections et complementaires.

Definition: Une fonction constructible a, définie sur X, est
une fonction a valeurs dans Z, telle qu'il existe une partition
de X en ensembles constructibles sur chacun desquels o est
constante.

Proposition [6]: I1 existe un unique foncteur F des variétes
algebriques complexes dans les groupes ab&éliens, tel que:

(i) F(x) est le groupe des fonctions constructibles sur X.

(1 ) DiPolrttoutAmo nphiSme Tifalud® & a” Ondan:

(1) Pl R e R R Yy €Y

ol 1, est la fonction caractéristique de ¥ =X et ou X designe

la caractéristique d'Euler-Poincaré topologique.
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Theoreme [6], [3]. I1 existe une transformation naturelle ¢, du
foncteur IF dans 1'homologie, telle que, si X est sans
singularite, on ait:

*
(2) @ (by) =0e o(X) N (%]
ol c*(x) designe la classe de Chern cohomologique de ¥ et [X]
la classe fondamentale d'homologie de X.

La formule (2) exprime le fait que la classe de Chern de Ta
fonction constructible ]X’ que 1'on notera e (X)s est. .]'image
de 1a classe de Chern du fibre tangent a X, par 1'isomorphisme
de Poincare.

De maniere plus précise, le theoreme signifie que 1'on fait
correspondre, a toute fonction constructible o sur une variete
complexe X, un element e, (o) de H_(X) tel que:

(idarfie (o) i=ceslfis a) pour toutrmérphisme, fuX #¥

(3) {11 , geluti)

c*(a) + ¢ _(B) pour toutes fonctions
gonstnuctiblest « &t {Brlsur X

(WT)spemgbhip) < 0*(X) n° ] e i Yale d £F 1 ot

2. Homologie d'intersection

Dans ce paragraphe, les espaces et sous-espaces consideres
sont des espaces P.L. ("lineaires par morceaux").

Definition. Une pseudovariete S, de dimension reelle 2s, est
un espace pour lequel existe un sous-espace fermé I tel que:

(i) S-I est une variete lisse, de dimension 2s, orientee,
dense dans &S.

(AT Colall B B 2 g
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La dimension de £ est ici entendue comme maximum de Ta
dimension en chacun de ses points.

Remarque. Si S est munie d'une triangulation Tocalement finie,
il est equivalent de dire que S est 1'adhérence de ses
2s-simplexes et tout (2s-1)-simplexe est face d'exactement deux
2s-simplexes.

Definition [1]. On dit que la pseudovariété S admet une strati-
§ication en strates de dimensions paires, s'il existe une
fal&ration

S = 9 D 5 =2 05 =)

s T B e R o
28 Hg=2 28— 2 0 95

par des sous-espaces fermes, telle que:

(1)°"echaque ™ B -9, " "est reunion'Tiwie’ de' vari@tés Tisses de

dimension <, appelees strates,

(ii) £ =5,,, est 1'ensemble singulier de S

(iii) tout point =z de S5.-5. , admet un voisinage U

- X 1 ) -
homeomorphe a B~ xc(L,) ou

B* est une i-boule ouverte
L, est une pseudovariété compacte de dimension 2s-7-1

o

& designe le cone ouvert (moins la base) sur L, et
1'homeomorphisme envoie strate sur strate.

Les varietés algebriques complexes sont des pseudovarieteés
admettant une stratification en strates de dimensions paires,

Si (k) designe une trianqulation (localement finie) de S,
le complexe des chaines simpliciales (a supportscompacts) de &S,
relativement a la triangulation (X), est note CiK)(S). Le
groupe des Z-chaines P.L. de S, Ci(s)’ est defini comme 1la
Timite directe des C§K)(S) pour toutes les triangulations de 5.
On peut encore le définir comme la reéunion des groupes C£K)(S),
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pour toutes les triangulations de S, modulo 1'identification de
deux chaines g, de (Kl) et £, de (Kz) lorsque, pour une
sous-triangulation commune (X'), Teurs images canoniques dans
CéKI)(S) coincident.

Pour une chaine ¢ de Ci(s)’ le support |z| de & est
defini comme la réunion des adhérences des Z-simplexes o dont le
coefficient dans ¢ est non nul.

Definition. On dit qu'une <-chaine & de c,.(8) est permise si,
pour tout, -k.,--k # 0, _on a:

(4) dim(le|lns < i-k-1

2s—zk)

Definition [4]. Le groupe des i-chaines simpliciales d'intersection
Ici(s) est le sous-groupe de Ci(S) formé des chaines £ telles
que ¢ et 3¢ soient permises. Les groupes d'homologie d'intenrnsec-
tion IH, (S) sont ceux du complexe IC, (S).

Nous rappelons ci-dessous quelques proprietés des groupes
d'homologie d'intersection:

a) Cas des singularites isolees [1], [2]:

Si S est une pseudovariété compacte, admettant une
singularité isolée en p, S - {p} est une varieté lisse de
dimension 2s. Dans ce cas, il n'y a plus qu'une seule condition

(4):
dim(lg| n {p}) < <-s-1,
Autrement dit, Tes chaines qui ne rencontrent pas le point p

sont permises et une Z-chaine qui contient p est permise si et
seulement si 7 > s+1. D'ol:
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Proposition: On a:

Hi(S - {p}) 71 < s
(5) IH;(S) = {Im(H.(8 - {p}) » H.(5)) gl
tHl(S) T > 8

ou, pour 1'espace localement compact S - {p}, 1'homologie est a
supports compacts.

b) Factorisation de 1'homomorphisme de Poincare Bﬂ,{}]:

Si S est une pseudovariete de dimension 2s, le cycle
fondamental de S peut etre défini comme somme des simplexes
(orientes) de dimension 2s, d'une triangulation de S. Sa
classe, [s], dans #,_(S) est la classe fondamentale de 5.

Proposition. L'homomorphisme de Poincare, P: g a5y H.(8),
cap-produit par la classe fondamentale [5], se factorise en:

ZS-i(S) ot D

e

IHi(S)

H H,(5)

ol o est induit par T1'inclusion des chaines IC.(S) Cs C (5), et
ou g est induit par P ([2],[4]).

3. Position du probleme

Pour une varieté algébrique complexe s, Tles classes de
Chern de .8, sont .dans ‘1'homologie | H (3). .S S s est iliiisselfice
sont les images par isomorphisme de Poincare des classes de Chern
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cohomologiques c*(s). Sinon, les classes de Chern ne sont pas
necessairement dans 1'image de 1'homomorphisme de Poincare.

J.L. Verdier a construit un exemple dans Tequel le morphisme
canonique a :IH*(S) A allis) n'étant pas injectif, les classes
de Chern de S peuvent etre réalisees de plusieurs maniéres
comme images des classes de Chern de variétes Tisses. Une variation
de ce type d'exemple, faite par M. Goresky, montre que Tes classes
de Chern ne sont pas toujours dans 1'image de o. Dans ces deux

exemples, S est un espace de Thom sur une varieté lisse B.

§.2. Espaces de Thom et homomorphisme de Poincaré

1. Espaces de Thom

Soit B une variété lisse compacte, de dimension reelle 2n
et E fibre vectoriel réel oriente, de rang » (pair) sur B.
L'espace de Thom S, associé€ @ E, est defini comme Te compactifie
d'Alexandroff de E, par adjonction d'un point a 1'infini {p}.
On peut aussi le définir comme suit :

Pour une metrique euclidienne sur E, notons T(E) (resp.
S(E)) 1le fibre en boules fermées (resp. en sphéres) associé a E.
L'espace de Thom est defini par le quotient T(E)/S(E).

L'espace de Thom associé a E est une pseudovariété de
dimension 2s = 2n+r admettant un point singulier isolé P

On rappelle (par exemple [7], lTemme 18.1) que, si la variété
B est munie d'une decomposition cellulaire, 1'espace de Thom &S
est egalement muni d'une decomposition cellulaire, admettant une
(z+r)-cellule, pour toute Z-cellule de B, et une O-cellule : Tle
point fpl.

Notons [S] € #,.(5) la classe fondamentale de 5, ¢ € 5" (B)
la classe d'Euler du fibré E (par exemple [7]), et u € #'(E,E-B)
la classe -de Thom du fibré E; Si v : E = B designe la
projection du fibre et J: (E,¢) > (E,E-B) 1'inclusion naturelle,
on a :
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m(e) = §%(u) ‘ Dans (O figurent 1'isomorphisme canonique entre 1a

/ cohomologie de S et la cohomologie a supports compacts de S-{p}.

B" (E ,E-B) ———E:T—*HP(E)‘*‘{E—”’Hr(B) ‘ Ce dernier etant une variéte lisse, 1'homomorphisme de Poincare,
™

2

cap-produit par la classe fondamentle de S-{p} est un

isomorphisme
Proposition. On a, pour tout <, (< # 0, 2s), un diagramme

commutatif ‘ 27 256800 28P hbrrsr 308505~ 2183 )
- sl .4 1 [5] #,(s) ;
4 5 l Dans @ 1la retraction »: S - B > {p} et 1'excision
= ¥ determinent des isomorphismes commutant avec les injections
(7) H,(F) H, ,(E) / canoniques:
& l v l
nad " 1 1: S-{ptC., S et o (B ) Cose (B BB )S
H.(B) H,_ .(B)
Enfin, C) commute par définition de la classe d'Euler et
par fonctorialité du cap-produit. La projection =: E - B, du
Demonstration. Ceci résulte du diagramme suivant, dans lequel fibre E, induit un isomorphisme en homologie.
@, @ et @ commutent:
HZS-’I:(S) o ﬂ[S] Hi(s)
. A 2. Homologie d'intersection des espaces de Thom
Hgs—i(s_{p}) Hi(S,{p}) Prgposition. Soit B une varieté lisse, com?icfe, de‘diTension ‘
(reelle) 2n, et S 1'espace de Thom associe a un fibre vectoriel
x . v Loh 3 \ orienté, de rang » et de base B. Alors on a:
Poincare T * |
A Hi(B) T, <itg
(8) H,(S-{p}) ® H,(5,5-B) "
- bt e -
& IHi(S) = Im(Hi(B)-————*Hi_T(B)) i 8
| Hi-r(B) 7 > 8
H;(E) 7. i’ﬂ;iE’E'B)
= TUR e Demonstration: Ceci résulte de (5) et de Ta considération des
m = ® HLS! (EY Thom : . 5
* , ame isomorphismes du diagramme (8).
28 s |
. ol l & Pour un espace de Thom, 1'homomorphisme de Poincareé se
Hi(B) Hi—r(B) : transforme donc, a8 isomorphisme prés, en 1'homomorphisme
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ise
e
Probp(® bRarinTont s H;_,(B)
et 1'homologie d'intersection IHi(S) est isomorphe a Hi(B)’
ImYy ou Hi—r(B) selon les valeurs de <.

3. Cas particulier des espaces de Thom associés a un plongement
B Qr_Pk.

Soit .Pk 1'espace projectif complexe de dimension (complexe)

¥, et E un hyperplan de 1Pk I1 1ui correspond, d'une part une

classe fondamentale [ﬁ] € sz_Z(IPk) et une classe de cohomologie

g E HZLPR), duale de [#] par dualité de Poincaré, d'autre
part un fibre Eg de rang (complexe) un sur IPk

) . = R k
canoniquement associé au diviseur # de P

n
Ce fibre,

est appelé "fibré

hyperplan", sa classe d'Euler est egale @ cl(EH) =g et engendre

g2 (p*; z) = z.

si B o’ est une sous-varieté lisse de dimension (réelle)

2n, la section hyperplan générique D = B N H est un diviseur

de B. On note [D] sa classe fondamentale dans #, _, (B) et,
par dualite de Poincaré, n, sa classe de chomologie dans HZ(B).
Le fibre Ep,» de base B, associé au diviseur D de B est, par
fonctorialité, restriction @ B du fibre hyperplan E,. Sa classe
1 = = 1 &

d'Euler est egale a ¢ (ED) = .

L'espace de Thom S associé au fibré E = E, s'interpréte
de deux fagons:

a) Notons 1 le fibré trivial de rang (complexe) un, de base

B Tetl X (B @)

piz@®1) = U mE, @1
zon = U B0 1)

le complété projectif de 1'espace total de E.
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E s'identifie @ un ouvert de X, de complémentaire IP(E), au
. . >
moyen des inclusions:

EbQ»lP(Eb®1b) P(Eb) (;E’(Eb(D]b)

a v (a,l) a v (g,0).

La projection canonique PP (E @ 1) - B est munie de deux
secBibhs g, 7 1/ 1 He ) ABFINTES; part

Fo £ )=z 0,y ou y € ]b est quelconque, non nul

n

s_(b) (a,0) ou a € E, est quelconque, non nul.

Les images en sont:

Bo = Im 5, 2 (1) B.=Ims

0 IP(E).

'En contractant B_ en un point, on obtient une varieté S

de dlmension (reelle) 2n+2, admettant un point singulier isolé p
9n verifie qu'elle est homeomorphe @ 1'espace de Thom associé :
a FE, en remarquant que:

Y

S - (p} = 1P(E ®1)\P(E) Ex,

i 9n verifie, d'autre part, que S est une varieté algéebrique,

a 1'aide de 1'interpretation suivante:
b) on considere X plongé dans P

et onischoiirsiiitysun spofint, “ip’ - de ﬂ’k+]

note S le cone sur BCIPk,

de centre p.

comme un hyperplan,
situe en dehors de " . On
de sommet p et X 1'eclate de S

) .S - {p} est isomorphe a 1'espace total du fibré E, on en
deduit d'une part que S est homéomorphe a 1'espace de Thom et

: ’
d'autre part, que X est homéomorphe a P(E ® 1). X est lisse

et le morphisme birationnel o: X >S5 est une desingularisation
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de S. La fibre exceptionnelle, c'est-da-dire 1le diviseur

exceptionnel onl(p), est homéomorphe a IP(E), base du cone S.

4. Deux exemples

On etudie deux exemples de

plongements B C;lPk pour lesquels

le fibre E sur B est restriction du fibré hyperplan de IP

On va calculer la classe d'Euler de E et expliciter le morphisme

o 1 TH (5] = H.(5),

Dans ces deux exemples, on

aura dimw ST=r8""ef  »r = 2. Pour

Zhz2¢34 fondaudone IHi(S) = Hi(s) et o est un isomorphisme.

Un cas interessant, au regard de ces exemples est le cas % = 2,

pour lequel on a:

208 hrrresll L gk ()

(10) v

N

ne

IHZ(S);'HZ(B)——————T—> H,(B)

a) Considéerons le plLongement de Segre F:p x P CP° defini

en coordonnées homogeénes par:

3

e 1
rrE A
(xgiz,)s(yyiy,)

f est un plongement de bidegre
une quadrique non degenéree @
genéeratrices de cette quadrique

d'une part, par dB
d'autre part, par du

P

v (oYt @y tEmY g ayy)

(1,1) et 1'image F(PxP!) est
dans P°
sont données:

Les familles de

f(®',8) ou g décrit Ip

"

f(cx,lPl) ol .o décrit m

8 - ~

Le fibrée E est la restriction @ ¢ du fibré hyperplan de

3

3. Si H est un hyperplan générique de IP° et 4 une
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generatrice de @, on a H N d = {point}, Le fibre E restreint
a chaque génératrice de @ west Te fibré hyperplan de cette
generatrice (identifiée a IPl).
La classe d'Euler du fibré E, dans
2 1 1 1 2 Tan
B (P %Py BB ) @ HH(P ) s 292
Jegalnenla etiun sont les classe

Y x g
1

€3 = " " 1
d'Euler des fibres "hyperplans Ex et Ey de IPx et IPy, et

engendrent Hz(ﬂg) = Z et H (EE) = Z respectivement. Si

est donc égale'd e'(E) = (nysn

1
ET;] et ET;] sont les classes fondamentales de IP

1
L et de.Py,

E N 1
generateurs de Hz(lPx) et (H,; (B, 4008 o

i 1 1
n, N [lPx:l =t ns, n [le] — Sl

Le morphisme ¢ :#,(B) > # (B) s'€crit donc:

B (P APY) = B, (L) + By (B )=t 5 () x )
2R o y 2 Sy 25 Y 0% y

i SO KRR /4

et, relativement aux genérateurs precédents, on a V(a,b) = a+h.

Remarque. De facon plus generale, on peut considérer le plongement
de Segre f: " x " g i v LTIELY ST g bidegre (1,1). On

obtiendrait les memes résultats que ci-dessus.

b) Le plongement de Veronese: f':IP2 Cip®, de degrg 2, dsh
defini, en coordonnées homogénes, par:

£ 2 P°

s N A : o L%
(z, 2 1) (zgiaye 1wz, i iw @ 2)
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L'image f(2?) est une variété lisse Vv de degré 4, appelée
surface de Veronése. Si # est un hyperplan de I°, 1la section
hyperplane générique HZ NV est un diviseur de v = P*, homologue
i 2 ou K désigne un hyperplan de 2.

La restriction du fibré hyperplan de P° a Vv est le

fibré en droites (complexes) E sur V, associé au diviseur 2K

de V. Sa classe d'Euler est égale & et (E) = 20, ou migh A cl(EK)
est la classe d'Euler de fibré hyperplan de #? Pl Te~ct
engendre g2(P%) =2z et, si [K] désigne la classe fondamentale
de X, generateur de HZ(JPZ) 5 Zors OBt W T2l & L.

Le morphisme #: H,(B) > H (B), cap-produit par la classe
d'Euler de E s'ecrit donc:

HZ(JPZ) ST s H i PY) = = [

et relativement aux générateurs précédents, est la multiplication
par 2.

Remarque. De facon plus générale, on peut définir le plongement de
n+d) -1

d

VEronése de degré d, f: P'Csrp [ en considérant tous

- - - - n
les monomes de degre d en les coordonnées homogenes de IP

Dans ce cas, V¥ devient la multiplication par d.

§.3. Homologie et homologie d'intersection de 71'espace de Thom,
pour les deux exemples précédents

Pour chacun des deux exemples, on explicite 1'homologie
de X et 1'homologie d'intersection de St On note
toujours w: X - B la projection canonique de X = P(E® 1)
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P . 1
sup SRS enstantigue fibre S dell faj bres s B SUDE al tire ina p e st

designe la désingularisation de S, de fibre exceptionnelle
TH
g, kpl = B,

a) Cas du plongement de Segre : f:P'xmlc, P,

Notions?e 4 i 5igy d8 = d, deux droites fixées appartenant
chacune a un systéme de génératrices de la quadrique. Soit D;
(resp. D,) Te plan dans "'s < »* qui porte Ta droite d, (resp.
DIPORRME P D c L '@Mateide’ ? 19 lceh Pt Dy, o5t noté

X,. C'est une varieté lisse, désingularisation o :X, - S, dont

sk 1
; i =1 ¥
la fibre exceptionnelle o, (p) est isomorphe a IP!. 0n obtient
de meme la désingularisation o.: X-+S en éclatant D.. La

1 2

désingularisation o: ¥ -~ S se factorise par chacune des

o :Xj » S car on obtient Xj en-‘econtractant, 'dans X, Ile

~ e A7)
systeme de generateurs de o "(p) qui ne contient pas dj (d=13 208
On a, puisque s est propre, des morphismes canoniques formant

un diagramme commutatif:

BiR &y
THy (X)) ———— TH (§) ~——o— I (X,)

9, | ® v v, | =

HalX))—————  Hu(S) ————— 5,(X,)

1 S5

dans lequel les wj sont des isomorphismes, car les Xj sont
lisses, et nous montrons (remarque ci-dessous) que les g, sont
o %

des isomorphismes.

Le calcul des groupes d'homologie peut se faire en adoptant
Te point de vue combinatoire: on déduit aisement une decomposition

cellulaire de X, & partir d'une décomposition cellulaire de
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B = JP;XIP;. Cependant, le point de vue algébrique sera mieux
adapte quand i1 faudra calculer Tes classes de Chern de S. Dans

toute Ta suite le symbole dénotera le dual du cup-produit

dans x (variété lisse compacte), ou de maniere equivalente, le
produit d'intersection des cycles dans X.

Les generateurs des groupes d'homologie de X sont:
dans H (X) : [X¥] classe fondamentale de X
dans Hq(X) 8t by Bt bm, classes fondamentales de B, et B
respectivement et p; et p,, classes fondamentales
de oy slide 1 By 8h (ol

dans Hz(X) e R = Db Din Ji = flen?

J J
. = - .b ! =
o hoah - J 1,2
2, classe fondamentale de n"l(b) ou b est un
point de B

dans H (X) : a classe d'un point de X,

La table d'intensection de ces générateurs s'obtient d partir
de la remarque suivante : Soit n*E  le fibré de base X, image
reciproque de E par m: X > B. Le fibré normal de By (resp.
B_) dans X est isomorphe 3 la restriction de ©'E 3 By (resp.
a B_). Par suite, il est de bidegré (1,1) (resp. (-1,-1)) et
on a, dans X, les autointersections

bO'bO=d1+d2 bbb = &

Les autres intersections dont nous aurons besoin sont les
suivantes (evidentes):

Parhe 0 Py +PRp = A

by - Bus = Bgux Geeeid Bt % =By, ¢ % Eng
Py uln . Telaridn b2 ba0Tshiandy. 5y

P; dj-pJ.GJv:O Jai=gil .2
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Les nelations liant ces générateurs s'obtiennent de la fagon
suivante: On regardem: X - B comme la projection d'un fibre en
sphéres g%, d'oiu la suite exacte de Gysin, pour 72 > 2, et <

pair:

Y
7+1 i-z(B) Hi(X)

| ]
0 0

(T2PN o ieDH, H(B)S> H

Le morphisme ¢ peut s'expliciter comme suit :si ¢ est un
cycle (par exemple cellulaire) représentant un générateur c¢ de

i;z(B)’ v(e) est la classe du cycle w’l(c) dans Hi(X)'

Pour < = 2, on a donc la suite exacte:

Tx

0; HO(B)—i» H (X)) — H,(B) -~ 0

Ll dyient i mi (2] =007 et n*(dj) = w*(sj) d = 1,2, d'eu

d,- 68, € Kerm, et Ker m_ est engendre par £. Pour determiner
dJ d *

les entiers kj tels que dj - 6j = kj~2, on calcule par exemple:

a:bo. kl:bon(dl-él) bo.d :b ‘bo’pl

|
Q
V-
-+
QU
IN
~
<
—
i
Q
A
S
o
"
Q

k. = 1. On obtient de meme k, = 1.

4 = 3 o
H,(X) est donc isomorphe a Z° avec, pour generateurs

dl,d et L. 0n Az

2
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Pour J = 4, on a la suite exacte:

Y T
Ot H2(B) ST S Hq(.X) HH(B) Y

gt wm (B = v 85 1, w*(pl) = n(p.) = 0 a0l "B.=5 B Red «.

et Ker my (est engendrd par-(B;. = wd,}) et pp= wld,).
determiner les entiers n, et n, tels que by<b i = myp;

on peut ecrire (par exemple):

N
>
|

(REPIOREPS )PPy = (BG*R fap, CRlE 0% GONS

n,% = (”1p1+n2p2)'p1 = (bo‘b )-pl =d, - 8 =

d'oa n1=n2=1
3 0B
IT vient Hu(X) = Z , avec pour generateurs b _, p; et p,.
On a
ok I T i
Homologie de rolee
Notons T, : X -~ X; le morphisme de contraction du systeme s,

£

Pour

dans B_, de meme t,7 X »x Tle morphisme de contraction du

systeme & dans B .. :Pour ‘tout ‘€€ Hi(X)’ on notera g'=T1*(E)

1

et g% = TZ*(E) ses images respectives dans Hi(Xl) et Hi(Xz)'

Ainsi, on a 6£ = 0 dans HZ(XI) et &} =:0 .dans H (X, ).

(1el Gy mog
(13), i g N

I1 vient alors:

Ho(x,) 7z engendré par a'

2 - 1 gl 1 e S
H,(X,) = Z engendré par d., d) = 2 () =8

2

D'ou:

)

2P3 »
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zZ® engendré par peLpd (By = pi+p,)

Hy (X))

# (x,) = Z engendré par b

On obtient de meme 1'homologie de X,

Homologie de S

Pour tout ¢ € Hi(X)’ on notera E son image dans Hi(s)'

Ainsi, par contraction de B_, on obtient T'homologie de 5 a

n n
partir de celle de x, avec les relations 6§, =6, =0 et
0
b, = 0. TI1 vient:
Hy(S) = zZ engendré par a
s n 4"} N
B,(8) = Z ,engendré par g 0¥ dy 5, 2
2 (] & o N N A
H,(S) = Z"~ engendré par P1s P, (by = p; + p,)
H (8) =Z engendré par L]

Homologie d'intersection de S

On T1'obtient en utilisant (9) et la remarque qui précéde
(5). Un z-cycle & de S est permits si:

dim(|&] n {p}) < £-3-1 = <-4,

Pour < < 4, aucun Z-cycle contenant le point {p} n'est
permis., I1 vient donc:

- 4
engendre par g

engendré par P, Po

THy(8) = Hy(B) = =z
2 g N n
i {8y = 5,(B) = = engendré par 4, d,
Zz Y N

Z

engendré par [S],
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N
Remarques. 1) 1le cycle 2 n'est pas um cycle permis

2) les isomorphismes %* s IH, (%q), -+ T8, (8) et

5,

» :IH*(XZ) = IH*(S) sont

gvidents.

3) 1les morphismes du diagramme (11) s'expriment
naturellement, en fonction des générateurs préecedents. En
particulier, pour < =2, 1le diagramme

IH,(S)
Hy(Xy) z///////H S5
S
devient
+
-t Z || ek Z u
dl d, dy d,
\ » /
1%
Z”\a
d1=

b) Cas du plongement de Véronése f s 220t

Les génirateuns de 1'homologie de X sont:

dans Hg(x) : [x], classe fondamentale de X

dans H,(X) : by et b_ classes fondamentales de By et B,

respectivement, et

dans H,(X) :

fondamentale de

dans # (X) :

D'autre part,

-3

oy

do-d, € Ker my et & -engendre Ker w

d'intersection précédente:

genérateurs
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(d), ou d est une droite projective

d =y . B etsie. “classe

0° © L)

oi 5 est un point de . B.
classe d'un point de X,
La table d'internsection de ces cycles est donnée par: D'une

En effet, 1'auto-intersection de B, dans X
est la classe de Chern de son fibré normal.

=0, do°Y=a

1
o
o
"
Q

Les nelations liant ces genérateurs s'obtiennent encore a
partir de la suite exacte de Gysin du fibré en sphéres mn: X > B

on a la suite exacte courte:

Tk

> Hy(X)—— Hy(B) > 0

*(do) = “*(dw)’ T«(2) = 0.

x» d'ou

Pour deéterminer %k, on utilise la table

(do=d_):bg = dg by = v Dby by

2a.

est isomorphe 3 2Z2, avec pour

On a:
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Pour 7 = 4, on a la suite exacte courte:

0+ &, (B)—— &, (X) —— 8,(B) > 0
et
(B, ) = 7 05,0 Evlubniss O
I1 vient by-b, € Ker m, et y engendre Ker v , d'ol
by-b, = ny La table d'intersection permet d'écrire:

ndy Fsn¥onbo= (bo-b,) by = 2d,,

or dy-vy = a d'oli¥ Aa=21

H,(X) est donc isomorphe i z% avec pour génerateurs bo
et Yo ONeas
bo i boo & ZY

Pour < = 6, H (X) = Z est engendré par {1}, classe
fondamentale de X.

Homologie de S

Par contraction de B_ en un point, on obtient 1'homologie

)

de S, a partir de celle de X. On notera % 1'image dans

(19}
g.(Ss) d'une.classe & de #Hy(X),™ On a done: gw =0, b =0 et:
B (8)= & engendré par a
= Y v n
HZ(S) = Z engendré par & (d, = 22)
H,(S) = Z engendré par Y (20 = 2Y)
H (S) = Z engendré par Esi

Homologie d'intersection de S

On 1'obtient en utilisant (9) et en observant quels sont ceux,
parmi les cycles de S, qui sont des cycles permis. 11 viaients
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I (S) = BHy4(B) = Z engendr@ par o
IH,(S) = H,(B) = Z engendré par 30
IH,(S) = H,(B) = Z engendré par ¥
IHG(S) =g A= engendre par [S]

N
Remarques. 1) le cycle ¢ n'est pas un cycle permis

2) Te morphisme a:IF (5) >~ H,(S) s'exprime naturellement
en fonction des génerateurs. On retrouve, pour < = 2, le fait que
o soit Ta multiplication par 2, On a, en effet:

o IH (8§) —— H,(S)

| |

A e

d L

(G ¥ = ny v
eE 1m1mage de d, (element de I#,(8)), dans H,(S), est dO = 22
ou % est genérateur de H£,(89).

§.4. Classes de Chern d'un espace de Thom sur une variéte lisse

1. Classe de Chern de X

On note toujours = : X+B 7Ja projection de X sur B;
soit T‘, resp. T, Tle fibré tangent & X, vresp. B, et T
le fibre tangent vertical défini par exactitude de la suite de
fibrés de base ZX:

14

O—*TV->TX & ﬂTB->0

On en déduit, dans & (x):

(153 c*(TX) = c*(TV) U c'*(ﬂ*T
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D'autre part, les fibres de n#:X - B sont des courbes
rationnelles lisses, isomorphes a #F. La restriction de TV a
chacune de ses fibres est un faisceau de degré 2. Par conséquent
le faisceau des sections de 7, est le faisceau 0,(Bo+B,)
canoniquement associé au diviseur B +B_, de X, et on a:

(16) e*(1,) = o (0,(Bg+B,)) = 1 4 ny & 0y

o

Par dualité de Poincaré, i1 vient:
c*(TV)f1 Gzl =2 '+ 5, ¥ 2,
En notant toujours w:Hi(B) = Hi+2(X) le morphisme

précédemment décrit dans la suite de Gysin (12), on a un diagramme
commutatif:

ey L )
il l‘”
P —0k g )

D'ol, par dualité de Poincare,

a*(r*e ) 0 [F] = v (e 0 1A

v(e*(r5) n [B])

1}

b(e (7).

Des formules (15) et (16), on deduit donc:

(17) Tl dy = ([Z]+ By & R e e O]

oU, pour tout cycle e de Hy(B), w(e) est la classe du cycle
i (o) de Hu(X).
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2. Classes de Chern de S

Le morphisme de desingularisation o:X >S5S est un isomorphisme
en dehors de la fibre exceptionnelle c'l(P). IT vient, d'apres

1)

o*(lx)(s-) 14" pour touke siide & S, sufep

X(o™ (p)) = x(B).

ox(1,) (p)

2 af = 1x b TlpAnr )

En utilisant les relations de (3), on a alors:

() = 0,0, 005) = a (To) ¢ (x(B)-1)0,(1

{P})

et, puisque, par definition c*(lM) = c (M), pour tout ¥, il
vient:

(18) g(f] = g0, (X) + {1-X(B)})ipl,

Les relations (17) et (18) permettent de calculer les classes
de Chern de S dans chacun des 2 cas particuliers etudies.

3. Application aux deux exemples
a) Cas du plongement de Segre. 7£: »x P! CL+1P3.
La variété B est P! x Pl on a:
e®ePL) (= % 2n
ex(B) = (by+2d,) - (By+2d,) =b +2d +2d; +4a

Vex(B) = [X]+2p1+2p2+42-
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(17) devient:
G*(X)

(x+bo+d,,) - ([Xl+2p,+2p,+42)

(19) oL {xy (] + (2b_+3p,+3p,)+(4d,+4d,)+8a

compte tenu des relations et des tables d'intersection précédentes.

De maniére analogue 3 (18), on remarque qu'on a:

rl*(1X) = 1X1 + 16
2*(1X) X 16

-

ol Fuik > X o (resp. t,:X.> X.) est le.morphigme.de contraction

dy systeme §, (resp. 61) danst® B0 SParfsujite; on a:

(20), e i ) s Th o lt) - p, (8]

(20), Cr A e A T

T 6")
2% * il
ou e FO8] JVE e G 2pt e R I0E) s g9 12e™ “(cTasse’ de” Thern de
A 1'aide de (19), (20)j et (13)j, on obtient:

e (X)) = [Xl:]+(3p1'+3p2' )+(3d}+5d,)+6a’

e (X,) = [X,]+(3p)+3p))+(54,+3d} ) +6a"

Or, X, et X, sont isomorphes, et on a:

S -

oo 8 ) (= g1

d'autre part, dans _4&,[(5):

=2
1}
Q
=
Q
==
1
~
S
ELE
D
1
o
.
nN
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On en déduit le contre-exemple : 1a classe c,(S) = 8t est image
par
Gj* : Hz(Xj) i HZ(S)

de az(Xj), pour 4 = 1,2, et donc image par o de deux classes
distinctes de IH,(S), toutes deux classes de Chern de variétes
lisses, désingularisations de &S.

b) Cas du plongement de Véronése 7 :IPZCL+IP5

La variété B est P> on a:

2

n

e*(B) 1 + 3nH + 3nH ol H est un hyperplan de P
e*(B) = by, + 3d, + 3a
dl b = [X] 2 L2 S 4.
ou ye, (B) + 3v/ 4,3 et (17)istecrits

ex(X)

(Cd+p,+b,) - (X]+3v+32) =

(X]+(2b_+5v) + (6d4_+9%) + 6a

En utilisant (18) et remarquant que o,(b_) = 0, 0,(d,) =0
et X(B) = x(?) = 3, on obtient:

1A%
ey (S) = [S] + 5¥ + 9% + 4a

D'od, le contre-exemple: ¢,(S) n'appartient pas 3 1'image
de o, dont les &l€ments ont des coefficients pairs (d'aprés le
§.2, 4; (b))
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