Resenhas de livros

“Lectures on Algebraic Topology”, de Marvin Greenberg, W. A.
Benjamin, N. Y. 1967. US$5.95.

Este & um livro que se propde cobrir, em um numero razoavelmente
pequeno de paginas, uma grande quantidade de material. Obviamente,
entdo, o autor exige muito da maturidade matematica que pressupe do
leitor.

O livro divide-se em quatro partes: 1) Teoria Elementar da Homo-
topia; 2) Homologia Singular; 3) Orientagdo e Dualidade em Variedades
e, finalmente, 4) Produtos ¢ o Teorema do Ponto Fixo de Lefschetz.

A primeira parte, apos as defini¢des e teoremas preliminares,
tem como ponto alto a demonstragdo de que se (E, eo) — (X, xo) € um
espago de recobrimento, com grupo de transformagdes de recobrimento
G, E simplesmente conexo e localmente conexos por arcos, entio G
¢ isomorfo, de maneira natural, ao grupo fundamental (X xo). E
em seguida dado o critério, em termo dos grupos fundamentais de E
ede Y, para o levantamento de aplicagdes continuas f : (¥, Vo) = (X, o).
Esta primeira parte cobre 31 paginas, o que talvez faga o leitor desavisado
supor que possa ser lida facilmente; no entanto, a extrema concisdo
do livro, e o fato de que algumas demonstragdes estdo somente esbo-
cadas talvez fagam com que esta parte leve algum tempo a ser bem
apreendida. Os exercicios, via de regra, sio bons, particularmente
5-9, 510 e 6-10, e servem para testar a compreensdo que o leitor tem
do assunto. Esta parte nio é usada no restante do livro, exceto no
capitulo 12, que trata do homomorfismo de Hurewicz em dimensdo 1
o qual, por sua vez, ndo é usado posteriormente. Um leitor ndo iniciado
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no assunto talvez ache proveitoso comparar esta exposigio com a
encontrada no livro de Massey “Algebraic Topology, an Introduction”,
de leitura mais amena a agradavel.
A segunda parte, que trata da Homologia Singular, cobre 73
paginas e comega com a construgdo da Homologia Singular de um
- espago topologico. Sdo verificados os “axiomas” de Eilenberg-Steenrod.
O critério geral de concisdo continua implacavel, sendo que a Unica
excegdo sdo as notas em que o autor menciona fatos e teorias impor-
tantes ndo expostos no livro. O capitulo 8, no inicio desta parte, fala
sobre o conteido da mesma €, a nosso ver, é extremamente util ao
leitor. As outras partes ndo estdo precedidas por capitulos semelhantes.

O material desta parte encontra-se, basicamente, no livro de E.
Artin “Einfiinrung in die Algebraische Topologie”. Alguns exercicios,
como 14.6, que manda construir a seqiiéncia exata de homologia de
um terno, exigirdo certamente a consulta a outros livros (da maneira
como esta proposto, 14.6 € certamente dificil para um principiante
no assunto, mesmo possuindo o nivel de maturidade pressuposto pelo
autor). Os capitulos 18, 19 e 20 sdo particularmente interessantes:
o primeiro, bem geométrico, trata do Teorema de Separagio de Jordan-
Brouwer e algumas conseqiiéncias, como o Teorema da Invaridncia
do Dominio. O segundo discute os “complexos esféricos”, dando
formulas que permitem, pelo menos em principio, calcular sua homo-
logia e as aplica ao calculo das homologias dos espagos projetivos.
Os exemplos apresentados sdo importantes e geométricos, as demons-
tragdes completas e os exercicios muito bons, embora alguns sejam
dificeis (veja, por exemplo, 19.39 e 19.40). O capitulo 21 particulariza
o que foi feito no capitulo 19 para os CW-complexos finitos.

A homologia aumentada ¢ definida, sem énfase, em 10.7. O capitulo
11 trata da invaridncia sob homotopia. O operador de prisma, neces-
sario na demonstragdo, ¢ definido para a identidade de A, e extendido
por funtorialidade a espagos quaisquer. O capitulo 12 trata rapidamente
do homomorfismo de Herewicz em dimensdo 1. A homologia relativa,
introduzida no capitulo 13, € aplicada no capitulo seguinte 4 demons-
tragdo da exatiddo da seqiiéncia de homologia de um par. Uma desvan-
tagem das demonstragdes ad hoc, como feito aqui, é que o principiante
as vézes ndo percebe que esta provando um fato algébrico bem geral
(0 lema da serpente) e que ndo estd empregando nenhuma propriedade
intrinseca da homologia singular. O capitulo 15, que trata da excisdo,
calcula, como aplicagdo, a homologia da esfera S". Os operadores
necessarios & demonstragdo do teorema da excisdo sdo também definidos
para casos particulares e extendidos por funtorialidade.
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Passemos, agora, a 3* parte, que trata da orientagdo e dualidade
em variedades. O autor escolheu colocar sua discussdo da cohomologia
singular nesta parte, no capitulo 23, apos discutir orientagdo, de maneira

" suscinta e eficiente, no capitulo 22. Seu tratamento da cohomologia

¢ bem conciso, como o restante do livro. Os exemplos 23.1, 23.4 e 23.5
sobre formas diferenciaveis sdo bastante instrutivos e esclarecedores. O
autor resolveu, no entanto, trabalhar com “Ext” sem falar em “Ext”, o que
conduz a uma série de construgdes € lemas ad hoc, sem nenhuma
motivagio e que tornam parte do capitulo bastante rebarbativa (veja,
por exemplo, de 23.11 a 23.18). Estes resulta_dos sc‘)bre.: B
Extg(H,_ (X), R) disfarcado, sdo entdo usados para verificar os axiomas
de Eilenberg-Steenrod para a cohomologia singular. Alguns dos
exercicios exemplos e notas sio bem interessantes (verifique, por
exemplo, 23.20.1).

Quanto ao capitulo 24, que trata de produtos, o autor define o
produto-cup de duas classes de cohomologia explicitamente, por sua
acdo sdbre simplexos singulares. Pode-se, talvez, dizer que esta ¢ uma
maneira mais honesta, mais terra a terra, de definir o produto mas,
por outro lado, as demonstragdes se tornam tediosas e sem motivacﬁo
(veja, por exemplo, 248 que prova a anti-comutatlvlldade do
produto-cup). Talvez a moral do capitulo seja de que ha algumas
partes da topologia algébrica que devem preferivelmepte ser cobertas
apos uma introdugdo a um pouco de algebra homologica (qs teoremas
de Kunneth, modelos aciclicos, Eilenberg-Zilber e Coeficientes Uni-
versais, demonstrados respectivamente, os trés primeiros, em 29.10,
29.23. A e 29.4). A nota 24.18 faz referéncia ao Invariante de Hopf.

Se, até agora, cada conceito exposto era seguido de aplicagdes,
0 mesmo nio acontece com o produto cup; ndo ¢ apresentado, aqui,
nenhum exemplo do calculo do anel de cohomologia de um espago
(apos estudar o teorema de dualidade de Poincaré veremos a estrutura
de H*(CP");

O restante do livro, do capitulo 25, limites algébricos, até o fim,
continua no mesmo ritmo. Somente nesta ultima parte sdo atacados
os Teoremas de Eilenberg-Zilber, os modelos aciclicos e a formula
de Kunneth. A concisdo torna-se, se possivel, maior.

Quanto ao assunto propriamente dito déste restante do. livro,
que cobre 63 paginas, o autor consegue €xpor quatro teoremas 1impor-
tantes. Estes capitulos, a nosso ver, sdo de leitura bem dificil para um
principiante no assunto, e que sua leitura deveria ser tentada sbmentf:
sob a orientagdo de alguém com mais experiéncia, que completara
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as demonstragdes apenas esbogadas ou deixadas como exercicios,
mostrard maneiras mais naturais de fazer algumas construgdes, etc.

O capitulo 26 demonstra o teorema de dualidade de Poincaré;
como conseqiiéncia, obtemos a estrutura dos aneis de cohomologia
dos espagos projetivos e o teorema de Borsuk-Ulam, mas ndo sdo
tratados os teoremas do tipo sanduiche. Um apéndice sobre os ANR
demonstra, entre outros, o fato de que a homologia de uma variedade
compacta ¢ finitamente gerada em cada dimensdo. A dualidade de
Alexander, tratada também ad hoc, ¢ feita sem recurso a teoria dos
feixes (compare com “Sheaf Theory”, de R. Swan). A capacidade de o
leitor preencher os resultados incompletos é sobremodo exigida neste
capitulo, como nos seguintes, que tratam da dualidade de Lefschetz.
O Capitulo 29 ataca alguns pontos ja mencionados de algebra homolo-
gica.

O mérito déste livro, mérito éste ndo trivial, € levar o leitor rapida-
mente a alguns teoremas importantes. Como muitos. dos resultados
de Topologia Algébrica sio de demonstragdo bem técnica, exigindo
um longo preparo (compare, por exemplo, com o livro de Spanier,
“Algebraic Topology”) € realmente um feito do autor ter condensado
tanto material nestas paginas. Na consecugdo déste objetivo, o autor
sacrifica, em caminho, todos os detalhes que dariam mais profundidade
ao trabalho e o tornariam mais auto-suficiente e completo.

Embora nio achemos éste livro recomendavel para leitura inde-
pendente por um principiante, ¢ 6timo como um roteiro nas maos
de um professor que podera completa-lo, comenta-lo e ocasionalmente
adicionar alguma coisa.

O livro tem boa apresentagio; os poucos erros tipograficos sdo
facilmente corrigidos pelo leitor atento, sem prejuizo da boa compre-
ensdo do texto: veja, por exemplo, 6.8.

Jodo Bosco Pitombeira
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