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Sur les Groupes Engendrés par des
Difféomorphismes Proches de I'Identité

Etienne Ghys

Abstract. We consider groups generated by real analytic diffeomorphisms of a
compact manifold close to the identity. We show that the dynamics of such a group
is recurrent unless the group satisfies a very particular property, similar to solvability.
We study in detail the case of diffeomorphisms of the circle and the disc.

1. Introduction

Soit R:T — Diff(V)) un homomorphisme d’un groupe (discret) T' & va-
leurs dans le groupe des difféomorphismes d’une variété compacte V.
Nous dirons que R est récurrent si pour tout point z de V, il existe une
suite (7;);>1 d’éléments distincts de T telle que R(7;)(z) converge vers z.

Théoreme A. Soit T' un groupe contenant un sous-groupe libre non
abélien et soit S une partie génératrice de T'. Soit V une variété com-
pacte analytique réelle et Diff*(V) le groupe de ses difféeomorphismes
analytiques, muni de sa topologie naturelle (voir §2). Il existe un voisi-
nage U de lidentité dans Diff*(V) tel que tout homomorphisme R:T —
Diff*(V') qui envoie S dans U est récurrent. .

Pour motiver ce théoréme, décrivons d’abord une famille d’exemples
qui sont a ’origine de ce travail.

Soit G un groupe de Lie et p: G — Diff* (V) un homomorphisme
continu et injectif, i.e. une action analytique fidele de G sur V. Pour
tout homomorphisme 7:T' — G, on obtient par composition un homo-
morphisme R = por.

Par exemple, considérons ’action projective de G = PSL(2,R) sur

Received 1 July 1993.



b ETIENNE GHYS

la droite projective réelle V' = Pl (difféSomorphe au cercle). SiT' est le
groupe libre sur deux générateurs a, b, un homomorphisme r:I' — G est
déerit par les deux éléments A = r(a) et B = r(b) de G. La théorie bien
connue des groupes fuchsiens montre qu’il est possible de choisir A et B
de telle sorte que:

i) A et B ne satisfont aucune relation non triviale, i.e. r est injectif,
i) il existe un ensemble de Cantor K dans P! invariant par R(T) et tel

que Porbite de tout point de K est dense dans e

iii) il existe un intervalle I semi ouvert dans P! — K tel que les images de
I par les éléments de R(T') sont disjointes deux & deux et recouvrent
Pl _ K- Dintervalle I est “errant”. En particulier, I'action R de I
sur Pl n’est pas récurrente.

Cependant, un tel phénomene ne peut pas se produire si A et B sont
proches de l'identité de PSL(2,R). Ceci résulte du lemme classique de
Zassenhauss que nous rappelons car il est au coeur de cet article (voir
[Ra], par exemple). Pour tout groupe de Lie G, il existe un voisinage de
I'identité U tel que tout sous-groupe discret engendré par des éléments
de U est nilpotent. Par conséquent, si ’'homomorphisme r:T" — (G envoie
la partie génératrice S dans U, deux cas sont possibles:

i) r(I') n’est pas discret dans G et son adhérence contient donc un sous-
groupe & un parametre de G. L’adhérence de R(T) dans Diff*(V)

contient alors un flot non trivial et, en particulier, R est récurrent.

ii) r(T) est discret et nilpotent. Si on suppose que I' contient un sous-
groupe libre non abélien, c’est que le noyau de r (et donc de R) est
infini. En particulier, R est récurrent.

On objectera que la définition de récurrence que nous avons choisie
n’est peut-étre pas adaptée et qu’on aurait pu exiger I'existence d’'une
suite ; telle que les R(y;) soient distincts et R(~;)(x) converge vers .
Nous reviendrons plus loin sur cette question.

Ainsi, le Théoréeme A apparalt comme une version de lemme de
Zassenhauss pour le groupe de dimension infinie Diff* (V). L’objet de ce
travail est en effet d’examiner dans quelle mesure ce lemme se généralise
aux groupes de difféomorphismes. Ceci nous amenera naturellement a
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discuter de quelques propriétés algébriques des sous-groupes de t fini
de.Diﬂw (V). La possibilité d’une telle discussion est suggérée daz:) FAC?]I
q1.11 contient I'exemple suivant, di & M. Herman, montrant que, d
D.1ff(V), certaines relations entre difféomorphismes peuvent en (311‘571raianS
d’autres. Le groupe de toutes les bijections de Z & supports finis contizzz
tous les groupes finis et ne peut donc se plonger dans Diff(V) pour
aucune variété compacte V (par un argument facile). D’autre part
ce gr.oupe se plonge dans certains groupes de présentation finie Ainsi,
certains groupes de présentation finie ne se plongent dans aucun biff( V)’
Il §st meéme possible de construire des groupes simples de présentation.
finie contenant tous les groupes finis (exemples de Thompson). Pour un
tel groupe, tout homomorphisme & valeurs dans Diff(V) est trivial

Les groupes nilpotents de difféomorphismes du cercle ont été décrits
dans [P-T]. Nous étudions ici le cas des groupes résolubles de difféomor-

phismes du cercle puis des grou i i
pes nilpotents de difféomorphi
sphére de dimension 2. g

Théoréme B. Un sous-groupe nilpotent de Diff(S1) est abélien. Un
sous-grodu/p? Tésoluble de Diff*(S1) est métabélien, i.e. son pr.emz'er
Zzzl];eéh::ve est abélien. Un sous-groupe nilpotent de Dzﬁ“(SQ) est

Voici un exemple d’application. Soit T un sous-groupe d’indice fini
dfins SL(k,Z) avec k > 3. Comme pour tout réseau dans un groupe de
Lie simple de R-rang supérieur ou égal a 2, le groupe T a la proII))riété
que tout sous-groupe normal est fini ou d’indice finj [Ma]. D’autre part
I' contient évidemment un sous-groupe nilpotent dont tous les :ous—’
grf)upes d’indice fini sont de longueur de nilpotence k — 1 et ne sont pas
mietabéliens dés que k > 4. On obtient ainsi le résultat suivant dang le
meme esprit que [Zi]. ’

Z‘.orollaire. Soit T un sous-groupe d’indice find dans SL(k,Z) avec k > 4
lors toute action analytique réelle de T sur la sphére S2 tmnsz’t—e a
travers un quotient fini de T.

On a‘blen sur un corollaire analogue pour le cercle, mais on trouvera
dans [Wi] un résultat plus fort dans cette direction.
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Le théoreme suivant de G. Duminy, malheureusement non publié,

est lui aussi a l'origine de ce travail:

Théoréme. (G. Duminy.) Il existe un voisinage U de l’identité dans le
groupe des difféomorphismes de cercle de classe C? (muni de la topologie
C?) ayant la propriété suivante. Le groupe engendré par une famille
quelconque d’éléments de U a ou bien toutes ses orbites denses ou bien
posséde une orbite finie.

La démonstration de ce théoréme, a la Denjoy, est typique de la
dimension 1 et ne peut s’étendre en dimension supérieure. Nous déve-
loppons une méthode générale qui, en dimension 1, donne le résultat

suivant:

Théoréeme C. Il existe un voisinage U de lidentité dans Diff*(S') ayant
la propriété suivante. SiT est le groupe engendré par une partie finie
de U, on a I’ une des quatre possibilités:

i) toutes les orbites de T' sont denses,

ii) T posséde un nombre fini d’orbites finies et toutes les orbites infinies
sont localement denses,

iii) T posséde un nombre fini d’orbites finies et toutes les orbites infinies
sont propres et s’accumulent sur les orbites finies. Dans ce cas T’ est
une extension finie de 7Z,

iv) T est un groupe fini (cyclique).

On remarquera en particulier que si T' est infini et n’est pas une
extension finie de Z, le groupe I' agit sur le cerclé de maniere récurrente
(i.e. le plongement I' — Diff*(S1) est récuirent).

On notera aussi une analogie entre le Théoreme C et le résultat
de Nakai qui décrit la dynamique locale d’un groupe de germes de
difféomorphismes holomorphes de C au voisinage d’un point fixe. Si le
groupe n’est pas résoluble, les orbites locales sont localement denses en
dehors d’un nombre fini de “séparatrices”, germes d’ensembles analyti-
ques réels [Nal]. Dans cette direction nous obtenons le Théoréme sui-

vant.

Théoreme C'. Considérons le cercle St comme le cercle unité dans
C. Pour tout réel T avec 0 < T < 1/2, il existe un voisinage U de
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Videntité dans Diff*(S1) tel que si I' est le groupe engendré par une
famille quelconque d’éléments de U, alors on a Uune des deuzx possibilités
suivantes:

i) T est résoluble,

ii) il existe une suite y; d’éléments distincts de T qui ont une extension
holomorphe da l'anneau {z € C, 1 -7 < |z] <147} et qui tendent
uniformément vers l’identité sur cet anneau.

Voici deux exemples qui illustrent les difficultés rencontrées pour
généraliser ces théoremes en dimension supérieure.

Soit X un champ de vecteurs analytique réel sur V et ¢! le flot
engendré. Soit u: V' — R une fonction analytique et ¢’ le flot engendré
par uX. Il est possible de choisir X, u et une suite €; de réels tendant
vers 0 de telle sorte que le groupe T engendré par ¢% et 1% soit libre
et que les adhérences des orbites de I'; soient les adhérences des orbites
du champ X. Ainsi, la dynamique d’un groupe libre engendré par des
difféomorphismes proches de I'identité peut étre aussi complexe que celle
d’un champ de vecteurs et on ne peut espérer une conclusion aussi forte
que dans le Théoreme C.

D’autre part, en dimension supérieure, d’autres groupes que les ex-
tensions finies de Z (ou de groupes abéliens) admettent des actions non
récurrentes arbitrairement proches de Iidentité. Soit V' la variété des
drapeaux de R3 (i.e. Iespace des couples formés d’une droite vectorielle
et d’un plan la contenant) et p: PGL(3,R) — Diff*(V) ’action linéaire
naturelle. Soit T' le “groupe de Heisenberg entier”, i.e. le groupe de
présentation finie formé des matrices de la forme

iy, Loy
A.h1i 8
0 0 1

avec a, 3, entiers. Pour tout entier i, considérons le plongement 7; de
I' dans PGL(3,R) défini par:

17 g 1 % z%
LI E 0 o 3,

Il est clair que les injections R; = p o r; convergent vers l'identité sur
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une partie génératrice finie de I'. On vérifie d’autre part qu’il existe un
ouvert dense de V, invariant par R;(T), sur lequel R;(T') opére librement
et proprement. Ainsi R; n’est pas récurrent.

Dans une généralisation du Théoréme C, il convient donc de prendre
en compte les groupes nilpotents. Les théorémes suivants vont dans cette
direction.

Théoréme D. II existe un voisinage U de l'identité dans le groupe
Diff*(D?) des difféomorphismes analytiques réels du disque fermé D?
tel que si T est un groupe engendré par une partie de U et si le groupe
induit par T sur le bord de D? n’est pas résoluble, alors laction de T sur
le disque est récurrente.

Théoréme D'. ] existe un voisinage U de lidentité dans Diff*(S2) tel
que si S C U contient deuz éléments fizant un méme point xo de S? et
dont les différentielles en xg engendrent un sous-groupe non résoluble de
GL(2,R), alors le groupe T engendré par S agit de maniére récurrente
sur la sphére.

Insistons sur le fait que ces deux derniers théoremes traitent de la
dynamique du groupe engendré par un certain nombre de difféomorphis-
mes et non plus de celle d’un homomorphisme d’un groupe abstrait &
valeurs dans un groupe de difffomorphismes, de sorte que la récurrence
ne peut plus étre attribuée au noyau de R. On remarquera aussi, pour
comparer les théoremes A et D — D', que le voisinage U dont il est
question dans le théoréme A dépend a priori du groupe T.

Il parait clair que les résultats présent;és dans cet article ne sont pas
optimaux. En toute généralité, la dynamique d’un groupe engendré par
des difféomorphismes proches de I'identité est probablement analogue
a celle d'un flot. Ayant par exemple & ’esprit le théoréeme de Poin-
caré-Bendixson, on peut se demander si les ensembles minimaux d’un
groupe non nilpotent de difféomorphismes de la sphere, engendré par
des difféomorphismes proches de l'identité, ne seraient pas triviaux, i.e.
des ensembles finis, des réunions de courbes oy la sphere toute entiere.

Ce travail est organisé de la facon suivante. Le paragraphe 2 con-
tient une discussion du lemme de Zassenhauss et une version affaiblie de
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ce lemme valable pour les groupes de difféfomorphismes; ceci méne au
théoreme A. Dans le paragraphe 3, on étudie les groupes résolubles de
difféomorphismes du cercle et on démontre le Théoreme C. Les groupes
nilpotents agissant sur la sphére sont étudiés au paragraphe 4. Enfin, on
dégage au paragraphe 5 une notion de “pseudo-résolubilité” qui mene &
la preuve des théorémes C’,D-D’.

Cet article a été rédigé lors d’un séjour a 'IMPA de Rio de Janeiro,
que je voudrais remercier pour son hospitalité.

2. Le lemme de Zassenhauss

Nous commengons par rappeler un lemme algébrique extrémement sim-
ple mais important pour la suite. Soit T un groupe engendré par une
partie 5 = {v1,...,%;,...} (finie ou infinie). On définit par récurrence
une suite de parties S, de T':

o =8

Sk+1 est l'ensemble des commutateurs [a,b] = aba=1b~1 avec a € S

et b e S,.

Nous affirmons que si Sy se réduit & I’élément neutre de T pour un
certain entier k, alors T' est nilpotent de longueur k.

La preuve est par récurrence sur k. Si k = 1, c’est le fait élémentaire
qu’un groupe engendré par des éléments qui commutent est commutatif.
Supposons I’assertion démontrée jusqu’a 'ordre k — 1 et considérons un
groupe I' engendré par S et tel que Sy, est réduit & 'élément neutre. Le
sous-groupe Z de I' engendré par les éléments de Sk_1 est central dans
I'. Le quotient I'/Z engendré par les classes de S modulo Z , vérifie la
condition & l'ordre k — 1; il est donc nilpotent de longueur k£ — 1. Le
groupe I' est donc nilpotent de longueur k.

Considérons maintenant un groupe de Lie G. Equipons G d’une
métrique riemannienne (par exemple invariante & gauche) et, pour g€
G, notons |lg —id|| la distance entre g et I'élément neutre id de G,
L’application “commutateurs”:

(91,92) € G x G [g1, 9] = g1gag7 95" € G

est de classe C™ et sa différentielle en (id,id) est triviale car elle est
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constante sur les “axes” {id} x G et Gx {id}. Il existe donc une constante
C > 0 et un voisinage Uy de I'identité dans G tels que si g1 et go sont
dans Uy, on a:

llg1, g2] — id|| < Cllg1 —id]| ||go — id]| . (*)

Supposons maintenant que G contienne un sous-groupe discret T
engendré par une partie S contenue dans lintersection U de Uy et de
la boule de centre id et de rayon 2% L’inégalité (*) montre que tous
les éléments de Sy, sont & distance inférieure & 2% de id. Puisque T
est discret, Sy se réduit & lidentité pour k assez grand et le lemme
algébrique que nous avons rappelé montre que I' est nilpotent. C’est le
lemme de Zassenhauss.

La difficulté essentielle pour généraliser ce lemme aux groupes de
difféomorphismes tient au fait qu’une inégalité du type (*) n’est pas
satisfaite. Une estimation de la norme de la dérivée reme g’ un commu-
tateur de deux difféomorphismes met en jeu la norme de la dérivée
(r +1)*™€ de ceux-ci. Ceci est particulierement clair pour le probleme
analogue du crochet de deux champs de vecteurs sur la droite:

[f( )ai’g( )ai} ( cczli ﬁ) oz

Voici d’ailleurs un exemple illustrant que le Théoréeme A n’est pas va-
lide dans la topologie CU. Soient A et B deux éléments hyperboliques
de PSL(2,R) qui engendrent un sous-groupe libre dont I’action sur le
cercle P! ~ §1 ~ R/Z préserve un ensemble férmé minimal qui est un
ensemble de Cantor. Soient A et B des dlffeomorphlsmes de R relevant
A et B. Pour chaque entler ¢ > 0, on définit des difféomorphismes A;
et B; de R par A;(z) = 1 A(m) et Bi(z) = 7 Bl(iz), passant au quo-
tient en des dlffeomorphlsmes A; et B; du cercle. Il est clair que A;, B;
convergent vers 'identité dans le groupe des difffomorphismes du cercle
muni de la topologie C0. 1l n’est pas difficile de s’assurer par ailleurs
que le groupe I'; engendré par A;, B; n’agit pas sur le cercle de maniere
récurrente et que c’est un sous-groupe discret et libre du groupe des
difféomorphismes du cercle.

C’est 1'usage de la topologie analytique réelle (et des inégalités de
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Cauchy) qui va nous permettre d’établir une forme faible de (*) pour
les difféomorphismes.

Fixons d’abord quelques notations.

Soit V' une variété analytique réelle compacte de dimension n, éven-
tuellement a bord. Nous fixerons une fois pour toutes un plongement
analytique réel de V dans un espace euclidien RV (qui existe d’apres
un résultat de Grauert [Nar|). Une complexification de V est une sous-
variété analytique complexe V de CV , hon compacte, de dimension com-
plexe n, contenant V C RY < CV telle que toute fonction analytique
réelle u: V' — R se prolonge en un unique germe de fonction holomor-
phe @ defini au voisinage de V dans V. Deux complexifications de V
coincident au voisinage de V' et nous fixerons I’une d’entre elles V c C¥.

Si 7 > 0, nous noterons V, I’ensemble des points de V situés a dis-
tance strictement inférieure & 7 de V. RY ¢ CV, pour la distance
euclidienne de CV. Soit u: V — R une fonction analytique réelle & va-
leurs dans un espace euclidien. Si u admet un prolongement holomorphe
u: V; — C¥, nous notons [l la borne supérieure de la norme |ju(z)]|
lorsque = décrit V,. S’il n’existe pas de telle extension, nous poserons
Jull, = oc.

SiT > 0ete>0,on considere ’ensemble U; ¢ des difféomorphismes
analytiques réels f:V — V C RV tels que |f—id||, < e. 1l existe
une unique structure de groupe topologique sur le groupe Diff* (V) des
difféomorphismes analytiques réels de V telle que les Ure forment une
base de voisinages de I'identité (voir plus loin et [BT], [Le]). Clest la
topologie analytique sur Diff*(V). On vérifie qu’elle ne dépend pas du
plongement analytique réel de V' dans R¥.

Nous allons établir la proposition suivante.

Proposition 2.1. Awvec les notations précédentes, il existe des constantes
c>0,C > 0,79 > 0 telles que, si 0 < 7 < 19 et 0 < 6§ < ﬁT
et si f1 et fo sont deux difféomorphismes analytiques réels de V. avec
[ f1—id|l, < cb et || fo —id||, < cb, alors:

U1, ol =il s < & sup (1~ idl, .| o - il )?
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Avant de démontrer cette proposition quelques commentaires seront
utiles. La présence du facteur & & est bien siir essentielle de sorte que cette
inégalité n’est pas suffisante pour obtenir le lemme de Zassenhauss. Soit
en effet S un ensemble de difféomorphismes tels |lf —4d||. < e pour
f € S et définissons comme précédemment la suite de parties Si. Les
éléments de Sy étant des commutateurs d’éléments de S et de Sj_1,
I'inégalité donne au mieux ||f — id||,_s < g 2 pour f € Sj et on ne
peut donc conclure que les éléments de Sy convergent vers l'identité
lorsque % tend vers l'infini.

Ceci suggere alors d’établir qu’un groupe discret engendré des difféo-
morphismes proches de I'identité est résoluble. Rappelons qu’un groupe
I" est résoluble si, pour un certain entier k, le keme groupe dérivé DFT
est trivial ot DFT est défini par récurrence par:

Dr=r
D¥tir = D1, DFr

est le groupe engendré par les commutateurs d’ éléments de D*T.

Le lemme algébrique décrit au début de ce paragraphe ne se généra-
lise cependant pas aux groupes résolubles. Si T est engendré par S et si
'on définit une suite S* de parties par: SO = S; S**1 est I’ensemble des
commutateurs [a,b] avec a et b dans S*, il est faux que si S* se réduit
a l'identité alors T' est nécessairement résoluble. On ne peut décider
de la résolubilité d’un groupe en montrant la travialité d’un nombre fini
de commutateurs itérés formés a partir d’une partie génératrice. Ceci
résulte du fait que le groupe métabélien libre & deux générateurs (par
exemple) i.e. le quotient du groupe libre & deux générateurs par son
second groupe dérivé, n’est pas de présentation finie (voir [Ne]) C’est
la difficulté algébrique essenticlle de cet article.

Nous montrons maintenant la proposition. Pour cela, nous établis-
sons quelques lemmes qui montrent aussi ’affirmation précédente que
Diff“(V') est un groupe topologique.

Lemme 2.2. Il existe 79 > 0 et C] > 0 ayant la propriété suivante. Soit
u: V' — R une fonction analytique réelle ayant une extension holomorphe
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u:Vy — C et x,y deux points de Vy_s avec 0 < 6§ < 7 < T0. Alors:
1
[u(a) = u(y) < 2 Jull, 2 - y].

Preuve. C’est bien sir une conséquence des inégalités de Cauchy. Soit
B c RY ¢ C" la boule unité fermée et B, Tensemble des points de CN
a distance inférieure & 7 de B. Si u: B, — C est holomorphe, la formule
de Cauchy montre que la dérivée directionnelle de u dans la direction
d’un vecteur de norme 1 est majorée en module, sur B, _ s, par 276 flull...
Ainsi, si = et y sont deux points de B,_s on a:

Ju Yl < o5 llull- e -yl

On montre le lemme & partir de ce cas particulier en recouvrant V par
un nombre fini de cartes. La constante Cj dépend des constantes de
Lipschitz des cartes. O

Dorénavant, les réels 7 qui interviendront seront toujours supposés

inférieurs a 7.

Lemme 2.3. 1] existe une constante ¢; > 0 ayant la propriété suivante.
Soit f:V -V cRN cCV un difféomorphisme analytique réel ayant
une extension holomorphe f:V, — CN telle que ||f — id||. < c16 avec
6 < 7. Alors f envoie difféomorphiquement V,_s sur son 1mage, conte-
nue dans V. et contenant VF%.

Preuve. Si ||f — id||_ < ¢16, le lemme précédent montre que sur V;_g, les
dérivées partielles de f —id sont bornées par % c16 = C - c1. Ainsi, si
c1 est choisi assez petit, la restriction de f & V._g est proche de l'identité
dans la topologie C1. Si c1 est assez petit, f est un difféomorphisme sur
son image, contenue dans V, et contenant VT_%. O

Lemme 2.4. Soient fi et fo deux difféomorphismes analytiques réels
de V' ayant des prolongements holomorphes f1 et fa définis sur V. avec
I f1 - id||,. < c16 et ||fo — id||. < c16 et 6 < 7- Alors f1 0 fo est défini
sur V._s et on a:

I(f1 0 fo—id)=(f1—id) — (fa—id), g5 < 2t Hf1—zd|| [ f2—1d] .
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Preuve. La premiére assertion résulte immédiatement du lemme précé-
dent. Soit u; = f; —id:V; — CV. On a:

(f1 0 fo(z) — ) — (f1(@) — 2) = (f2(2) — Z) = u1(fo(x)) — U ().

Si z est dans V._ss, nous savons que fo(x) appartient & V,_ s de
sorte qu’en appliquant le lemme 2.2 & chacune des coordonnées de u1
on obtient:

Jui(fa(z)) — ui(z)|| < —=

Ainsi, on a bien:

(f1 0 fo—id)—(f1—id)—(fa—id)||, o < et ||f1—ld|l | fo—id||,

Plus généralement:

B sl 1 fota) ol

Lemme 2.5. Soient f1, fa,..., fo £ difféomorphismes analytiques réels
de V' tels que | f; —id|, < e pouri=1,...£ avec ¢ < min(cy, {VLC&) : 2%
et 6 < 155. Alors, pour j=1,...,¢, fio--- o fj est défini sur VT_(j_1)5

et on a:
[fio--ofj—id|| _s<2j-¢ (1)
J NC
(fioofi—id) =3 (fi—id) <=2 (3
i=1 T—36

Preuve. Par récurrence sur j. Pour j = 2, on a bien, par le lemme
précédent:

I(f1 0 fo —id) = (fi — id) — (f2 — id)|,_gs <

c’est-a-dire (2)o. Il en résulte que:

: NCy 22 NCle 2
1)

NC :
[(f10 fa —id)|l,_g5 < 2¢ + Tl - 4e? < 2je = 4e.

car € < 23—130—1 < NQ—gl et ceci établit (1)s.
Si ces inégalités sont satisfaites jusqu’a 7, on a, par le lemme 2.4 et

(1)
[(fio- o fjy1—id)— (fro-- o f; —id) — (fi+1— id)HT_(jH)zs

< ——2j-¢-¢.
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Par conséquent:

. NEH - . .
(o0 fjr1 = id)ll, (1095 < —57256% + €+ 2je < 2(j + 1)e

car 6
< < .
©=2NC; = NG

Ceci établit (1);41. On a alors, par (2);:

g+l
N
(fro---o fip1 —id) — S (fi — id) < flzjgz+%j2gz
i=1 —(j+1)6
NGy

< =+ 1)%2
)
c’est-a-dire (2),41. O

Lemme 2.6. Soit f un difféomorphisme analytique réel de V tel que
| f —id|, < C}é avec § < {5. Alors, f~1 (qui se prolonge holomorphi-
quement sur V,_os) vérifie:

|7 —id)+ (571 —ia)|

Preuve. On a bien sir

N01
< —
7386 —

If - idl|?

“f*l _ id”r_25 <|f—id], <c16 et §< a —426’

de sorte qu'on peut appliquer 2.4 & f et f~! sur V,_2s. On obtient le
lemme. O
La preuve de la proposition 2.1 est maintenant facile. Soient fiet fo
deux difféomorphismes analytiques réels de V tels que Hf 1— zd]I <e
et ||fo —id|, < e. Les quatre difféomorphismes /1, f1 , f2, f2 sont
T

définis sur V. g5 si ¢ < c16 et 6 < 7- Le lemme 2.5 s’applique pour
¢ = 4 en remplagant T par 7 — 26 si

—26
e< gmin(cl,NLCl) et 0< b
et donne:
|t £ =it~ (51 i) = (o =ity - 7 i) - g5 )|,
< 16NC1 e

SR
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D’autre part, le lemme 2.6 montre que si § < 19, alors:

NC1 o .
< . =
oy B TR ¥~ (=152)

|(fi i) + (57 i)

Finalement, si § < 100> On a:

N
1, fol = il _gs < 2N (i fy — id., 12 — i )2

En rebaptisant les constantes, on obtient la proposition 2.1. O

Considérons un ensemble ¥ de difféomorphismes analytiques réels de
V tel que ||f —id||. < e pour f € £. Définissons une suite de parties
E(k) par: X(0) = ; £(1)  est 'ensemble des commutateurs d’éléments
de X et, pour k > 2, %(k) est ’ensemble des commutateurs [ail,bil]
avec a € X(k—1) et b € S(k—1)UX(k—2). Cette suite est plus “grande”
que ce dont nous avons besoin pour démontrer le Théoréeme A mais nous
en ferons usage ultérieurement.

Proposition 2.7. Sic < To0c» tous les €léments de S(k) ont une exten-
sion holomorphe a 1/7(1&2,(;“10)) et on a, pour f dans %(k):

1F = idll, (1 _g-tk10) S 27" €.

Preuve. Pour k = 0, c’est clair. Supposons I'inégalité démontrée jusqu’a
k —1 et soit f un élément de X(k) écrit sous la forme [ flﬂ, fétl] avec fi
et fo dans X(k — 1) UX(k — 2). Par hypothese de récurrence, on a, pour
7 =1, 2

On peut appliquer la proposition 2.1 & flﬂ et f2ﬂ en remplacant T par
T(1— 2‘(’“"‘9)) et pour la valeur § = 2-(*+10)- a1 § < 100+ On obtient:

& i =28 e

T(1—2_<k+9))

[l & id”-r(lﬁg—(k+10)) < C(2~(k+10)7)—1 (2—(1%2)5)2

20
= ( ) 27k o

T

si € est choisi inférieur & Tooc < 56 Ceci établit la proposition. O

Lemme 2.8. Soit L le groupe libre sur quatre générateurs a1, as,as,ays
et soit ¥ = {a1,a9,a3,a4}. Définissons la suite $F par £9 = ¥ et
% = {[a,b],a,b € k=11 ¢ L. Alors la réunion des SF est infinie.
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Preuve. Nous allons montrer par récurrence sur k que pour tout k et
tout couple (a, 3) d’éléments distincts de ¥ il existe un élément de NF
dont I’écriture réduite est de longueur exactement 4k commence par la
lettre a®! et termine par Gl Clest clair pour k£ = 1 et supposons le
montré jusqu’a k — 1. Soient (o, ') les deux éléments de ¥ différents
de et 3. Soit X (resp. Y) un élément de £*~1 dont le mot réduit est
de longueur 4*~1, commence par a*! (resp. B*1) et termine par o/*!
(resp. B'*1). Il est clair que P'élément XY X~ 1Y ~1 de %% a une écriture
réduite de longueur 4%, commencant par a1 et terminant par 8+, Ceci
montre le lemme.O

Nous pouvons maintenant démontrer le Théoréeme A. Soit T' un
groupe engendré par une partie S et contenant un groupe non abélien
libre. On peut alors trouver un sous-groupe L de T librement engendré
par ¥ = {a1,a2,a3,a4}. Soit £ une borne supérieure de la longueur des
a; par rapport a la partie génératrice S. Si R:T — Diff* (V) est un
homomorphisme tel que pour v € S, on a:

avec € < min(cy, NLCI)?&? et 6 < 157, le lemme 2.5 montre que:
|R(a;) —id||,_,s <20-¢ pour i=1,....4.

Considérons la suite de parties ¥ ¢ L C T définie au lemme 2.8, dont
la réunion est infinie. La proposition 2.7 montre que si £6 < 5 et 20e <
3000 alors on a pour « dans ©F:

IR(Y) —id]|z < 27%e.

Nous avons donc montré que pour tout 7(< 719), il existe € > 0 tel que
si R:T — Diff*(V) est un homomorphisme vérifiant, pour v € S:

alors il existe une suite 7; d’éléments distincts de T telle que
HR(%) - id“zff tende vers 0. En particulier, R(y;) tend uniformément
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vers l'identité de V et R est récurrente. Ceci établit le Théoréeme A. O

3. Les groupes de difféomorphismes du cercle

Dans ce paragraphe, nous démontrons la premiére moitié du ThéoremeB
et le ThéoremeC. La structure des groupes résolubles de difféomorphis-
mes du cercle a déja été étudiée par divers auteurs (voir en particulier
[P11-2], [P-T], [Nal-2]) et une partie des résultats que nous présentons
est déja connue. Nous les décrivons cependant car ils servent de mo-
tivation, a la fois pour les groupes de difféomorphismes de la sphére
et pour les groupes “pseudo-résolubles” du paragraphe 5. Pour cette
raison, nous nous placons directement dans le cadre analytique sans
chercher les hypotheéses optimales sur la régularité des difféomorphismes
considérés. Pour simplifier 1’exposition, nous nous limiterons en fait
aux sous-groupes du groupe Diﬂ“ﬁ(Sl) des difféomorphismes analyti-
ques réels du cercle qui respectent I’orientation. Nous laissons au lecteur
la généralisation (facile) aux sous-groupes de Diff(S1) (on remarquera
qu’un difféomorphisme du cercle qui renverse Iorientation a exactement
deux points fixes).

Proposition 3.1.  Un sous-groupe nilpotent du groupe Diﬂ?‘_‘ﬁ(Sl) est
abélien.

Preuve. Un groupe nilpotent non abélien contient deux éléments «, 8
qui ne commutent pas et tels que vy = [, B] commute avec o et 3.

Supposons donc par l'absurde qu’il existe deux éléments a, 8 de
Diff{ (S 1) qui vérifient ces propriétés. On sait que 'application “nombre
de rotation”:

Diff% (S1) — R/Z

n’est pas un homomorphisme mais que sa restriction & un sous-groupe
résoluble (et, en fait, moyennable) est un homomorphisme (voir, par
exemple [Ba]). II en résulte que le nombre de rotation de 7 est nul
et que I’ensemble Fix(vy) des points fixes de 7 est fini et non vide. En
remplagant « et 3 par une de leurs puissances, on peut supposer que
« et [ fixent tous les points de Fix(y). Le groupe engendré par « et (3
opere donc librement sur chacune des composantes de S! — F ix(y) car
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I'ensemble des points fixes d’un élément non trivial de ce groupe est un
ensemble fini invariant par 7. Il est bien connu qu’un groupe opérant
librement sur R est abélien et ceci est la contradiction cherchée. O

Remarquons que la proposition reste valable en classe C2; il s’agit
alors d’utiliser le lemme de N. Koppel [Ko] que nous rappelons, pour
un usage ultérieur. Soit f un germe de difféomorphisme de classe (2
de R en 0 fixant 0 et sans point fixe autre que 0. Alors il existe un
groupe a un parameétre f; de germes d’homéomorphismes de Rt en 0,
sans point fixe autre que 0, tel que f = f1 et contenant tous les germes
de difféomorphismes de classe C2 commutant avec I

Pour étudier les sous-groupes résolubles de Diffy (§ 1), nous allons
considérer d’abord les groupes de germes de difféomorphismes et, plus
généralement, de difféomorphismes formels.

Notons ﬁf(R, 0) le groupe des difféomorphismes formels directs de
R en 0, de la forme

ou a; est une suite de réels quelconques, avec a; > 0. Notons X (R,0)
I'algebre de Lie des champs de vecteurs formels de R en 0, de la forme:

£ o,
Z bzivla—
i=1 “
ou b; est une suite de réels quelconque. L’application exponentielle:

exp: .?TT'(R, 0) — ﬁf(R, 0)

est bijective, i.e. tout difféomorphisme formel est le “temps 17 d’un
champ formel (voir [Ar], [Ma],[MR]). Nous notons:

(f,z) € Diff(R,0) x X(R,0) — f.X € X (R, 0)

l'action adjointe naturelle, de “changement de coordonnées”. Nous no-
tons encore @(R) I'anneau des séries formelles en une variable et /[?(R)
son corps des fractions. Le groupe ISEE(R, 0) opere naturellement par
automorphismes de @(R) et E(R):

(f,u) € Diff(R,0) x K (R) — uo f € K(R).
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De méme, I’algebre X opere par dérivations sur @(R) et /IE(R):
(X,u) € X(R,0) x K(R) — X(u) € K(R).

Si £ est un entier strictement positif, on consideére le groupe Aff(¢),

“revétement ramifié” du groupe affine; c’est le sous-groupe de Diff (R,0)
formé des éléments de la forme:

& >

% a€R. beR

C’est aussi l'exponentielle de la sous-algébre de X (R, 0) engendrée par

aﬁ\% et x“'l%. Il s’agit bien stir d’un sous-groupe métabélien de
Diff(R, 0).

La proposition suivante est bien connue, voir par exemple [Nal].

Proposition 3.2. Tout sous-groupe résoluble de ﬁf(ﬂ%,o) est contenu
dans un sous-groupe résoluble de ’un des deux types suivants:
1) un sous-groupe a un paramétre {exptX, t R}.
ii) un conjugué d’un Aff(£) pour £ > 1.

Avant de démontrer cette proposition, nous établissons un lemme
élémentaire.

Lemme 3.3. Le centralisateur d’un élément non trivial de ]ﬁ(R,O) est
l'unique sous-groupe & un paramétre qus le contient.

Preuve. L’unicité du groupe & un parametre contenant f=expX (avec
X #0) montre que si g = expY commute avec 7, alors il commute avec
exptX pour tout ¢. Il en résulte alors que [X,Y] = 0. Silon écrit Y
sous la forme uX avec u € f(\(R), cette condition devient X (u) = 0. En
écrivant X sous la forme v% oll v est un élément non nul de @(R), on
obtient g—;‘ = 0, c’est-a-dire que Y est un multiple constant de X. Ainsi,

g appartient au groupe & un parameétre contenant ifistEl

Preuve de la Proposition 3.2. Soit G un sous-groupe résoluble non trivial
de lji?f(R, 0) et A un sous-groupe abélien distingué non trivial de G.
D’apres 3.3, A est contenu dans un unique sous-groupe a un parametre
{exptX}. Par conséquent, G est contenu dans le normalisateur N (X)
de {exptX}, i.e. le groupe des éléments g de Diff(R, 0) tels qu'il existe
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A(g) € R* avec
9:X = Ag)X.

Disting(;ns alors deux cas.

Supposons d’abord que N(X) ne contienne que des éléments ayant
un contact supérieur ou égal & 2 avec I'identité. En écrivant X sous la
forme (byz? + .. .)a% avec b, # 0, on voit que, pour tout élément g de
N(X), on a ¢, X = (bpxP + ...)% de sorte qu'en fait ¢, X = X. En
d’autres termes, N(X) coincide avec le centralisateur de {exptX}, qui
n’est autre que ce sous-groupe {exptX}.

Supposons que N(X) contienne un élément hyperbolique, c’est-a-
dire un élément g dont la dérivée u en 0 est différente de 1. Il est bien
connu que g est conjugué a ’homothétie de rapport p. A conjugaison

pres, on peut donc supposer que le champ X = u(x)% vérifie

u(px) = Apu(x).

C’est donc que u est un monéme. Si u est linéaire, on trouve \ = 1
et N(X) coincide encore avec {exptX}. Si u est un multiple constant
de zft1, il nlest pas difficile de constater que N(X) n’est autre que
le groupe Aff(¢) défini plus haut. Ceci démontre la proposition. En
particulier, nous avons montré qu'un sous-groupe résoluble de ﬁf}’(R, 0)
est métabdlien. O

Signalons qu’un germe hyperbolique de difféomorphisme analytique
réel de R en 0 est analytiquement conjugué a sa partie linéaire. La
preuve précédente montre donc que si un groupe résoluble de germes
analytiques contient un élément hyperbolique, alors il est analytique-
ment conjugué a un sous-groupe de Af f(¢) pour un certain /.

Mentionnons une conséquence de la preuve de 3.2 qui sera utilisée
de nombreuses fois au paragraphe 5. Si G C Ijif\iF(R, 0) est un groupe
abélien, soit G son centralisateur. Si G est un groupe résoluble non
abélien, de premier groupe dérivé |G, G], soit G le normalisateur de
[G,G). Dans le premier cas, G est un groupe a un parametre et, dans le
second, G est conjugué d’un Aff0).

Proposition 3.4. Si G; et Gy sont deux sous-groupes résolubles non
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triviauz de 5i?f(R, 0) et si l’élément f de ﬁf(R, 0) vérifie fG1f~1 c G,
alors fG1f~! ¢ Gq. Le normalisateur d’un sous-groupe résoluble non
trivial de ISE(R, 0) est résoluble.

Nous allons introduire un groupe adapté 4 la description de la dyna-
mique au voisinage d’une orbite finie. Soit G un groupe quelconque et
¢ 2 1 un entier. On notera q - G le produit semi-direct de G¢ par Z/qZ
sous l'action de la permutation cyclique des facteurs (c’est le “wreath
product” de G et Z/qZ). En d’autres termes, un élément de g- G est de
la forme

(5915 9q)
avec T € Z/qZ et g1,...,gq € G. Le produit s’écrit

(91, 99)(r'3 61, -+, 9g) = (T + 7', 91491, 924+ 5, Gg+rGl)

ou les indices sont entendus modulo gq.

Si un sous-groupe de Diff¥ (S 1) préserve un ensemble & g éléments
Z1,...,Zq cycliquement ordonnés sur le cercle, ce sous-groupe se plonge
naturellement dans g - Diff (R, 0) en considérant les germes aux voisinages
des points x;.

On a la suite exacte

1 — Diff(R,0)? — ¢ - Diff(R,0) — Z/qZ — 0

et nous venons de déterminer les sous-groupes résolubles de ]ji?f(]R, 0). 11
n’est pas difficile d’en déduire la description des sous-groupes résolubles
de ¢ - ]ﬁ(R, 0). Nous nous contenterons de dofiner le résultat, laissant
la preuve (facile) de la proposition suivanfe au lecteur. Soit C' un sous-
groupe de Z/qZ et choisissons pous chaque i = 1,... , g un sous-groupe
H; de ]Si?f(]R, 0) qui est soit trivial, soit un sous-groupe & un parametre,
soit Aff(¢) pour un certain £. On suppose que H; = Hi/ pourre C
et on considere le sous-groupe résoluble G(C; H;) de q - [/)i?f(R, 0) formé
~des (r; f1,...,fq) telsque r € C et f; € H; petP= §v. 1) gl
Proposition 3.5. Tout sous-groupe résoluble de q - Diff (R, 0) est contenu
dans un conjugué d’un groupe du type G(C) L)

Les groupes G(C; H;) sont des produits directs de groupes cycliques
et de groupes isomorphes & ¢-R ou ¢ Af f(£) (ol ¢ est le cardinal de Q).
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Notons que c- R est métabélien et c- Af f(¢) est résoluble de longueur 3.

Convenons de dire qu'un sous-groupe de g - ]Si?f(R, 0) est fideéle si
son intersection avec le noyau ]Si?f(R,O)q de la projection sur Z/qZ se
projette injectivement sur chaque facteur ]SEE(R, 0). Les sous-groupes
de ¢ - Diff(R, 0) obtenus & partir d'un groupe de difféomorphismes du
cercle préservant un ensemble & g éléments sont fidéles. La proposition
3.4 donne facilement:

Proposition 3.6. Le normalisateur d’un sous-groupe résoluble de q-
]ﬁ(R, 0), fidéle et infini, est résoluble.

Nous pouvons maintenant donner une premiere description des grou-
pes résolubles de difféomorphismes du cercle.

Proposition 3.7. Soit T' C Diffﬁ(Sl) un sous—groupe résoluble de type

fini. Alors, on a l'une des deuz possibilités suivantes:

i) T est topologiquement conjugué ¢ un groupe de rotations,

ii) il existe un ensemble fini non vide P C S invariant par T' et des
homéomorphismes entre R et les composantes connexes de S — P
tels que laction de T sur S* — P est affine dans ces coordonnées.

Preuve. On sait qu’un groupe résoluble d’homéomorphismes d’un espace
compact préserve une mesure de probabilité. D’autre part, trois cas sont
a priori possibles pour la dynamique topologique de I':

a) toutes les orbites de I' sont denses dans le cercle. Dans ce cas, le
support d’une probabilité invariante est nécessairement le cercle tout
entier. En paramétrant le cercle grace a cette mesure, on conjugue
I' a un groupe de rotations.

b) il existe un “minimal exceptionnel”, ¢’est-a-dire un ensemble de Can-
tor K c S! invariant par T' tel que l'orbite de tout point de K est
dense dans K. En considérant l’action de I sur K, on montre qu’il
existe une mesure invariante dont le support est K. Ceci est en con-
tradiction avec le théoreme de Sacksteder selon lequel, dans cette
situation, il existe un élément vy de T' ayant un point fixe hyperboli-
que dans K [Sa].

c) il existe une orbite finie.

Puisque nous supposons que I' est formé de difféomorphismes ana-
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lytiques, la réunion P des orbites finies de I' est alors une partie finie
de S' ou le cercle tout entier. Dans le second cas, le groupe I' est un
groupe fini cyclique dont I’action est bien sfir conjuguée & un groupe de
rotations. Nous supposons donc que P est fini. Le sous-groupe IV de T
formé des éléments qui fixent tous les points de P est un sous-groupe
d’indice fini dont ’action sur chaque composante connexe de S1 — P est
sans point fixe commun. Dans [P12], J. Plante montre que si un groupe
résoluble de difféomorphismes de classe C2 de R opére sans point fixe
commun, alors ce groupe est topologiquement conjugué & un groupe
d’applications affines. Ceci termine la preuve de la proposition. [

En fait, 'analyse locale des sous-groupes résolubles de ﬁf(R, 0) per-
mettrait facilement de démontrer ce résultat de J. Plante dans le cas
analytique.

Proposition 3.8. Un sous-groupe résoluble de Diffi(Sl) est métabélien.

Preuve. Il suffit de le vérifier pour un sous-groupe I' de type fini et,
d’apres la proposition précédente, on peut supposer que l’action de I'
sur le cercle a une orbite finie & ¢ éléments, de sorte que I' se plonge dans
q- Diff (R,0). Ainsi, d’apres 3.5, T est résoluble de longueur 3. Puisque I
se surjecte sur Z/qZ, nous savons que T est isomorphe & un sous-groupe
de Z/qZ, q-R ou q- Af f(£) et c’est uniquement dans le dernier cas que
" pourrait ne pas étre de longueur 2. Placons nous dans ce cas et soit P
la réunion des orbites finies de T': ¢’est un ensemble fini dont le cardinal
est un multiple de gq. s

Nous supposons donc que le stabilisateur commun I’y de tous les
points de P est un sous-groupe non abélien. Nous avons déja remarqué
qu’au voisinage de chaque p de P, on peut introduire une coordonnée
locale z telle que z = 0 corresponde & p et que les éléments ¥ de T
agissent au voisinage de 0 sous la forme

a(y,p)x
Y1+ b(y, p)zt

Lk

D’autre part, d’aprés 3.7, on peut munir chaque composante connexe I
de S1 — P d’une mesure K1, positive sur les ouverts, de masse infinie,
telle que chaque élément + de I, restreint & I , envoie ur sur un multiple
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constant c(vy, I (1) de la mesure Fr(1)- Puisque I'1 n’est pas abélien,
pour chaque p de P, il contient des éléments ~ tels que a(v,p) = 1 et
b(7,p) décrit un sous-groupe dense de R. Il est facile d’en déduire que
les deux mesures sur les deux intervalles de part et d’autre de p, et dans
la coordonnée x sont des multiples constants de la mesure z=¢dz. Il
en résulte que si I et J sont deux intervalles adjacents de S1 — P et
si v est un élément de T';, alors c(v,I) = c(v,J). Autrement dit, il
existe un homomorphisme c¢: 'y — Rj_ tel que pour toute composante
connexe I de S — P et tout élément ~ de I'1, on ait v.pr = ¢(y)us. Nous
affirmons que ¢ se prolonge de maniére unique en un homomorphisme
c:I' — R*. Pour cela, il suffit de vérifier que si v est dans ' et v
dans I'1, alors c(v1) = 0(7_1717). Mais ceci est clair car, si I est un
intervalle quelconque, on a (y1)«pr = c(y1) i1, (71)*/1%1) = C(’Yl)ﬂy(j) et
(Vuter = (v, Dpypy d'ott il résulte que (y~1y17)upr = c(y1)pr et donc,
comme annoncé, que c(yy) = c(’y“lfylfy). Nous affirmons maintenant
qu’il est possible de trouver des constantes strictement positives a(I)
telles que si 'on définit les mesures vy sur chaque I par vy = a(l)uy,
alors pour tout v de I' (et pas seulement de I'1), on a v,v; = 0(7)117(1).
Il suffit de remarquer que I' opere sur l’ensemble des composantes de
S — P, de choisir une composante par orbite et de définir v; comme
étant p; pour cette composante. On définit alors v; pour les autres
composantes par v,y = C(l/)l/,y( 1) le fait que ¢ est un morphisme et que
Yutbr = c(y)pr pour v dans I'; garantit que ceci définit vy sans ambiguité.

La proposition est maintenant claire: le premier groupe dérivé de I'
agit en fixant chaque composante I et en préservant chacune des mesures
vy, c’est-a-dire par “translations”; il est donc abélien. Nous avons bien
montré que ' est métabélien. O

Signalons que la proposition 3.8 n’est pas valide dans le cadre des
difféomorphismes de classe C*°. Il est possible de construire une action
de classe ™ du groupe affine Aff de la droite réelle sur l'intervalle
[0,1], C*°-plate sur l'identité aux deux extrémités. On obtient ainsi des
actions de classe C* de q- Af f sur le cercle et nous avons déja remarqué
que q - Af f n’est pas métabélien.

Pour terminer ce paragraphe, nous démontrons le théoreme C. Nous
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utiliserons la proposition suivante que 'auteur a appris de G. Hector.

Proposition 3.9. Soit T' un sous-groupe du groupe Diff{ ([0,1]) des difféo-
morphismes analytiques réels croissants de ’intervalle [0,1]. On suppose
que I' n’est ni trivial ni infini cyclique et que 0 et 1 sont les seuls points
fizes communs & tous les éléments de T. Alors, lorbite de tout point
intérieur a [0,1] est dense dans [0, 1].

Preuve. Soit f un difféomorphisme analytique croissant de [0,1] tel
que 0 soit un point fixe attractant. Il existe donc ¢ > 0 tel que si
0 <z <ealors 0 < f(z) < z. Soit i l'ordre de contact en 0 entre f et
I'identité. Soit g un autre difféomorphisme analytique croissant de [0, 1]
et supposons que l'ordre de contact entre g et id en 0 soit strictement
supérieur & i. Il est alors facile de vérifier que la suite f~*gf* tend
uniformément vers 'identité sur [0, €] lorsque k tend vers Iinfini.

Plagons nous sous les hypothéses de la proposition. Soit x un point
intérieur & [0, 1] et K I’adhérence de son orbite par I'. La borne inférieure
de K étant un point fixe commun aux éléments de I', le fermé K contient
0. Il suffit alors de montrer que 0 est intérieur & K car la borne supérieure
de 'ensemble des ¢ tels que [0,¢] C K est aussi un point fixe commun et
on aura alors ¢t = 1.

Soit f un élément de T tel que 0 soit un point fixe attractif ayant un
ordre de contact avec I'identité minimal parmi les éléments de T. Suppo-
sons dans un premier temps que I' contienne par ailleurs un élément g
dont le contact en 0 est strictement supérieur 3 celui de f. La re-
marque précédente, appliquée & g et & g~ montre alors que si y est un
point du domaine d’attraction [0,¢] de f, alors les suites Fgfky) et
folig-Ly *(y) s’accumulent sur Y, par valeurs supérieures et inférieures.
Si 0 n’était pas intérieur & K, on aurait donc une contradiction en choi-
sissant pour y une extrémité d’une composante connexe de 0,1] - K
contenue dans [0, €].

Il reste & examiner le cas ot tous les éléments de T (différents de
I'identité) ont le méme contact i avec lidentité en 0. En remarquant
que 'ordre de contact du commutateur de deux éléments de T est alors
strictement supérieur & i, nous pouvons donc supposer I' commutatif.
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Nous avons décrit plus haut la structure des groupes commutatifs de

difféomorphismes de [0,1]: il existe un flot topologique ¢' agissant sur

[0,1], contenant T' et sans point fixe commun. Si I n’est ni trivial ni

infini cyclique, il en résulte que les adhérences des orbites de T sont les

mémes que celles du flot, c’est-a-dire [0, 1] tout entier. Ceci établit la

proposition. [J
SiT est un groupe de difféomorphismes analytiques du cercle, on sait

que trois cas seulement sont possibles:

i) toutes les orbites de I' sont denses,

ii) il existe un “minimal exceptionnel” K c S1,

iii) il existe une orbite finie.

Dans le troisitme cas, soit P C S! la réunion des orbites finies.
Il existe alors un sous-groupe d’indice fini dont P est l’ensemble des
points fixes. La proposition précédente, appliquée & chaque composante
connexe de S! — P donne alors immédiatement que l'on a l'une des
possibilités suivantes:

1) P est le cercle tout entier et I' est un groupe fini cyclique.

2) P est un ensemble fini et ’'adhérence de I’orbite d’un point de S1 — P
est la réunion d’un nombre fini d’intervalles dont les extrémités sont
dans P.

3) P est un ensemble fini et I' contient un sous-groupe infini cycli-
que d’indice fini. Les orbites infinies de I' sont alors propres et
s’accumulent sur des points de P.

Par conséquent, pour démontrer le théoréme C, il s’agit de démontrer
qu’un groupe I' de difféomorphismes analytiques du cercle, engendré par
un nombre fini de difféomorphismes proches de ’identité, ne possede pas
de minimal exceptionnel.

Si S est une partie de Diff(S!), notons S(k) la suite de parties
définies par: S(0) = S, S(1) est 'ensemble des commutateurs [a*!, b*!]
avec a,b € S, et S(k+1) est 'ensemble des commutateurs [a*!, b*1] avec
a € S(k)etbe S(k)US(k—1) (pour k > 1). La proposition 2.8 montre
qu'il existe un voisinage U de l'identité dans Diff(S1) tel que si S C U,
alors les éléments de S(k) convergent uniformément vers I'identité (dans
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la topologie CO) lorsque k tend vers ’infini. Pour démontrer le théoreme
C, nous allons montrer que si S est une partie finie de I/, alors le groupe
I' engendré par S n’a pas de minimal exceptionnel.

Supposons, par ’absurde, qu'un tel groupe I' posséde un minimal
exceptionnel K ¢ S1.

Nous affirmons d’abord qu’il existe un entier kg tel que S(kg) est
réduit a l'identité. En effet, soit I une composante connexe du com-
plémentaire de K dans le cercle. Pour chaque v de I, I’image v(I)
est aussi une composante connexe de S! — K. Puisque les éléments
de S(k) tendent vers l'identité quand k tend vers linfini et qu’il n’y
a qu’un nombre fini de composantes de longueur supérieure & un réel
positif donné, tous les éléments de S(k) fixent I pour k assez grand.
Soit T'(k) le groupe engendré par la réunion des S(k') avec k' > k et
considérons ’action de I'(k) sur I'intervalle J = S — I. Puisque K C J
est invariant par T'(k), la proposition 3.9 montre que I'(k) est trivial
ou infini cyclique, en particulier commutatif, pour k assez grand. Ceci
entraine évidemment que S(k) est trivial pour k assez grand. Soit kg le
plus grand entier tel que S(kg) n’est pas réduit & I'identité.

Soit k1 le plus petit entier tel que l’action du groupe I'(ky) sur le cer-
cle possede une orbite finie. Puisque les éléments de S(ky) commutent
évidemment, le groupe I'(kp) est abélien et n’a pas toutes ses orbites
denses puisqu’il préserve K. Nous savons que ceci entraine que I'(kp)
possede une orbite finie et donc que k1 < kg. Nous allons montrer que
k1 = 0, c’est-a-dire que T posséde une orbite finie, ef ce sera la contra-
diction cherchée. Supposons donc k1 > 1 et considérons un élément f
de S(ky — 1). Soit Ga(k1) C I'(k;) le groupe engendré par les éléments
de S(k1). Si f € S(k1 —1) et g € S(k1), les commutateurs [, g]
appartiennent a S(ky +1). Ainsi les conjugués de G(ky) par f et f=1
sont contenus dans I'(ky). Distingons trois cas.

3.10 Premier cas. Supposons G(ky) infini. Alors I'(k1) est infini et nous
savons que la réunion P de ses orbites finies est finie. Si~y est un élément
d’ordre infini quelconque dans I'(k1), la réunion des points périodiques
de v coincide avec P, d’apres 3.9. En appliquant cette remarque a un
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élément g d’ordre infini dans G(k;), et en rappelant que fgf ! est dans
I'(k1), on conclut que f préserve P. Autrement dit, tous les éléments de
S(k1 —1)US(k1)U---US(kg) préservent P. Ceci est en contradiction
avec le choix de k1.0

3.11 Deuxiéme cas. Supposons maintenant I'(k1) fini. C’est alors un
groupe fini cyclique opérant librement sur le cercle et G(k1) est un sous-
groupe cyclique non trivial. Si f € I'(k; — 1) et g € S(k1), nous savons
que fgfle T'(k1) et donc que g et fgf 1 sont deux éléments de I'(k1)
de méme nombre de rotation: ils sont donc égaux. Ainsi, les éléments
de S(k1—1) commutent tous avec G(k1). Si f1 et fo sont dans S(k; — 1)
le commutateur [f1, fo] est dans S(k1) et il existe donc ¢ dans g(k1) tel
que fy " fif2 = gf1. En comparant les nombres de rotation et en tenant
compte du fait que f1 et g commutent, on trouve que g est un élément de
G(k1) C I'(k1) de nombre de rotation nul; c’est donc que g est I'identité.
Ainsi les éléments de S(k; —1)US(k;) commutent entre eux et le groupe
I'(k1 — 1) est un groupe commutatif.

Un groupe commutatif de type fini dont les orbites ne sont pas toutes
denses possede une orbite finie. C’est une contradiction avec le choix de
k1.

3.12 Troisieme cas. Supposons enfin que T'(k1) est infini et G(ky) est
fini. Soit P la réunion des orbites finies de T'(k1) et g un générateur de
G(k1). En considérant 'action de I'(k1) sur P, on obtient un morphisme
p de I'(k1) sur un groupe fini cyclique Z/qZ qui est bien siir le nombre
de rotation. Les éléments non triviaux du noyau de p fixent P point par
point et sont donc d’ordre infini.

Soit f € S(k1 —1). Nous savons que y; = fgf~! et 49 = frigf
sont dans I'(k;). Soit v3 = g72_1. On a alors y3 € TI'(ky), p(y3) = 0
et fyofle ['(k1). Par conséquent, v3 est d’ordre infini ou est trivial.
Nous dirons respectivement que f est de type 1 ou 2.

Si f est de type 1, les points fixes de 73 coindident avec P et f
préserve donc P.

Si f est de type 2, alors f commute avec G(ky).

Si tous les éléments de S(k; — 1) sont de type 1, alors I'(ky =1)
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préserve P et ceci contredit le choix de k.

Si tous les éléments de S(k; — 1) sont de type 2, ils commutent tous
avec G(k1) et on conclut exactement comme dans le deuxiéme cas que
I'(k1 — 1) est commutatif, ce qui est encore une contradiction.

Soient f et fo deux éléments de S(k1 —1) avec f3 de type 2. Puisque
[f, fo] € S(k1) il existe une puissance g de g telle que ffof ! = fog®.
Comparant les nombres de rotation et tenant compte du fait que f et g
commutent, on déduit que f et fo commutent. Les éléments de type 2)
de S(k; — 1) commutent donc avec tous les éléments de S(k; — 1) ainsi
qu’avec ceux de S(ki); ils commutent donc aussi avec les éléments de
S(k') avec k' > k1. Autrement dit, les éléments de type 2) commutent
avec I'(ky1); ils préservent donc P, tout comme les éléments de type
1). Nous avons montré que I'(k; — 1) préserve P et c’est encore une
contradiction.

Ceci termine la preuve du théoreme C. O

4. Groupes nilpotents de difféomorphismes de la sphére.

Nous allons étudier, sur le méme schéma, les groupes de difféomorphis-
mes de la sphére. Auparavant, nous établissons une proposition dont
la preuve servira de modele pour plusieurs arguments qui suivent. On
trouvera un résultat plus fort dans [E-T].

Proposition 4.1. Soit £ une sous-algébre nilpotente de dimension finie
de l'algebre des champs de vecteurs analytiques réels d’une variété de
dimension n, Alors, la néme—sous-algébre dérivée de L est triviale.

Preuve. Par récurrence, nous supposons la proposition démontrée
jusqu’a m — 1. Soit Z un champ non nul dans le centre de £. Au
voisinage d’un point régulier de Z, on peut introduire un systéme de
coordonnées locales (z1,...,z,) tel que Z soit (—92—“. Les éléments de L,
commutant avec Z, sont donc de la forme:

|
ey

0 0
(L P 71'71—1)% + {1y ¢ ,wn_1)87

? n

n

i
i

Ainsi, les éléments de £ définissent par projection une sous-algebre £; de
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champs de vecteurs sur un ouvert de R"!, de coordonnées ] b it
On a donc une suite exacte:

0—-H—>L—L]—0.

Le noyau H est constitué de champs de la forme v(z1,.. . T 63
n

c’est une algebre abélienne. Par hypothése de récurrence, la (n — 1)°me_

sous-algebre dérivée de £ est triviale. La proposition en résulte. [

Nous allons adapter cet argument pour les difféomorphismes et

- champs formels. Nous ne traiterons ici que le cas de la dimension 2.

Les notations que nous employons sont analogues & celles définies plus
haut:

ﬁﬁ(]l&o) est le groupe des difféomorphismes formels de R? en 0,
fixant 0.

X (RZ,0) est Panneau des champs de vecteurs formels de R2, nuls en

O(R?) est 'anneau des séries formelles en deux variables z,y et
K (RQ) est son | corps des fractions.

L’algebre X (R2,0) peut étre considérée comme une algebre de déri-
vations de @(RQ) et de .)A((Rz); si X € /'T’(RZ,O) et u € K(]Rz, 0), on note
X(u) € /IZ(RQ, 0) la“dérivée de u dans la direction de X”.

On note encore:

exp: X (R?,0) — Diff(R2, 0)

I’application exponentielle.

Finalement, on utilise les mémes notations, en remplacant R2 par
C2, pour les complexifications naturelles de ces objets; difféomorphismes
et champs complexes formels de C2 en 0.

Proposition 4.2. Une sous-algébre nilpotente de /’?(02,0) est métabélie-
nne (i.e. sa deuziéeme sous-algébre dérivée est triviale).

Preuve. Soit £ une sous-algeébre nilpotente et £ son centre. Puisque
x (C2%,0) ® K (02) est évidemment un espace vectoriel sur K (C2) de
dimension 2, deux cas sont possibles:

1. £ engendre un sous-espace de dimension 2, i.e. il existe deux éléments
X et Y de L linéairement indépendants sur /IZ(C2). Tout élément de L
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s’écrit donc sous la forme uX +vY avec u et v dans f(\(CQ) et la relation
de commutation avec X et Y s’écrit:

X(u)=X@) =Y(@u) =Y(@)=o.

Il en résulte que u et v sont en fait des constantes car 8% et 8% sont
des combinaisons de X et Y & coefficients dans E(CQ) de sorte que les
dérivées partielles de u et v sont nécessairement nulles. Par conséquent,
L est contenue dans 1'algebre abélienne des combinaisons linéaires de X

et Y a coefficients constants. En particulier, £ est abélienne.

2. L engendre un /IE(CZ)-espace vectoriel de dimension 1, i.e. il existe
X dans L tel que tout autre élément de £ s’écrit u. X avec UNE f(\(CQ).
Considérons la sous-algebre G de £ formée des éléments qui sont de la
forme u. X, avec u € /15(02). La commutation avec X s’écrit Xi{u) =0
d’oti il résulte que G est abélienne. D’autre part, le fait que X soit dans
le centre de £ montre que G est un idéal dans L.

Supposons £ non abélienne et soit Y un élément de L dont la projec-
tion dans £/G est un élément non trivial du centre de £ /G. Tout élément
de L s’écrit alors sous la forme uX + vY avec u et v dans ?(02). Le
fait que X est central donne:

X(u) = X(v) =0,
et le fait que Y est central modulo G donne:

Y{u) =0,

Il en résulte que v est une constante. Le crochet de deux éléments de £
est donc dans G et nous avons bien montré que £ est métabélienne. O

Proposition 4.3. Un sous-groupe nilpotent de ljiFf(CQ, 0) est métabélien.

Preuve. Soit I' un sous-groupe nilpotent de longueur ¢ de 51?1?(02,0).
Pour chaque entier i > 0, notons Diff; le quotient de I/)EE(C2,O) par le
sous-groupe normal des difféomorphismes formels tangents a l'identité
al'ordre 7. Sij > 4, on a une projection naturelle de Diff; sur Diff; et on
peut considérer ]ji?f(Cz, 0) comme la limite projective des Diff;. Obser-
vons que Diff; est naturellement un groupe algébrique linéaire complexe.
Soit T'; la projection de I' dans Diff; et T; sa cloture de Zariski; c’est un
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groupe algébrique nilpotent de longueur ¢. Pour montrer la proposition,
il suffit bien sir de montrer que T; est métabélien.

Rappelons que tout groupe algébrique nilpotent complexe est le pro-
duit direct du sous-groupe de ses éléments unipotents et du sous-groupe
de ses éléments semi-simples ([Bo], [We]).

Un élément de Diff; est unipotent si et seulement si sa partie linéaire,
élément de GL(2,C), est une matrice unipotente. Le sous-groupe T; 45
des éléments semi-simples de T'; se projette donc injectivement sur un
sous-groupe nilpotent de GL(2, C); c’est donc un groupe abélien (et, en
particulier, métabélien).

Il reste donc & montrer que le sous-groupe T;, des éléments uni-
potents de T; est métabélien. D’apres la structure des groupes uni-
potents, ce sous-groupe est ’expoentielle d’une sous-algébre nilpotente
de I'algebre de Lie de Diff;, de méme longueur de nilpotence ¢. Le ca-
ractere naturel de ces constructions par rapport aux diverses projections
Diff; — Diff; montre qu’il existe une sous-algebre nilpotente £ de lon-
gueur ¢ de & (02, 0) dont I'exponentielle se projette sur ;. pour tout
i. D’apres la proposition 4.2, £ est métabélienne et il en est donc de
meéme pour I ,. Ceci établit la proposition. O

Nous pouvons maintenant étudier les groupes nilpotents de difféo-
morphismes globaux de la sphere.

Proposition 4.4. Un groupe nilpotent de difféomorphismes analytiques
de la sphére S? posséde une orbite finie.

Preuve. En passant & un groupe d’indice 2, on peut ne considérer que les
sous-groupes nilpotents I' de Diff(S 2) qui respectent 'orientation. Soit
70 un élément non trivial du centre de T' et notons Fix(vyg) I’ensemble
(non vide) de ses points fixes; c’est un ensemble analytique, globalement
invariant par I'. Distingons plusieurs cas:

i. Fix(7p) est fini; c’est alors une orbite finie pour T.

ii. Fix(yp) est singulier; I’ensemble fini de ses points singuliers est une
orbite finie pour T. :

iii. Fix(yp) est une courbe lisse. Soit D I'une des composantes connexes
de §% - Fix(yp) qui est un disque. Un sous-groupe d’indice fini I'; de T
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(contenant 7p) fixe D. Soit v un élément de 'y et  un point fixe de ~
situé dans le disque fermé D. Puisque vy n’a pas de point fixe dans le
disque ouvert, la suite ')’6“ (z) s’accumule sur le bord D de D (théoréme
de Brouwer). Ainsi, 7 posséde au moins un point fixe sur dD. Donc
I'y opere sur le cercle 9D et tous ses éléments ont un point fixe dans
0D. D’apres la description des groupes nilpotents de difféomorphismes
du cercle, faite au paragraphe 3, il existe un point de D fixe par tous
les éléments de I'y et ceci acheéve la preuve de la proposition. O

Pour un résultat beaucoup plus précis dans le cas d’'un groupe abé-
lien, voir [Bo] et [Ha].

Nous pouvons démontrer la derniére partie du théoréme B,

Théoreme 4.5. Un sous-groupe nilpotent du groupe des difféomorphis-
mes analytiques de la sphére est métabélien.

Preuve. Soit T' un sous-groupe nilpotent de Diff“’(82) et I'1 un sous-
groupe d’indice fini possédant un point fixe commun. En considérant
les jets d’ordre infini des éléments de I'1 en ce point fixe, on plonge I'
dans ls-iﬁ:"(R?7 0) et donc dans ﬁF(CZ, 0). D’apres 4.3, T'; est métabélien.
Pour montrer le théoréme, on peut toujours supposer que T' est de type
fini. Distingons deux cas.

Supposons d’abord I' sans torsion. On sait alors que T est un réseau
cocompact dans un groupe de Lie I' ® R nilpotent simplement connexe
[Ra]. Le groupe T' est métabélien si et seulement si le groupe de Lie
I' ® R est métabélien. Puisque I'y est aussi un réseau dans T @ R et que
I'1 est métabélien, on déduit que I' ® R (et donc I') est métabélien.

Supposons maintenant que I' contienne des éléments de torsion. On
sait alors que ces éléments de torsion constituent un sous-groupe normal
de I' qui rencontre donc non trivialement le centre de I'. Soit v un
élément de torsion non trivial central dans I'. Il est bien connu qu’un
groupe fini de difféomorphismes de la sphere est conJugue a un groupe
d’isométries.

Si v renverse 'orientation, v est d’ordre 2 et I' est le produit direct
de Z/27Z avec le sous-groupe I'"" de I formé des éléments qui respectent
I'orientation. II suffit donc de montrer que I'T est métabélien.

Bol. Soc. Bras. Mat., Vol. 24, N. 2, 1993

SUR LES GROUPES ENGENDRES PAR DEs DIFFEOMORPHISMES 169

Si v respecte l'orientation, il a exactement deux points fixes sur la
sphere S? et T posséde donc un ensemble invariant & deux éléments. En
reprenant les notations introduites pour I’étude des difféomorphismes
du cercle, on voit que T se plonge dans 2 - [/)Ef(Rz,O) et donc dans 2 -
ﬁf(CQ, 0):

1 — Diff(C?,0) — 2- Diff(C2,0) — Z/2Z — 0.

Le groupe 2 - Diff(C2,0) est limite projective des groupes algébriques
2 - Diff; (avec la notation de 4.3). L’argument de la proposition 4.3
s’adapte sans difficulté & une modification mineure pres. Le sous-groupe
de 2 - Diff; formé des éléments semi-simples de T; se plonge maintenant
dans 2 - GL(2,C) et il n’est plus nécessairement abélien. Il est cepen-
dant métabélien car il contient un sous-groupe abélien d’indice 2. Ceci
termine la preuve du théoréme. O

Terminons ce paragraphe par quelques remarques.

Il existe des sous-groupes nilpotents de Diff*(S2) dont la longueur
de nilpotence est arbitrairement grande. Il suffit en effet de considérer
le groupe diédral engendré par une rotation d’angle = % autour d’un axe
passant par l'origine de R3 et par une symétrie par rapport & un autre
axe passant par l'origine, orthogonal au premier. Il s’agit d’un groupe
fini, nilpotent de longueur k, mais bien siir métabélien.

Il est probable, cependant, que si I est un sous-groupe nilpotent de
Diff*(S?), le quotient de T par son sous-groupe de torsion est de longueur
2 au plus.

La plupart des arguments précédents s’adaptent sans difficulté aux
surfaces compactes différentes du tore et de la bouteille de Klein (pour
généraliser 4.4). Cependant, tout groupe fini se plonge dans le groupe
des difféomorphismes d’une certaine surface compacte (de genre assez
elévé) de sorte qu’il existe des sous-groupes nilpotents non métabéliens
dans le groupe des difféomorphismes analytiques d’une surface com-
pacte. Ce phénomeéne ne se produit pas dans le sous-groupe des difféo-
morphismes isotopes & I'identité car nos preuves se généralisent immé-
diatement & ce cas.

La méme méthode permet probablement d’analyser la structure des
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sous-groupes résolubles de Diff(S2).

Il n’est pas difficile de construire des sous-groupes nilpotents non
métabéliens du groupe des difféomorphismes de classe C* de la sphere
mais nous ignorons si la longueur de résolubilité de ces groupes est

bornée.

5. Les groupes “pseudo-résolubles”

Soit T' un groupe engendré par une partie S et définissons, comme
précédemment, la suite S(k) par S(0) = S; S(k + 1, est 'ensemble des
commutateurs [a*!, b*1] avec a € S(k) et b € S(k) U S(k—1) (b€ S(0)
si k =0).

Définition 5.1. On dit qu’un groupe T est pseudo-résoluble s’il est en-
gendré par une partie S telle que S(k) est réduit a [’identité pour k assez

grand.
Le théoreme suivant ne fait que paraphraser 2.7:

Théoreme 5.2. Soit V' une variété compacte analytique réelle, 7 > 0
suffisamment petit et Vi le T-voisinage de V dans sa complezification V
(voir §2). Il existe un voisinage U de l’identité dans Diff” (V') tel que si
S est une partie quelconque de U et si I' désigne le groupe engendré par
S, alors on a l'une des deuz possibilités suivantes:

i) T est pseudo-résoluble;

ii) il existe une suite y; d’éléments de T différents de l'identité ayant une
extension holomorphe & Vy et tendant uniformément vers ’identité
sur Vy.

L’inconvénient de ce théoréeme est bien sir que la signification al-
gébrique de la pseudo-résolubilité est peu claire: nous avons déja noté
qu'elle n’entraine pas la résolubilité en général. Il est méme probable
qu’il existe des groupes pseudo-résolubles contenant des sous-groupes
non abéliens libres... Cependant, dans certains cas, il est possible qu’on

puisse conclure a la résolubilité.

Probleme 5.3. Un sous-groupe pseudo-résoluble de Diff*(V)
est-il résoluble?
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Le but de ce paragraphe est de donner quelques résultats dans cette
direction. Avant de les énoncer, signalons que la définition que nous
avons choisie pour la pseudo-résolubilité est assez arbitraire et que beau-
coup d’autres seraient possibles. Par exemple, on pourrait définir Sk +
1) comme étant I’ensemble des produits d’au plus 1000 commutateurs
[a,b] avec a et b dans la réunion S([k/100]) U S([k/100+ 1) U--- U S(k).
Le théoreme 5.2 resterait valide avec cette définition étendue.

Il est évident qu'un quotient d’un groupe pseudo-résoluble est
pseudo-résoluble. Par conséquent, les deux théorémes suivants entrai-
nent immeédiatement les théoremes D’ et ¢ — D respectivement.

Théoréme 5.4. Un sous-groupe pseudo-résoluble du groupe GL(2,R)
des matrices a déterminant positif est résoluble.

Théoreme 5.5. Un sous-groupe pseudo-résoluble de Diffﬁ(Sl) est
résoluble.

Commengons par la preuve de 5.4, évidemment plus élémentaire.
Puisque GL4(2,R) est une extension centrale de PSL(2,R), il suffit de
considérer des sous-groupes pseudo-résolubles I" de PSL(2,R), engendrés
par S et tels que S(kg) est réduit & 1’élément neutre. Notons G(k) le
groupe engendré par S(k) et I'(k) le groupe engendré par S(k)US(k+1)U
~++US(ko — 1) (ou, de maniere équivalente, par S(k)US(k+1)). Soit ky
le plus petit entier tel que I'(k7) est résoluble. Nous allons montrer que
k1 =0, c’est-a-dire que T est résoluble. Supposons donc, par I'absurde,
que k1 > 1 et soit f € S(k;—1). Sig e S(k1), les commutateurs [fil,g]
sont dans S(k1 + 1) de sorte que f=1G(kp)fF! I'(k1). Nous allons
analyser cette situation.

Remarquons d’abord que G(k;) n’est certainement pas trivial car
si S(kq) était trivial, il en serait de méme pour S(K') avec k' > k et
[(k1 — 1) serait commutatif.

Les sous-groupes résolubles de PSL(2,R) se décrivent facilement. Il
est commode d’utiliser I'action isométrique de P.S L(2,R) sur le disque de
Poincaré D2. Soit R un sous-groupe résoluble non trivial de PSL(2, R).
On a I'une des possiblités suivantes:

1. R est contenu dans le groupe abélien R, des rotations de centre le
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point a de D2,
2. R est contenu dans le groupe abélien R, g des isométries de D? qui
fixent deux points a, 8 du bord D2,
3. R n’est pas du type précédent mais est contenu dans le groupe diédral
(résoluble) Ry} des isométries de D? qui fixent I’ensemble & deux
éléments {a, 8} C OD?.
4. R n’est pas de I'un des types précédents mais il est contenu dans le
groupe résoluble R, des isométries qui fixent le point o de oD?.

Notons que I’ensemble & un ou deux éléments {«}, {a, 5} est, dans
chaque cas, associé & R, i.e. tout élément f de PSL(2,R) normalisant
R fixe {a} ou {a, B} suivant les cas.

Appliquons cette description au groupe résoluble I'(kq).
i. si D(kp)est de type 1), alors G(k1) est aussi de type 1) avec le méme
point fixe a. Le fait que fG(k1)f~! C I'(k;) montre que f fixe a. Le
groupe I'(k1 — 1), engendré par S(k; — 1) U S(k1) est donc contenu dans
R,,. 1l est donc commutatif et c’est une contradiction.
ii. si T'(k1) est de type 2), alors G(k) est lui aussi de type 2), contenu
dans Ry ;. Il en résulte que f préserve 'ensemble {c, 3}. Ainsi, I'(k1 —
1) est contenu dans le groupe diédral Ry, g, et c’est une contradiction.
iii. si [(k1) est de type 3), alors G(k1) est de type 2) ou 3) et I'argument
précédent s’applique, sauf peut-étre si G(k1) est un groupe a deux
éléments, contenant la symétrie par rapport & un point z situé sur la
géodésique o3 de D?. Puisque filG(kl)f:Fl. C T'(k1), les points z, f(z)
et f~1(x) sont tous trois sur cette géodésique a8 qui est donc invariante
par f. Ici encore, nous avons montré que I'(k; — 1) est contenu dans un
groupe diédral.
iv. si ['(kq1) est de type 4), contenu dans R, le sous-groupe G'(k1) peut
étre de type 2) ou 4). Si G(k1) est de type 4), son seul point fixe est
bien siir o et f préserve a. Dans ce cas, I'(k; — 1) est contenu dans le
groupe résoluble R, et c’est une contradiction. Si G(k1) est de type 2),
il est contenu dans Ry, gy ol 3 est un point de 0D? différent de a. On
a donc deux possibilités, puisque filG(kl)szl ElkT):
a) fla)=a
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b) f(8) = et f(a) = 3.

Si tous les éléments f de S(k; —1) sont de type a), alors I'(k1—1) est
contenu dans le groupe résoluble R,,. Si tous les éléments fdeS(k;—1)
sont de type b), alors I'(k; —1) est contenu dans le groupe diédral Ria,8y
et ceci est encore impossible.

Soit f1 € S(k1 — 1) avec fi(a) = a et fo € S(k; — 1) avec fola) =p
et fo(8) = a. Nous savons que [f1, fo] appartient & S(k1) et fixe donc §.
On obtient que f; fixe 8. Ainsi, tous les éléments de S(k; — 1) U S(ky)
sont dans Ry, gy et c’est une contradiction.

Ceci termine la preuve du théoréme 5.4, que l'on comparera avec
celle du théoréme C, faite au paragraphe 3. O

Remarquons qu'il ne serait pas difficile de généraliser aux sous-
groupes de GL(2, C). Nous laissons les détails au lecteur (qui n’oubliera
pas que le groupe d’isométries du cube est un sous-groupe résoluble de
GL(2,C) de longueur 4...) Il est probable que le théoréme se généralise
aux groupes de Lie en général.

Avant d’étudier les sous-groupes de Diff¥ (S 1), il est naturel d’exa-
miner la situation au voisinage d’un point fixe:

Théoreme 5.6. Un sous-groupe pseudo-résoluble de I/)Ef(R,O) est
résoluble.

Pregze.: Comme précédemment, soit T' un sous-groupe pseudo—résoluble
de Diff(R, 0), engendré par S. Soit G(k) le groupe engendré par S(k) et
(k) le groupe engendré par S(k)US(k—1). Soit kg le plus grand entier tel
que S(kp) est non trivial et k1 < kg le plus petit entier tel que I'(kq) est
résoluble. Nous supposons par 'absurde que k1 > 1 et soit feSk—1).
Nous allons encore exploiter le fait que filG(kl) L (k).

Puisque k1 > 1, tous les éléments de I'(k1) sont tangents & 'identité.
D’aBr\és la description que nous avons donnée des sous-groupes résolubles
de Diff(R, 0), il résulte que I'(k1) est en fait commutatif et que son cen-
tralisateur est un groupe a un parameétre {exptX} qui est aussi le cen-
tralisateur de G(k1). Ainsi, f normalise ce sous-groupe a un parametre.
Nous avons vu en 3.4 que le normalisateur d’un sous-groupe résoluble
non trivial de ISi?f(]R,O) est résoluble. Par conséquent, T'(k; — 1) est

Bol. Soc. Bras. Mat., Vol. 24, N. 2, 1993



174 i ETIENNE GHYS

résoluble et ceci est la contradiction cherchée. OJ

Nous montrons enfin le théoreme 5.5, c’est-a-dire que nous con-
sidérons un sous-groupe I' de Diﬁi(Sl) pseudo-résoluble, engendré par
S. Nous utilisons les mémes notations que dans le théoreme précédent
et nous supposons encore par l’absurde que k1 > 1. Nous utiliserons
certains dos arguments de la preuve du théoreme C, faite au paragraphe
3 et décomposée en trois cas 3.10, 3.11, 3.12. Puisqu’une réunion crois-
sante de groupes métabéliens est un groupe métabélien, nous pouvons
supposer que S est un ensemble fini.

i) SiT'(ky1) est un groupe fini abélien. On conclut exactement comme
dans le Deuxiéme cas 3.11 que I'(k; — 1) est commutatif, ce qui est
impossible.

ii) Si T'(ky1) est un groupe infini abélien dpémnt librement sur le cer-
cle, alors 'action est topologiquement conjuguée a un groupe de ro-
tations. En particulier, deux éléments de T'(k1) de méme nombre de
rotation sont égaux et 'argument de 3.11 s’applique encore.

Il faut maintenant étudier le cas ou ’ensemble des orbites finies
de T'(k1) est un ensemble non vide P & g éléments. Les stabilisateurs
(infinis) de chacun des points de P sous l'action de I'(k1) donnent des
sous-groupes résolubles non triviaux I'y, ..., T, de ]ﬁ(R, 0). Nous avons
vu que, a conjugaison pres, on peut supposer que I'; est contenu dans
un sous-groupe du type Af f(¢;) ou dans un sous-groupe a un parametre
{exptX;} (voir la proposition 3.2). Notons aussi que si I'un des I'; est
abélien, alors tous les I'; sont abéliens par: le caractere analytique de
laction de T'(k;). De meéme, les stabilisateurs des points de P sous
laction de G(k1) donnent des sous-groupes G, ...,G, de ]Si?f(R, 0).

Continuons notre étude (fastidieuse) des différentes possibilités.

iii) Les T; et les G; sont non abéliens. Dans ce cas, I'ensemble des or-
bites finies de G (k1) coincide avec P et f préserve P. Par conséquent, f
définit un élément (r;f1,...,f,) de q - 5@(1&,0) et le fait que
LG (k1) fF C I'(k1) entraine que fiAff(éi)fi'l = Aff(li+r) (voir 3.4).
L’ensemble des f ayant cette propriété est un sous-groupe résoluble de
q- Diff (R, 0) et ceci est une contradiction.
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iv) Les T'; sont abéliens et les G; sont abéliens non triviauz. Le méme
argument que dans iii) fonctionne en remplacant Af f(¢;) par {exptX;}.
Il y a deux classes de conjugaison de sous-groupes & un parametre
dans Af f(¢): le sous-groupe des homothéties ax dont tous les éléments

non triviaux sont hyperboliques et le sous-groupe des “translations”
7

Y1+ ba?
dont aucun élément n’est hyperbolique. L’argument de 3.8 montre que
si un élément ~ de I'(k1) fixe tous les éléments de P, alors les ¢ éléments
de Diff(R,0) qu’il définit sont simultanément de type homothetie ou de
type translation. Dans le premier cas, 7 a un point fixe unique dans
chaque composante de S 1 _ P et, dans le second cas, v n’a pas d’autres
points fixes que les éléments de P.

v) Les I'; sont non abéliens et les G; sont des sous-groupes non tri-
viauz du groupe des translations de Af f(¢;). Dans ce cas, I’ensemble des
orbites finies de G(k1) coincide avec P et f préserve P. Par conséquent,
f définit un élément (r; f1,..., f;) de ¢ - ]ji?f(]R, 0) et le conjugué par
fi du groupe des translations de Aff(¢;) est contenu dans Af f({;1,),
nécessairement dans le groupe des translations de Af f(¢;+,) car '’hyper-
bolicité est invariante par conjugaison. Notons que 1'ordre de contact
avec lidentité montre que ¢; = /;;,. L’ensemble des f ayant cette
propriété de normalisation est un groupe résoluble, ce qui montre que
I'(k1 — 1) est résoluble. Contradiction.

vi) Les T'; sont non abéliens et les G; sont des sous-groupes non
triviauzr du groupe des homothéties. C’est le cas ot la réunion des orbites
finies de G'(k1) est un ensemble fini Q = PU P’ de cardinal 2¢q, contenant
exactement un élément dans chaque composante connexe de S! — P. On
ne peut plus conclure que f préserve P et définit un élément de ¢ - Diff.
Cependant, puisque f=1G(k1)f¥! c I'(k1), on a f(P) = P (type 1) ou
f(P)=P'et f(P') =P (type 2).

Supposons d’abord que tous les éléments de S(k; —1) sont de type 1)
et soit toujours f 1'un d’entre eux. Il définit un élément (r; f1, ..., f,) de
q- ﬁi?f(R, 0) tel que f; conjugue le groupe des homothéties de Af f(¢;) et
un sous-groupe de Af f(¢;1,). Ceci entraine que f; est dans Aff({;1,).
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En utilisant f~1, on trouve que f; est aussi dans A ff;). En d’autres
termes, si 'on fait le changement de variable formel “ramifié” x — x%
autour de chaque point de P, les éléments de S(k; — 1) (et de S(k1))
operent “affinement”. Ceci entraine que I'(k; — 1) est résoluble et donc
est exclu.

Si tous les éléments de S(k; — 1) sont de type 2, alors P U P’ est
invariant par S(k; — 1) U S(k1) et donc par I'(ky), ce qui contredit la
définition de P.

Si f: est de type 1 et fo de type 2, le commutateur [f1, fo], élément
de S(k1), préserve P’ (globalement), fo permute P et P’ et fi préserve
P. On en déduit que f] préserve aussi P’. Mais ceci entraine encore que
PUP' est invariant par S(k; —1)US (k1) et donc par T'(ky), contredisant
la définition de P.

Il reste encore deux cas...

vii) Les T; sont abéliens et les G; sont triviauz, i.e. G(ky) est
un groupe fini cyclique. Nous procédons comme en 3.12. Soit g un
générateur de G(k1) et f € S(ky —1). Soient v, = fgf L et vo = f~lgf
et v3 = g7y 1. Les éléments g ety ! sont deux éléments de I'(k1), 73 a
un nombre de rotation nul et fy3f~! € T'(k1). Puisque I'(k1) est abélien,
73 est trivial ou I’ensemble de ses points fixes est exactement P. Ainsi,
pour tout f de S(k; — 1), on a f(P) = P (type 1) ou f commute avec
G(k1) (type 2). On conclut de maniére analogue a 3.12:

Si tous les f sont de type 1, ils définissent des éléments de q-Diff (R, 0)
et on conclut comme précédemment. ;

Si tous les f sont de type 2, ils commutent tous avec G(k1) et on
conclut comme plus haut que I'(k; — 1) est commutatif.

Soient f et fo deux éléments de S(k; —1) avec fo de type 2. Puisque
[f, f2] est une puissance de g, on obtient, en comparant les nombres de
rotation et en notant que g et f commutent, que f et fo commutent.
Les éléments de type 2 commutent donc avec S(k; — 1) U S(k1), c’est-
a-dire avec I'(kyp); ils préservent donc P et définissent des éléments de
q- ISEE(R, 0). On conclut toujours de la méme facon.

viii) Les T'; sont non abéliens et les G; sont triviauz. La seule diffi-
culté pour adapter la preuve précédente vii est de montrer que si 73
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est non trivial, alors ses points fixes sont exactement les points de P.
Nous avons vu en 3.8 qu’il est possible d’équiper chaque composante
connexe I de St — P d’une mesure v;, positive sur les ouverts, de masse
infinie, de sorte que, pour chaque «y de I'(k1), il existe ¢(y) > 0 tel que
S — C(’Y)Z/,Y(I). Evidemment, si v est de torsion, ¢(y) = 1. Puisque
(6 g’yz_l et g et 2 sont de torsion, on a c(y3) = 1. En d’autres ter-
mes, 73 agit par “translations” sur chaque composante de S1 — P. Si
v3 est non trivial, ses seuls points fixes sont donc les éléments de P.
L’argument de vii) s’applique alors.
Ceci termine la preuve du théoreme 5.5. [
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