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Abstract. We applied results from [2] to multiresolution analysis and to lattice 
tilings of ]I~ d with self-affine tiles. 

Resume.  Nous appliquons les r~sultats de [2] h la construction d 'analyses mul- 
tir~solutions et en particulier s l '~tude de pavages auto-affines de ]~d. Nous montrons 
qu~une tulle auto-affine, construite h par t i r  d 'une matrice dilatante ~ coefficients en- 
tiers, permet  de paver ]~d par translat ion par les ~l~ments d 'un r~seau. 

0. I n t r o d u c t i o n  

Pour une large part,  la th6orie des analyses multirdsolutions d6velopp~e 

no tamment  dans les t ravaux de Y. Meyer, I. Daubechies, S. Mallat, 

est maintenant  classique, et formellement son extension en dimension d 

n'est pas essentiellement diffgrente de la dimension 1. Par  contre, les 

crit~res apparaissant dans les constructions, par exemple l 'obstruction 

l'orthogonalit~, conduisent k des probl~mes de nature  alg6brique plus 

difficiles qu'en dimension 1. Ces probl~mes sont bien illustrds par l '6tude 

des pavages de R d par les ensembles auto-affines associ~s k une ma- 

trice dilatante ~ coefficients entiers A, cas particulier d 'analyse mul- 

tir~solution de dimension d ([7], [8]). 

Nous montrons ici comment  les r~sultats obtenns dans [2] s'appli- 

quent k la construction des analyses multir~solutions, en fournissant sons 

une forme alg~brique un crit~re assurant la propri6t~ d'orthogonalit6 ou 

de base de Riesz pour les fonctions d'~chelles correspondantes. Dans le 

cas des pavages auto-affines, il nous permet  d'~tablir le r~sultat principal 

de ce travail: la possibilitg d 'obtenir  un pavage de Rd ~ l'aide des ensem- 
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2 J.-E CONZE, L. HERVE et A. RAUGI 

bles t ranslates  d 'une  "tuile auto-affine" par  un  r~seau (th~orSme 4.1). 

Cet article doit  beaucoup aux t ravaux de K. GrSchenig et A. Haas 

[7], K. GrSchenig et W. R. Madych  [8], J. C. Lagarias et Y. Wang 

[13], [14], sur les pavages auto-similaires. Nous remercions 5galement le 

rappor teur  de cet article pour  ses remarques.  

Plan de l'artide 

I Ensembles auto-affines et pavages 

II Analyse mult irSsolution associSe ~ une matr ice  di la tante  

III Pavages al~atoires 

IV Existence d 'un  rSseau 

I. E n s e m b l e s  au to -a f f ine s  et  p a v a g e s  d e  ]R d 

Nous rappelons dans ce paragraphe  quelques r~sultats sur les pavages 

auto-affines, en nous inspirant  largement  des r~f6rences [7], [8], [13], 

[14]. Sur les pavages auto-affines, on pour ra  6galement consulter,  parmi  

d 'autres  travaux, [1], [18]. 

I. 1 G6n6ralit6s sur les pavages auto-affines 

Consid~rons une matr ice  carr6e A inversible d x d, ~ coefficients r~els, 

dilatante, c'est-h-dire telle que ses valeurs propres soient toutes  de mod-  

ule s t r ic tement  sup~rieur ~ 1. Nous choisissons une norme sur ]R d pour  

laquelle A -1 est contractante.  

Soit T = { t l , . . .  , tq} une famille d'~16ments de R d. Dans la suite, 

nous ferons l 'hypothSse 

q = cardT = Idet(A) l. 

Formons l 'ensemble 

Q ( A , T ) = Q =  { x E R d : x =  ~ A - ~ x ~ , x n E T ,  V n >  l}. 
n = l  

(1.1) 

Cet ensemble est un  compact  de IR d, image de l 'espace T N* (muni  de la 

topologie produi t )  par l 'applicat ion cont inue qui, ~ une suite (xn) E T •* , 
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PAVAGES AUTO AFFINES, OPERATEURS DE TRANSFERT... 3 

associe le point 

de ]R d. I1 v6rifie 

O 0  

x = E A-nxn 
n = l  

AQ= U(Q +t). (1.2) 
tE2- 

L'ensemble Q est l 'unique point fixe de l 'application d6finie sur l 'espace 

/C des compacts de R a par 

t c T  

Cette  application est contractante,  quand on munit  Rd de la m6trique 6c 
associ6e ~ la norme contract~e par A -1 et/C de la distance de Hausdorff 

6~c correspondante: 

6~(K, K') = sup (~c(z, K'), ~c(z', ~)).  
x c K , x t c K  ' 

Notons m la mesure de Lebesgue sur R d. L'ensemble Q v6rifie la pro- 

pri6t6 d'auto-affinitd, si la rdunion dans la relation (1.2) est une rSunion 

d'ensembles essentiellement disjoints: 

m((Q+t) N(Q+t ' ) )=o,  Vt, t' ET ,  tC t ' .  

Si cette condition est v6rifi6e, on 6crira 

AQ : U (Q + t). (1.3) 
t E T  

I1 est clair qu 'une condition n6cessaire sur A et T pour avoir (1.3) avec 

un ensemble Q de mesure re(Q) > 0 est que le hombre q d'dl6ments de 

T soit 6gal ~ Idet(A)l. Ce d6terminant  est doric dans ce cas un entier. 

Inversement,  si cardT = q = Idet(A)[, l'6galit6 

AQ : U (Q + t) 
tc~- 

implique qu'il s'agit d 'une union essentiellement disjointe (intersections 

n6gligeables), mais il n 'est pas assur6 que Q soit de mesure de Lebesgue 

re(Q) > o. 
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4 J.-E CONZE, L. HERVI~ et A. RAUGI 

La propri6t4 (1.3) (translatSs essentiellement disjoints) assure que le 

d4veloppement des 414ments de Q donn5 par (1.1) est unique (en dehors 

d 'un ensemble n4gligeable). 

Notons que l'on peut toujours supposer que Fun des 616ments de 

T est nul. En effet, translater les 416ments ti de 7" par - t l  revient 

translater l'ensemble Q par 

- ~ A - n t l  �9 
n=J- 

Nous prendrons donc une famille 7" de la forme 

7- = {tl = 0 , . . .  ,tq}, avec q = Idet(A)l. 

Donnons maintenant quelques r6sultats ggn6raux sur les ensembles Q 

ddfinis par (1.1), lorsque re(Q) > 0. 

On peut exprimer la propri6t4 (1.3) d'auto-affinit5 par changement 

d'6chelle, sous la forme fonctionnelle 6quivalente suivante (4quation 

d'~chelle): 

1Q(X) = E l o ( A x  - t), (1.4) 
t c T  

l'Sgalit4 4tant vSrifi4e presque-partout. 

Notons: Tk l'ensemble des "d6veloppements d'ordre k _> 1 en 

base A", 

} Tk = . ~ A j x j , x j  E T , 
[,j=o 

Too = (J Tk l'ensemble des d~veloppements finis, et T'~ = Too - Too. 
k 

La condition (1.3) implique 

AkO= I I (O + 

En particulier, les d4veloppements finis 

k - 1  

E AJxj 'xj E T, 
j=O 

sont deux g deux distincts. 
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PAVAGES AUTO-AFFINES, OPI~RATEURS DE TRANSFERT... 5 

D6finition. Un sous-ensemble g de 1~ d est dit uni form6ment  discret, s'il 

existe 5 > 0 tel que: 

vo' # o" c & Ih-n/ l l  (1.5) 

Th6or+me 1.1. Soient  A et 7- vdrifiant Ia condition (1.3) et tels que 

Idet(A)l = cardT.  Les conditions suivantes 1) et 2) d'une part, et 3) et 

4) d'autre part sont dquivalentes entre elles: 

1) Q est d'intdrieur non vide, 

2) les translatds (Q + 7, " / c  T~)  forment  un recouvrement de ~d, 

3) > o, 
4) l'ensemble T~ est uni formdment  discret. 

Preuve.  a) Montrons  que 1) et 2) sont 6quivalents. 

Supposons que Q soit d ' int6rieur non vide. Soit a un  point  int6rieur 

Q. Qui t te  h t ronquer  son d6veloppement ,  on peut  supposer  que a est 

donn6 par  un  d6veloppement  fini, 

k-1 
a = ~ A-Jxy(a) ,  

j = l  

pour  un entier k _> 2. Pour  tout  y C R d, il existe un entier p, que Fon 

peut  supposer  _> k, tel que z = a + A-Py  c Q. Soit 

Z = ~ A - J x j ( z )  
j = l  

un d6veloppement  de z. Le point  y peu t  s'6crire sous ]a forme: 

y = APz _ APa 

p l  p - 1  oz 

j = l  j = 0  j = p - k + l  

qui est bien dans Q + ~, pour  un  ~/dans 2r~. 

R6ciproquement ,  2) implique 1) par  le th6or6me de Baire. 

b) Montrons  que 3) et 4) sont 6quivalents. 

Si m(Q)  > 0, ]a condit ion c a r d T  = Idet A I implique la propri6t6 de 

r6union disjointe dans (1.3). 
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6 J.-E CONZE, L. HERVI~ et A. RAUGI 

D'autre part, la continuit6 de la translation dans LI(]~ d) implique 

qu'il existe un 6 > 0 tel que, pour 7 E •d 

bl l  < 6 implique m(Q 7) (Q + 7) t > m(Q)/2. 

et donc 7-~ v~rifie la condition (1.5). 

R~ciproquement, supposons que 7-~ soit uniform~ment discret de 

constante 6 > 0. 

I1 existe R > 0 tel que la boule BR de rayon R soit appliqu~e dans 

elle-mSme par l 'application X. La suite (x~(BR),n _> 1) obtenue par 

i teration de l 'application X est d6croissante; l ' intersection de ces ensem- 

bles est l 'unique point fixe Q de l 'application )( et on a 

re(Q) = lira m(Xn(BR)). 
?% 

Soit ~ tel que 0 < c~ < inf(R, 6/2). Dans l'6galit6 

= [ J  + 

7ETn 

les ensembles sont disjoints. On a donc 

>_ 

: card(7-n) m ( j - n B a )  

= Idet(A)l-ncard(7-n)m(B~) 

= m(Ba), 

d'oh re(Q) = limn ,[ m(Xn(BR)) >_ m(B~) > O. [] 

1.2 Construction d'ensembles  auto-affines dans le cas entier 

Quelles sont les matrices A pour lesquelles on peut construire une famille 

7" telle que le couple (A, 7-) v6rifie m(Q(A, 7-)) > 07 La propri6t6 (1.5) 

"d'ensemble uniform~ment discret" v~rifi~e par T~ sugg~re une condi- 

tion de r6seau. 

Dans la suite, nous nous placerons dans le cas oh la matrice A est 

g coefficients entiers et nous prendrons une famille 7- appartenant  au 

r6seau Z d. Plus particuli~rement, nous choisirons une famille 7- formant 

un syst~me cornplet de reprdsentants {tl = 0 , . . .  , tq} de Zd/AZ d darts 
Z d" 

Bol. Soc. Bras. Mat., Vol. 28, N. 1, 1997 



PAVAGES AUTO AFFINES, OPIORATEURS DE TRANSFERT... 7 

On note que card(Zd/AZ d) = Idet(A)l. 
Pour une matrice A et une famille de translations T quelconques, 

il n 'est  pas assur6 que la mesure de Q d6fini par (1.1) soit > 0. Par  

exemple, si A est une matrice ~ coefficients entiers dont le d6terminant  

est un entier premier, et si T n'est pas un systbme complet, on a m(Q) = 

0 (cf. [13]). Nous allons voir que, par contre, si 5 r e s t  un systbme complet 

on a bien re(Q) > o. 

Consid6rons la famille des compacts K tels que 

[_J (K  + : R d. (1.6) 
-/EZ d 

Elle est stable par passage h la limite (au sens de la m6trique de Haus- 

dorff 6~: sur l 'espace des compacts introduite plus haut)  et stable par 

application de la t ransformation X (on utilise ici le f a r  que T forme un 

systbme complet de repr6sentants). Par tan t  du cube unit6, qui v6rifie 

la relation (1.6), on en d6duit, en prenant  la ]imite au sens de 6K que 

Q = limnxn([O, 1] d) v6rifie encore cette relation. En particulier, ceci 

implique que Q est de mesure > 1. Notons qu'on peut  avoir 

m(Q) > 1 = m0/n([o, 1]d), Vn _> 1. 

Par  exemple, si l 'on prend d = 1, A = 2, T = {0, 3}, on obtient Q = [0, 3]. 

Montrons que re(Q) est entier. Formons la somme 

g(x)  = 1Q(x + 7).  
yEZ d 

La fonction g est pdriodique, et, d'aprbs l '6quation d'dchelle, invari- 

ante par A (g(Ax) = g(x)), puisque tout  616ment de Z d s'dcrit de faqon 

unique sous la forme 7 = t + A 3 / ,  avec t E T e t ' 7 '  E Z d. Elle est 

done presque par tout  6gale ~ une constante C, d'aprbs l'ergodicit6 de 

l 'endomorphisme du tore T d = IRd/z d induit par Faction de la matrice 

dilatante A. La fonction g 6tant une somme d'indicatrices, cette con- 

stante C est enti~re > 1. 

Puisque 

f[0,1]d g(x)dx = re(Q), 
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8 J.-P. CONZE, L. HERVE et A. RAUGI 

on a donc, pour presque tout x E ]I~ d, 

re(Q) = Z 1Q(X + 7) (1.7) 
3,CZ d 

Dans le cas oh nous nous sommes plac6s (A h coefficients entiers 

et 7" syst6me complet de repr6sentants de Zd/AZ a) les conditions 1), 

2), 3), 4) du th6or6me 1.1 sont 6videmment v6rifi6es. De plus, dans ce 

cas, on peut  extraire de la famille des translat6s (Q + % 7 E 7"~) une 

sous-famille formant un pavage de R a (cf. [13]). Nous montrerons dans 

la suite qu'en f a r  il existe un sous-r6seau F de Z a (he co'incidant pas 

n6eessairement avec eette sous-famille) tel que les translat6s de Q par 

les 616merits de F forment un pavage de ~I d. Ce r6sultat est reli6 aux 

deux probl6mes suivants. 

1.3 Deux probl6mes de pavage 

Le recouvrement  de R a par des translat6s de Q a un "indice" qui est 

6gal, d'apr6s la relation (1.7), ~ la mesure re(Q) du motif  de base. I1 est 

6quivalent de montrer  que l 'on a un pavage de R a au sens des translat6s 

de Q par Z d, on de montrer  que re(Q) = 1. 
On notera  que, dans le cas off Q fournit un pavage de R a par trans- 

lations par Z d, on a obtenu un codage de l 'endomorphisme d6fini par 

Faction de A sur T a, qui r6alise un isomorphisme naturel  entre le sch6ma 

de Bernoulli d6fini par le d6calage sur l 'espace produit  T N* muni de la 

mesure produit  et le syst6me (~pd m, A). 

Probl~me 1 

Un premier probl6me est de pouvoir d6cider dans quel cas on a effec- 

t ivement un pavage de ]R a an sens de Z a. Cette question est 6quivalente 

celle de l 'orthogonalit6 des fonetions (1Q(- - 7 ) ,  7 ff zd) �9 

I1 est commode d' interpr6ter cette question, comme un probl6me 

d'orthogonalit6 dans la construction d 'une analyse multir6solution. La 

forme fonctionnelle (1.4) de la propri6t6 (1.3) conduit en effet au for- 

malisme de l 'analyse multir6solution. 

La condition d'orthogonalit6 des fonctions (1Q( . -  7)7~za) 6quivaut 
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PAVAGES AUTO-AFFINES, OPI~RATEURS DE TRANSFERT... 9 

au f a r  que la somme 

Z tQ(x + ~/), 
7 c z  d 

qui est une constante entiSre, est 5gale 5, 1. 

Ce probl~me sera trait~ de deux faqons: d 'une part  comme un cas 

particulier d 'un  probl5me g6n5ral d'orthogonalit6 dans la construction 

d 'une analyse multir6solution, d 'aut re  part  directement (voir paragraphe 

III) comme cas particulier de l'Stude des pavages alSatoires. 

Probl~me 2 
Un deuxi6me probl6me est celui de l 'existence d 'un  sous-rdseau P de Z d 

qui remplace g d, dans le cas off les translat6s de Q par les 616ments d e  

~ d  n e  forment pas un pavage de R d. 

L'exemple le plus simple dans lequel cette situation se prdsente est 

celui que nous avons donn6 plus haut: 

d = l ,  A = 2 ,  T =  {0,3}. 

Dans ce cas, Q = [0, 3] et le pavage est obtenu pour le sous-r~seau P = 3Z. 

Plus g6ndralement, en dimension d > 1, consid4rons une matrice 

inversible C 5, coefficients entiers commutant  avec A et telle que 7" = CT 
soit encore un ensemble de reprSsentants de 7Zd/AZ d dans Z d. 

On voit facilement que si les translat4s de l 'ensemble Q = Q(A, T) 
par Z d parent  R d, alors les translat6s de l 'ensemble 0 = Q(A, T) par le 

sous-rdseau CZ d de Z d parent  R d. 

Cet exemple suggSre de poser la question suivant: montrer  que tout  

pav5 auto-affine associ5 5. un couple (A, T),  avec A matrice dilatante 5, 

coefficients entiers et T syst~me complet de repr6sentants de Zd/AZ d, 
fournit un pavage de IR d 5, l 'aide d 'un  sous-rSseau P C g d. Ce probl~me 

sera rdsolu dans la section IV. 

II. Analyse mult ir6solut ion associ6e/ t  une  matrice 

dilatante dans R d 

La construction des pavages auto-affines associ~s 5, une matrice dila- 

tante  5, coefficients entiers A, rappel~e dans l '~tude pr~c~dente, ap- 
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10 J.-P. CONZE,  L. HERVI~ e t A .  RAUGI  

para~t comme un cas particulier de la thdorie gfin6rale des analyses mul- 

tir6solutions de dimension d, que nous allons prdsenter bribvement dans 

ce paragraphe. 

Pour l '~tude g~n6rale des analyses multir6solutions, on pourra  se 

reporter  k [17] et [6]. Pour les points abord~s plus sp~cialement ici, 

crit~res d'orthogonalit~ ou de bases de Riesz, mentionnons no tamment  

[41, oh a ~t~ introduite la m6thode des ensembles invariants, [11], [a], 

[15]. 
L'un des probl~mes spgcifique k la dimension d > 1 est l'~tablisse- 

ment  de crit~re sous une forme alg6brique explieite. L'outil principal 

que nous allons utiliser est It th6or~me (2.8) de [2] rappel~ plus loin. 

La lecture des paragraphes II.2 et II.3 n'est pas n~cessaire, si l 'on 

s'int~resse uniquement ~ l '~tude des pavages auto-atfines. 

II. 1 D6f in i t ions  et  Nota t ions  
Comme prdcddemment,  nous consid~rons une matrice carr ie  A d'ordre 

d inversible, h coefficients entiers, dilatante. Nous notons q = Idet A Ie t  

B = A* sa matr ice adjointe. 

Nous choisissons une norme tt" II sur ]R d, telle que la norme ma- 

tricielle B -1 assoeide soit < 1. 

L'espace des fonctions ddfinies sur ]Ra continues et za-p6riodiques, 

muni de la norme uniforme I1" Iloo, est not~ E. 

Dans la suite, nous considdrons un syst~me 

= { o - 1  = 0 ,  O-2, " �9 �9 , 0 - q }  

de q repr~sentants de Z a mod B E  d. La transformation affine de R a 

d6finie par ~ --* B - I ( ~  + O-) est not6e ~. 

La notion de ferm6 invariant nous sera utile dans la construction 

&analyses multir~solutions (pour les d6finitions qui suivent, voir [4], 

[11], [2]). 

D~finitions. Etant  donn6e une fonction za-pdriodique u, k valeurs _> 0, 

un ferm6 K de R a est dit invar ian t  (relativement au couple (B, u)) si, 

pour tout  ~ E K et tout  O- ~ D tels que u ( ~ )  > 0, on a ~A E K. La 

fonction u 6rant za-p6riodique, cette notion d'invariance ne d@end  pas 

BoL Soc. Bras. Mat., Vol. 28, N. 1, 1997 



PAVAGES AUTO-AFFINES, OPI~RATEURS DE TRANSFERT... l 1 

du choix du syst~me de reprSsentants D. 

On note  Pu l 'opSrateur d~fini sur E par 

P**f(Z) = ~ u(&A)f(SA). 
~E'D 

Cet op~rateur ne d6pend pas du choix de D. 

I1 est commode  de se representer  Pu comme un opdrateur  de transi- 

t ion (bien qu'il ne soit pas ndcessairement normalisd). Nous dirons que 

la t ransi t ion d 'un  point  x vers un point  y est permise si y est de la forme 

y = ~x, pour  un r dans D tel que u(r > 0. On schdmatisera cette 

s i tuat ion par  la notat ion:  

X --+ "FX, 

et on dira que x "m~ne ~" y = ~x. 

D~finition. Vne analyse multirdsolution (cf. [3], [5], [6], [16], [lr]),  rel- 

a t ivement  g A, est une famille (Vj)jEZ de sous-espaces ferm5s de L2(R d) 

tels que: 

a) n j ~ z D  = {-g} et UjEzY~- = L2(Rd), 

b) V j + l = { f o A ,  f � 9  V j � 9  

c) il existe uue fonction r �9 V0, appelde fonction d'dchelle, telle que 

la famille {r + ~/), 7 �9 zd} des translatdes de la fonction r par  les 

dl6ments du  r4seau Z d engendre V0 et forme une base de Riesz de 

v0. 
Rappelons  que la fami]]e {05(. + 7), 7 �9 zd} forme une base de Riesz 

de ]'espace V0 qu'elle engendre,  s'il existe une constante  C > 0 telle que 

l 'on air, pour  tou te  suite (c~) �9 ~2(zd), 

1 ~ + 7 )  2 
Z Ic l 2 -< _< C ~ Icwl 2. (2.2) 

~eza ~ez-~d L2 (xg) ~eza 

Dans la d6finition d 'une  analyse multir6solution,  on peu t  renforcer la 

condit ion de base de Riesz par la condit ion que les fonctions de la famille 

{05( . +7) ,  7 �9 zd} soieut deux ?~ deux orthogonales. Sous cette condition,  

on peu t  alors construire g part i r  de la suite de sous-espaces (Vj)jez 

une base d 'ondele t tes  orthogonales.  Dans le cas oh l 'on a seulement  
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12 J.-P. CONZE, L. HERVI~ etA. RAUGI 

la propridtd de base de Riesz, il est possible de construire deux bases 

bi-orthogonales (ef. [3]). 

Notation. Dans la suite, nous noterons 

? ( / ~ )  = find f (x)  e2i~(x''x)dx 

la t ransform6e de Fourier d 'une  fonction f sur R d. 

Construction d'analyses multir6solutions 

Soit (hz)~,ezd une famille index6e par  Z d, de hombres  complexes nuls 

sauf pour  un nombre  fini d'indices, telle que 

h'r = q. 
, . /cgd 

Nous considfirons l '6quation d'6chelle 

r = ~ h,yr - 7), (2.3) 
7ezd 

qui va pe rmet t re  de construire une analyse mul t i%solut ion associ6e 

une fonetion d'~chelle 05 solution de (2.3). 

Posons 
1 H(A) = q ~ h.ye 2i~<'~')~), .k E R d, (2.4) 

,ycg d 

et 

= IHI 2. (2.5) 

On note  que H(0) = 1 et donc u(0) = 1. 

Soient 

oft 

5 =  A -1 e t I M = { ' y ~ Z  d,]]~/]] < M } .  

Notons T = (T(a, b))a,bU M la matr ice  d6finie par 

T(a,b) 1_ ~ - = h~rh.r_Aa+b, a, b E IM, 
q . , /Ezd 

+1, 
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PAVAGES AUTO-AFFINES, OPI~RATEURS DE TRANSFERT... 13 

p(T) son rayon spectral et u(p(T)) l 'indice de p(T), c'est-g-dire le plus 

petit  entier n tel 

ker(T - p(T)Id) n = ker(T - p(T)Id) n+l 

(nous montrerons que p(T) est une valeur propre de T, donc 
. (p(T)) _> 1). 

II.2 Crit6res de bases de Riesz et de bases orthogonales 

Les propositions ci-dessous fournissent un proc~d~ de construction 

d'analyses multi%solutions. 

Th~or~me 2.1. Les conditions suivantes sont dquivalentes: 

1) Il eziste q5 E L2(]R a) non identiquement nulle solution de (2.3) et la 

famine {r + ~/), 7 E Z d} v&ifie (2.2), pour une constante C > O. 

2) O n  a: H(5-0) = 0, V~ ~ ~ - {0} ,  V,X c R d, 

IH(5-,X)I 2 > 0; p(T) = 1 ,  u ( p ( T ) )  = 1, 
O'E'D 

et tout fermd invariant Zd-p&iodique contient O. 

3) k e r ( T -  Id) est engendrd par un vecteur (c.y)~c[ M tel que te polyndme 

E C~C2iTr(.y,A ) 

7cz M 

soit ~ valeurs r&lles strictement positives. 

Darts le cas orthogonal, on a u n  6nonc6 similaire: 

Th&or~me 2.2. Les conditions suivantes sont dquivalentes: 

1') It existe r E L2(R d) non identiquement nutle vdrifiant (2.3) et la 

famiUe {r + 7), 7 E Z d} forme un syst~me orthonormd. 

2') ~ [H(~),)[ 2 = 1, VA E •d, et tout fermd invariant gd-pdriodique 

contient O. 

3') ~ ]H(&)~)[ 2 = 1, ~/~ E •d et d i m k e r ( T -  Id) = 1. 
(TED 
Le lien entre ces thdor~mes et les analyses multi%solutions est rap- 

pel4 dans le thdorSme suivant. 

Th~or~me 2.3. Sons les conditions dquivalentes du thdor&me 2.1, il ex- 

iste une fonction r (4 support compact) unique solution de (2.3), d une 
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14 J.-E CONZE, L. HERVI~ etA. RAUGI 

constante multiplicative pr~s. La farniUe (Vj)jez, oCt VO est I'espace en- 

gendrd par les fonctions (r + ~), 7 E Z d) et oft Vj = { f  o AJ, f C V0}, 

forme une analyse multirdsolution de L 2 (]~d). 

Preuve.  Le r6suRat est classique dans la th6orie des analyses mul- 

t ir6solutions (voir [5], [17] pour  une d6monst ra t ion  compl6te).  Nous 

en rappelons bri~vement la preuve. 

Sous la condit ion 1) du  th6or6me 2.1, les points  b) et c) de la 

d6finition d 'une  analyse mult ir6solution r6sultent de la construct ion des 

Vj, de (2.2) et de l '6quation (2.3) (qui assure l ' inclusion V0 C V1). 

Les condit ions asymptot iques  a) d 'une  analyse mult ir6solution se 

d6duisent d 'une  g6n6ralisation imm6diate  du  cas de la dimension 1 

(ef. [17]). [] 

R6ciproquement ,  si (Vj)jes est une analyse mult ir6solution associ6e 

une fonction d'6chelle r alors la condit ion (2.2) est satisfaite par  

d6finition et l ' inclusion V 0 C V1 assure l 'existence d 'une  famille de co- 

efficients (h~)~czd telle que l '6quation (2.3) soit v6rifi6e par  r Mais la 

famille n 'est  pas n6cessairement ~ suppor t  fini. 

Nous donnerons  plus loin les grandes lignes de la d6mons t ra t ion  des 

th6or6mes 2.1 et 2.2. Dans le cas o~t d = 1 et A est la mult ipl icat ion par  

2, on pourra  se reporter  ~ [3], [4], [10], [11]. Nous 6tablissons d 'abord  

quelques r6sultats interm6diaires. 

Remarr 1. On mont re  facilement que l '6quation (2.3) a une solution, 

au sens des distr ibutions,  d 'ordre  fini non nulle s suppor t  compact .  En  

observant que, pour  une fonction f sur R d, on a formellement en posant  

fA,~(x) = f ( A x  - 7), 

?A,T(/~) = q-lje(B-1)~)e2i~r<~,B-l~X) ' 

on obt ient  que la t ransform6e de Fourier d 'une  solution de (2.3) est 

donn6e ~ un facteur constant  pr6s par  le produi t  infini: 

II(A) = I I  H(B-~A) '  A e ]R d. 
k----1 

La fonction II est d6finie, continue s u r  ]~d du f&it que H est l ipschitzienne 
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PAVAGES AUTO-AFFINES, OPI~RATEURS DE TRANSFERT... 15 

et que B -1 est contractante. Elle v~rifie l%quation fonctionnelle: 

H(~) = H(B- I~)H(B- I~) .  (2.6) 

On d6finit formellement 

~(A) = ~ III(A + 7)[ 2, A E ~d. 

7EZ d 

D'aprSs ce qui pr6c~de, une condition n6cessaire et suffisante pour qu'il 

existe une fonction dans L2(IR d) non identiquement nulle solution de 

(2.3) est que 1] E L2(iRd). Cette solution s'obtient alors g u n  facteur 

pros comme la transform6e de Fourier inverse de II. Nous d6signerons 

par r pr6cisdment, la transform6e de Fourier inverse de II. Si r est g 

support compact et de cart6 int6grable, on peut montrer que la s6rie 

ddfinissant r/est uniform6ment convergente sur tout compact (cf. [17]). 

La fonction ~/est un polyn6me trigonom6trique et die est invariante par 

l'op6rateur P~ d6fini par (2.1): P ~  = 7- 

En effet, pour tout 70 E Z d, nous avons, par la formule de Plancherel, 

la relation suivante: 

f[0,1]d ~(A)e2"i<z~ ~ rio,lid In(A+ 7)12e27ri(7~ 
,yEZ d 

fo (g(A)e2~<'~~ 
= ( 2 . 7 )  

= j~Rd (II(A)e2~i(~~ dA 

= s  - 7o)r 

Puisque r est g support compact, 

~]()t) = Z (q~' r + ~))e2i~v(7'~) 
7EZ d 

est un polynSme trigonom&rique. 

En outre, il r6sulte de (2.6) que 

1 2 r/(A) = ~ ~ '  H(B-1A + "T q- g - l o )  2 [ [ (g_l) t  + 'Y q- B -  o-) ; 
crcT) 7Ezd 

BoL Soc. Bras. Mat., Vol. 28, N. 1, 1997 



16 J.-E CONZE, L. HERVI~ et A. RAUGI 

d'oh P~/= 7/. 

Les r6sultats qui suivent fournissent des crit~res assurant la validit6 

des conditions dnoncdes dans les th6or~mes 2.1 et 2.2. 

Proposition 2.4. a) Supposons II dans L2(]~d). Une condition ndcessaire 

et suJfisante pour que r vdrifie (2.2) (resp. que les fonetions (r  7 E 

Z d) forrne une famille orthonorrnde) est que ~(~) > 0, VA E •d (resp. 

~l--1). 

b) Sous l'hypoth~se: 

~-~. IH(6-.)12 > 0, 
o-ET~ 

l'ensemble Z(~I) des zdros de ~ (s 'iI n'est pas vide) est un ferrnd invariant 

Zd-pdriodique ne contenant pas 0 et tout ferrnd ayant ces propri6tds est 

contenu dans Z(~I). 

Preuve. a) En utilisant la formule de Plancherel, on obtient 

2 2 

,~yflC,yr "TE ZdZcTe 2i~r(%A} ~(A)dA, 

pour toute suite finie ( c z ) ~  de nombres complexes. Lorsque ~/ > 

0, on en d6duit (2.2) h l 'aide de l'6galit5 de Parseval pour les s6ries 

trigonom~triques. De m6me, l 'orthogonalit6 des (4(  + 7 ) ,7  E Z d) en 

r6sulte pour le cas ~/= 1. 

b) Le fait que ZQI) soit un ferm6 invariant r6sulte de l'6galit~ P ~  = 

~. En outre, comme r = II(0) = 1, on a ~1(0) _> 1. 

Consid6rons maintenant  un ferm~ invariant Zd-p6riodique K tel que 

0 r K.  Soit A E K.  I l ex i s t e  k E N* t e l q u e H ( B - k / ~ )  =0,  car dans 

le cas contraire t ous l e s  points B-k)~ seraient dans K, et donc aussi 0. 

Puisque A + 7 E N,  pour tout  7 E Z d, on en d6duit bien que ~(A) = 0. [] 

Remarques  2. 1) La condition 

Ig(~.)I 2 > 0 
(7E7~ 

n'est pas n6cessairement v6rifi6e pour un filtre (h~) quelconque. Elle est 

n6cessaire pour que la fonction r engendre une base de Riesz. 
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Elle est automat ique dans le cas oh, pour construire une analyse 

multir6solution orthogonale, on suppose au d6part vdrifi6e la condition 

de "quadrature":  

I H ( a . ) l  2 - 1. 
crET) 

2) Sous l 'hypoth6se H ( B - I ~ )  = 0, Vcr r D - {0}, on a H(7 ) = 0, pour 

tout  7 E Z e, 7 r 0. En  part icul ier ,  on a rl(0) = 1. 

Enef fe t ,  soit 7 E Z ~, 7 r 0. I l e x i s t e u n e n t i e r g _ >  0, b E Z d, et 

o- E D - {0} tels que 7 = Be( Bb + q). D'apr~s l '6quation (2.6) et la 

p6riodicit6 de H,  on a: 

II(7 ) = H(B- I~? ) . . .  H(B-eT)H(b + B-lq)n(b + B - l a ) ;  

d'oh II(7 ) = 0. Comme H(0) = 1, on a II(0) = 1 et donc r/(0 ) = 1. 

Proposi t ion 2.5. Soit JzM le sous-espace de l'espace des polyn6mes 

trigonomdtriques ~ d variables ddfini par: 

5CM----{ f ( /~)= Z c'ye2i~r(%'X),e~/EC} �9 

, , /r  M 

a) Une condition suffisante pour qu'il existe une solution dans L2(]~ d) 

non identiquement nulle de (2.3) (ou de fagon dquivalente pour que 

II soit dans L2(Rd)) est que 

sup IIp:tll  < 
n > l  

b) P~ laisse invariant I'dspace .FM et la matrice de la restriction de P~ 

.FM dcrite darts la base canonique de .FM est @ale d T.  

c) S'il existe une fonction h continue, pdriodique, strictement positive 

et P~-invariante, et si tout fermd invariant Zd-pgriodique contient 

O, alors route fonction continue pdriodique Pu-invariante est propor- 

tionnelle ~ h. 

Preuve. a) Soit 

(I K s  = t3 ~ - , . 

Notons (. , .) le produit  hermitien habitue1 sur L2(~I'd). 
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18 J.-P. CONZE, L. HERVt{ etA. RAUGI 

Consid6rons Faction de Pu s u r  L2(• d) et notons  P~ son adjoint.  

Soient f ,  g E L2(~'d). A l 'aide de changements  de variables dans le 

calcul de (Pu, f, g) et grgce ~ la p~riodicit6 de H, f ,  g, on obtient:  

Ps = qu(A)g(BA), 

d 'oh 

(Pu)ng(A)=qn [nfllu(BkA)l g(BnA). 
Lk=O 

Par  changement  de variable, on obtient: 

H(B_kA ) 2dA. (pn l ,  1) (1, �9 n f .  H = (Pu) 1 ) =  
k = l  

Sous l 'hypothSse 

sup Ilr lll  < +oo, 
n_>l 

ees int6grales sont major6es. I1 en r6sulte, par  le lemme de Fatou, que 

Inl 2 est int6grable sur ]R d. 

b) Notons (uT) les coefficients de Fourier de u = IHI 2 et posons, pour  

E Z d, e,7(/~ ) = e 2 i T r ( ' y ' ~ )  . 

Nous avons u~ = 0, pour  I]71[ > N.  I1 r~sulte de la formule 6tablie 

ci-dessus pour  le caleul de l 'adjoint P~, que 

(Pueb, ea)  = q E U " / ( e f + b - A a '  1) = q U A a - b .  

IP/II_<N 

Par  d6finition des entiers N e t  M,  il est clair que, si b E IM, on 

a UAa-b = 0, pour  tout  a C Z d tel que Ilall > M.  L'assert ion b) s 'en 

d6duit.  

e) Pour  d6montrer  le point  e), d6finissons sur E l 'op6rateur 

1 
Rf(A) = ~(~P~(hf)(A). 

On observe que R1 = 1 et que 

Rf(A) = ~ w(5"A)f(5-A), oh w(A) = h(A~)  u(A). 
h(BA) crED 
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Soit f E E telle que P u f  = f .  On a alors: 

I1 reste h prouver que toute fonction g continue, p~riodique et 

R-invariante, est n6cessairement constante. Pour cela consid6rons les 

ferm6s Za-p~riodiques de R d form@s des points off g at teint  respective- 

ment son maximum et son minimum. On montre  facilement que ces 

ferm6s sont invariants pour le couple (B, w), en utilisant le Nit que 

Z ~(~'a): 1. 
o-E~  

Donc ils contiennent tous les  deux 0, ce qui prouve que 9 est constante. [] 

II.3 Etude spectrale 
Nous donnons ici, en compl6ment, dans le cas g6n6ral de la construction 

d 'une fonction d'6chelle fournissant une base de Riesz, une condition 

spectrale sur les op~rateurs Pu et T qui permet  de v~rifier la condition 

a) de la proposition 2.5. 

Proposit ion 2.6. Le rayon spectral p(T) de P = PUlYM est une valeur 

propre de P et il lui est associd une fonction propre it valeurs positives 

ou nulles. En outre, une condition ndcessaire et suJfisante pour que 

sup p(T)-~l lP~ll l~ < +oc 
n_>l 

est que ker(T - -  p(T)Id) = ker(T - -  p(T)Id) 2. 

Preuve.  La preuve est classique (volt par exemple [9]). I1 est clair que 

1 
p ( T ) =  lim [[pnlll~ oo" Tb--+ ~- oo 

Soit (tn)~_>l une suite de r~els d@croissant vers 1. 

Pour n _> 1, on note 

fn = ( p ( T ) t ~ I d -  P)-11 = ~ ( p ( T ) t n ) - ( k + l ) p k l .  
h>O 

On a A E UM et fn _> O. 
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Pour  tou t  Soit fl une valeur propre de P telle que ]fll = p(T).  

g E 9CM, on a, grgee ~ la positivit6, 

( f l t n l d -  p ) - l g  o~ < IlgII HAII . (2.8) 

C o I i l m e  

lim ( f l t~Id - p ) - I  ~ = +oc  
n ~ + o c  

(car fl est une valeur propre),  on en d6dui t  que 

lim IIAII  = 

n ~ + o c  

-1 
La  suite ([]fnll~ fn)n>_l 6tant  born6e dans  ~C-M, on peut  en extrai re  une 

sous-suite convergeant  vers une fonct ion h > 0 (non iden t iquement  nulle 

car Ilhll  = 1). 
Par passage A la l imite dans l '6galit6 

I I A I I L l ( p ( : r ) ) t J d  - P ) f n  = IIAIIL 
on obt ient  p(T)h  = Ph ,  ce qui prouve les deux  premihres assert ions de 

la proposi t ion.  

On rappelle que l ' indice u(fl) de fl pour  P e s t  le plus pet i t  entier n 

tel  que 

ker(P - f lId) n = ker(P - f l ld)  n+l. 

Par  ailleurs u(fl) est 6galement  caract6ris6 par  le f a r  que 

lim ( t n  - -  1) e ( f l tn ld  - p ) - I  oo = +oc,  
TL---> -~- ~ 

pour  g = 0 , . . .  , u(fl) - 1. D'apr6s l ' in6galit6 (2.8), on a: 

lim (tn - 1) e ( p ( T ) t n I d -  p ) - ]  ~ = +oc, 

pour  g = 0 , . . .  ,u(fl)  - 1, d'ofl u(fl) < u(p(T)).  [] 

II.4 Preuve du th6or~me 2.1 

1) ~ 2): On sait  d 'apr6s la proposi t ion  2.4 a) et les remarques  i et 2 

q u e P u r  1 = %  ~1(0) = l e t  ~ > c a v e e c >  0. O n e n d 6 d u i t  ais6ment les 

deux premi6res condi t ions  du 2). En  outre  P 6 tant  positif,  nous avons 

- 1  n Pun1 < e P~77 : c-1~] et sup < + ~ .  
nk!  
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On a donc p(T) = 1 et u(p(T)) = 1. La condition sur les ferm6s invariants 

%sulte de la proposit ion 2.4 b). 

Notons que le point 3) est 6quivalent au fair que le sous-espaee 

ker(P - Id) de )CM est engendr~ par une fonetion 5 valeurs str ictement 

positives. 

2) ~ 3): En vertu de la description spectrale de P donn6e dans la 

proposit ion 2.6, les conditions p(T) = 1 et u(p(T)) = 1 entrainent que 

~ p  IIP~llloo < +oo .  
n_>l 

Donc, d'apr~s la proposit ion 2.5 a), II = (~ E L2(Rd). En outre, d'apr~s 

la proposit ion 2.4 b), on a rl > 0. On ddduit alors de la proposition 2.5 

c) que ker(P - Id) est engend% par rl. 

3) ~ 1): on suppose ici que ker(P - Id) est engend% par h > 0. On 

en d6duit tout  d 'abord  que 

IIPgllloo < + o o  sup  
n_>l 

(on reprend la preuve de 1) ~ 2) en rempla~ant rl par h). Ceci implique 

que II = ~ E L2(IRa). La s~rie d4finissant rl est donc eonvergente. La 

fonction r 1 est alors un polyn6me trigonom~trique positif  qui, d'apr~s 

l 'hypoth~se, doit 6tre proport ionnel  ~ h e t  d o n c >  0. 

Preuve du  th~or~me 2.2. La condition 

~ '  I H ( ~ . ) [  2 = 1 
GCT) 

(i.e. Pul = 1) entraine les deux premieres conditions du 2), 

~p IIP~llloo < § e t r  ~ L2(R~). 
n > l  

I') ~ 2'): on sait que Pur l = rl, et que r I _-- I. Done Pul = I. La 

condition sur les ferm6s invariants %sulte de la proposition 2.4 b). 

2') ~ 3'): il est clair que 2') entra~ne 2), done 3), et finalement 3'). 

3 ~) ~ 1'): comme Pul = 1, ~ E rb2(]Rd). En outre, on a dimker(T -- 
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Id) = dim ker(P~ - Id), Purl = rl, et rl(0) = 1, donc rl -- 1. [] 

11.4 Application au probh}me 1 des pavages 

Nous reprenons les no ta t ions  du  paragraphe  I. Nous sommes ici dans  un 

cas par t icul ier  de la cons t ruc t ion  d ' une  analyse  mul t i%solut ion.  

On note  F la t ransform~e de Fourier  de 1Q: 

F(A) = [ e2~ri(~#)lQ(z)dz, A E R d. 
JR d 

est cont inue born6e sur R a et l 'dquat ion d'6chelle se La  fonct ion F 

t r adu i t  par: 

F(A) = H(B-1A)F(B-1A), 

oh H(A) est d~fini, pour  k E R g, par  

1 
H(~) -  ~ e 2<~,~>. 

Idet(A) l t C T  

Un caleul simple mont re  que la fonct ion H v6rifie la condi t ion  de "qua- 
dra ture"  : 

2 
H(A + B-l~r)  = 1, (2.9) 

pour  t ou t  syst6me complet  D de repr6sentants  de Za/BZ a. 
Soit H d~finie par  le p rodui t  infini: 

n(~) = H H(B-JA). (2.sO) 
j = l  

On a: F(A) = F(0)n(A) = m(Q)g(A), 

IF(. + ~)l 2 -- ~ m[(O + ~/) C~ Q]e 2i~<~'~> 
~EZ d 2~CZ d 

et 

IF(- + ~)l 2 = IF(o)l 2 ~ In(- + ~)12. 
~/EZ d , -)%z d 

Le probl~me 1 des pavages (orthogonali t~ des t rans la tes  1Q('- '7),  7 E Z d) 

est ~quivalent g 

" E I F(" +'7)12 est cons tan t"  
-ycz d 
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ou encore 

l I(  + 2 constant" 
,-fEEd 

Comme consequence des r6sultats pr6c6dents, on obtient: 

Proposition 2.7. Les assertions suivantes sont @uivalentes: 

i) re(Q) = 1; 

ii) g(x) = 1, pour m-presque tout x ~ ]Rd; 

iii) ~](x) = 1, Vx E Rd; 

iv) tout feting Zd-pdriodique de R d invariant pour (B, u) eontient O. 

II.5 Expression alg6brique du crit6re d'orthogonalit6 
Nous avons vu que l'obstruction ~ la condition d'orthogonalit6 ou de 

base de Riesz (cf. th6or~me 2.1 et 2.2) est l'existence d'un ferm6 Z d- 

p~riodique invariant ne contenant pas 0. Le r6sultat suivant a 6t6 

6tab]i dans [2], pour des fonctions u enti~res (ce qui est le cas ici, 

puisque la fonetion u apparaissant dans ]a construction des analyses 

multir~solutions considdr6es est un polyndme trigonomdtrique). 

Th6or6me 2.8. ([2], Th. 3.3) S'il existe un fermd invariant Zd-pdriodi - 

que C diffdrent de IR d, alors il existe un dldment xo de ~d vdrifiant 

Bmxo = xo mod •d pour un entier m > 1, et un sous-espaee rationnel 

p r o v e  W de R d stable par B (dventuelIement rdduit d {0}) tels que la 

rdunion 
m - 1  

8= U (B%o + W + Z d) 
k=0 

soit un fermd invariant de •d De plus, route transition permise ~ partir 

d'un point de B k x o + W + Z  d, 1 < k < m, m~ne d u n  point de Bk- lx0  + 
W - [ -  Z d . 

HI. Pavages Al6atoires de ]~d 
111.1 G 6 n 6 r a l i s a t i o n  d e  la  c o n s t r u c t i o n  des  pav6s  

a u t o - s i m i l a i r e s  

Nous g6n6ralisons maintenant  la construction des pavds auto-similaires. 

Cette g6n6ralisation sera utile dans la preuve du th~or~me principal, qui 

Bol. Soc. Bras. Mat., Vol. 28, N. 1, 1997 



24 J.-P. CONZE, L. HERVt~ etA. RAUGI 

repose, comme dans [14], sur une m6thode de r6duction par r~currence. 

Soient A une matrice dilatante g coefficients entiers et N u n  entier 

_> 1. Nous supposons donn6e une famille T1, . . .  , 7-N de N syst~mes com- 

plets de repr~sentants de Z d / A Z  d dans Z s. Nous noterons I l 'ensemble 

des indices {1, . . .  , N} et B = A* la matrice transpos6e de A. 

Pour tout  suite ~ = (~1,c~2,. . .)  dans l'espace produit  ~t = I N*, 

nous construisons l 'ensemble Q(cz) form6 de tons les d~veloppements en 

"base A", dont les "digits" d'indice k sont choisis dans le syst~me de 

repr~sentants T~ k d6termin~ par la coordonn~e c~k du point ~. Formelle- 

ment, l 'ensemble Q(cz) est donc d~fini par: 

Sur f~ = I N* on f a r  op~rer le d6calage 0 d6fini par: 0(wi, aJ2,... ) = 

(a~2, aJ3,... ). On obtient imm6diatement,  pour tout  ~ E ~, l'inclusion 

et donc l'indgalit6: 

AQ(~)  c ~ [Q(0x)+t ] ,  
tETw I 

1Q(~)(x) _< ~ 1Q(O~ )(Ax - t). 
tETw I 

Munissons ~t de la tr ibu produit  5 = | 7>(1) et consid6rons maintenant  

une mesure de probabilit6 P sur ~ invariante par le d6calage. Par  la suite 

nous utiliserons le formalisme pr6sent6 dans cette section III dans deux 

cas particuliers: le cas (trivial!) off P e s t  concentr6e sur un point (cas 

N = 1) et le cas ofa P e s t  une mesure produit  sur ~t. 

On obtient en int~grant l'in~galit~ pr6c~dente en x (par rapport  

la mesure de Lebesgue), puis en ~ (par rapport  ~ P) une ~galit~. Ceci 

prouve que l'on a, pour P-presque tout  w, l'~galit6 (v6riffe pour presque 

tout  x) 

1Q(~)(x) = ~ 1Q(0~)(Ax- t). (3.1) 
~ E'/-Wl 
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111.2 Propri~t~s des paves Q(a~) 
Compte - t enu  de (3.1), on mont re  ais6ment les r6sultats suivants qui 

g6n~ralisent le cas off le systSme de repr6sentants T est fix~ (cas N = l). 

L e m m e  3.1. a) Pour toute mesure de probabilitd P invariante par le 

ddcalage sur ft, pour P-presque tout w E f~, les ensembles 

{O(0~) + t, t c %~ } 

sont essentiellement disjoints. 

b) Pour tout i E I,  appelons Xi l'application ddfinie sur l'espace U. des 

compacts de N d par 

)ci:K ~ x i (K)  = U ( A - 1 K  + A - i t )  �9 
tc7- i 

Les applications Xi sont contractantes, quand on munit  R d de Ia md- 

trique associde d la norme contractde par A -1 et K~ de la distance de 

Hausdorff eorrespondante. 

Pour tout w E ~2 et tout compact Qo, la suite de Cauchy 

(x~l ~ ~ x~(Q0))n>l  

converge, au sens de Ia distance de Hausdorff, vers Q(w). En prenant 

Q o  = [0, 1] d, n o u 8  a v o n s :  

Xco I ~  ~ )~aJn(Qo) -~- ~ d  = ]~xd 7 n  ~ O, 

et, en passant gz Ia limite, 

Q ( ~ )  + z d = R d 

L e m m e  3.2. Si T e s t  un syst~me de reprdsentants de Z d / A Z  d, le plus 

petit Z-module invariant par A et contenant T ,  Z(T,  A), est un sous- 

rdseau de Z d, de la forme M Z  d, la matriee M dtant d coefficients entiers, 

avec idet(M)i >_ 1. 

Preuve.  En effet, d'aprSs les r~sultats du  paragr~phe 1, on peu t  recouvrir  

l 'espace IR ~ par  des translat6s de l 'ensemble Q(A, T)  associ6 s T et s A, 
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les translations dtant prises de la f o rme  ~-~j AJ(xj -xtj), avec xj, x~j E "T. 
Ceci implique que Z(T,  A) est un sous-r~seau de Z a. [] 

111.3 

Consid6rons la fonction g d6finie sur R a x f~ par 

g(x, co) = Z 1Q(w)(x+~/)" 
7EZ d 

On a, pour tout  co E ~t, 

jf[o,1]d g(x,w)dx = ~d  1Q(w)(x)dx = m(Q(co)), (3.2) 

rn d4signant la mesure de Lebesgue sur R d, et on v6rifie que 

g(Ax, Oco) = g(x, co), Y(x, w) E R d x f~. (3.3) 

Pour montrer  que la fonction g est presque par tout  6gale ?~ une constante, 

nous utilisons un argument  de th~orie ergodique. L 'endomorphisme A 

d~finit sur le tore •d, muni de la mesure de Lebesgue m, un systSme 

dynamique ?~ spectre continu. Ceci implique d'apr~s un rgsultat classique 

e n  thSorie ergodique que, pour toute mesure IP invariante par 0 sur (ft, 5 c) 

qui est ergodique, en particulier pour une mesure produit ,  le produit  

cart6sien des syst~mes (T d, rn, A) et (ft, F, 0) est ergodique. 

La relation (3.3) implique alors que la fonction g est constante m |  

presque partout.  D'ofi, pour rn | IP-presque tout  (x, co) E R d x ft, 

g(x, co) = = f a  (3.4) 

quantit6 qui est n6cessairement un entier _> 1, puisque 9 est une somme 

d'indicatrices et que, d'apr~s le lemme 3.1.b, g -> 1. 

111.4 

Consid6rons la transform6e de Fourier de 1e(~): 

F w ( x )  = ~ d  e27r i (x 'Y)1Q(@(y)dy '  ( x , w )  ff R d ) a .  

La fonction F~(.) est continue born6e sur N d et v6rifie, pour F-presque 
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tout  co �9 ~, 

Fco(x) = H ( B - l x ,  Wl)FOw(B-lx), 
oh H(x,  j)  est d4fini, pour (x, j )  �9 R g • I, par 

1 E e2~ri(t'x)" 
H(x, j ) -  idet(A)i t~=~ 

Posons, pour (x, j )  �9 R d • I, 

et 

~(x) = ~ IF~(x- ~)12,~ �9 ~, 
TEE d 

u(x,j) = ]H(x,j)] 2. 

Pour tout 70 E •d et w Eft, nous avons par la formule de Plancherel 

(comme dans la relation 2.7 du paragraphe If), 

III.5 

L'ensemble Q(w) ~tant un compact de ~d, cette derniSre int5grale est 

nulle pour ]]70]] assez grand. I1 en r~sulte que, pour tout  co E ~, et pour 

m-presque tout  x C R d, on a: 

?~w(X) : Z (~d 1Q(w)(y+ "~)lQ(~)(y)dy) r 2~i(%x), (3.6) 
~/EZ d 

oh le second membre est un polyn6me trigonom~trique. 

En utilisant le fait que la fonction ]Fw] 2, ainsi que ses d~riv~es par- 

tielles de tous ordres sont int~grables, on obtient facilement que la s~rie 

dSfinissant ~7~ est uniform~ment convergente sur tout  compact  et donc 

sa somme est continue (cf. [17]). L'~galit~ (3.6) est donc r~alis~e pour 

tout  x E i~ d. 

D 'aut re  part,  pour tout  syst~me D de repr~sentants de zd/Bz d, la 

fonction ~?~ v6rifie pour F-presque tout  w la propri6t~ d'invariance: 

rlw(X) = E U ( B - I ( x  q- T) 'CO1)r lOw(B- I (x  q- "1-)), 
TED 
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et nous avons ( comme dans  2.9) la condi t ion  de normal isa t ion:  

u ( B - l ( x  + ~-),j) = 1, Vj E I, Vx E R d. 
"cc'D 

Soient p la probabil i t~ uni forme sur I e t  P la probabil i t6 produi t  

| sur ft. Posons,  pour  x C N d, 

1 
u(x) -- Z u(x, j), cardI 

j c I  

rl(x) = f a  rl~(x) P(dw); 

1 

Nous avons, pour  tou t  x 6 R d, les relat ions (3.7) suivantes: 

i) rl(x) = Purl(x); 

ii) IF(x)] 2 = u(B- l x )  F ( B - l x )  2, et par  suite 

iii) 

avec 

IF(x)l 2 = IF(~ 2 f I  u(B-%), 
k = l  

e(o) = m(Q(~))2~(d~ ; 

OO 

~(x) = IF(0)I 2 ~ I I  u(B-k (  x +~)) 
7~zd k = l  

-yEZ d 

e2i~r(%x). 

III.6 

Supposons  que B laisse invariant  un  sous-r6seau A = M*Z d de Z a, M 

~tant  ~ coefficients entiers,  avec ]det(M)] > 1. 

I1 existe un  syst~me S = { S l , . . .  , Sq}, avec 81 = 0 ,  de reprdsentants  

de A/BA darts A, avec q = ]det(A)]. En  effet, la mat r ice  ( M * ) - I B M  * 
est de dS te rminan t  q, h coefficients entiers,  car  elle envoie Z a dans  Z a. 

Bol. Soc. B~us. Mat., Vol. 28, N. 1, 1997 



PAVAGES AUTO-AFFINES, OPI~RATEURS DE TRANSFERT... 29 

On peut  alors prendre comme syst6me 8 la famille {M*01, . . .  , M*Oq}, 

oh {01, . . .  , 0q} est une famille de repr6sentants de Z d modulo 

( M * ) - I B M * Z  a. 

Sur l'espace des fonctions d6finies sur ]R d qui sont A-invariantes, on 

d6finit un op6rateur pA par: 

p A t ( x )  = E u(B l (x + s ) ) f ( B - l ( x  + s)). 
s 6 8  

Cet op6rateur ne d6pend pas du choix des repr6sentants de A/BA.  

Pour une fonction u qui est seulement A-p6riodique et non pas Z g- 

p6riodique, la th6orie des ferm6s A-p6riodiques invariants pour l'op6- 

rateur pA (nous parlerons des ferm6s A-p6riodiques invariants pour 

(B, u, A)) est identique ~ celle des fermSs Zd-pdriodiques invariants pour 

un opdrateur Pu assoei6 ~ une fonction u Zd-p~riodique. II su~t, pour 

le voir, de se ramener au cas de Z d par un ehangement de base. 

Dans ee contexte, la variante suivante du thSor~me (2.8), qui utilise 

les notations pr~c~dentes, sera utile dans l'6tude des pavages. 

Th~or~me 3.3. ([2]) S'iI existe un ferm~ invarian~ A-pdriodique C 

diffdrent de [~d, alors il existe un dldment xo de •d, vdrifiant Bmxo = xo 

rood A, pour un entier m >_ 1, et un sous-espace rationnel propre W de 

•d stable par B (dventueUement rdduit h {0}) tels que la rdunion 

m - 1  

U (B%0 + w + A) 
k=O 

soit un fermd invariant de IR d. De plus, route transition permise 8 partir 

d'un point de Bkxo + W + A, 1 < k < m, m~ne ~ un point de B k - l x  0 + 

W + A .  

Proposition 3.4. Les assertions suivantes sont dquivalentes: 

i) re(Q(-)) = 1, F -  p.s.; 

ii) g(x, w) = 1,  pour m x P-presque tout (x, w) 6 IR d • t~; 

iii) pour P-presque tout cz E ~, ~D(x) = 1, Vx C lRd; 

iv) tout fermd Zd-pdriodique de I~ d invariant pour (B, u) contient O. 

Elles sont impliqudes par Ia condition 
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v) tout feting A-pdriodique de N a invariant pour (t3, u, A) contient O. 

Preuve.  On a l e s  6quivalences: 

i) *:~ ii), d 'apr~s (3.4), 

ii) r iii), d 'aprSs (3.4) et (3.6). 

D 'au t re  part ,  si C est un  ferm6 Zd-p6riodique de N d, invariant pour  

le couple (B, u), ne contenant  pas 0, il existe un  entier L tel que 

u(B l x ) . . . u ( B - L x )  = O, Vx E C, 

puisque, dans le cas contraire, tous les points  {B-kx ,  k >_ 1} appar-  

t iendraient  ~ C, et par suite on aurait  0 E C. 

I1 r6sulte d u i i )  de (3.7) que F(x) = O, Vx E C, et par  suite 

~(z) ~ IF(x + ~)12 -- O, Vx e C, 
~EZ d 

puisque C est Zd-p~riodique. 

D'ofi l 'on ddduit  que, pore" F-presque tou t  w E ~t, on a ~ ( x )  = 0, 

pour  tou t  x E C, contra i rerment  ~ iii). 

Enfin, sous Fhypoth~se iv), nous savons que les fonctions continues 

h, qui sont Pu-invariantes et Zd-pdriodiques, sont constantes.  En effet, 

les ensembles sur lesquels h at te int  son m i n i m u m  et son m a x i m u m  sont 

deux fermds invariants Zd-p6riodiques, et donc ont en c o m m u n  0. I1 en 

rdsulte que la fonction ~ est constante.  

Or nous avons, d 'une  part:  

; , 1 ]  d ~?(x)dx= f~  f0,l]d ~7~o(x)dx]?(d~) 

= fa  m(Q(w))F(dw), 

d'aprSs la relation (3.5), et d ' au t re  part:  

n(o) = f~ n~(o)~(a~) 

-> fa IF~(~ 

= fa[m(Q(~))]2~(aw). 
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Comme rl est constante et m(Q(w)) _> 1, on e~ d~duit que m(Q(w)) = 1, 

P-p.s .  

Pour montrer que v) implique iv), il suffit d'observer que tout ferm~ 

Zd-p~riodique invariant pour (B, u, Z d) est aussi un ferm6 A-p6riodique 

invariant pour (B, u, A). [] 

III.7 

D~finifion. Nous dirons que le couple (B, u) v6rifie la condition (M) si, 

pour le couple (B,u), les seuls ferm6s invariants Zd-pOriodiques de la 

forme 
/TL 

U (Bkz0 + W + U) 
k = l  

avec m E N*, x0 �9 IR d v6rifiant Bmxo ~ x 0 modulo Z d et W sous-espace 

rationnel de ]~d stable par B, sont ceux pour lesquels W e s t  r~duit s {0}. 

Nous notons r le plus petit sous-r~seau de Z a, A-invariant, contenant 

N 

j = l  

Proposition 3.5. Si le couple (B, u) vdrifie la condition (M), les trans- 
lates par P de Q(a~) torment un pavage de I~ d, pour IP-presque tout aJ �9 f~. 

Preuve. D'apr~s le lemme 3.2, il existe une matrice M ~ coefficients 

entiers, inversible, telle que E = M ~  d. 
Posons ]l = M - 1 A M .  Puisque ][Z g C Z d', la matrice ]t est/~ coef- 

ficients entiers. Les rfisultats de III.6 vont ~tre appliqu6s, non pas ~ B, 
mais h la matrice adjointe de it, c'est-~-dire ~ B = M*B(M*) -1. 

Appelons Tj t'ensemble { M - l t ,  t �9 Tj}. Si des ~l~ments de ~. 

v6rifient une relation modulo JtZ a, leurs images par M v6rifient une re- 

lation modulo A M Z  d, qui est donc triviale. On en d6duit que 3 ,  qui est 

de cardinal q = det(]t) , est bien un systSme complet de repr6sentants 

de 7~d/f425 d darts Z d. 

Nous altons montrer que les translat6s par Z d de l'ensemble 

Q(A' (TJ)I<-J<-N'cJ) = { ~-~ f4-kxk'xk E Vk_>l}  
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forment un pavage de I~ d, pour  I?-presque tout  w E ~t, ce qui d5montrera 

la proposition. 

La matriee /)  laisse invariant le %seau A = M * Z  d. Consid~rons la 

fonction g = u o (M*) -1, et une famille S = {S l , . . .  , Sq}, avec Sl = 0, 

formant un systSme eomplet de rep%sentants  de A//)A dans A. 

Comme on l 'a vu en III.6, la famille { ( M * ) - l s l , . . .  , (M*) - l sq}  for- 

me un syst~me eomplet de rep%sentants de Z d / B Z  d. 

Nous allons montrer  que tout  ferm5 invariant A-p~riodique, de ]R d 

pour le triplet (/3, ft, ,9) contient 0, ee qui, eompte- tenu de la proposit ion 

3.4, donnera le %sultat  voulu. 

Pour cela, appliquons le th~or~me 3.3. Supposons qu'il existe un 

sous-espace V stable par  B, un entier rn _> 1, et un point x0 de R d non 

entier vdrifiant x0 = C~l--"6-mXO, pour  des dl6ments cr l , . . .  ,o- m de S, 

tels que, pour tout  k, 1 < k < m, on ait 

/LA,~ 
(rk �9 �9 �9 &mXO + V + A > O'k-1 �9 �9 �9 &mXO + V + A, 

avec &0 = ~rn. 

(La notat ion p%c4dente signifie que, pour les points de l 'ensemble 

(7k.. .  ~ m x o + V + A ,  les transitions permises, au sens de (/3, A, ~), m~nent 

ndcessairement g l 'ensemble &k-1 "'" &rex0 + V + A.) 

Soit y E (M*) - l (6k . - .&mx0  + V) et s C S tel que u ( B - l ( y +  

(M*)- l s ) )  > 0. Posons z = M*y.  

Nous avons 

z C &k ' "~mXO + V 

et 

~(( /~)- l (z  + s)) = u ( B - l ( y  + (M*) - l s ) )  > O. 

I1 en %sulte que 

( /3) - l (z  + s) = M * B - I ( y  + (M*) - l s ) )  E ~ k - l ' " # . ~ x o  + V + A ,  

c'est-g-dire: 

( B ) - l ( y  + (M*) - l s ) )  C (M*) - l (#k_ l  --. ~rmXO + V)  + zd. 

Nous venons ainsi de montrer  que, pour  tout  k, 1 < k _< m, on a, 
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pour les transitions permises au sens de (B, Z d, u): 

(M*)-I (~k ...6"rex0 + V)  B,~ ( M . ) _ l ( ~ k _ l . .  .(rmx 0 + V)  + g d, 

ce qui implique: 

B k - l ( M * ) - l x  0 + ( M * ) - I V  + Z d 

[Nous avons, en effet, 

avec  

33 

B,~ B k _ 2 ( M , ) _ l x  0 + ( M , ) _ I V  + Zd" 

( r k . . .  (rmZ 0 = ./~k-lx 0 _ (O-k_ 1 + -Bo-k_ 2 + - . -  +/~'k-2o-1) 

(M,)- l(c~k_l  +/)c~k_ 2 + . . .  + bk-2O_l) �9 •d, 

et en particulier 

B m ( M * ) - l x o  = ( M * ) - l f 3 m x o  

= ( M * i - l ( x 0  + O-m + f~Crm_l + " "  + / ) m - l c r l )  

= (M*)- lxo  + nn entier.] 

La condit ion (M) 6tant  v6rifi6e par  le couple (B, u), on doit  avoir: V = 

{0}; d'ofi, pour  1 < k < m , '  

/~,A,~ 
6k �9 �9 �9 grmxo + A ~ ~rk_ 1 �9 �9 �9 b-rex 0 + A. 

Mais on a alors: 

c'est-g-dire: 

Par  suite, Vt �9 

t t (Ok . . .  6-mXO) = 1, Vk, 1 < k < m; 

u ( B k - I ( M * ) - l x o )  = 1, Vk, 1 _< k < m. 

N 
U Tj, on a, Vk, 1 < k < m, 

j= l  

(t, Bk-l(M*)-lxo} �9 Z, 

ou encore: 

(~, bkx0} c Z, V~ �9 

Ceci montre que la r6union 
N 

U 
j= l  

N 

j= l  
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est contenue dans un sous-r5seau propre r ~, ]I-invariant, de Z d. La 
N 

r6union U Tj est donc contenue dans le sous-r5seau propre M F  ~ de 
j = l  

F = M Z  d, qui est A-invariant. Ceci contredit le choix de F. D'oh ]e 

r~sultat. [] 

IV. Existence d'un r6seau 
IV .1  

Nous en venons maintenant  au r6sultat principal de ce travail. 

Th~or~me 4.1. Soit A une matrice diIatante, d coefficients entiers, 

d'ordre d, et T u n  syst~me complet de reprdsentants de Z d / A Z  d dans 

Z d. Ators il existe un sous-rdseau F de Z d, contenant T ,  tel que les 

translates de 

par les dldments de F forment  un pavage de IR d. 

Remarque. On notera qu'en g~n~ral le r6seau F n'est pas invariant par 

A, mais par une autre  matrice A qui est d~crite dans la remarque 4.3. 

Preuve du  th~or6me. La preuve est donn~e en plusieurs ~tapes et se 

poursuit  dans les sections IV.2, IV.3 et IV.4. 

Nous raisonnons par r~currence sur la dimension d de la matrice A. 

Pour  d = 1, ]e r~sultat, qui est connu (cf. [7]), se d6duit comme cas 

particulier "d~terministe" de la proposition 3.5. 

Supposons le r~sultat d6montr6 pour une matrice dilatante A d 'ordre 

< d et pla~ons nous darts le cas oh A est de dimension d _> 2. Posons 

u ( x )  = 1 e 2~ri(x't) 2 

det(A) y~" t c T  

Si le couple (B, u) v6rifie la condition (M) de III.7, alors la proposit ion 

3.5 prouve le r6sultat. 

Supposons maintenant  qu'il existe un sous-espace rationnel W de 

]~d, invariant par  B, un point z0 E ]I~ d et un entier m > 1 v6rifiant 
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Bmzo  = z 0 modulo Z d, tel que, pour tout  1 <_ k <_ m, on air 

Bkzo + W + Z d B,~ B k _ l z  o + W + Z d. 

Parmi les sous-espaces v6rifiant ces conditions, nous pouvons choisir un 

sous-espace rationnel W de dimension maximale r, 1 _< r < d. 

IV.2 R6duction du probl~me 

Le r6su]tat suivant permet  d'effectuer une r6duction du probl~me. 

Lemme 4.2. Soit  W un sous-espace rationnel de dimension r dans R d. 

I1 existe un changement  de base, dont la matrice de passage P e s t  

coefficients entiers et de ddterminant  1, tel que les r premiers  vecteurs 

de la nouvelle base f o rmen t  une base de W .  

Preuve. Ce r~sultat classique peut 6tre montr~ par l 'argument 61~men- 

taire suivant. 

I1 existe dans W une base form6e de r vecteurs v l , . . .  , vr, dont les 

coordonn6es darts la base canonique de R d , ( a~ , . . .  , a~) , j  = 1 , . . .  , r ,  

sont des entiers. Quit te  ~ diviser vl par un scalaire, on peut supposer 

que les coordonn~es de vl, (a~ , . . .  , al) ,  sont des entiers premiers entre 

eux. 

Par applications r~p~t~es de la relation de Bezout (en prenant les 

eomposantes deux 5, deux), on peut construire un produit  M de matrices 

dans S L ( d , Z )  tel que M ( a ~ , . . .  a j , d ) =  (1 ,o , . . .  ,o). 
Notons (b~,.. b j M(aJl . . .  a j �9 , d) = , , d),J = 1 , . . . , r .  En rempla~ant 

les vecteurs vj - bJlVl, on se rambne au cas d 'une base de W, telle que 

l ' image par M des r - 1 derniers vecteurs a une premiere composante 

nulle. Quit te  ~ diviser par un scalaire, on peut de plus supposer que 

les coefficients de l ' image du deuxi~me vecteur sont des entiers premiers 

entre eux. On est ainsi ramen~ ?~ une dimension inf6rieure. 

On peut donc, par l 'application de matrices dans SL(d ,  Z), r~duire 

successivement les coordonn4es des vecteurs vi, pour i = 1 , . . .  , r, g la 

forme 5i,j, j = 1 , . . .  , d. [] 

En utilisant le lemme 4.2, on peut se ramener, en eonjuguant par 

une matrice dans SL(d ,  Z), au cas oh W e s t  de la forme W = R r x {0} 
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et oh A a la forme suivante: 0) 
A =  A2 ' 

pour  des matr ices  A1 et A2 de d imens ion  respeet ivement  r et d - r. 

La  mat r ice  B = A* s'6erit alors 

" 

IV.3 Propri~t~s de la famille T 

Nous allons voir que la forme de A* implique pour  la famille T des 

propridt6s particuli~res.  

Posons qi = [detAi[ , i  = 1, 2, et q = [detA[ = qlq2, et 6crivons t ou t  

615ment z de ~ d  SOUS la forme z = (zl, z2) avec Zl C R r et z2 E R d-r .  

Nous avons 

1 ~ exp(2iTc(idl_d~l,Zl)r+(d2_d~2, Z2)d_r)) " u(z) = U(Zl, z2) - q2 d,d'cCr 

Consid~rons la fonct ion g sur R d-r d~finie par  

~(Y) = ql __f0,1]~ u(w, y) dw, y E ]R d-r. 

Nous avons: 

u(Y)- qlq2 d T ,1It 

Or l ' int6grale est nulle, sauf  si dl  = d~; d'o~: 

1 t 
u(Y)-  qlq2 Z exp(2i~r(d2--d2, Y)d_r). 

{ d , d  I ET:d l = d ]  } 

D' a u t r e  par t ,  l '6galit6 

1([(:)]+0), 
vraie pour  tou t  (x, y) E R ~ • R d ~ et t ou t  choix de syst~me de repr6sen- 

t an t s  7) de Zd/BZ d entra~ne, 

1 =  3s T ~ u ( B - l ( [ ( x + / ] w ) ]  ) )  +T dw, V(x,y) E R  r x R  d-r. 
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Choisissons un syst~me de repr6sentants  de la forme 79 = 7~ 1 • 7)2, 

off D1 est un  syst6me de repr6sentants  de Z~/A*IZ ~ darts Z ~, et 7) 2 un  

syst6me de repr6sentants  de zd -~ /A~Z d=~ dans Z d-~. 

On obt ient  

1 :  ~ [ u(A~-lx+A~-l'51 - 
~-IE~I,Z-2E:D 2 J[O,1] r 

_ A~-IC, A~ l(y + "52) + w, A~ -~ (y + "52)) dw 

~-IET)I,r2GD 2 J[0,1] r 

u(w, A~ -1 (y + "52)) dw; 

soit 

: E  qlfo 
7-2 CT) 2 ,1] r 

1 = ~ ~(A~-l(y+~-2)). 
T2 C7:) 2 

P o u r z 0 = ( x 0 ,  Y0) E R  r x R  d - r , o n a , V k , 0 < k < m - 1 ,  

A~kyo + zd_~ A~,~ A~(a_l)y ~ + Zg_r" 

On en d~duit  que ~(A~kyo) = 1, Vk, 0 _< k _< m - 1, c'est-s 

1 / 
qlq2 E exp(2iT~{d2-d2, A~kyo}) = 1. (4.1) 

d,dt Ef-:dl  =d~ 

Or l 'ensemble {(d,d')  E T x T: dl = d]} est i ndus  darts l 'ensemble 

{(d, d') E TxT":  dl -d '  1 E A1Z~ } dont  le cardinal  est qlq 2. L'6gMit~ (4.1) 

entraine alors que tous les ~l~ments d~ d' E T ,  tels que dl - d~l E A1Zr, 
v~rifient: 

1) dl = d~. 

2) {d2-s E Z ,  Vk, 0 _ < k _ < m - 1 .  
En  r6sum5, nous avons montr~ que les 515ments de 7- sont n~cessai- 

rement  de 1~ forme suivante: 

T=[(ri)l'l<i<ql'?~i,j l<_j<_q2, 

off: 
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1) 7] = (ri)l<i<ql forme un syst~me de repr6sentants de Z~/A1Z ~ dans 
zr ;  

2) pour tout  1 < i < ql, la famille T2,i = (?]i , j) l<_j<q 2 forme un syst~me 

de repr6sentants de zd-r/A2 Zd-r dans Z d-r. 

IV.4 

L'hypothbse de r~currence appliqu~e ~ la matr ice A1 assure l 'existence 

d 'un  r~seau F 1 de Z r tel que les translates par F1 de 

Q1 = { ~  Alkr% :Vk >_ 1, ek E {1, . . .  ,ql}} 
k > l  

forment un pavage de ~r .  Soit m~ la mesure de Lebesgue de R ~ et 

d6signons par A la mesure de probabilit6 

m r ( . n Q 1 )  - 

m r ( Q 1 )  

I1 existe un bor6lien X de Q1, de )~-mesure 1 tel que tout  x E X s'6crive 

de fa~on unique: 

x = ~ A;kr~k(x), avec Vk _> 1, e~ e {1, . . .  ,ql}- 
k_>l 

Le probl~me est maintenant  de trouver un rdseau F2 de ]R d-~ satis- 

faisant ~ la condition suivante: pour tout  z = (x, y) C ]R d, il existe des 

suites (ck)k_>i et (jk)k>l, avec ck E {1, . . .  ,ql} et Jk E {1, . . .  ,q2} et des 

~l~ments "71 E F1, ~Y1 E F 2 tels que: 

x = ~ A~kr% + "Yl, 
k_>l 

y = ~ Dkr% + ~ A~kwk,jk + "Y2 
k> l k> l 

off 
k - 1  

Dk = - ~ A2(~+I)CA-](k-~). 
g = 0  

Soit ~t = { 1 , . . . ,  ql} N*. Appelons # la loi uniforme sur I = {1, . . .  , ql} 

et ]P la mesure de probabilit~ produit  | # sur ~. 

Par  l 'hypothSse de r~currence, on sait qu'il existe 

~Y1 E~ F 1 e t  (Ck(X))k>_l  E 
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tels que 

x = ~ A~%ck(x ) + ~1. 
k>_l 

On est donc ramen6 an problbme suivant: t rouver un r6seau F2 de ]~d-r 

tel que, pour  m-presque tout  x E X,  les translat6s par F2 de l 'ensemble 

forment un pavage de R a - L  On peut  dans ce qui precede, remplacer 

"m-presque tout  x E X"  par "P-presque tout  e E f F ,  et la suite (ek(x)) 

par  e = (ek) E f~. 

En effet, d6finies sur l 'espace probabilis6 (X, B(X), ~), les variables 

al~atoires (ek)k_>l sont ind~pendantes et suivent une loi uniforme sur 

{1 , . . .  , ql}, puisque, pour  tout  n >_ 1 et tout  (q,... , i~) c {L.-. , ql} ~, 

n O U S  & v o n s :  

%({x E X:el(X) = i l , - . .  ,en(X) = i~}) = A({x:A~x E Q1 + ri~+ 

+. . .  + A~-lrq} 

+ ri~ + + A~-lril) = ~)~(QI " ' "  

2,(@~) 1 
q~ q~ 

Posons, pour w E ~: 

= A2 ~k, Vk Z 1, ~k e ~ ,~k " 

Pour  tout  1 _< j < ql, notons 

1 2 
u(v,j) = ~ ~ exp(2~i(~,v>) ,v e e d-r 

~E%,j 

Nous avons 
ql  1 ~ u(y,j) =~(y). 

ql j=l 

Montrons que le couple (A2, ~) v~rifie la condition (M) de III.7. 
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Soit V un sous-espace vectoriel rat ionnel  de ~ d - r  Yl un 61~ment de 
*p 

]R d-r et p une entier > 1 v~rifiant: A 2 Yl = Yl, modulo  Z d-r tels que 

l'on air, Vk, 1 < k < p, 

A~kyl + V + Z d-~ A~,~ A2(k_l)y 1 + V + Z d-~. 

Soit xl  l'61~ment de R ~ dSfini par  

xl  = (I  - A~P) -1 A~kC*A~p-I-kyl 

On v~rifie facilement que 

et, Vk, 1 < k < p, 

B k ( x l , Y l ) + R  r • V_~_zd  A*,~ B k _ l ( x l , Y l )  + ] ~ r  • V 4 _ Z d .  

Le sous-espace vectoriel W ~tant choisi de dimension maximale  r, cette 

propri~t~ implique que V = {0} et le couple (A2,~) v6rifie la condi- 

t ion (M). 

Appelons F2 le plus pet i t  r~seau de Z d-r ,  A2-invariant contenant  

chacune des familles de reprdsentants  T2,j , j  = 1 , . . .  ,ql .  D'apr~s la 

proposi t ion 3.5, pour  P-prcsque tout  a~ C ft = {1 , . . .  , ql} N*, les trans- 

lards de Q2(A2,a~) par  I' 2 forment  un  pavage de ]R d-T et 172 v~rifie la 

condit ion voulue. [] 

Remarque  4.3. Si l 'on peut  choisir pour  F1 le plus pet i t  r6seau AI- 

invariant contenant  7], le r~seau F1 • F2, obtenu pour  le pavage, n 'est  

autre  que le plus pet i t  reseau ( A10 A2 0 )  -invariant c~  T" 

Dans le cas contraire, on peu t  faire une ~tude analogue pour  le couple 

(A1,7]),  et recommencer  si n6cessaire. Finalement ,  on obt ient  que l 'on 

peut  6crire, ~ conjugaison pros par  une matr ice  enti~re de d~terminant  

1, la matr ice  A sous la forme: 

A~ 
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8 
avec dim Ai = ri et ~ ri = d, et on a: 

i=1 

7- = { ( t l , i l ,  t 2 , i l , i 2 , . . .  , ts,il,i2,...,is) E R r - s } ,  

avec les propri6t6s suivantes: 

T1 = { t l&,  1 < il  _< r l}  est un syst6me cornplet de repr6sentants de 

Z r l / A 1 Z r l ;  

~2,il = {t2,il , i2, 1 < i 2 < r2}  es t  u n  syst6me complet de repr6sentants de  

Z r2/A2 Zr2, pour  chaque i l ,  1 < il  < r l ;  

Ts,il,...,is_x = {tS,il ..... is_l,is, 1 < is <_ rs} est un syst6me complet  de 

repr6seutants de ZrS/As Z~s, pour  chaque s - l-uplet  ( i l , . . .  , is-l) E 
{ 1 , . . .  , r l }  • 2 1 5  { 1 , . . .  

Le r6seau perInet tant  d 'obtenir  le pavage est alors le plus pet i t  sous- 

r6seau de Z a, contenant T,  invariant par la matrice 

A2 (o) 
(0) . . .  

As 
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