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Remarques sur le spectre des longueurs 
d'une surface et comptages 
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ResumC Nons nous int~ressons au spectre des longueurs associ6 g une varlet6 de 
courbure n6gative. Nous d~montrons que le spectre des longueurs d'une surface n'est 
pus inclus dans un sous-groupe discret de R. Nous comparons 6galement le spectre 
des longueurs de diff~rentes structures Riemanniennes sur une m6me varigt& 

Mots Clefs: groupes, spectre des longueurs, surface, Schottky. 

Abstract. This paper deals with the length spectrum associated to a negatively 
curved manifold. In particular we prove that the length spectrum of a surface is 
not included in a discret subgroup of R. We also compare the length spectrum for 
different Riemannian structures. 
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0. Introduction 

Une surface de Hadamard pincde S est une surface Riemannienne con- 

nexe simplement connexe complSte dont la courbure sectionnelle K est 

normalisSe par s u p K  = -1 .  Une telle surface admet une compactifi- 

cation g6om6trique naturelle, on note S(c~) son bord. L'act ion d 'une 

isometric g de S se prolonge en une action par hom~omorphisme sur 

S(oc). Si g fixe exactement deux points g-  et g+ appurtenant  ~ S(oc), 

on dit que 9 est hyperbolique. Duns ce cas 9 agit sur la g~od~sique 

d'ext%mit6s 9- ,  g+ par translat ion et on Mote g(g) sa longueur de 

translation. Un group d'isom~tries G non 61~mentaire est fuchsien si 

son action sur S est propre, libre et discontinue. Soit s la collec- 

tion des longueurs des g6od~siques ferrules de S/G, cet ensemble est 

aritmdtique s'il est inclus duns un sous-groupe discret de R. L8 ques- 

tion de FarithmSticit5 du spectre des longueurs s est li~e g des pro- 
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200 FRAN~OISE DAL'BO 

pri6t6s du riot g6od6sique sur la pattie rdcurrente ft du fibr6 unitaire 

tangent de S/G. Plus pr6cis6ment si le flot g6od6sique en restriction 

ft est topologiquement rndlangeant alors s n'est pas arithm6tique. 

La r&iproque est vraie si ft est compact, on dit dans ce cas que G est 

conveze-cocornpact. Nous d&nontrons la 

2.1. Proposition. Si G est un groupe fuehsien alors s n'est pas 

arithrngtique. 

Cette proposition ajout6e aux r&ultats de Parry-Pollicott [P.P] en- 

traine que si G est convexe-cocompact, le hombre de g6od6siques fer- 

m6es sur S/G de longueur < t e s t  6quivalent, quand t tend vers +oc, 

e~Gt/(SG~, oh (5C repr6sente l'exposant critique de la sdrie de Poincard 

e -s~(~176 
gEG 

Consid6rons deux groupes fuchsiens g~orn~triquernent finis G1, G2 

agissant respectivement sur deux surfaces de Hadamard pinc6es $1, $2. 

Ces groupes sont p-forternent isornorphes s'il existe un isomorphisme 

G1 ~ G2 conservant le type de chaque isom6trie. Les surfaces M1 = 

El/G1 et ~I 2 = $2/G2 ont rn&ne spectre rnarqud des longueurs lorsque 

g(9) = g(P(g)) pour route transformation hyperbolique g E G1. Si M1 

et M2 sont compactes ou si leur courbure est - 1  alors M1 et M2 sont 

isom6triques si et seulement si elles ont m6me spectre marqu6 des lon- 

gueurs [O2][K]. Nous introduisons la notion de d@endance entre s 

et/2(G2) qui correspond g l'existence de deux r6els a, b non tous les deux 

nuls tels que ag(g)+bg(p(g)) E g pour toute transformation hyperbolique 

gEG1. 

Propositions 3.1 et 3.3. Si M1 et M2 sont cornpactes ou si ces deuz 

surfaces sont de courbure -1  alors s et/2(G2) sont d@endants si 

et seulement si M1 et M2 sont isorn~triques. 

Supposons que M1 et M2 soient compactes et qu'il existe deux 

transformations hyperboliques g, h dans G1 v6rifiant g(9) > g(P(9)) et 

g(h) < g(p(h)). Ceci est le cas par exemple si M1 et M2 sont de cour- 

bure -1.  Sous ces hypoth6ses, on d6duit de l a proposition pr6c6dente et 

des r6sultats de Schwarz-Sharp IS-S] que pour e fix6 dans R + il existe 
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0 < c~ _< 1 tel que le hombre de classes de conjugaison de transformations 

hyperboliques g dans G1 v~rifiant t < 8(g) _< t + c et t < g(P(g)) <- t + c 

est 6quivalent 5 eat / t  3/2 quand t tend vers +co. 

Nous sortons /t pr6sent du cadre des surfaces. Consid6rons deux 

transformations hyperboliques gl, g2 agissant sur une vari6t6 de Hada- 

mard pinc6e X et engendrant un groupe de Schottky. 

4.1. Lemme de comparaison entre longueur g6om6trique et combina- 

toire. Soit G = (91, g2} un groupe de Schottky satisfaisant la condition 

(~), il existe d > 0 tel que pour tout p E N* et pour tout mot  for tement  
�9 n p  

rdduit w = w~ ~ . . wp 

P 

i = 1  

< d •  

Soient G1, G2 deux groupes d'isom6tries non 616mentaires agissant 

proprement discontinfiment et librement sur deux vari6t6s de Hada- 

mard pinc6es X1 et X2. Supposons que G1 et G2 soient p-fortement 

isomorphes et notons s l'ensemble des g(P(9))/g(9) oh g par- 

court l'ensemble des transformations hyperboliques de G~. On dgduit 

du lemme pr6c6dent le 

4.2. CoroUaire. L'adhdrence de s163  est un intervalle de ]R +. 

Nous montrons que darts certains cas l'adh~rence de s163 
est un intervalle [A, B] C R* o~ A et B appartiennent ~, s163 

I. Birapport et spectre des longueurs 
Soient x, y deux points d'une surface de Hadamard pinc6e S et ~ r S(~)~ 

on note H~,~ l'horicycle centr6 en ~ passant par x et B~(x, y) la distance 

alg~brique entre Hz,~ et Hy,~ compt6e positivement si y appartient 5 

l'intSrieur de Hx,~ et n6gativement sinon. Fixons O E S, le produit de 

Gromov (~f ')  d6fini sur S(oo) • S(oo) pour ~ r ~' est 6gal 5 la rnoiti6 de 

la longueur du segment d'extr~mit~s H0,~ • (~, ~') et Ho,~, N (~, ~') (volt 

1). 
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202 FRANr DAL'BO 

Th6or~me [Bo]. 
e-(~l~') si ~ r ~' et 0 sinon, est une distance. 

2) Soient 9 une isomdtrie de S e t  ~ E S(oc), notons 

Ig'( )l = , 

la relation de conformitd suivante est vdrifide 

D(9(~), 9(~')) = 19'(~)11/2 Ig'(~')ll/2D(~, ~') �9 

Figure 1 

1) L'application S2(oc) D R* d~finie par D(~,~') = 

(R1)  

On d~finit le birapport  de 4 points distincts ~, ~', ~], r/ de S(oc) par: 

[~,~',%r/] = D(~,r/) D(~' , r / )  

Consid6rons une transformation hyperbolique 9, notons g +, g -  ses 

points fixes respectivement attractifs et r@ulsifs et g(g) la distance d 'un  

point z quelconque de (9-9 +) ~ g(x). Remarquons que pour e = {:t:} 

Oil a: 

lg'(g )l = e~ �9 (R2)  

On d6duit des relations (R1) et (R2) le: 

1.1. L e m m e  [O1]. Si 9 est une transformation hyperbolique et si ~ c 

S(oc) - {9~-} alors e e(g) = [9-, g+, 9(~), ~]. 
Le lemme suivant est dfi ~ I. Kim IN] et J.-P. Otal [O1]. 
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1.2. L e m m e  [K] [O1]. Si gl et g2 sont deux transformations hyperboli- 

ques n'ayant pas de point fize en cornmun alors 
1 ~% n n 

[gl '  g2, gl +, g2 +] = lim e~(g(91 )+g(g2)-g(gl g2 )) 
n----* ~- oo 

D6monstrat ion.  Pour  n assez grand, 91ng2 ~ est une transformation hyper- 

bolique, notons ~ n ~ + = (gl g2) �9 Les 6galit6s suivantes se d6duisent des 

relations (RI) et (R2): 

j(g~)+e(g~)-e(g?g~l = @J)(gl) (g~')(g~)l(g~g~)'(~)l 

= @J)(g;) (a)(g2(~)) g((9~) g2 (~) 
D2(g l ,  ~ )  D2(g2,9~(~)) 

= X 
D2(g; ,  g ~ ( ~ ) )  D2(g~,  ~) 

On aeh~ve la d6monstrat ion de ce lemme en remarquant  que 
n l~m ~ = a + et lira a ( ~ )  = g2 +- [] 

n---~+oo n ~ - } - o o  

Consid6rons un grupe fuchsien G agissant sur S, notons L(G) son 

ensemble limite GO n S(oo) et D(G) = { g ( a ) + g ( b ) -  g(ab)/oh, ae t  b sont 

des transformations hyperboliques de G sans point fixe eommun}. On 

d6duit du lemme p%c~dent le 

1.3. Corollaire. Si ~1, ~2, ~3, ~4 sont des points distincts de L(G) alors 

D(G) 

D6monstrat ion.  Supposons pour commencer que ehaque ~i soit le point 

fixe a t t raet i f  d 'une t ransformation hyperbolique gi E G. Pour N grand, 

les groupes {g~,g~} et (g~,g~v} sont des groupes de Schottky ([D-P]). 

= gNkg-Nk D'apr~s le lemme Soit k ~ 5I*, notons r~ g ~ g { N k  et sk = 4 2 �9 

1.2, on a 

r+ + D ( G )  [r~ %, ~ , % ] 6 e ~ - ,  

le birapport  6tant continu on obtient  

D ( G )  

[~1,~2,~3,~4] ~ e 

Si maintenant  les ~i sont quelconques, l 'ensemble limite 6rant le plus 

pet i t  ferm6 G-invariant de S(oc), il existe pour chaque i = 1 , . . .  ,4 
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204 FRAN~OISE DAL'BO 

une suite + (9/n)n_>l de points attractifs de transformations hyperboliques 

g~ ~ G convergeant vers ~i, ceci nous ram~ne au cas pr6c6dent. [] 

1.4. Remarque. 0 G D(G). 
En effet soient ~1, @, ~3 E L(G) et (~)~>4 une suite de L(G) conver- 

geant vers ~1. On a 

lira [~n, ~1, ~2, ~3] = f l ,  ~1, ~2, ~3] = 1 . 
?%---+00 

D(G) 
D'apr~s le lemme 1.3, f1,~1,@,~3] E e 2 donc 0 E D(G). [] 

On appelle spectre des longueurs de S/c la collection des longueurs 

des g6od6siques ferm6es de S/a. Cet ensemble, not6 s peut 6tre en- 

core d6fini comme l'ensemble des g(9) oi: g parcourt  les transformations 

hyperboliques de G. Le lemme 1.1 montre que s peut se d6duire 

du birapport sur L4(G). En utilisant ce lemme et le corollaire 1.3, on 

obtient le 

D(G)  
1.5. CoroUaire. Le spectre des longueurs ~(G) est indus clans 2 

II. N o n  arithm6ticit6 d u  spectre et comptage  des  g6od6s iques  

f e r m 6 e s  
Notons M la surface S/G. Soient C: ~ -+ S une g6od6sique de ,9 pa- 

___+ 

ram6tr6e par longueur d'arcs et C (t) le vecteur tangent  en C(t). La 

projection sur le fibr6 unitaire tangent T:M de l'ensemble des cou- 
____+ 

ples (C(t), C (t)) oh C parcourt routes les g6od6siques de S dont les 

extr6mit6s appart iennent 5, l'ensemble limite de G, correspond ?~ Fen- 
semble des points rdcurrents de T1M pour le flot g6od6sique '(9t)tG~" 
On note f~ cet ensemble. Supposons que (9t)tex en  restriction g f~ soit 

topologiquement mdlangeant, dans ce cas quelque soient U et V ouverts 

de ft, il existe T > 0 tel que gt(U) N V r r pour t > T. En appliquant 

cette propri6t6 g U = V e t  en utilisant le fait qu 'un segment g6oddsique 

presque ferm6 est pistd par une g6oddsique ferm4e (lemme de fermeture 

voir par exemple [L]), on obtient pour e > 0, l 'existence d 'un  T~ > 0 

tel que [t - e, t + e] ~ s ~ r pour tout  t > T~. On vient de montrer 
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que si (gt)teR est topologiquement mSlangeant alors s n'est pas in- 

clus dans un sous-groupe discret de JR. On dit alors que s  n'est pas 

arithmdtique. 

Quelquefois appara~t dans la d~finition de l 'arithm~tieit~ de L2(G) 

l 'existence de a, b ~ IR tels que s C aN + b, la remarque 1.4 entrame 

que ngcessairement b ~ aN. 

Si f~ est compact,  c'est-g-dire si G est convexe-cocompact, la non 

arithmSticit~ de Z;(G) est 5quivalente au mSlange topologique de (gt)tc~ 
sur f~ ([Bo]; [G-H]). 

Nous r6sumons ici les hypothbses sous lesquelles, s notre connais- 

sance, il a ~t~ montr6 que s n'est pas arithmStique. Signalons que la 

d~monstration donn~e par D. Rudolph [R] darts le cas de courbure - 1  

est incompl5te. " - 

R~sultats connus. Soient X ~ne varidtd de Hadamard pincde de dimen- 

sion n e t  G u n  groupe d'isomdtries non dldmentaire agissant proprement 

discontingment librement sur X ,  si l'une des conditions suivantes est 

vdrifide alors s  n'est pas arithmdtique. 

1) x est isom6t iq e demi-espaee de Poinca r MR. ( [ R ] ) .  

2) L(G) a une composante connexe non rdduite d 1 point [Bo]. 

3) G contient des transformations paraboliques ([D-P]). 

D~monstration.  D'aprbs le eorollaire 1.3, si s c aN alors quelque 

soient ~1, @, ~3, ~4 ~ L(G) on a: 

e �9 

1) Quit te  s conjuguer G, on peut supposer que G contient une 

isom6trie hyperbolique g fixant 0 et oc. Soient ~1, @, ~3 C L(G) - {0, oc} 

notons P l 'hyperplan de R n-1 • {0} d'~quation f l ,  @, oc, x] = 1. En 

choisissant convenablement ~1 et @ on peut supposer que 0 ~ P.  On a 

/ c ~ + o o  

_a Z donc si s  c aN, le birapport  6rant s valeurs dans e2 , il existe 

N > 0 tel que [~, @, oc, g~(~3)] = 1 pour tout  k _< N, aut rement  dit 

g~(~3) ~ P.  Si H~ = N~ on obtient une contradiction car ~3 ~ {0, +oc}. 

Bol. Soc. Bras. ~VIat., Vol. 30, ~ 2, 1999 



206 FRAN~OISE DAL'BO 

Sinon puisque 0 ~ P il existe N1 > N tel que gNl(p) r p. Par  ailleurs 

9N1+~({3) E P N 9NI(p) pour tout  m > N donc gl = P N 9NI(p) est 

un sous-espace affine non vide de dimension <_ n - 3. Pour  la m6me 

raison il existe N2 > N1 tel que El ~ g N2 (P). Pour tout  m > N on a 

gN2+'~(E3) E gl r~g N2 (P) donc g2 = gl Ng N2 (P) est un sous-espace affine 

non vide de dimension _< n - 4. On construit  ainsi une suite (gk)~>l de 

sous-espaees affine emboit6s tels que 0 < dimgk < dimgk_l.  Soit q > 0 

tel que E 1 N . . .  A gq soit %duit  5~ un point {, on a lim gs(E3) = {, ee 
8---+@00 

qui est impossible car {3 r 0. 

2) Soit C u n e  composante connexe de L(G) non %duite g 1 point. 

Consid6rons l 'application f :  C --~ lRU{oc} d6finie par f(~) = [El, E2, {3, ~] 

oh El, @, {3 sont des points distincts fix6s dans C. Remarquons  que 

f(@) = 0, le birapport  6tant continu, si s c aN alors f({)  = 0 pour 

tout  { E C ce qui est impossible. 

3) Supposons que G contienne une t ransformation parabolique p. On 

note E l 'unique point sur X(oc)  fix~ par p, on a IP'({)I = 1. Fixons une 

t ransformation hyperbolique g E G ne fixant pas {. Quit te  g prendre 

des puissances suffisamment grandes de p et h on peut  supposer que 

le groupe engendr6 par p et h est un groupe de Schottky gdndralisd 

[D-P]. Dans ce cas, hp ~ est une t ransformation hyperbolique, on note 

respeetivement + - {~, {n ses point fixes attractifs et %pulsifs. On a: 

_ n ,  - h n - 1 ,  + eg(hpn)-t(hpn-1) --I(hP )(~n)] ( P )(En-1) 

_ _  t - h n - l t  + 
- ]P ( ~ ) ]  (hP~-l)'(P(~g)) ( P ) (~-1)  

2 - + 
D (~n,En-1) 

: ]P'(~,;)I D ~ : ~ n - - ~ _ l )  

(E) 

Comme ~ converge vers le point ~ et 

lira En + = h(E)  , 
n ---+ ~- (:X~ 

le quotient 

D 2 ( ~ n ,  E : - I )  
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converge vers 1 et donc 

lim e e(hP)-e(hp~-l) = [P'({)I = 1.  
~ - + ~  

Si s  C aN, on obtient pour n grand g(hp ~) = g(hp~+l), ce qui 

est impossible. En effet, le groupe F = {h,p} ~tant gdomdtriquement 

fini (volt ddfinition w le nombre de g6od6siques ferrules sur X/r  de 

longueur inf~rieure ~ t e s t  fini pour tout t E R + ([D-P]). [] 

A notre connaissance, la question de l 'arithm&icit~ du spectre des 

longueurs est encore ouverte dans le cas g~n6ral. Nous y r@ondons dans 

le cas des surfaces. 

2.1. Proposition. Si G est un groupe fuchsien agissant sur une swrface 
de Hadamard alors s n'est pas arithmdtique. 

D~monstration.  Consid~rons deux transformations hyperboliques 

gl, g2 E G dont les points fixes sont r@artis comme suit (figure 2). 

{+ 
II.-] 

Figure 2 

Pour n grand, 9195 est une transformation hyperbolique, on note 

respectivement {+, { j  ses points fixes attractifs et r@ulsifs. En repre- 

nant les 6galit6s (E) qui interviennent dans la d6monstration pr6c6dente 

(partie 3), on obtient: 

D2({;, 
e~'(glg~2z)--~'(919~--1) = 19(~(~-~, ) t  D2(92({~), {+-1) ' 
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Ainsi 

lim J(919~)-~(919~ -1) = J(g2) . 
~----+-~ OO 

Si s  C aN on en conclut que pour n grand g(919~) = g(919~-1)+g(92) �9 

La position erois6e des points fixes de 91, 92 entraine que les axes de 92 et 
n - 1  9192 se coupent (voir figure 2). Notons Z~_l leur point d'interseetion, 

o n  & 

e(919 ) _< d(glg (z  1), Z _l) 
< g(919  -1) +  (92) 

la derni6re in6galit6 est stricte car les axes de 92 et  91g~ -1 sont diff6rents. 

Ceci contredit l'6galit6 g(919~) = g(919~ -1) + ~(92). [] 

Si G est convexe-compact, la restriction ~ l 'ensemble r6current f~ 

du flot g6od6sique est conjugu6e s une suspension an dessus d 'un  sous- 

d6calage de type fini sur un espace symbolique ([Bo], [P]). Cette r6pre- 

sentation permet,  k partir  de r6sultats obtenus par le biais du forma- 

lisme thermodynamique  au niveau symbolique, de d6crire le caract6re 

stochastique du flot g6od6sique. Notons No(t) le nombre de g6od6siques 

ferm6es sur S/a de longueur _< t et (5~ l 'exposant critique de la s6rie 

e -~d(0'K0)), on montre par ce procfd6 le 
yea 

Th6or6me [P-P] .  Si le riot 9doddsique est topoIogiquement m61angeant 
alors NG(t) est dquivalent ~ e~Gt/6~t quand t tend vers +oo. 

On d6duit de ce th6or6me, de la proposition 2.1 et de l'6quivalence, 

dans le cas convexe-cocompact, entre le m61ange topologique du flot 

g6od6sique et la non arithm6ticit6 du spectre des longueurs le 

2.2. CoroUaire. Si G est un 9roupe fuchsien convexe-cocompact agis- 

sant sur une surface de Hadamard pinede alors Nc(~) est dquivalent 

eSG~/6Gt quand t tend vers + ~ .  

HI. Ind6pendanee entre les spectres et comptage simultan6 
Soient G1, G2 deux groupes fuchsiens agissant respectivement sur deux 

surfaces de Hadamard  pinc6es $1,$2. On dit que G1,G2 sont p-for- 
tement isomorphes s'il existe un isomorphisme p entre G1 et G2 con- 

servant le type de chaque isom6trie. Les spectres s et s sont 
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d6pendants s'it existe a, b ~ R non t o u s l e s  deux nuls tels que ag(9) + 

bg(p(g)) E Z pour  toute  t ransformation hyperbolique g E G. 

Plagons-nous en courbure -1 ,  notons D le disque de Poincar6 et 0 

son centre. Dans ee cas D(oe) = S 1 et la distance D sur S 1 intro- 

duite dans le w est d~finie par  D({1, {2) = sin ~ o{l 0 ~ [0, 7r I d6signe 

la mesure de l'angle (1-'7-{2. Un groupe fuchsien G agissant sur D est 

9domdtriquement fini s'il est de type  fini. Soient G1, G2 deux groupes 

fuchsiens gdomdtriquement finis p-fortement isomorphes, agissant sur D. 

I1 existe un unique homdomorphisme, appeld hom{omorphisme de Niel- 

sen, ~ entre L(G1) et L(G2) v~rifiant ~ o g = p(g) o p pour  tout  g E G 

IT 1. Si les Gi sont cocompacts,  on sait d'apr~s IS-S] que s et s 

sont inddpendants,  nous g6n6ralisons ce rdsu]tat. 

3.1. Proposi t ion.  Si G1 et G2 sont deux groupes gdomdtriquement fi- 

nis p-fortement  isomorphes agissant sur D, aIors s et s sont 

ddpendants si et seulement s i p  est un automorphisme intdrieur. 

La d5monstrat ion de cette proposition repose sur le lemme suivant. 

3.2. Lemme.  Soient g une transformation hyperbolique de D et { 

S 1 - { g + , g - } ,  pour tout rl E S 1 - {g+} il existe e ~ {• tel que 

D(gk((), r/) I + e-e-~g(g) cos ~I o g+ D(g +, g-)D((, g+) 
D(g+,rl) 2 2 DQI, g+)D( ( ,g  ) +~ ' 

Admet tons  ce temme dans un premier temps et d6montrons la pro- 

position. 

D6monstra t ion de 3.1. Notons p l 'homdomorphisme de Nielsen entre 

L(G1) et L(G2). Supposons que s et s soient d@endants ,  

aucun des spectres n 'dtant ari thmdtique (proposition 2.1) it existe deux 

rdels r ~ It{* et s tels que pour  toute  transformation hyperbolique g ~ G1 

on ait g(g) = rg(p(9)) + sz(.9) avec z(g) e Z. Soient gl et g2 deux trans- 

formations hyperboliques de G1 n'ayant pas de point fixe en commun, 

d'apr~s le lemme 1.2, on a 

i g n + s  n g n n . 
[gl,g2,g;,g+] : lira e~ ((gl) (g2)- (glg2)) 

Ainsi g2, g+, g+l L'ensem- 
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ble des paires de points (g- ,g+) ,  oh g parcourt  les transformations 

hyperboliques de G1, 6rant dense dans L(G1) • L(G1) (voir par exemple 

[g]), pour tous points r ~2, ~3, ~4 de L(G1), on a: 

r r c  ( 4)lre �9 

Soit g une transformation hyperbolique de G1. Fixons ~ ~ L(G1) - 

{g+ ,g-} .  Pour tous ~/,~' e L(G1) - (g}~ on a 

lira [9+, gk(r ~l, rf] = 1 . 

On d6duit de l'6galit6 (El) que pour k grand 

[g+, gk(~), 7, ~/'] = [7:(9+), F(g~(~)), ~Q/), pQ/,)]r . (E2) 

Rappelons que 

[g+, gk(r 7, v'] = 
D(gk(r ~') D(g +, 7) 

D ( g +  ~,) D(gk(~), 7) " 

En utilisant le lemme 3.2, on obtient A, A r et B, B r tels que 

[g+, gk((),  7, ~'] = 1 + e -he(g) (A - A') + e~Z(g)e(k) 

[~(g+), ~(gk(~)), ~(~7), ~(~f)]r = 1 + re-k~(P(g))(B - B ' )+ (E3) 

+ e-kg(g)e(k) . 

Supposons g(g) < g(p(g)). Les expressions de A et A' donn~es dans 

le lemme 3.2 montrent  que l 'on peut choisir 7' ~ ~/, tel que A ~ A'. Or 

d'apr~s les ~galitSs (E2), (E3), 

A - A' = lirn r e  - k ( ~ ( p ( g ) ) - ~ ( g ) ) ( B  - t3 ' )  

ce qui est contradictoire. Si maintenant  g(g) > g(p(g)) on reprend le 

raisonnement en choisissant cette lois ~' de sorte que /3 r B'. En 

conclusion g(g) = g(p(g)) pour toute transformation hyperbolique g E G1 

et donc, d'apr~s [K], p e s t  un automorphisme int6rieur. [] 

D6monstrat ion du lemme 3.2. On a 

D(gk(~), ~/) D(gk(~, 7)) -- D(g +, 7) D(gk(r g+) 
1--  • 

D(g +, ~7) D(g~(~), g+) D(% g+) 
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En utilisant la propri6t~ de conformit6 de D, on obtient 

k / i /c 
D(gk(~),g +) = g (~) 2e-~eO)D(~,g+) 

que l 'on peug encore 6crire 

D(gk(~), g+) = e_~eO) D(g~(~), g-)D(~, g+) 
D(~,g- )  

Ainsi 

ekg(g) (D(gk(~),r]) ~ D(gk(~) ,r]) - D(g+,r]) D(gk(~),g )D(~,g +) 
~, D~(~,-rl) 1] = D ~ ( ~ , g + )  D(~,g-)D(rl, g+ ) 

Soit x E S 1 - {r]} notons 

sin riZ'-'x f ( x )  = ~ , 

cette fonction admet  des ddriv6es s droite et ~ gauche de x not6es res- 

pect ivement  f ; ( x )  et f~(x) .  Ces d6riv6es vSrifient 

f~_ (x )= f~_(x )=  ~cos v ~  . 
2 

Ainsi 
A 

D(gk(~), r]) - D(9 +, r]) e ~l o g+ 
Ic-~+o~lim D(gk(~) ' 9+) = ~ cos 2 

avec ~ = 4-1. Pour  achever le lemme il suffit de remarquer que 

lira D(9k(~), 9-)  = D(9 +, g-)  �9 [] 
k - - . + o o  

Supposons s prSsent que $1 et $2 soient deux surfaces de Hadamard  

pincSes quelconques et que les groupes fuchsiens isomorphes G1,G2 

soient cocompacts.  L 'hypoth~se de compacit~ garanti t  l 'existenee d 'un 

homgomorphisme de Nielsen ~ entre L(G1) = Sl(oc)  et L(G2) = $2(oc) 

induit par  l ' isomorphisme p entre G1 et G2. Si les spectres des longueurs 

sont d@endants ,  comme ils ne sont pas arithm6tiques, il existe r E R* 

e~ s E R tels que g(g) = rg(p(g) + sz(g) pour tout  g ~ G~, avec z(g) C Z. 

Fixons g E G1 et ~ E Sl(oe)  - {9• comme g pr6serve l 'orientation il 

existe un arc ouvert  I c Sl(eC) contenant g +, g -  mais ne contenant ni 

~, ni g(~) (voir figure 3). 
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Figure 3 

L'application f :  [ > R + d6finie par 

f (y) = [y, g+, g((), ~]/[~(Y), ~(g+),  ~(g(~)), ~(~)]~ 

est continue. L'6galit6 (El) (voir d6monstrat ion de 3.1) est encore va- 
s E 

lable en courbure variable et donc f(y) E e~ . Comme I e s t  connexe la 

fonction f est constante sur I e t  6gale g f(g+) = 1. L'6galitfi f (g-)  = 1 
entraine (lemme 1.1) que g(g) = rg(p(g)) pour  tout  g C G1. Multiplions 

la distance sur $2 par r et notons S~ la nouvelle surface Riemannienne 

obtenue. Les surfaces compactes S1/G1 et S~/G2 ont m6me spectre 

marqu6 des longueurs donc d'apr~s un r6sultat de J. P. Oral [02] elles 

sont isom6triques. La borne sup6rieure de la courbure sur S1 et $2 ayant 

6t6 normalis6e par -1 ,  n6cessairement r = 1 et $2 = S~. On vient ainsi 

de montrer  la 

3.3. Proposi t ion.  Si G1, G2 sont deux groupes fuchsiens cocompacts iso- 

morphes agissant sur deux surfaces de Hadamard pincdes $1, $2 alors 

/:(G1) et /2(G2) sont d@endants si e~ seulement si S1/G1 et S~/G2 sont 

isomdtriques. 
Pour i = 1, 2, on note Mi la surface compacte S1/Gi et T1Mi 

son fibr6 unitaire tangent. On suppose que M1 et M2 ne sont pas 

isom6triques. Fixons 0 E M2 et considfirons le cocycle hSlddrien (voir 

[L] pour des d6finitions pr6cises) c: G1 • S1 (oc) --+ R d6fini par c(g, x) = 

-/3~(~)(0, p(g-1)(0)). Les pdriodes de c sont les r6els c(g, g+) oh g par- 

court G1. Cocycles h61d6riens et fonctions hSld6riennes sur TIM1 sont 

tr6s li6es. En partieulier pour chaque eocycle hSld6rien il existe une 
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fonction h61d6rienne dont l'int6grale le long de l 'orbite pfriodique pour 

le flot g6od6sique 9 associ6e/t chaque 9 C G est exactement  la valeur du 

cocycle en (g, 9 +) ([L]). Soit f u n e  fonetion h61d6rienne assoeife 5~ c, on 

a f~ f ( t )d t  - g(p(g)). Pour t ~ R, posons 

= fT t f d u }  P(tf) sup{h(u)~, + IMI 

off ~/ parcourt  ]'ensemble des mesures de probabi]it6s sur TI_M1 inva- 

riantes par le flot g6od(sique et h(u) d6signe l 'entropie du flot relative- 

ment 5~ u. Cette borne sup6rieure est at teinte par une unique mesure, 

not6e t~tf. D'apr6s la proposition 3.3, les surfaces M1 et M2 n'6tant 

pas isom6triques, les spectres s et s sont ind6pendants. Ceci a 

pour cons6quence que l 'application t ,  > P ( t f )  est analytique et stric- 

tement  convexe (voir ([S-S]). En particulier P' ( t f )  = fT~M~ fd# t f .  On 

note Y l'intervalle des valeurs P' ( t f ) .  Soient c > 0, e E J,  on note 

N ~ c 2  (t) le hombre de classes de conjugaison de g E G1 tels que 

g(g) E [at, at + el et g(p(g)) C [at, at + el. 

La proposition suivante se trouve dans IS-S]: 

Proposition [S-S]. Soit ta l'unique rdel vdrifiant fT1M1 fd# ta f  = a, il 
~,~ 

existe C > 0 tel que N~l ,a  2(t) soit dquivalent d 

c e h ( t ~ t a f  ) t 

~3/2 

quand t tend vers +oo. 
%1 En particulier si 1 E J,  la quanti% N ~ , c 2  (t) mesure la ressemblance 

entre s et s En utilisant un argument  de [S-S], on montre  que 

l 'hypoth6se 1 E J est v6rifi~e s'il existe 91,g2 E G1 tels que 

g(gl) > ((P(gl)) et g(gl) < g(fl(gl)) - 

Ceei est le cas par exemple lorsque $1 = $2 = D. 

IV. Comparaison entre longueur g6om6trique et combinatoire et 
rapport des spectres 

Darts ce paragraphe nous sortons du contexte des surfaces. Consid6rons 
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une vari~t~ de Hadamard  pinc6e X de dimension quelconque. On rap- 

pelle ([D]-[D-P]) qu 'un groupe G engendr~ par d e u x  isom&ries 

hyperboliques 91 et 92 est un groupe de Schottky s'il existe 4 voisi- 

nages ferm6s V(g+), V(gl),V(g+), V(g2) dans J2 = X U X(oc)  deux 

deux disjoints tels que pour i = 1, 2 on ait 9i(-X- V(g[)) = V(9 +) 
(voir figure 4). 

g; 

g2' 

+ 

1 

Figure 4 

Un tel groupe est libre et agit proprement  discontinfiment et libre- 

ment sur X.  L'intdrieur du domaine 7P = N - (V(g +) U V(91) U V(g +) U 
V(g~)) est un domaine fondamental  pour Faction de G. Le groupe G est 

constitu6 uniquement de transformations hyperboliques et a une dyna- 
mique du Ping-Pong au sens of~, si co = col �9 �9 �9 COn est un mot r6duit (i.e. 
c o i +  1 ~ -I 2=1 coi ) en {g~ :1, g2 } alors c~(D) C V(wl).  La vari6t6 X/G n'est 

pas compacte  mais G est convexe-cocompact ce qui entraine que toutes 

les g6od~siques ferm6es de X/G restent dans un compact  K C X/G. 
Fixons un point 0 ~ l'int~rieur de 7P, on dit que le groupe G satis- 

fait la condition (*) s'il existe C > 0 tel que pour  tous mots r6duits 

col  = CVllco12 �9 �9 �9 colg eI; co2 = co21co22 �9 �9 �9 co2r avec c o l l  ~ co21 on air: 

COl(0 ) 0 W 2 ( 0 )  > C .  ( * )  

Par  exemple, si N e s t  suffisamment grand, le groupe engendr6 p a r  gN et 

h N e s t  un groupe de Schottky satisfaisant la condition (*). En utilisant 

la propri&6 de comparaison des triangles dans les CAT(-1) ([Bo]) et la 

loi des cosinus dans le demi-plan de Poincar6, on d6duit de (*) l 'existence 
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d 'une  cons tan te  C '  > 0 telle que pour  tous  roots r6duits  col,co2 choisis 

comme ci-dessus on air: 

d(col(O), O) + d(co2(O), O) - C '  < d(col(O), co2(O)) (**) 
_< d(co~(o), o) + d(co~,(o), o).  

�9 r~p 
Un mot  co = w~ 1 --wp est fo r tement  r6duit  si wi ~ {91 ,92} ,n i  E Z*, 
col r coi+l et CO 1 ~ Cdp si  ~ l r t p  < 0. 

4.1. Lemme de comparaison entre longueur g6om6trique et combina- 

toire. Soit G u n  9roupe de Schottky h deux gdndrateurs satisfaisant la 

condition (*) et agissant sur une varidtd de Hadamard pincde X .  Il 

ex i s t ed  > 0 tel que pour tout p > 0 et pour tout mot fortement rdduit 
n p  

co = co~ . . .cop on air 

g(co) P 

i=1 

n p  
D6mons t ra t ion .  Soit co = col I . . .  cop un mot  for tement  r~duit,  co est une 

t r ans fo rma t ion  hyperbol ique  dont  les points  fixes co+ et co" appar t ien-  

nent  respect ivement  g V(co~ igne(nl)) et V(cosigne(-nP)). Le mot  co ~tant  

fo r tement  r~duit,  ces deux voisinages sont cliff, rents. La  gSodSsique 

d ' ex t r~mi t& co+ et co- rencontre  donc le relev~ _f( clans 79 du compac t  

K C X / G  con tenan t  toutes  les gSod6siques ferm6es. Pour  i = 1 , . . . , p  
n i n p  

posons co~ = co~ . . .  cop . On d~duit  de FinSgalit5 (**) l 'in6ga]it6 suivante  

d(o, co~(o)) + d(o, co~+~(o)) - C' <_ d(O, co~(O)) 
n i < d(O,w i (0)) + d(O, coi+l(o)) . 

Ainsi 
P P 

n i  n i d(o, ~ (o)) - c p  < d(o, ~(o)) _< ~ d(o, ~ (o)). (I1) 
i=1 i=1 

En utilisant le f a r  que (co+co-) • ~2 r ~, on obt ient  

g(co) < d(O, co(O)) < 2 diam~tre  (b2) + g(co) . (I2) 

n i La m6me in~galit6 est valable si on remplace co par  coi . 
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On d6duit de (11) et (I2) l 'existence de d > 0 vdrifiant 

g(w) - ~ In~l~(w~) <_ dp.  [] 

i = 1  

Considdrons s prdsent deux vari~t6s de Hadamard  pincdes X1, X2 sur 

lesquelies agissent proprement  discontinfiment et iibrement deux grou- 

pes d'isom6tries non dl6men.taires G1 et G2. On suppose que G1 et 

G2 sont p-fortement isomorphes et on note s163 l 'ensemble des 

g(p(g))/g(g) oh 9 parcourt  l 'ensemble des transformations hyperboliques 

de G1. 

4.2. Proposit ion.  L'adhdrence de s est un in~ervalle de R +. 
Cette proposition est due g M. Burger [Bu] et Y. Benoist [B] dans 

le cas particulier des espaces sym6triques de rang 1. 

D~monstration.  Soient gl, hl deux transformations hyperboliques de 

G1, notons g2 = P(gl) et h2 = p(hl). On suppose que pour tout  

n E Z, gl r h~. Pour montrer  la proposition il suiTit de montrer  que 

l'intervalle [ e(g2) e(h2)] 

est indus  dans s Quit te  g remplacer 91,hl  par 9~ v , h  N 

on peut  supposer que les groupes engendr6s respectivement par 91, hl 

et g2, h2 sont deux groupes de Schottky satisfaisant la condition (*). 

D'apr~s le temme 4.1, il existe E > 0 tel que pour i = 1, 2 et pour tous 

n , m  > 0 on ait: 

ainsi 

tg (g~h~)  - n g ( g d  - mg(hdJ ~< E 

n k  r n k  
lira g(g2 h2 ) 

k-~+~ g(g~khTk ) 
Donc pour tout  x > 0, on a 

g(92) + xg(h2)  

~(gl) + zg(hl) 

g(g2) + ~g(h2) 
g(gl)  + ~ (h i )  

d s163 [] 

R e m a r q u e * .  Dans le cas oh G1 et G2 sont cocompacts la proposition 4.2 

se d6montre directement.  En effet consid6rons, comme dans la derni~re 
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patt ie  du w le cocycle hSld6rien c:G1 • XI(CC) ~ IR d6fini par 

c(9, () = -B~(() (0 ,  0(9-1)(0)) oh ~ est l 'homdomorphisme de Nielsen in- 

duit par p entre X1 (oc) et X2 (oc). I1 existe une fonction hSld6rienne f 

du fib% unitaire tangent  no% T1 de X1/G1 dans R dont les pdriodes sont 

les m6mes que celles de c. Autrement  dit, si g E G1, l'intdgrale de f le 

long de l 'orbite pdriodique pour le flot gdod~sique associde g g est g(p(g)). 
Notons I l 'ensemble des fT1 fdu oh u parcourt  les mesures de proba- 

bilitds sur T 1 invariantes par le flot gdod6sique. Cet ensemble est un 

intervalle qui contient s Par  ailleurs les mesnres orbitales 

de probabilit6 6tant denses dans l 'ensemble des mesures de probabilit6s 

sur T 1 invariantes par le flot g6od6sique, on a [ = s163 
Revenons au cas oh G~ = (al, bl) et G2 = (a2, b2) sont deux groupes 

de Schottky satisfaisant la condition (*). Notons p l ' isomorphisme 

entre G1 et G2 d6fini par p(al)  = a2 et p(bl) = b2. Nous proposons 

d ' interp%ter  gdom6triquement l'intervalle s Considdrons 

la vari6% Riemannienne X = X1 • X2 et fixons 0 = (0~, 02) ~ X.  Le 

bord g~omdtrique X(oc)  de X s'identifie au fib% unitaire tangent T1X 
en 0. Soit u = (Ul,u2) ~ T~X, on dit que u est <@ulier si u{ :r 0 pour  

i = 1, 2 et on note Xreg(OO) l 'ensemble des points %guliers de X(oc) .  

On code cet ensemble par XI(oc)  x X2(oo) • R + via l 'application qui g 

u associe 

I l U l l l l '  I l t t2 l l2 '  I I ~ t l l l l J  �9 

Soit (gn = (gnl, gn2))n>l une suite d'isom3tries de X telle que (9n(0))n_>l 

converge vers ~ ~ Xreg(OO); le point ~ est cod6 par ({, ~2,P) avec 

c l2 (gn2 (o2 ) ,  02)  
~ i - n ~ r ~  9ni(Oi) et p =  lira ' 

Par  exemple, si gl et g2 sont hyperboliques et si gn i = g n pour i = 1, 2, 

la suite (g~(0))~_>l converge vers 

(a+ g#, e(g2) 
" 

*Communication oraIe de F. Ledrappier. 
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Notons G le groupe form6 des couples (gl,P(gl)) oh 91 parcourt  G1. 

Ce groupe agit proprement  discontinument et librement sur X,  on note 

L(G) = X(oc)  N GO. Dans [D] on montre  que L(G) C Xreg(eC). Soit 

P(G) la project ion sur R + de L(G). 

4.3. Proposition. P ( G )  = E ( G 2 ) / s  

D~monstration.  Notons ici [ = s163 Soit gl �9 G1 posons 

P(91) = 92. Pour  i = 1, 2 choisissons un point zi appar tenant  g la 

g6od6sique (9-(9+), on a 

di(0i, 9~(0{)) - Ci < di(zi, ~ z - ( d )  -< g (0d) + 

oh Ci = 2d~(0i, zi) ainsi 

lira d2 (g~(02)' 02) 
n-++oo dl(g~(01), 01) 

et done I C P(G). 

Soit p �9 P(G) tel que 

e(g2) 

p =  lim d2(P(gn1)(02)'02) 
n~+~  dl(gnz(O1),O1) 

posons P(g~s) = g,~z" Quit te  g extraire une sous-suite, on peut  supposer 

que gn 1 = COl .. �9 COg.n avec 

wi E {a~l,b:~l}COi r COi-+11,nfim gn = +oc et wgn =CO. 

Si COl ~ ~ il existe un compact  R C D (introduit d6but  gIV) coup6 

par les g6od6siques - + (g~l , g~l ). Choisissons z~ �9 R N (g219+1) et notons 

S1 = supdl(01, k) on a 
keR 

g ( 9 ~ 1 )  - 2S1 _< dl(gnl(O1), 01) ~ 2Sl q-g(gnl) �9 

La m6me in6galit6 a encore lieu si on remplace g~l par gn2 et $1 par $2. 

Ceci montre que 

p =  lira g(g~z) 
g(g l) 

et donc p E I. Si maintenant  COl = w - l ,  regroupons les lettres de gn 1 

par puissances, on obtient 

g n  1 COr~ 1 . . m S n - 1  . COsta_ 1 0 2 1  s n  
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&vec 

w~ E {C~l, hi}, ni ~ g ~, Wi+l r wi et mlrns,, < 0 . 

Notons g~' = c ~  ~ . . .  w%_ x~'%-~ . Puisque w%-a r c~ :1 et que G1 satisfait 

la condition (*), il existe el > 0 tel que 

d1(01'  g~l (01)) + d l (01 '  ~ sn (01)) -- el <- dl (01, gn 1 (01)) = 

d I--1 = 1(% (01),~"(o1)) 

et 

dl(g~ 1 (01),Wl (01)) < dl(01,g;l(01))  +dl(01,Wl~n(01))  . 

Les g~od~siques (gr~9~+l) et (WlWl +) coupent le compact  ~ done 

e(gnl '  ) + e ( o . ; 1  s ' )  --- e I - - 4 S  1 _< d l ( O l , g n l ( 0 1 ) )  _< ~ S  1 + e ( ~ l ) - } - e ( i x / 7  "sn) . 

La m$me indgalitd a encore lieu si on remplace g ~  par gn2 et $1 par $2. 

Ceci montre que 
e ' ~ (~7  ~ 

p =  lira (9n'2) + ) 
~-~+~ ~(g-) + e ( ~  ~)  

Or -g , 
(g~) ~(~2~) - c I  

done p ~ I. L'intervalle I ~tant fermi, on en conclut que P(G) c I. [~ 

Consid~rons toujours le cas oh G1 = (gl,  hi} et G2 = (g2, h2) sont 

des t roupes  de Sehottky. Ces groupes dtant convexes cocompacts,  Gi 

pour i = 1, 2 muni de la m~trique des roots et l '0rbite Gi(Oi) o~t Oi est 

fix~ dans X,i sont quasi-isom6triques [Bo]. Ainsi, il existe ~ > 1 et C > 0 
np 

tels que pour tout  mot fortement %duit  w = w~ 1 . . . p  G Gi on ait: 

1 P P 

j i ' =  j = l  

De cette double indgalit~ on peut  montrer  que l'intervalle s 

est dans ce cas de la forme [A,B] avec A > 0. On peut  se demander  s'il 

existe Sl, t l  E G1 tels que 

A -  e ( p ( s l ) )  e t  B - ~(p(tl)) 
e(Sl) e(tl) 
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Nous allons voir que dans certains cas la %ponse est positive. Si X1 = 

X2 = / ~  la proposition suivante se trouve dans [Be] (w 

Pour k ~ N*, notons Gik le groupe engend% par g~ et h~. 

4.4. Proposition. Si g(g2)g(hl) - g(gl)g(h2) ~ O, il existe K > 0 tsl que 

pour tout k > K l'intervalle 

~(C2k/~(G~k) = V ~(g2) ~(t~) 1 L e - ~ I ) ' ~ ( A 1 )  

k n l  1 h k f n l  knp 7krnp 
D6monstrat ion.  Soit wk = 91 '~1 . . .91 nl un mot fortement 

%duit de G1. Notons 

P P 

tZ(aJk) E ]~il, frt(CCk) = E }rrtil et ~l(Cd/c), V2(a)k) 
i = 1  i = 1  

les coordonn6es du vecteur (~(p(aJk)), ~(c~k)) dans la base (f(g2),g(gl)), 

(g(h2),g(hl)) �9 D'apr~s Ie lemme 4.1, il existe C > 0 tel que Vl(CJk) = 

kn(cJk) +pul(cuk) et v2(aJk) = km(cJk) +pu2(c~k) avee lu~(~k)l < C. Pre- 

nons K > C, pour tout  k > K, on a vl(~k) > 0 et v 2 ( ~ )  > 0 ce qui 

montre  que le vecteur (g(p(cJ~)),g(aJ~)) est ?~ l'int6rieur du cSne positif 

associ6 g (g(92), g(gl)) et (g(h~), f ( h j ) .  Ainsi 

Par  ailleurs 

~(p(~k)) ~ [e(g2) ~(h2)] 

~(g2) et ~(h2) 
e(gl) e(hl) 

appart iennent  ~ s163  ce qui ach6ve la d6monstration. [] 
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