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Remarques sur le spectre des longueurs
d’une surface et comptages

Francoise Dal’bo

Resumé. Nons nous intéressons au spectre des longueurs associé & une variété de
courbure négative. Nous démontrons que le spectre des longueurs d’une surface n’est
pas inclus dans un sous-groupe discret de R. Nous comparons également le spectre
des longueurs de différentes structures Riemanniennes sur une méme variété.

Mots Clefs: groupes, spectre des longueurs, surface, Schottky.

Abstract. This paper deals with the length spectrum associated to a negatively
curved manifold. In particular we prove that the length spectrum of a surface is
not included in a discret subgroup of R. We also compare the length spectrum for
different Riemannian structures.

Keywords: group, length spectrum, surface, Schottky.

0. Introduction

Une surface de Hadamard pincée S est une surface Riemannienne con-
nexe simplement connexe complete dont la courbure sectionnelle K est
normalisée par sup K = —1. Une telle surface admet une compactifi-
cation géométrique naturelle, on note S(oco) son bord. L’action d’une
isométrie g de S se prolonge en une action par homéomorphisme sur
S(00). Si g fixe exactement deux points g~ et g7 appartenant & S(oo),
on dit que g est Ayperboliqgue. Dans ce cas g agit sur la géodésique
d’extrémités g~, g par translation et on note £(g) sa longueur de
translation. Un group d’isométries G non élémentaire est fuchsien si
son action sur S est propre, libre et discontinue. Soit L(G) la collec-
tion des longueurs des géodésiques fermées de S/G, cet ensemble est
aritmétique s’il est inclus dans un sous-groupe discret de R. La ques-
tion de l'arithméticité du spectre des longueurs L(G) est liée & des pro-
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priétés du flot géodésique sur la partie récurrente Q du fibré unitaire
tangent de S/G. Plus précisément si le flot géodésique en restriction
a Q est topologiquement mélangeant alors L(G) n’est pas arithmétique.
La réciproque est vraie si Q est compact, on dit dans ce cas que G est
conveze-cocompact. Nous démontrons la

2.1. Proposition. Si G est un groupe fuchsien alors L(G) n'est pas
arithmétique.

Cette proposition ajoutée aux résultats de Parry-Pollicott [P.P] en-
traine que si G est convexe-cocompact, le nombre de géodésiques fer-
mées sur S/G de longueur < ¢ est équivalent, quand ¢ tend vers +oo, &
edat /6ct, ou 8¢ représente 'exposant Critique de la série de Poincaré

Z e~5d(0,9(0))
ge@

Considérons deux groupes fuchsiens géométriguement finis G1,Go
agissant respectivement sur deux surfaces de Hadamard pincées Sj, So.
Ces groupes sont p-fortement isomorphes §'il existe un isomorphisme
G £ Gy conservant le type de chaque isométrie. Les surfaces M; =
S1/G1 et My = So/Go ont méme spectre marqué des longueurs lorsque
£(g) = £(p(g)) pour toute transformation hyperbolique g € G1. Si My
et Mg sont compactes ou si leur courbure est —1 alors My et M5 sont
isométriques si et seulement si elles ont méme spectre marqué des lon-
gueurs [O9][K]. Nous introduisons la notion de dépendance entre L£(Gy)
et L£{G9) qui correspond a Vexistence de deux réels a, b non tous les deux
nuls tels que al(g)+bl(p(g)) € Z pour toute transformation hyperbolique
g € Gi.

Propositions 3.1 et 3.3. S5i M et My sont compactes ou si ces deux
surfaces sont de courbure —1 alors L{(G1) et L{G9) sont dépendants si
et seulement si My et Mo sont isométriques.

Supposons que M; et Mo soient compactes et qu’il existe deux
transformations hyperboliques g, h dans Gy vérifiant £(g) > £(p(g)) et
£(h) < L(p(h)). Cecl est le cas par exemple si M7 et Mo sont de cour-
bure —1. Sous ces hypotheses, on déduit de la proposition précédente et
des résultats de Schwarz-Sharp [S-S] que pour € fixé dans R} il existe
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LE SPECTRE DES LONGUEURS D’UNE SURFACE ET COMPTAGES 201

0 < a < 1 tel que le nombre de classes de conjugaison de transformations
hyperboliques g dans G vérifiant ¢t < l(g) <t +eet t </l(p(g) <t+e
est équivalent a e /t3/2 quand t tend vers +oo.

Nous sortons a présent du cadre des surfaces. Considérons deux
transformations hyperboliques g1, go agissant sur une variété de Hada-
mard pincée X et engendrant un groupe de Schottky.

4.1. Lemme de comparaison entre longueur géométrique et combina-
toire. Soit G' = (g1, go) un groupe de Schottky satisfaisant la condition
(*), il existe d > 0 tel que pour tout p € N* et pour tout mot fortement

I - n n
réduit w = wi* ... wy”

P

Ow) — > mib(w;)

i=1

<dXxp.

Soient G'1, Gy deux groupes d’isométries non élémentaires agissant
proprement discontiniiment et librement sur deux variétés de Hada-
mard pincées X1 et X9. Supposons que G et Go soient p-fortement
isomorphes et notons £(G9)/L(G1) 'ensemble des £(p(g))/4(g) ou g par-
court I’ensemble des transformations hyperboliques de G7. On déduit
du lemme précédent le

4.2. Corollaire. I adhérence de L(G)/L(G1) est un intervalle de RT.
Nous montrons que dans certains cas 'adhérence de L£{Gy)/L(G1)
est un intervalle [4, B] C R* o A et B appartiennent a £(G9)/L(G1).

I. Birapport et spectre des longueurs

Soient z, y deux points d’une surface de Hadamard pincée S et £ € S(00),
on note H; ¢ 'horicycle centré en £ passant par x et Be(z, y) la distance
algébrique entre H, ¢ et H,¢ comptée positivement si y appartient a
I'intérieur de H, ¢ et négativement sinon. Fixons O € S, le produit de
Gromov (£]€') défini sur S(co) x S(oo) pour & # £ est égal & la moitié de
la longueur du segment d’extrémités Ho ¢ N (§,€') et Hy e N (€,€) (voir
fig. 1).
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Figure 1

Théoréme [Bo]. 1) L’application 52(00) L e définie par D(£, &) =
e~ () g £ £ et 0 sinon, est une distance.
2) Soient g une isométrie de S et £ € S(o0), notons

g/(©)] = e

H

la relation de conformité suivante est vérifiée

D(g(€),9(¢") = 1g' &) *lg' €)' Dig, € - (R1)
On définit le birapport de 4 points distincts &,&',n, 7" de S(o0) par:

6.6 af) ~ DEM DE )

1/2

D, n'y DE,m)

Considérons une transformation hyperbolique g, notons g, g~ ses
points fixes respectivement attractifs et répulsifs et £(g) la distance d’'un
point z quelconque de (g7 g ") & g(x). Remarquons que pour € = {+}
on a:

999 = ). (R2)
On déduit des relations (R7) et (Rg) le:

1.1. Lemme [01]. Si g est une transformation hyperbolique et si £ €

S(o0) — {g*} alors ) = [g7, 47, 9(6), €).
Le lemme suivant est dii & I. Kim [K] et J.-P. Otal [O1].
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1.2. Lemme [K] [O1]. Si g1 et go sont deuz transformations hyperboli-
ques n’ayant pas de pownt fize en commun alors

l97,95,97,99] = lm o3 UlaT)H(g)~2(gTg5)

— oo

Démonstration. Pour n assez grand, g7 g5 est une transformation hyper-
bolique, notons &, = (97g3)T. Les égalités suivantes se déduisent des
relations (Ry) et (Ro):

AaT)+e(95 ) —L(gTg5) ‘91 )91) H )(93) “ 9193) (&)

[ )91) H )(93(én)) ng (92) ng (Sn}

_ Der &) . D97, 95(60)
D%(g7, 95(¢n)) D?(g3,&n)
On acheve la démonstration de ce lemme en remarquant que

. _ T
nEr—l{l §n—91 et E$m95(§n)~92' =

Considérons un grupe fuchsien G agissant sur S, notons L(G) son
ensemble limite G0N S(0o0) et D(G) = {£(a) +£(b) — £(ab)/ ot a et b sont
des transformations hyperboliques de G sans point fixe commun}. On
déduit du lemme précédent le

1.3. Corollaire. Si £1,&2,&3,&4 sont des points distincts de L(G) alors
DO

[61:52163)64] ce 2

Démonstration. Supposons pour commencer que chaque &; soit le point
fixe attractif d’une transformation hyperbolique g; € G. Pour N grand,
les groupes (g1', i) et (g2’, g1’} sont des groupes de Schottky ([D-P]).
Soit k£ € N* notons ry = géngka et g = gingQ‘Nk‘ D’apres le lemme
1.2, on a

s st ee s

le birapport étant continu on obtient

(61,60, 65,64 € 05

Si maintenant les & sont quelconques, ’ensemble limite étant le plus
petit fermé G-invariant de S(co), il existe pour chaque i = 1,...,4
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une suite (g;;)nzl de points attractifs de transformations hyperboliques
gin € G convergeant vers £;, ceci nous rameéne au cas précédent. O

1.4. Remarque. 0 € D(G).
En effet soient £1,&2,&3 € L(G) et (£, )n>4 une suite de L(G) conver-
geant vers ;1. On a

Jim [€n, 81,82, €3] = [€1, €1, 62,83 = 1.

D’apres le lemme 1.3, [£1,£1,82,83] € eD(TG) donc 0 € D(G). O

On appelle specire des longueurs de S, la collection des longueurs
des géodésiques fermées de S,g. Cet ensemble, noté L£(G), peut étre en-
core défini comme ’ensemble des ¢(g) ot g parcourt les transformations
hyperboliques de GG. Le lemme 1.1 montre que L(G) peut se déduire
du birapport sur L*(G). En utilisant ce lemme et le corollaire 1.3, on
obtient le

D(G)

1.5. Corollaire. Le spectre des longueurs L(G) est inclus dans —5—*.

II. Non arithméticité du spectre et comptage des géodésiques
fermées
Notons M la surface S);. Soient C:R — S une géodésique de S pa-

_
ramétrée par longueur d’arcs et C (¢} le vecteur tangent en C'(¢). La
projection sur le fibré unitaire tangent T1AM de I’ensemble des cou-

ples (C’(t),ﬁ(t)) ou C parcourt toutes les géodésiques de S dont les
extrémités appartiennent & I’ensemble limite de G, correspond a I'en-
semble des points récurrents de T*M pour le flot géodésique '(gt)teﬂg.
On note Q cet ensemble. Supposons que (g:)tcr en restriction a Q soit
topologiquement mélangeant, dans ce cas quelque soient U et V' ouverts
de Q, il existe T > 0 tel que g:(U)NV # ¢ pour ¢t > 7. En appliquant
cette propriété & U = V et en utilisant le fait qu’un segment géodésique
presque fermé est pisté par une géodésique fermée (lemme de fermeture
voir par exemple [L]), on obtient pour € > 0, l'existence d'un T, > 0
tel que [t — e, + €] N L(G) # ¢ pour tout t > T,. On vient de montrer
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que si (g¢)ter est topologiquement mélangeant alors £(G) n’est pas in-
clus dans un sous-groupe discret de R. On dit alors que £(G) n’est pas
arithmétique.

Quelquefois apparait dans la définition de D'arithméticité de L£(G)
lexistence de a,b € R tels que £(G) C aN + b, la remarque 1.4 entraine
que nécessairement b € aN.

Si Q est compact, c’est-a~dire si G est convere-cocompact, la non
arithméticité de L(G) est équivalente au mélange topologique de (g¢)ter
sur  ([Bol; [G-H]).

Nous résumons ici les hypotheses sous lesquelles, a notre connais-
sance, il a été montré que L£((G) n’est pas arithmétique. Signalons que la
démonstration donnée par D. Rudolph [R] dans le cas de courbure —1
est incomplete.

Résultats connus. Soient X une variété de Hadamard pincée de dimen-
ston n et G un groupe d’isométries non élémentaire agissant proprement
discontiniment librement sur X, si l'une des conditions suivantes est
vérifie alors L(G) n’est pas arithmétique.

1) X est isométrique au demi-espace de Poincaré H. ([R]).

2) L(G) a une composante connexe non réduite & 1 point [Bo].

3) G contient des transformations paraboliques ([D-P]).

Démonstration. D’apres le corollaire 1.3, si £L(G) C alN alors quelque
solent £1,&2,&3,84 € L(G) on a:

61,62, €3,84) € €37

1) Quitte & conjuguer G, on peut supposer que G contient une
isométrie hyperbolique g fixant 0 et co. Solent {1, &9,£3 € L(G)— {0,000}
notons P I'hyperplan de R™1 x {0} d’équation [£1,&2,00,2] = 1. En
choisissant convenablement &1 et £ on peut supposer que 0 ¢ P. On a

li k) =1
G Hm €1, 82,00, 47(E3)]
donc si £(G) C aN, le birapport étant a valeurs dans e%Z, il existe
N > 0 tel que [£1,&9,00,6%(€3)] = 1 pour tout k < N, autrement dit
g*(¢3) € P. Si HZ = HZ on obtient une contradiction car &3 ¢ {0, +00}.
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Sinon puisque 0 ¢ P il existe N1 > N tel que gN1(P) # P. Par ailleurs
gNitm(gg) €PN g™ (P) pour tout m > N donc & = P N g1 (P) est
un sous-espace affine non vide de dimension < n — 3. Pour la méme
raison il existe No > Ny tel que & ¢ ¢™2(P). Pour tout m > N on a
g2t ™ (g3) € &1 Ngh2 (P) donc & = £1NgN2(P) est un sous-espace affine
non vide de dimension < n —4. On construit ainsi une suite (£;)g>1 de
sous-espaces affine emboités tels que 0 < dim & < dim &,_1. Soit ¢ > 0
tel que & N ... N &, soit réduit a un point &, on a s_lirfoo g°(E3) = &, ce
qui est impossible car £3 £ 0.

2) Soit C une composante connexe de L(G) non réduite & 1 point.
Considérons I'application f: C' — RU{co} définie par f(§) = [£1, &2, €3, ¢]
out €1,&9,&3 sont des points distincts fixés dans C. Remarquons que
f(&2) = 0, le birapport étant continu, si £(G) C aN alors f(£) = 0 pour
tout £ € C ce qui est impossible.

3) Supposons que G contienne une transformation parabolique p. On
note £ I'unique point sur X (oo) fixé par p, on a |p’(§)| = 1. Fixons une
transformation hyperbolique g € G ne fixant pas £&. Quitte a prendre
des puissances suffisamment grandes de p et h on peut supposer que
le groupe engendré par p et h est un groupe de Schottky généralisé
[D-P]. Dans ce cas, hp™ est une transformation hyperbolique, on note

. ses point fixes attractifs et répulsifs. On a:

respectivement &£, &
)05 |y () | ey (€|
= &l e e g

D2(&,,6 )
D2(p(&7), 65 1)

Comme & converge vers le point ¢ et

= P'(&)]

lim & = h(€),

n—-4oo

le quotient
D&, 61 1)
DXp(&:),€1)
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converge vers 1 et donc

lim el )=tk ) (&) =1.
n—+oo
Si £L(G) C aN, on obtient pour n grand £(hp™) = L(hp"t1), ce qui
est impossible. En effet, le groupe I' = (h,p) étant géométriguemeni
fini (voir définition §IIT), le nombre de géodésiques fermées sur X de
longueur inférieure & ¢ est fini pour tout ¢t € R™ ([D-P]). O

A notre connaissance, la question de Parithméticité du spectre des
longueurs est encore ouverte dans le cas général. Nous y répondons dans
le cas des surfaces.

2.1. Proposition. Si G est un groupe fuchsien agissant sur une surface
de Hadamard alors L(G) n’est pas arithmétique.

Démonstration.  Considérons deux transformations hyperboliques
91,92 € G dont les points fixes sont répartis comme suit (figure 2).

+

Figure 2

Pour n grand, g;g5 est une transformation hyperbolique, on note
respectivement £, £ ses points fixes attractifs et répulsifs. En repre-
nant les égalités (E) qui interviennent dans la démonstration précédente
(partie 3), on obtient:

DXe;, e )
2(ga(&7) 65 1)

1

o195 )—£(9195 ™) _ | (e~
€ 2 2 |g2(£n>| D
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Ainsi
lim ef(glgg’)—f(gwg_l) _ ef(gz) .
n—-oo

Si L(G) C aN on en conclut que pour n grand £(g195) = E(glg;‘l)+€(gz).
La position croisée des points fixes de g1, go entraine que les axes de g et
a1 gg_l se coupent (voir figure 2). Notons z,_; leur point d’intersection,
on a
Ua193) < d(9195 (2n-1); Zn-1)
< lgrgs ") + Uga)

la derniére inégalité est stricte car les axes de go et g1 gg‘l sont différents.
Ceci contredit 1'égalité £(g195) = E(glgg_l) +4(g2). O

Si GG est convexe-compact, la restriction a 'ensemble récurrent Q
du flot géodésique est conjuguée a une suspension au dessus d’un sous-
décalage de type fini sur un espace symbolique ([Bo], [P]). Cette répre-
sentation permet, & partir de résultats obtenus par le biais du forma-
lisme thermodynamique au niveau symbolique, de décrire le caractere
stochastique du flot géodésique. Notons N¢ (1) le nombre de géodésiques
fermées sur S)g de longueur < ¢ et ég l'exposant critique de la série

> e‘sd(O,g(O)), on montre par ce procédé le
geG

Théoreme [P-P]. Si le flot géodésique est topologiquement mélangeant
alors Ng(t) est équivalent a e®Gt/Sgt quand t tend vers +oc.

On déduit de ce théoreme, de la proposition 2.1 et de ’équivalence,
dans le cas convexe-cocompact, entre le mélange topologique du flot
géodésique et la non arithméticité du spectre des longueurs le

2.2. Corollaire. Si G est un groupe fuchsien convexre-cocompact agis-
sant sur une surface de Hadamard pincée alors Ng(t) est équivalent a
G 6t quand t tend vers +oo.

III. Indépendance entre les spectres et comptage simultané

Sotent G1,Go deux groupes fuchsiens agissant respectivement sur deux
surfaces de Hadamard pincées S1,52. On dit que Gy, Go sont p-for-
tement isomorphes §’il existe un isomorphisme p entre GG1 et Go con-
servant le type de chaque isométrie. Les spectres £(G1) et £(G2) sont
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dépendants sl existe a,b € R non tous les deux nuls tels que af(g) +
bl(p(g)) € Z pour toute transformation hyperbolique g € G.

Plagons-nous en courbure —1, notons D le disque de Poincaré et 0
son centre. Dans ce cas D(oco) = S! et la distance D sur S* intro-
duite dans le §1 est définie par D(£1,&9) = sin% ou ¢ &€ [0, 7] désigne
la mesure de Pangle £ o £». Un groupe fuchsien G agissant sur D est
géométriquement fini s’il est de type fini. Soient Gj, G deux groupes
fuchsiens géométriquement finis p-fortement isomorphes, agissant sur ID.
1l existe un unique homéomorphisme, appelé homéomorphisme de Niel-
sen, @ entre L(G1) et L(Gy) vérifiant ¢ o g = p(g) o ¢ pour tout g € G
[T]. Siles G; sont cocompacts, on sait d’aprés [S-S] que L(G1) et L(G2)
sont indépendants, nous généralisons ce résultat.

3.1. Proposition. 5i G et Ga sont deux groupes géomélriquement fi-
nis p-fortement isomorphes agissant sur D, alors L(G1) et L(G3) sont
dépendants si et seulement si p est un automorphisme intérieur.

La démonstration de cette proposition repose sur le lemme suivant.

3.2. Lemme. Soient g une transformation hyperbolique de D et £ €
S —{gT, g7}, pour tout n € ST — {gt} il existe € € {1} tel que

D(g*E).m) _ |, € k(o) D(g*,g7)D(,g")
D(gt,n) D(n,9")D(£,g7)

Admettons ce lemme dans un premier temps et démontrons la pro-

nogt

5 + o(e’kﬂ(g)) .

COos

position.

Démonstration de 3.1. Notons ¢ ’homéomorphisme de Nielsen entre
L(G1) et L(G2). Supposons que L(Gy) et L{G9) soient dépendants,
aucun des spectres n’étant arithmétique (proposition 2.1) il existe deux
réels r € R* et s tels que pour toute transformation hyperbolique g € Gy
on ait £(g) = rl(p(g)) + sz(g) avec z(g) € Z. Soient g1 et go deux trans-
formations hyperboliques de GG1 n’ayant pas de point fixe en commun,
d’apres le lemme 1.2, on a

[91_795’ gf’ g;] lim e%(e(g?)+f(93)—€(9?93)) .

:n —+oo

N _ - r 8 ,
Ainsi [97, 95,97 ,95] € lelgr), elg5), (g7 ), ooy )]"e3?. L'ensem-
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ble des paires de points (g7,g"), ot g parcourt les transformations
hyperboliques de GGy, étant dense dans L(G1) x L(Gy) (voir par exemple
[K]), pour tous points &1, &2,&3,&4 de L(Gy), on a:

€1, €2, €3, €4) € [0(€1), p(E2), p(E3), p(Ea)] €32 . (E1)

Soit g une transformation hyperbolique de G1. Fixons £ € L(G1) —
{97, g }. Pour tous 5,17 € L(G1) — (g)¢ on a

lim [g7, " (¢ 1=1.
S [97,97(&),m =1

On déduit de I’égalité (£q) que pour k grand

g7, g% (©),n, 11 = [e(g7), 0(g" (&), o(m), o) - (E2)
Rappelons que

+ k 1 _D(Qk(f)»n/) D(9+777)
oS ITI= "D ) Digen

En utilisant le lemme 3.2, on obtient A, A’ et B, B’ tels que

gt g5 (©), ) =1+ e F9 (A — A + HOe(k)

[o(gT), 0(g*(€)), o), o) =1+ re PN (B - B')+ (E3)
+ e“kﬁ(g)e(k) .

Supposons £(g) < £(p(g)). Les expressions de A et A’ données dans
le lemme 3.2 montrent que 'on peut choisir 17’ # 7, tel que A # A’. Or
d’apres les égalités (Eq), (E3),

A—A = lim re Hea)-4a) (B _ B
k—+4oo

ce qui est contradictoire. Si maintenant £(g) > #(p(g)) on reprend le
raisonnement en choisissant cette fois 7’ de sorte que B # B’. En
conclusion £(g) = £(p(g)) pour toute transformation hyperbolique g € Gy
et donc, d’aprés [K], p est un automorphisme intérieur. O

Démonstration du lemme 3.2. On a

D(g*(&),m . _ D& m) —Dlg",m)  Dg*§),q7)
1

Dt.n) D& Dmgh)
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En utilisant la propriété de conformité de D, on obtient
1
k K |2~k
D(g*(¢),9") = |¢" (©)| "¢ 59 D¢, ™)

ue 'on peut encore écrire
p

D(g*(),97)D(E, ")

D(gF(©),g%) = ™)

D(,97)
Ainsi
Ko DM€ |\ _ D(g*(©).n) — D(g*,m) D(g*(§).g7 )D& g*)
D(g*,n) D(gk(£),g7) D(&,97)D(n,9")
Soit 2 € S — {1} notons
oXx

sin

fz) =

cette fonction admet des dérivées & droite et a gauche de x notées res-

3’

2

pectivement f’ (x) et f) (x). Ces dérivées vérifient

fL@) = f10) = [jeos 2
Ainsi -
i D€ —Digtm) _ €| nog”
koteo  D(gF(€),g%) 2
avec € = £1. Pour achever le lemme il suffit de remarquer que
lim D(g"(€),97)=D(g",97) - O

k—+o0
Supposons a présent que Sy et S soient deux surfaces de Hadamard
pincées quelconques et que les groupes fuchsiens isomorphes G1,Go
soient cocompacts. L’hypotheése de compacité garantit 'existence d’un
homéomorphisme de Nielsen ¢ entre L(G1) = S1(00) et L(Gy) = Sa(00)
induit par I'isomorphisme p entre G et G9. Si les spectres des longueurs
sont dépendants, comme ils ne sont pas arithmétiques, il existe r € R*
et s € R tels que ¢(g) = ré(p(g) + sz(g) pour tout g € G, avec z(g) € 7Z.
Fixons g € Gy et £ € S1(00) — {g*}, comme g préserve l'orientation il
existe un arc ouvert I C Sj(oco) contenant g', g~ mais ne contenant ni

&, ni g(&) (voir figure 3).
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Figure 3

L’application f:1 — R définie par
F@) =1y, 9%, 9(6),8/lew), o(g™), e(9(€)), o))

est continue. T’égalité (F1) (voir démonstration de 3.1) est encore va-
lable en courbure variable et donc f(y) € e3”. Comme I est connexe, la
fonction f est constante sur I et égale & f(g") = 1. L'égalité f(g7) =1
entraine (lemme 1.1) que £(g) = rf(p(g)) pour tout g € G1. Multiplions
la distance sur Sp par r et notons S5 la nouvelle surface Riemannienne
obtenue. Les surfaces compactes S1/G1 et S5/Go ont méme spectre
marqué des longueurs donc d’aprés un résultat de J. P. Otal [02] elles
sont isométriques. La borne supérieure de la courbure sur 57 et So ayant
été normalisée par —1, nécessairement r = 1 et S9 = S5. On vient ainsi

de montrer la

3.3. Proposition. 5t G1, G2 sont deux groupes fuchsiens cocompacts iso-
morphes agissant sur deux surfaces de Hadamard pincées S1,S2 alors
L(G1) et L(G2) sont dépendants st et seulement si S1/G1 et §5/Ga sont
isométriques.

Pour i = 1,2, on note M; la surface compacte S1/G; et TIM;
son fibré unitaire tangent. On suppose que M; et Mo ne sont pas
isométriques. Fixons 0 € My et considérons le cocycle héldérien (voir
[L] pour des définitions précises) c: G X Sy(co) — R défini par c(g, ) =
=B, (¢)(0, p(g~1)(0)). Les périodes de c sont les réels c(g,g") ol g par-
court 1. Cocycles holdériens et fonctions holdériennes sur TiM| sont
trés liées. En particulier pour chaque cocycle holdérien il existe une
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fonction holdérienne dont 'intégrale le long de I'orbite périodique pour
le flot géodésique g associée a chaque g € G est exactement la valeur du
cocycle en (g,g7) ([L]). Soit f une fonction hdldérienne associée 4 ¢, on
a [; f(t)dt = £(p(g)). Pour t € R, posons

Pitf) = sgp{h(f/) + ./TlM tfdvy

ol v parcourt ensemble des mesures de probabilités sur T1M; inva-
riantes par le flot géodésique et h(v) désigne 'entropie du flot relative-
ment & v. Cette borne supérieure est atteinte par une unique mesure,
notée p¢. D’apres la proposition 3.3, les surfaces M et My n’étant
pas isométriques, les spectres £(G1) et £(G9) sont indépendants. Ceci a
pour conséquence que ’application ¢ — P(tf) est analytique et stric-
tement convexe (voir ([S-S]). En particulier P'(tf) = leMl fdps. On
note J l'intervalle des valeurs P’(tf). Soient ¢ > 0,a € J, on note
Ng?(;z (t) le nombre de classes de conjugaison de g € G tels que

Ug) € [at,at + €] et £(p(g)) € [at,at + €.
La proposition suivante se trouve dans [S-S:

Proposition [S-S]. Soit to Vunique réel vérifiant [y, fdp,s = a, il
existe C > 0 tel que Né‘ll G, () soit équivalent d

C’eh(“ta Pt
e
quand t tend vers +00.
En particulier si 1 € J, la quantité N(Eﬁll,cz (t) mesure la ressemblance
entre £(G1) et L(G2). En utilisant un argument de [S-S], on montre que
I'hypothese 1 € J est vérifiée s'il existe g1, gy € G tels que

€g1) > Up(g1)) et £(g1) < £(plgr)) -

Ceci est le cas par exemple lorsque S1 = Sy = D.

IV. Comparaison entre longueur géométrique et combinatoire et
rapport des spectres

Dans ce paragraphe nous sortons du contexte des surfaces. Considérons
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une variété de Hadamard pincée X de dimension quelconque. On rap-
pelle ([D]-[D-P]) qu'un groupe G engendré par -deux isométries
hyperboliques g1 et go est un groupe de Schottky s’il existe 4 voisi-
nages fermés V(g),V(g7), V(g3 ),V(gy) dans X = X U X(c0) deux
4 deux disjoints tels que pour i = 1,2 on ait (X — V(g;)) = V(g;L)
(voir figure 4).

9

@ X)

Figure 4

Un tel groupe est libre et agit proprement discontiniment et libre-
ment sur X. L’intérieur du domaine D = X —(V(g{ ) UV (g7) UV (g5 U
V(g,)) est un domaine fondamental pour I’action de G. Le groupe G est
constitué uniquement de transformations hyperboliques et a une dyna-
mique du Ping-Pong au sens ol, si w = wq ...wy est un mot réduit (i.e.
wir1 # wil) en {giﬂ,gfl} alors w(D) C V(wy). La variété X/G n’est
pas compacte mais G est convexe-cocompact ce qui entraine que toutes
les géodésiques fermées de X/G restent dans un compact K C X/G.
Fixons un point 0 a lintérieur de D, on dit que le groupe G satis-
fait la condition (*) §’il existe C' > 0 tel que pour tous mots réduits

W] = W1lW12 - . . Wiy €6 wo = wojw9g ... Wy, avec wiy # wol on ait:

w1 (0) 0 wa(0) > C. *)
Par exemple, si NV est suffisamment grand, le groupe engendré par g" et
R est un groupe de Schottky satisfaisant la condition (*). En utilisant
la propriété de comparaison des triangles dans les CAT(-1) ([Bo]) et la
loi des cosinus dans le demi-plan de Poincaré, on déduit de (*) l'existence
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d’une constante C' > 0 telle que pour tous mots réduits wy,ws choisis
comme ci-dessus on ait:
d(w1(0),0) + d(wn(0),0) — €' < d(wr (0), wa(0)) .
< d(w1(0),0) + d(w2(0),0) .
Un mot w = wy? - -wp? est fortement réduit si w; € {g1,92},m; € Z°,
w;i # wit1 et wy # wp si nyn, < 0.

4.1. Lemme de comparaison entre longueur géométrique et combina-
toire. Soit G un groupe de Schottky & deux générateurs satisfaisant la
condition (*) et agissant sur une variété de Hadamard pincée X. 1l
eziste d > 0 tel que pour tout p > 0 et pour tout mot fortement réduit

n

L .
W = wy .wp’ on ait

14

E(w) — Z |7’Lllf(wz)

=1

< dp.

. . . n . .
Démonstration. Soit w = w?l ...wp” un mot fortement réduit, w est une

transformation hyperbolique dont les points fixes w' et w™ appartien-
nent respectivement a V(wflgne(nl)) et V(wglgne(—np )). Le mot w étant
fortement réduit, ces deux voisinages sont différents. La géodésique
d’extrémités w™ et w™ rencontre donc le relevé K dans D du compact
K C X/G contenant toutes les géodésiques fermées. Pour 4 =1,...,p

posons w' = w. ... w,”. On déduit de Iinégalité (**) Vinégalité suivante
(0, w;*(0)) + (0,0 7H(0)) = €' < d(0,w'(0))
< d(0,w](0)) + (0, 0)) .

Ainsi
> (0,0 (0) = Cp < d(0,w(0) < 3 d(0,w;* (@) . (IL)
i=1 =1

En utilisant le fait que (wrw™) N K # ¢, on obtient

f(w) < d(0,w(0)) < 2 diametre (K) + £(w) . (12)

~ .z e . n,
La méme inégalité est valable si on remplace w par w; *.
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On déduit de (11) et (I12) Uexistence de d > 0 vérifiant
p

Uw) =D |nilb(wi)

=1

<dp . O

Considérons a présent deux variétés de Hadamard pincées X1, Xo sur
lesquelles agissent proprement discontiniiment et librement deux grou-
pes d’isométries non élémentaires Gy et Go. On suppose que G et
G sont p-fortement isomorphes et on note L(G9)/L(G1) 'ensemble des
£(p(g))/£(g) ou g parcourt ’ensemble des transformations hyperboliques
de Gl-

4.2. Proposition. L’adhérence de L(Gq)/L(G1) est un intervalle de RT.
Cette proposition est due & M. Burger [Buj et Y. Benoist [B] dans
le cas particulier des espaces symétriques de rang 1.

Démonstration. Soient g1, hq deux transformations hyperboliques de

G1, notons gy = p(g1) et ho = p(h1). On suppose que pour tout
n € Z,g1 # hT. Pour montrer la proposition il suffit de montrer que

{@ @}
g1)" £(h1)

est inclus dans L£(G9)/L(G1). Quitte & remplacer g3, h1 par gfr ,hllv
on peut supposer que les groupes engendrés respectivement par g1, hy

Pintervalle

et g9, hy sont deux groupes de Schottky satisfaisant la condition (*).
D’apres le lemme 4.1, il existe E > 0 tel que pour ¢ = 1,2 et pour tous
n,m > 0 on ait:

(g Ay — nb(gi) — mb(hi)| < E
ainsi

o UgBERTR)  Uga) + pblha)

lim T o .

koo L(gTPRT)  E(g1) + 7 l(h1)

Donc pour tout > 0, on a

£(g2) + xf(ho)
£(g1) + x(h1)

€ L(G2)/L(GY). O

Remarque*. Dans le cas oll Gy et G2 sont cocompacts la proposition 4.2
se démontre directement. En effet considérons, comme dans la derniere
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partie du 8111, le cocycle holdérien ¢: Gy x Xi(oo) — R défini par
c(g, &) = 'B'so(é) (0, p(g~1)(0)) ol ¢ est Phoméomorphisme de Nielsen in-
duit par p entre Xi(occ) et Xo(00). Il existe une fonction holdérienne f
du fibré unitaire tangent noté 77 de X1 /G dans R dont les périodes sont
les mémes que celles de ¢. Autrement dit, si g € G, I'intégrale de f le
long de l’orbite périodique pour le flot géodésique associée a g est £(p(g)).
Notons I Pensemble des [ fdv ou v parcourt les mesures de proba-
bilités sur 7" invariantes par le flot géodésique. Cet ensemble est un
intervalle qui contient £(G9)/L(G1). Par ailleurs les mesures orbitales
de probabilité étant denses dans I’ensemble des mesures de probabilités
sur T' invariantes par le flot géodésique, on a [ = m
Revenons au cas ou G1 = {ay,by) et Go = {as, bo) sont deux groupes
de Schottky satisfaisant la condition (*). Notons p l'isomorphisme
entre Gy et Go défini par p(ay) = ag et p(by) = by. Nous proposons
d’interpréter géométriquement l'intervalle £(G32)/L(G1). Considérons
la variété Riemannienne X = X7 x X3 et fixons 0 = (07,09) € X. Le
bord géométrique X (o0) de X s’identifie au fibré unitaire tangent TOIX
en 0. Soit u = (uy,uy) € TolX, on dit que u est régulier si uw; # 0 pour
¢ = 1,2 et on note Xreg(oo) 'ensemble des points réguliers de X (c0).
On code cet ensemble par X (co) x X9(00) x R via Papplication qui &

<U1 ug ||U2H'2>
HUlHl’ ||U2HQ7 Huﬂh .

Soit (gn = (gn1, Gn2))n>1 une suite d’isométries de X telle que {g,(0))n>1

U assocle

converge vers § € Xreg(00); le point £ est codé par (€, &2, p) avec

d 02),0
&= lm g, (0;) et p= lim 2_(91@(_21’_22
oo T n—too d} (9n1(01), 01)

Par exemple, si g1 et ¢go sont hyperboliques et si gn, = g; pour i = 1,2,
la suite (9™(0)),>1 converge vers

ot 2.

*Communication orale de F. Ledrappier.
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Notons G le groupe formé des couples (g1, p(g1)) ol g1 parcourt Gy.
Ce groupe agit proprement discontinument et librement sur X, on note
L(G) = X(00) N GO. Dans [D] on montre que L(G) C Xyeg(oo). Soit
P(G) la projection sur R} de L(G).
4.3. Proposition. P(G) = L(G2)/L(G1).
Démonstration. Notons ici I = L(G9)/L(G1). Soit g1 € Gy posons
p(g1) = go. Pour i = 1,2 choisissons un point z; appartenant a la
géodésique (g; g;“ ), on a

di(0i, g5 (0:)) — Cs < di(2i, 97 (2:)) < (03, g7 (02)) + C;
ou C; = 2d;(0;, ;) ainsi

i do(g5(02),02)  {(ga)
mm =

n—+oo d1(g7(01),01)  £(g1)

et donc I C P(G).
Soit p € P(G) tel que
_ d2(p(gn,)(02),02)
p= lim ————r———
n—+too  d1(gn,(01),01)
posons p(gn,) = gn,- Quitte & extraire une sous-suite, on peut supposer

que gn, = W1 ... Wg, avec
+1 1 -1 .
w; € {aj ,b:1t bw; # wi+1,nm}rloo€n =400 et wy, = w.

Si wy # wl, il existe un compact K C D (introduit début §IV) coupé
par les géodésiques (g, , gf{l ). Choisissons z, € Kn (9, g;fl) et notons

S1 = supdi(01,k) on a
keK

e(gnl) - 281 S dl(gﬂl(o].)aﬂl) S 2S]. +‘€(gn1) *

La méme inégalité a encore lieu si on remplace g,, par gn, et 51 par So.

Ceci montre que
g(g'f'LZ}

im
n—+o0 £(gn, )
1

p:

et donc p € I. Si maintenant w; = w™ ", regroupons les lettres de gn,
par puissances, on obtient

m
1 Sp-1 wmsn

m
gnl = C{)l . wsn_l 1
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avec
w; € {a1,b1},n; € 27, w11 # w; et myms, <0 .
my

ms . P
Notons g, = wy cws ' Puisque Ws 4 # wjﬂ et que (1 satisfait

la condition (*), il existe e1 > 0 tel que

d1(01, g, (01)) + d1(01,wy “(01)) — e1 < d1(01, gn, (01)) =
=1 msy
= dy(gp, (01),w; "(01))
et

ms

d (9n1 (01), w1 7 (01)) < d1(01, gp, (01)) + da (01, w7 """ (01)) -

Les géodésiques (Gn, g;{D et (wy wfr ) coupent le compact K donc

Ugny) + Uwy™™) —e1 =451 < dy(0y, gr, (01)) < 451 +£(gy,,) + €y ") -

La méme inégalité a encore lieu si on remplace g,, par gn, et Sy par $9.
Ceci montre que

o (ghy) +Ewy )

un ——"——S—”
oo {gp )+ 4wy ")

ny) Ll

£gny) lwy 2 ) ol
Ugp) Uwy™)

donc p € I. L'intervalle I étant fermé, on en conclut que P(G) C 1. [

p:

Considérons toujours le cas ot G1 = (g1, h1) et Go = (ga, ha) sont
des groupes de Schottky. Ces groupes étant convexes cocompacts, G;
pour 7 = 1,2 muni de la métrique des mots et Vorbite G;(0;) ol O; est
fixé dans X; sont quasi-isométriques [Bo]. Ainsi, il existe A > 1et C >0
tels que pour tout mot fortement réduit w = w?l .. .np € (; on ait:

aZ(nJ[—Cq <AZ:n]]+C
j=1
De cette double inégalité on peut montrer que l'intervalle £(Gs)/L(G1)
est dans ce cas de la forme [A,B] avec A > 0. On peut se demander s'il
existe s1,t1 € (G1 tels que
_Aels)) o Het1)
€(s1) £(t1)
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Nous allons voir que dans certains cas la réponse est positive. Si X7 =
X9 = HY la proposition suivante se trouve dans [Be] (§7.3).
Pour k € N*, notons Gy le groupe engendré par g¥ et hf.

4.4. Proposition. Si £(go)0(h1) — £(g1)£(ho) # 0, il existe K > 0 tel que
pour tout k > K lintervalle

—e— £ £(h
FGa/LGm = |2 i
k m
Démonstration. Soit wy, = glnll hliml gllmp hlf P un mot fortement
réduit de (G7. Notons
P P

n(wp) = D [nl,mlwg) =D [ma] et vi(w), va(wg)

i=1 =1
les coordonnées du vecteur (¢(p(wg)), £(wg)) dans la base (£(g2),£(g1)),
(£(ha),£(h1)) . D’apres le lemme 4.1, il existe C' > 0 tel que vy (wi) =
kn(wg) + pui(wk) et va(wg) = km(wy) + pug(wg) avee |u;(wg)|] < C. Pre-
nons K > C, pour tout & > K, on a vi{wg) > 0 et vg(wg) > 0 ce qui
montre que le vecteur (£(p(wk)), 4(wy)) est & 'intérieur du cdne positif
associé a (€(ga), £(g1)) et (¢(ha),£(h1)). Ainsi
Lplwr)) [ﬁ(gz) ﬁ(hQ)]

Uwr) — Lgr) E(h1)

£(g2) " L(ho)

e
) £(hy)
appartiennent a L(Gor/L(G1g) ce qui achéve la démonstration. O
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