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Resum@. Le probl~me auquel on s'int@resse consiste ~ d6tecter parmi les formes 
r6duites ~ Forigine de C 2 celles qui poss~dent des int6grales premieres liouvilliennes 
ou appartenant  ~ la classe de Nilsson. Pour cela, on @tudie l 'espace des modules 
associ@ g une telle forme. 
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Abs t rac t .  The problem we are interested in consists in listing the reduced forms at 
the origin of C 2 having a first integral of the liouvillian or Nilsson type. For~this, we 
are led to s tudy the moduli space associated to such a form. 
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O. In t roduc t ion  

I1 est bien connu que les singularit@s des 6qUations diff@rentielles holo- 

morphes k l'origine de C 2 sont d6singularisabtes : on se ram~ne par une 

suite finie d'@clatements ponctuels k des 6quations modules dites r6duites 

ou simples. Le problgme auquel on s'int6resse consiste k d@tecter parmi 

ces derni~res celles qui poss~dent des int@grales premieres appartenant 

l'une des deux classes suivantes. 

1. La classe de Nilsson : elle est constitu6e des fonctions multiformes 

ayant un espace de d@terminations de dimension finie sur C et qui 

sont ~ croissance mod6r@e le long d'une hypersurface analytique. Ces 

fonctions correspondent naturellement aux objets que l'on obtient 

par prolongement analytique, leur nature est plutot: g6om6trique. 
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2. La classe de Liouville : elle renferme des fonctions qui appartiennent 

une extension diff~rentielle du corps des fonctions m~romorphes 

obtenue par adjonction d'~l~ments alg~briques, de primitives et d'ex- 

ponentielles de primitives et par iteration finie de telles operations. 

R~soudre une ~quation diff~rentielle k variables s~par~es ou lin~aire 

avec second membre rel~ve par exemple de tels proc~d~s. Dans ce 

cas, les objets ~tudi~s sont de nature plus alg~brique. 

On ram~ne tr~s vite le probl~me ~ des calculs de modules : en effet, 

les formes normales formelles des germes r~duits poss~dent routes des 

int~grales premieres Nilsson ou Liouville et il s'agit de d~terminer les 

normalisations qui pr~servent l'existence de ees int~grales premieres. 

Nous montrons dans la premiere partie de cette ~tude qu'en presence 

d'intSgrales premieres dans la classe de Nilsson, les ~quations consid~r~es 

sont analytiquement normalisables (i.e. les modules sont triviaux). 

Nous donnons de plus l'~criture explicite de ces int~grales par le biais 

d'un th~or~me de factorisation. 

Le cas Liouville auquel est consacr~ la seconde pattie est plus riche : 

il existe des ~quations r~duites poss~dant des int~grales premieres liou- 

villiennes et non analytiquement normalisables (l'~quation d'Euler enest 

un exemple). Un tel ph~nom~ne ne se produit que pour des ~quations 

r~sonnantes (d~g~n~r~es ou non) et la d~marche que l'on adopte alors 

consiste k mettre en ~vidence les contraintes qu'impose la presence d'un 

facteur int~grant g~n~ralis~ sur les modules de l'holonomie pour la clas- 

sification formelle - analytique. On obtient dans un premier temps la 

description complete des modules pouvant ~ventuellement intervenir (ce 

sont des couples form,s de l'identit~ et de ramifications d'homographies 

et inversement); dans un second temps on s'int~resse ~ leur r~alisation 

effective. On dresse alors la liste exhaustive des formes r~sonnantes 

d~g~n~r~es r~pondant ~ la question initiale. On discute ensuite du cas 

non d~g~n~r~. 

Ce travail s'inscrit dans l'effort de comprehension de ce que peut 

~tre un (pseudo) groupe de Galois pour une ~quation diff~rentielle non 

lin~aire du premier ordre. Sa motivation premiere est de d~terminer 
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les restrictions auquelles sont assujettis ces (pseudo) groupes lorsque 

les 6quations consid6r6es possbdent des solutions "calculables". Nous 

introduisons ~ la fin de ce texte une notion de pseudo groupe de Galois 

pour un germe de diff6omorphisme r6sonnant et montrons, de faqon 

heuristique, comment les r6sultats mentionn6s ci-dessus pourraient se 

"synth6tiser" dans l'6nonc6 : un germe d'gquation diff6rentielle r~son- 

nante (d@g6n@r6e ou non) admet  une int6grale premibre liouvillienne si et 

seulement si le pseudo groupe de Galois du diff@omorphisme d'holonomie 

de sa s6paratrice x = 0 est r@soluble. 

Signalons pour terminer deux r6f6rences "historiques", [10] et [1], oh 

l'on trouve d6j/~ mentionn6ees, parfois de faw trbs elliptique, certaines 

des questions qui nous ont pr6occup6s. 

Nous remercions D. Cerveau et R. Moussu pour leurs avis et sugges- 

tions ~ propos de ce texte. 

C on t e n t s  

1 Rappels  et d6finition 

1.1 Lin@risation et normalisation 

1.2 Int@grales premibres dans la classe de Nilsson 

1.3 Int6grales premibres liouvilliennes 

2 Formes r@duites et int6grales premibres dans la classe de Nilsson 

2.1 Un th6orbme de normalisation analytique 

2.2 L'6criture explicite des int@grales premibres dans la classe de Nilsson 

3 Int@grales premibres l iouvill iennes et petits  diviseurs 

3.1 Quelques rappels 

3.2 Un th@or~me de lin@arisation 

4 A p r o p o s  de la classification des germes de diff6omorphismes 

r6sonnants 

4.1 Espaces d'orbites et classes analytiques 

4.2 Calcul des cocycles en presence de fonctions invariantes 

5 Formes r6sonnantes  d~g@n@r@es et int@grales premieres 

l iouvil l iennes 
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5.1 Calcul des cocycles de l 'holonomie 

5.2 Rappels sur la classification par l'espace des feuilles 

5.3 Interpretation: le lien avec les 6quations de Riccati 

5.4 Exemples: variations sur l '~quation d 'Euler 

6 Le eas des formes r~sonnantes non d~ge~ngrges 

6.1 Calcul des cocycles de l 'holonomie 

6.2 La rgalisation effective des cocycles 

7 Remarques  g propos d ' u n  6none~ de type  Galois 

1. Rappels  et d6finitions 

Nous nous int6ressons s des germes w = 0 d'6quation diff6rentielle tels 

que le 1-jet de o~ s'6crive dans un syst~me de coordonn6es ad6quat 

et ~ unit6 pros : j l w  = ydx + Axdy oil A est un nombre complexe 

n 'appar tenant  pas ~ (Q-)*. De tels germes sont tradit ionnellement appe- 

16s rdduits ou simples. Leur 6tude est motiv6e par le fait qu'ils appa- 

raissent comme modules finaux de d6singularisation ([8]). 

1.1. Lin~arisation et normalisation 

I1 est bien connu que wes t  analyt iquement  lin6arisable d~s que A est dans 

le domaine de Poincar~, i.e. A r R +. Lorsque A est dans le domaine de 

Siegel, i.e. ), E IR +, il faut distinguer trois cas. 

1. Lorsque A est rationnel, 6ventuellement nul, l '~quation est dite 

rdsonnante. La lin~arisation (analytique ou formelle) est impossi- 

ble en g6n6ral. 

2. Lorsque A n'est pas rationnel et satisfait les conditions diophan- 

tiennes de Brujno, le germe d'~quation w = 0 est analyt iquement  

lin~arisable. 

3. Lorsque ), n 'est pas rationnel et ne satisfait pas les conditions dio- 

phantiennes de Brujno, on ne peut  que lin6ariser formellement 

l'Squation, la pr6sence de petits diviseurs entrainant  des divergen- 

ces. 

Un germe w de 1-forme holomorphe ~ l'origine de C 2 est rdsonnant 

ddgdndrd si son 1-jet s'~crit dans un bon syst~me de coordonn~es: j l w  = 
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ydx (il s 'agit du cas off A est nul). On dispose pour un tel germe d 'une 

mise sous forme normale analytique du type 

Wa = x k + l d y -  A(x , y )dx ,  A(0, y ) = p y ,  # E C*, 

et d 'une raise sous forme normale formelle du type 

wf = x k + l d y -  y(l  + pxk)dx,  # E C. 

On constate en particulier que la droite x = 0 est une s~paratrice. On 

notera h son diff~omorphisme d'holonomie ~valu~ sur la transversale 

y = 1. I1 rSsulte des travaux de J. Mart inet  et J.-P. Ramis que ~ est 

analyt iquement  isomorphe ~ sa forme normale formelle si et seulement 

si h e s t  holomorphiquement conjugu6 au diff~omorphisme 

o ) 
hf  = exp \ 1 + #z  k Oz 

holonomie de ~f .  

Lorsque A = q/p off q et p sont deux entiers positifs premiers entre 

eux, on dit que ~ est rdsonnant non ddgdngrd (ou simplement rdson- 

nant).  Dans ce eas, il existe une raise sous forme normale analytique 

~ = pydx + qx(1 + (xPyq)kA(x, y))dy 

et une raise sous forme normale formelle 

~2f - - - -  p(1 + (# - 1)(xPyq)k)ydx + q(1 + #(xPyq)k)xdy . 

Contrairement au cas d6g5ndrd, le germe ~ poss~de toujours deux s~- 

paratrices d 'dquation x = 0 et y = 0. Le diffdomorphisme hf  de la 

sdparatriee x = 0 de a Jr dvalu6 sur la transversale y = 1 a pour expression 

hf  = e-2i~q/Pexp 2i7r (#-l)pzpk Oz 
1+  q 

Notons encore que l '~quation wf = 0 est l 'image r6eiproque de l '6quation 

w_f = (1 + (p - 1)(xy)k)ydx + (1 + p(xy)k)xdy = 0 

par la ramification (x, y) ~ ~ (x p, yq). 

Par ailleurs, deux formes r~sonnantes non ddg6n~rdes sont holo- 

morphiquement (resp. formellement) conjugu6es si et seulement si les 
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diff6omorphismes d'holonomie correspondants sont holomorphiquement 

(resp. formellement) conjugugs. 

1.2. Int6grales premi6res dans la classe de Nilsson 
Soit U un polydisque de C 2 centr~ g l'origine et soit S une hypersurface 

analytique de U dont une ~quation est s(x, y) = 0. Une fonction f est 

dans la classe de Nilsson sur U retativement ~ S si f est multiforme 

de d~termination finie sur U \ S e t  ~ croissance mod~r~e le long de S. 

Pr6cisons ce dernier point. Une fonction f multiforme sur U \ S est 

croissance mod6r~e le long de S s'il existe un entier N strictement 

positif tel que pour route d~termination fpo de f ,  Po appartenant  

U \ S, il existe une suite de r~els positifs (k,~)meN vSrifiant: pour tout  

prolongement analytique fpo,7 de fp0 le long d 'un chemin 7 contenu dans 

U \ S avec 7(0) = P o e t  7(1) = q, on a 

[fp0,~(q)l < kInd(~)ls(q)l -N  

Comme cas particulier, signalons qu'une fonction uniforme sur U \ S 

croissance mod~r~e le long de S n'est rien d 'autre qu'une fonction 

m~romorphe sur U s pSles sur S. 

Dans le cas off S est une hypersurface s croisement normal, on dis- 

pose d 'une 6criture explicite pour les fonctions dans la classe de Nilsson. 

Ceci r~sulte du th6orbme classique suivant. 

Th6or6me 1.1. Si f est une fonct ion dans la classe de Nilsson sur U 

relativement h une hypersurface S d'dquation xy  = 0 elle s'dcrit 

P 

f ( x ,  y) ~ ai(x, y)(logx)m~(logy)nixa~y zi , 
i = 1  

oCt les ai sont des fonctions holomorphes sur U, mi  et ni sont des entiers, 

c~i et /3i des nombres complexes. Lorsque S est l'hypersurface d'dquation 

x = O, on a pour tout i, ni =/3i = O. 

Nous appelons dans la suite intdgrale premiere Nilsson d 'un germe 

cz de 1-forme holomorphe la donn~e d'une fonction f dans la classe de 

Nilsson d 'un ouvert U relativement ~ une hypersurface S avec les deux 
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conditions suivantes : w poss~de un repr~sentant sur U et a~ A df = O. 

1.3. Int6grales premieres liouvilliennes 
Notons C(x, y) le corps des fonctions m6romorphes ~ l'origine de C 2 muni 

des d6rivations (Oz, Oy). Une extension liouvillienne du corps diff6rentiel 

C(x, y) est une extension diff~rentielle (K, A) telle que 

c (x ,  y) c (K1, zxl) c ... c (Ks, Zx ) = (K, zx) 

off 

�9 le corps des constantes de (K, A) est C et A~/Ki_I  = Ai. 

�9 Le corps K~ = Ki_l( t i )  est une extension diff6rentielle de Ki-1  de 

Fun des types  suivants: 

1. t~ est algdbrique sur Ki-1;  

2. pour  route d6rivation 5 de Ai, 5t~/ti est un 616ment de Ki-1;  

3. pour toute  d6rivation 5 de A~, 5ti est un 61~ment de Ki-1 .  

Une fonction liouvillienne est par  d6finition une fonction appar tenant  

~. une extension liouvillienne de C(x, y). 

Exemple.  Les fonctions dans la classe de Nilsson d 'un ouvert  U relati- 

vement ~ une hypersurface ~ croisement normal sont liouvilliennes. 

De m6me que dans le cas Nilsson, une intdgrale premiere liouvillienne 

d 'un germe o3 de 1-forme diff6rentielle holomorphe s l'origine de C 2 

est une fonction liouvillienne f qui satisfait w A df  = O. Le th6or~me 

suivant est du ~ M. Singer ([12]), la version locale que nous utilisons est 

d~montr6e dans [13]. 

Th6or~me 1.2. Si un germe al de 1-forme holomorphe ~ t'origine de 

C 2 poss~de une intdgrale premiere liouvillienne, il existe un germe r] de 

1-forme mdromorphe fermde tel que dw = r? A w. 

On dit alors que le germe r /est  un facteur intdgrant gdndralisd de c~. 

Remarque .  Le facteur int6grant g6n~ralis6 r] est unique lorsque w ne 

poss~de pas de facteur int6grant m6romorphe. 

Consid6rons un germe cu = 0 d'~quation diff6rentielle r6duite ~ l'ori- 

gine de C 2 poss6dant nne int6grale premigre liouvillienne. Quit te  ~ too- 

differ les coordonn6es, on se ram~ne au cas o5 la sSparatrice analytique 

Bol Soc. Bras. Mat., VoL 30, ~,~L 5, 1999 



2 5 4  M. BERTHIER et  E T O U Z E T  

de ~ est la droite x = 0 et le diff~omorphisme h d'holonomie de cette 

derniSre est @valu@ sur la droite y = 1. I1 existe d'apr~s le th@or~me de 

Singer un germe ~ de 1-forme m6romorphe ferm6e tel que la forme 

O3 

/3 - e x p ( f  

soit ferm@e. Notons/3 0 la restriction de/3 ?~ la droite y = 1. Le r6sultat 

suivant est @vident. 

Lemme 1.3. I1 existe un  nombre complexe Ch non  nuI tel que h*/3o = 

Oh~30. 

Remarque. Le th~or~me 1.2 donne une int6grale premiere liouvillienne 

priori plus "simple" que celle de d~part, il s 'agit de la fonction 

e x p ( f  rl) " 

2. Formes r@duites et int@grales premi6res dans la classe de Nilsson 
Nous d6montrons dans un premier temps que les germes de l-formes 

holomorphes r6duits poss6dant des int6grales premi6res dans la classe 

de Nilsson sont analytiquement normalisables. Nous donnons ensuite la 

forme explicite de ces int6grales premihres. 

2.1. Un th@or@me de normalisation analytique 
Soit U un polydisque centr@ en l'origine de C 2 et ~ = 0 une @quation 

diff@rentielle r~duite sur U. D'apr~s 1.1, les s6paratrices de ~ forment 

une hypersurface analytique S de U dont l '~quation est, dans un syst~me 

de coordonnSes ad~quat, soit x = 0 soit x y  = O. 

Lemme 2.1. Une intdgrale premi@re Nilsson de od est une fonc t ion  mul-  

t i forme sur  U \ S. 

Preuve. Soit X un ensemble analytique irr@ductible de U. Si X n'est 

pas une s@paratrice de ~, il existe pour tout  point p de X,  un voisinage 

V de p dans U arbitrairement peti t  et des coordonn@es (u, v) sur V tels 

que: 

- la restriction de X ~ V e s t  d@finie par v = 0 ; 
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- le feuilletage d'@quation w = 0 restreint g V est colindaire aux 

niveaux de u. 

Puisque le groupe fondamental  Zrl(V \ X, q), q appartenant  g V \ X, 

est engendr4 par les classes d 'homotopie ~ extr@mit4s fixes de lacets 

valeurs dans {u-l(u(q))} \ X ,  on v@rifie facilement en appliquant le 

th~or~me d'Hartogs que la restriction de l'int@grale premiere consid~r4e 

V \ X s'Stend en une fonction holomorphe sur V. 

Toute int@grale premiere Nilsson f de co est donc de la forme d6crite 

dans le th4or~me 1.1. I1 faut remarquer  ici que le groupe de Poincar@ du 

compl4ment de S 6tant abSlien, le groupe de monodromie de f lui re&me 

est ab@lien. On v4rifie par ailleurs facilement que les formes normales 

formelles d4crites dans le paragraphe 1.1 poss~dent routes des int@grales 

premiSres dans la classe de Nilsson. 

Le th4or~me ~ d@montrer s'@nonce de la faw suivante. 

Th@or~me 2.2. Un germe co de l-forme holomorphe rdduit possddant une 

intdgrale premi@re dans Ia classe de Nilsson est analytiquement conjugud 

d sa forme normale formelle. 

Preuve.  La preuve que l 'on produit  ici s'@carte sensiblement de la preuve 

originale de [13], cette derni~re reposant essentiellement sur le th~or~me 

d 'approximation d'Artin.  

Notons h le diff@omorphisme d'holonomie de la s6paratrice x = 0 

~valu6 sur la transversale y = 1. Visiblement, h agit par composition 

sur l 'espace des dSterminations de l'int6grale premiere f.  Pour prdciser 

cette action, il est commode d'utiliser le formalisme des faisceaux. 

Soit Sc,o c {y = 1} le secteur dSfini par les deux conditions suivan- 

tes : 

x c, o<lxl<  

l a r g x - O  I < c , 

of 1 s est un r6el s tr ictement positif et 0 appart ient  ~ S 1 = IR/2rcZ. 

D@signons par V(f)e,o l 'espace vectoriel engendr5 sur S~,o par les res- 

trictions des d6terminations de f (cet espace n 'ayant  de sens que s i s  
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est assez petit).  Pour chaque 0 E S 1, consid6rons ta limite inductive 

V(f )o  = lira V(f)~,o �9 
s---0 

La collection des V( f )o  d~finit sur le cercle S 1 un faisceau V ( f ) s l  qu'il 

parait  naturel  d 'appeler faisceau des espaces vectoriels des 9ermes sec- 

toriels de ddterminations de f .  Tout ~l~ment g d 'une fibre de V(f)s~,  

par exemple V(f )o ,  admet  une 6criture de la forme 

P 

g(x) = ~ ai(x)(logx)~ix ~i 
i-= l 

o/1 les ai sont des germes de fonctions holomorphes, n~ E Z, a~ E C et les 

symboles/o_ogx et x ~ dSsignent les d~terminations principales attachSes 

aux fonctions logx et x ~. 

Soit 5 : [0, 1] ~ S 1 un chemin joignant le point 0 ~ un point 0 quel- 

conque de S 1 (muni de la "coordonn@e" 0). Par  prolongement analytique 

des @l~ments de V( f )o  le long de 5, on h@rite d 'un  isomorphisme 

M~ : V( f )o  , V( f )o  . 

Notons e n c o r e  O h l'@l@ment de S 1 correspondant g l 'argument de h'(0) 

et soit 5h un chemin dans S 1 d'origine le point 0 et d'extr@mit~ le point 

Oh. L'action ~ du groupe 7-/engendr@ par h sur la fibre V( f )o  est d@finie 

de la fa~on suivante: 

r  7-/ ~ A u t c V ( f ) o  

h m ~ r "~) 

oit r = (M,~6h (g)) o h m. Adjoignons s l ' image de 4, not6e Irnr 

le sous groupe Go de A u t c V ( f ) o  engendr~ par tous les automorphismes 

de la forme M5 o~ 5(0) = 5(1) = 0. Le groupe G = ( Imp,  Go) s'identifie 

un groupe commutat i f  de matrices: en effet, V( f )o  est un espace de 

dimension finie et la monodromie de f est ab~lienne. 

L e m m e  2.3. I1 existe un sous espace vectoriel non trivial E de V( f )o  de 

dimension au plus deux invariant par G qui, modulo un changement de 

coordonndes de la transversale y = 1, est de l'une des formes suivantes. 

1. E = Vectc(x~), ~/ C C*. 
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2. E = Vectc(lO__~qx, 1). 

3. E = Vec tc (x  ~, 1), 7 r -N .  

4. E = Veetc(~lo__qgx + 1 / x  n, 1), ), E C,  n ~ N.  

Preuve. L'existence de E rgsulte de la triangularisation de G. Pour 

obtenir les descriptions ~nonc~es, il suffit d'~tudier Faction de Go sur E 

(voir [13] pour plus de d~tails). 

Lorsque E est de la forme 1, 2 ou 3, on v~rifie facilement que le 

diff6omorphisme h d'holonomie est lin~aire, ce qui implique que le germe 

est analytiquement lin~arisable. Dans le quatri~me cas, l'invariance 

de E entraine l%galit~ 

(M~h(gO)) o h = go + Ch, eh E C 

avec go(x) = Alo_ogx + 1Ix n. On a alors 

et par dualit~ 

h*dgo = dgo 

h ,Xo  = X 0  

oh X 0 d~signe le germe de champ de vecteurs holomorphe 

X n + l  0 

Z o -  - -  
Ax n - n Ox " 

D'apr~s [9], le diff~omorphisme h est analytiquement normalisable. 

en va de m~me pour le germe ~. 
I1 

2.2. L'6criture explicite des int6grales premieres dans la classe de Nilsson 
L'objet de ce paragraphe est d'~tablir le 

Th~or~me 2.4. Soit ~ un germe de l - forme holomorphe rdduit possddant 

une intdgrale premiere f dans la ctasse de Nilsson et soit ~ /  sa forme 

normale formelle. La fonct ion f s'dcrit alors de l'une des trois fagons 

suivantes. 

1. Si ~ f  = pydx  + qxdy, 

n 

f (x, y) = ~ ~i(xPyq)log(xPyq)ni (xPyq)~i 
i = l  

oCt les ~i sont holomorphes, ni C N, )~i C C. 
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2. Si Cdf = Aydx + xdy, ~ ~ Q, 

n 

f ( x ,  y) = ~ ailog(x~y)ni (x~y)~i 
i = 1  

oiz ni c N, a~ E C et hi E C. 

3. Si w f est rdsonnante non lindaire, 

og P e s t  un polynSme d coefficients complexes et 9f  est le facteur 

intdgrant de ~ f  (ddfini ~ constante multiplicative pros). 

Remarque. D'apr~s le ~h~or~me 2.2, a~ est analyt iquement  conjugu6e ~ 

wf. Par ailleurs, il est clair r~ciproquement que les fonctions d6crites en 

1, 2 et 3 sont des int~grales premieres de a~f dans la classe de Nilsson. 

Preuve du th~or~me.. Nous reprenons les notations introduites en 2.1. 

Soient X un champ de vecteurs hol'omorphe sur la transversale y = 1 

et { b l , . . . ,  bp} une base de l'espace vectoriel V(f )o .  Rappelons que si 

91 , . . .  ,gn sont n ~l~ments de V(f )o ,  le wronskien W x ( 9 1 , . . .  ,9~) de 

91, . . .  , 9n par rapport  ~ X est le d~terminant de la matr ice 

91 g2 �9 �9 �9 9n "~ 
X g l  X92 "'" Xgn I 

x( (1)9~ x ( ( 1 ) g  2 ... x(~-~)g~] 

qui est non identiquement nul si et seulement si les g~ forment un syst~me 

libre de V ( f ) o .  Reprenant  la th~orie classique de Fuchs, en d6veloppant 

l 'expression 

Wx(g ,  bl, b2, . . . , b v) = 0 ,  
Wx (bl, b2,. . .  , bp) 

on obtient une ~quation diffgrentielle lin6aire ~ coefficients m~romorphes 

P 

X(P) 9 + ~ ap_iX(p-i)9 = 0 (Ex) 
i = 1  

dont l'espace des solutions est pr~cisfiment V(f )o .  
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Nous nous proposons  dans  ce qui suit  de construire  de telles ~qua- 

t ions diffdrentielles g l 'a ide de d&ivat ions  invariantes par  le feuil letage 

~ d '6qua t ion  c~ = 0. Pour  cela, nous d is t inguons  plusieurs cas. 

1. La  forme normale  formelle COl s'~crit oaf = p y d x  + qxdy.  L'int~grale  

premibre xPy q est ~gale g x p e n  res t r ic t ion g la t ransversale  y = 1; elle 

est invariante  par  le diff6omorphisme d 'ho lonomie  h(x)  = exp(2irc/p)x.  

Compt e  t enu  de ce qui a 6t~ rappel6 pr~c~demment ,  les ~l~ments g 

de V ( f ) o  sont solutions d 'une  ~quat ion diff6rentielle Exo  oh X 0 est le 

champ de vecteurs  ( r - 1 ) . ( x O / O x ) ,  r d~signant  la ramif icat ion x ,  ~ 2 .  

I1 faut  no ter  ici que X0 est invariant  par  h, i . e . h . X o  = Xo.  

Lemme 2.5. Les coefficients ai de l 'dquation Exo  

Preuve. On a en effet 

N~,x o (bl, b2, �9 �9 �9 , bp) 
ai = 

W x  o(bl, b2, �9 �9 �9 , bp) 

Ni,xo = ( - 1 ) i D e t  

avec  

sont  invar iants  par  h. 

bl b2 "'" bp 

I . 

(i+l)b. X~i+l)b2 ~(i+1) XO • " " " "~ ~ 0 bp 

En  composan t  par  h la premiere ~galit~, on obt ient  

a~ o h = N~'h*x~ ,~(h)(bp)) 

et 

a i o h =  

Ceci mon t r e  que 

Wh.Xo(~(h)(bl),C(h)(bz),... ,~(h)(b,) 

N~,Xo(C(h)(b~),C(h)(b2), . . . ,C(h)(b,))  

Wxo(r162  ,r 

ai o h = ( D e t ( P h ) ) N i ' x ~  b2 , . . .  , bp) 

( Det(7)h) ) W xo  (bl, b2 , . . .  , bp) = ai 

o/a Ph est la mat r ice  de passage entre  la base { b l , . . .  ,bp} et  la base 

{r ~(h)(bp)}. 
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Ainsi chaque a~ v~rifie ai(x) = ~i(xP), ai d@signant une fonction 

m@romorphe. L'@quation Exo se redescend donc par r en une @quation 

diff6rentielle lin~aire dont les solutions sont aussi dans la classe de Ntis- 

son (r @tant une application propre). On en d~duit que tout  @l@ment g 

de V(f)o est de la forme 

n 

a (xP)tog(xP) ni(xp) i . 

Puisque deux int~grales premieres coincidant sur un facteur transverse 

coincident, on a d@montr@ le point 1 du th@or~me. 

2. La forme normale wf s'@crit ~ f  = Aydx + xdy, )~ r Q. La fonction 

x~y est int@grale premiere et le diff~omorphisme d'holonomie h a pour 

expression h(x) = exp(2i~r/ik)x. De faqon analogue au cas pr@c~dent, en 

consid@rant le champ de vecteurs X0 = xO/Ox, on construit  une @quation 

diff@rentielle E x  0 dont les coefficients sont constants (car invariants par 

h). Par  suite, tout  @l@ment g de V(f)o est de la forme 

k 
g = s 

i=-1 

off les Pi sont des polyn6mes et t v@rifie X.t = 1. En choisissant t = logx, 
on obtient  

k k 

g(x) = y~ x~iPi(logx) = ~ x~iQi(logx ~) 
i=1 i=l 

o~ les Qi appart iennent  ~ C[x]. 

3. La forme normale wf est r@sonnante non lin@aire. D'apr~s le lemme 

2.3, le sous espace vectoriel E de V(f)o (invariant par l 'holonomie h) est 

engend% par la constante 1 et l'~l@ment go de V(f)o d'@criture go(x) = 
),/o_oqx + 1/xn; par cons@quent, le champ de vecteurs 

X n + t  0 

X o  - ~ x  n _ n O x  

est invariant par h. Puisque les orbites de ce dernier accumulent l'origine, 

les coefficients de l '~quation diff~rentielle Exo sont encore constants  et 
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tout 6l~ment g de V(f)o est de la forme 
ft 

g = ea  ~ 
i=1 

o/1 les Pi sont des polyn6mes. On v6rifie facilement que la croissance 

mod~rde de l'intdgrale premiere f impose que tous les  ki soient nuls de 

sorte que g = Pg(go) avec Pg appartenant  g C[x]. 
La fonction go est par construction la restriction d 'une int6grale 

premiere Nilsson Go dont la monodromie est additive et telle que f = 

PI(Go). Ainsi, il existe une fonction ~ uniforme et m6romorphe tel]e 

que o2 f  = pdGo. Ceci termine ta preuve du thSor~me puisqu'il est bien 

connu qu'un tel facteur int6grant est en fait holomorphe. 

3. Int6grales premi6res liouvilliennes et petits diviseurs 
Dans ce paragraphe cv d~signe un germe de 1-forme holomorphe r6duit 

dont le 1-jet est holomorphiquement conjugu~ ?~ xdy+Aydx ofa le nombre 
caractdristique )~ appartient ~ ]R + \ Q. 

3.1. Quelques rappels 
Le germe w est toujours formellement conjugu6 ~ sa partie lin~aire 

ca~ = ydx + Axdy. Ceci signifie qu'il existe une unit~ formelle ~ et un 

diff6omorphisme formel ~ tels que l'on ait 

~ * ~  = U~A. 

De plus, puisque ~ envoie (formellement) les s~paratrices de ~ sur les 

s@aratrices de ~ ,  il est de la forme 

~(x, y) = (xe ~l(x'y) ye~2(x,y)) 

o/1 les ~i sont des ~lSments de C[[x, y]]. 

Rappelons pour m~moire (nous ne Futiliserons pas par la suite) que 

est analytiquement conjugu~ h sa partie lin~aire si et seulement si A 

satisfait la condition diophantienne de Brujno 

~ log(qn+l) < oo 
n=l qn 
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off (Pn/qn)~>_l d4signe la suite des r~duites associ6e g la d4composition 

en fractions continues de )~ ([5] et [14]). 

3.2. Un th6or~me de lin6arisation 

I1 s'6nonce de la fa~on suivante. 

Th6or~me 3.1. Un 9erme co de 1-forme holomorphe rdduit dont le nom- 
bre caractdristique est irrationnel positif est analytiquement lindarisable 

si et seulement s'il poss~de une intdgrale premiere liouvillienne. 

Preuve. Notons r / le  facteur int~grant g6n~ralis~ de co. D'apr~s [3] il est 

de la forme 

~ 7 = a - - +  + d  
x y 

o/1 a et /3  sont des hombres complexes, m e t  n sont des entiers et F est 

un germe de fonction holomorphe. On constate que 

est un facteur int~grant g6n~ralis6 formel de co)` qui est encore de la 

forme 

~=  c~-- +/3 + d  
x y 

off H est une s~rie formelle. 

Puisque la fonction g(x, y) = xy est faeteur int~grant de a~)`, il vient 

(~ dXx ~ ) A w ) ` = O ,  

ce qui signifie qu'il existe une sdrie formelle G telle que 

dx dy 
x Y -- xm+lyn+ leO), 

OU encore que le quotient xm+lyn+l/G est  facteur int~grant de co)`. D~s 

lors, le quotient xmyn/G est  une in%grale premiere de co)` et est donc 

constant. On en d~duit que 

- #  + A  , # e C ,  
x y 
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savoir que ~, donc ~], est ~ p61es simples. Ainsi l'int6grale premiere 

liouvillienne de aJ est dans la classe de Nilsson et a /es t  analyt iquement  

lin6arisable (d'apr6s le th6or~me 2.2). 

4. A propos de la classification des germes de diff6omorphismes 
r6sonnants 
Le but  de ce paragraphe est d'~tablir un r~sultat pr~liminaire concernant 

les cocycles d 'un  diff6omorphisme r@onnant poss6dant une fonction in- 

variante d 'un certain type. Pour 6tre en mesure de l'6noncer, il nous 

faut d 'abord rappeler comment  on d6crit la classe analytique d 'un tel 

diff6omorphisme ~ part ir  de son espace d'orbites. 

4.1. Espaces d'orbites et classes analytiques 
Nous reprenons l'expos6 de [7]. I1 convient de distinguer deux cas. 

1. Le cas tangent  s l ' identitC Tout germe h de diff6omorphisme ho- 

lomorphe tangent  ~ l'identit6 est formellement conjugu6 h une unique 

forme normale (2i z o ) 
ha(z)  = exp \ 7+Y7~ Yz 

off u eat un hombre complexe et k un entier. Cette forme normale 

possbde un certain nombre de fonctions invariantes et il eat important  

de noter  que ce qui suit d@end  explicitement du choix de l 'une d 'entre 

elles. Nous privil6gions la fonction 

Ff(z )  = z-U exp 

Soit j appar tenant  ~ {0, 1, . . .  , 2k - 1}, on pose Oj = -Tr /2k  + jTr/k.  

Notons encore Vj les secteurs d6finis par 

vj = { 1~1 < ~, 0j - (-~ - ~) < A~g(z)  < O5 + k (5 _~) } 
k 

off 5 est choisi correctement de sorte que les Vj forment un bon recouvre- 

ment  du disque De = { [zl < e}, e 6tant un r6el positif arbi trairement pe- 

tit. Soient F ] ,  . . . ,  F y  ~-1 les d~terminat ions  de FS s ~  V0, . . . ,  V ~ _ I  

suivant la d6termination principale du logarithme. On v6rifie que F} 
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identifie l 'espace quotient V j / h f  ~ une sphere de Riemann non s6par6e 

not6e Sj. Pour obtenir l'espace des orbites de h f ,  on recolle les spheres 

Sj comme suit : c~ E So est identifi~ ~ ~ E $1 par l'identitS, 0 E $1 est 

identifi~ ~ 0 c $2 par l'identit6, ..., oc E $2k-2 est identifi~ ?~ ~ E $2k-1 

par l 'identit~ et 0 E S2k-1 est identifi6 ?~ 0 E SO par le diffSomorphisme 

G,(z) = exp(-2iTcu)z, monodromie de Ff  autour  de l'origine. 

On obtient alors l 'espace des orbites de h (formellement conjugu~ 

hf)  en remplaw dans la construction pr~c~dente l~identit5 par k 

couples 

0 ~2j = (~2j, ~92j) c Diffl(S2j; 0~ (x)) j = 0, 1, ..., k - 1, 

de diff6omorphismes locaux de la sphere en (0, cxD) tangents  h l'identit6 

en chacun de ces points. Plus pr6cis6ment, c~ E So est identifi6 

cc E $1 par ~ ,  0 E S1 est identifi~ ~ 0 E $2 par ~ 0 . . .  , ~ c $2k-2 est 

identifi6 ~ ~ E $2k-1 par cfl2c~_ 2 et 0 E S2k-1 est identifi6 k 0 E SO par 

le compos6 ~ .  o ~0. 

Compte  tenu des choix faits 1, la classe analytique de h est d6ter- 

min6e par les cocycles "caractdristiques" ~2j d6finis modulo conjugaison 

par un diffdomorphisme global de la sphere de Riemann fixant l'origine 

et l'infini (c'est s dire modulo une homoth6tie y ~ ~ ay oh a est un 

nombre complexe non nul). 

2. Le cas r~sonnant non tangent  ?~ l'identit~. Lorsque h'(O) = e 2i~rp/q, la 

forme normale formelle est du type 

o) 
h f  = e2 i~vp /qexp  \ 1 + v z  ql~ O-z " 

On v6rifie sans peine que hf  est un ramifi6 de 

o ) 
H f  = exp \ l + vu k Ou 

oh u = X(x) = x q. Notons 17 le recouvrement de De associ~ ~ HI .  I1 

est form~ de 2k ouverts seetoriels notes (Vj)j=o,1 ..... 2k-1. Chaque Vj = 

1Nous avons  fix6 une  fonct ion  invar ian te  et la n u m 6 r o t a t i o n  des spheres .  
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X-1 (Vj) est constitu6 de q secteurs disjoints 6ehang6s transi t ivement par 

la rotat ion z~ ~ e2i~rp/qz et se8 it6r6s. La fonction 2 
( - u + m q )  1 

Ff(x)  = x - m u  q2 eq2kuk 

Oia mp -- 1 (q) et m est un entier, s@are les orbites de hf  sur Vj. Ainsi 

l 'espace des orbites de hf  s 'obtient en recollant 2k sph6res de Riemann 

comme indiqu6 dans le cas 1, la monodromie de Ff  6tant l 'homoth6tie 

Z ,  ) C  Z .  

De la m6me faqon, l 'espace des orbites d 'un  germe h formellement 

conjugu6 5~ hf  s'obtient en remplaqant l 'identit6 dans les recollements 

pr6c6dents par k couples 

~2j = (~oj, ~92~) E Diffl(S2j; 0, oc) 

avec j = 0, 1, . . .  , k - 1. La classe analytique de h est encore donn6e par 

ces k couples d6finis modulo une action par un 616ment de C*. 

4.2. Calcul des cocycles en pr6sence de fonctions invariantes 

Le r6sultat 6nonc6 dans ce paragraphe et les hypoth6ses utilis6es sont 

justifi6s ~ posteriori par la suite de notre travail (voir les paragraphes 5 

et 6). 
On se fixe un germe de diff6omorphisme holomorphe r6sonnant h 

r6alis6 sur un disque De et on suppose qu'il existe une fonction f v6rifiant 

les deux hypoth6ses: 

1. f est multiforme sur D~ /~ monodromie additive. 

2. f o h(z) = o~f(z) + fl oh oz et fl sont des hombres complexes, c~ 6rant 

non nul. 

Le point 2 signifie pr6cis6ment que la fonction f se factorise en une 

fonction multiforme f j  sur chaque sph6re Sj de l'espace des orbites de 

h priv6e des deux p61es. Compte tenu des applications que nous avons 

en vue, nous faisons les hypothbses suppl6mentaires: 

3. Les seuls points critiques 6ventuels de f j  sont l'origine et l'infini. 

20n fait choix d'un logarithme sur Vj. 
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4. f j  est ~ croissance mod@r6e en l'origine et k l'infini. 

Proposit ion 4.1. Avec les notations prdcddentes et sous les hypotheses 

1,2,3 et 4, on a l'alternative suivante. 

1. Le diffdomorphisme h e s t  analytiquement normalisable. 

2. Les cocycles caractdristiques ~2j de h sont soit des couples (id, ~-~j) 

soit des couples (~-~., id) oct id ddsigne l'identitd et les ~-~j sont des 

homographies ~-2j ramifides ~ un m~me ordre n ne d@endant pas de 
j.  

Remarques .  Une homographie ramifi~e ~ l 'ordre n n'est rien d 'autre  

qu 'un diff@omorphisme obtenu en "conjuguant" une homographie par 

l 'application qui ?~ z associe z n. Par  ailleurs, puisqu' une base de l'espace 

des d@terminations de f pour Faction de h e s t  donn@e par le couple (1, f )  

on constate qu'en jordanisant  la matrice: 

oo) 
on se ram~ne ~ Fun des trois cas suivants: 

1. f o h = c ~ f s i a ~ l .  

2. f o h = f + l .  

3. f o h = f .  

La preuve qui suit montre  alors que seul le  troisi~me cas est h mSme de 

produire des cocycles P2j non triviaux (d'oh le t i tre du paragraphe).  

Preuve de la proposition. Nous commen~ons par d~terminer la fonction 

f j  pour chacun des trois cas pr@c6dents. 

L e m m e  4.2. Sur la sph@re Sj de l'espace des orbites de h munie de la 

coordonnde zj hdritde de l'identification Vj /h  ~- Sj, la fonction f j s'dcrit 

1. f j  ---- a jz ;  oct nj E Z et aj E C (cas 1). 
1 

2. f j = ~ l o g z j  + bj, oCt bj c C (cas 2). 

3. f j  = ajz~ j + by, oCt aj,bj E C et nj C Z (cas 3). 

Prenve. Nous ne traitons que le premier cas, on proc~de de fa~on ana- 

logue pour les autres. Soit )~ un nombre complexe tel que exp(2iTr)~) = 

Bo!. Soc. Bras. Mat., Vol. 30, N. 3, 1999 



SUR L'INTI~GRATION DES I~QUATIONS DIFFI~RENTIELLES HOLOMORPHES 267 

~. Puisque la fonction f j / z )  est uniforme et ~ croissance moddr6e en 

l'origine et ?~ l'infini, il existe un polyn6me P e t  un entier m tels que: 

f j  P(zj)  

4 z? 
La d6riv~e f j  de f j  est de la forme: 

/ /~--m--]  ( r',t ," ~ f j  = zj z y r  tzj) + (m - a)P(zj)) 

Puisque les seuls points critiques gventuels de f j  sont l'origine et l'infini, 

il existe un entier positif ou nul p e t  un hombre complexe c tels que 

zjP'(z j )  + (m - A)P(zj) = 

Les solutions polyn6miales de cette 6quation diffSrentielle s'gcrivent: 

et l 'on obtient 

C 
P(zj)  - z p 

p + m  - k 3 

= c 

fJ p + m - A  

Remarques .  La fonction f est multiforme sur D~ de monodromie attine. 

Dans la suite, nous choisissons de faire agir cette monodromie au niveau 

du recollement qui met  en jeu 0 E $2k-1 et 0 E So, 1~ off l 'dventuel 

diffdomorphisme a intervient. 

Nous conservons toujours les m6mes hypothSses et les m6mes nota- 

tions. 

L e m m e  4.3. Soit S2j une sphere du chapelet des orbites de h avec j ~ O. 

Le point 0 E S2j est identifid au point 0 C S2j_ 1 par )90j et le point 

cx~ E S2j est identifid au point oo E S2j+I par qP2~" Le cocycle )92j = 

()920j,)92~) s'il n'est pas trivial est de l'une des deux formes suivantes: 

i .  )922 = (id, 7-;; j) 

ii. )92j = (7-;; j , id) 

or 7-2; 2j ddsigne une homo9raphie ~-2j ramifide ~ l'ordre In2jl c N. 
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Preuve.  Puisque les d6terminations de f se recollent sur les secteurs 

Y 2 j - 1 ,  Y2j e t  Y 2 j + l  , o n  a l e s  relations suivantes: 

{ f2j(qo~ = f2j- l (z2j-1)  

f2j + 1 (w2j)) = f2j (w2j) 

oh wi d6signe la variable 1/zi. 
I1 n'est pas difficile de v6rifier que pour les cas 1 et 2 ces relations 

impliquent que le cocycle ~2j est trivial. Nous nous a t tardons donc sur 

le cas 3. 
n2j 

i. Supposons dans un premier temps que f 2 j ( z 2 j )  = a2jz2j + b2j oh 
a2j , b2j sont des nombres complexes et n2j  est un entier positif. I1 vient: 

n2j-  1 
a2j(qoOj(z2j-1)) n2y + 522 = a2j - lZ2j_ l  + 522-1 �9 

Ainsi qo~ est l ' ident i t~,  a2j = a 2 j _ l ,  b2j = b2j_l et n2j  = n 2 j _  1. 

En consid6rant la seconde ~galit~, on obtient: 

1 1 
a2j+l  r , ~  rw 2 A~nzj+l + 52j+1 =- a2j (W2j)n2j + 52j �9 

~Y2j~ 9H 

On a alors a2j+l  = a2j , n2j ---- n2j+l  et 

rt . oo 23 W2j 
 zj(w2j) --- T2j (w2j)  = 

( j  _}_ b2j-b2j+l ) 1/n2j " 
%j (w2J) ~2j 

ii. Le cas oh n2j est n6gatif, qui se trai te de fa~on analogue, conduit 

l 'assertion ii. du lemme. 

I1 ne nous reste qu'~ d~terminer le cocycle ~0. 

L e m m e  4.4. Le cocyc!e Y)O = !y)O ~ )  correspondant g la sphere So 
du chapelet des orbites de h, s'il n'est pas trivial, est de l'une des deux 
formes suivantes: 

�9 n O 
i. ~o  = (*d, 7o ) 

nO 
ii. ~0 = (~-0 , id) 

nO oCt ~-0 ddsigne une homo9raphie ~-o ramifide ~ l'ordre ]nol. 

Preuve.  I1 suffit de reprendre la d6monstrat ion du lemme pr6c6dent en 

tenant  compte toutefois de la modification suivante: les relations liant 
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les d6terminations de f sur V2k 1, V0 et V1 s'~erivent d~sormais: 

{ f0((72o ~0(z2k_1) ) : Af2k_ l (Z2k_ l )+  B 

f l (~0  (w0)) = fo(wo) 

oh A et B sont des nombres complexes. Ces relations se traduisent  

no tamment  dans le cas n0 positif  par: 

A'a  Z n2k-1 ao(~ "opO(z2k_l))n0 + b  0 = ~ 2k-1 2k-1 +b2k-1)  + B  
1 1 

al (~(wo))nl  + bl = ao-(~]n~ + bo 

Ceci ach~ve la preuve de la proposit ion 4.1 modulo la remarque qui suit. 

Remarque. On v6rifie facilement que t o u s l e s  entiers nj sont ~gaux 

un m~me entier relatif n. Cet entier mesure le d~faut d'injectivit~ de la 

fonction f sur les orbites de h. Lorsque f est injective, on a ~videmment 

n =  4-i. 

5. Formes r6sonnantes d6g6n6r6es et int6grales premieres liou- 
villiennes 
Dans ce qui suit w d~signe un germe de 1-forme holomorphe r~sonnant 

dgg~n6r6 de forme normale formelle 

w / =  x~+ldy - y(1 + #x~)dx . 

On suppose que w poss~de un facteur intdgrant g6ngralis6 ~ et n 'est  

pas analyt iquement  isomorphe h w/. Notons encore h le diffdomorphisme 

d'holonomie de la s@aratrice x = 0 de w 6valu6 sur la transversale y = 1. 

5.1. Calcul des cocycles de l'holonomie 
Nous avons d6j~ constatd que la 1-forme/30 obtenue en restreignant la 

forme ferm6e 

la transversale y = 1 v~rifie: 

W 

exp([ 7) 

h*/30 = ch/30 off Ch est une nombre 

complexe non nul. Fixons pour  la suite un point base * appar tenant  

un disque De off l 'on r6alise simultan6ment les germes 6tudi~s. La 
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fonction f d6finie par: 

f (z)  = /30 

satisfait 6videmment f o h = Chf + dh oh. dh appart ient  h C. 

Remarclue. Puisque h est dans le cas present tangent  h l'identit~, la 

constante Chest n~cessairement ~gale h 1. 

Lemme 5.1. La fonction f est multiforme sur D~ ~ monodromie ajfine. 

Preuve. I1 suffit de remarquer  que la 1-forme /30 est s monodromie 

multiplicative. 

On a par ailleurs le r6sultat suivant. 

L e m m e  5.2. La forme ~7/v=1 poss~de un p~le d'ordre k + t ~ t'origine. 

Preuve. Notons ~(x,  y) = (x, r y)) le diff~omorphisme formel tel que 

~*(xk+ldy - yP(x)dx) = ~tw 

o/1 ~ est une unit~ formelle et P un polyn6me de degr6 inf6rieur ou 

~gal s k tel que P(O) # 0 (cf [6]). La forme normale xk+ldy - yP(x)dx 

poss~de deux facteurs int~grants g~n6ralis~s: 71 = (k + 1)dx/x + dy /y  et 

~72 = (k + 1)dx/x + P (x )dx / x  k+l. On a donc deux 5galit~s 

d~ d~ w ( k + l )  dx + ~ r ] : ~ t l =  (*)1 
x r ~ g 

(k + 1)x ~ + P ( x )  d~ 
xk+l dx - ~ -  - ?7 = #2~ ,  (*)2 

off ~ = xk+l(~ est le facteur int~grant formel de w et #1 et #2 sont des 

nombres complexes. Distinguons deux cas. 

1. S i / t  I ~ 0~ on obtient en restreignant (*)1 a la transversale y = 1, 

n dx_ d~(x, 1) d~(x, 1) ~(x)dx 
( k +  + ^ = 

x r 1) ~(x, 1) ~/y=l ~1 zk+l~(x,  1) 

off r 1), ~(x, 1) et v(x) sont des unit6s formelles. Ceci montre  que 

~/y=l admet  un p61e d 'ordre k + 1. 
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2. Si #1 = 0, on s'in%resse ~ (*)2. Lorsque #2 = 0, la conclusion est 

~vidente. Supposons donc P2 r 0. En combinant (*)1 et (*)2, il vient 

P(x) dx de w 

ce qui signifie que 

r 1 6 2  -- y P ( x ) d x )  = t 2w 

ou encore que l 'unitd formelle ~ est constante. Darts ce cas, r /=  ~*r/2. 

Remarque. La 1-forme/3 0 s'~crit 

/30 = u(t) t~lexp . . .  exp ~ ~ U - ]  

oh u est une uni% holomorphe et les a j  sont des nombres complexes, 

a~+l  6tant non nul. 

La fonction f se factorise sur chaque sphSre Sj du chapelet des or- 

bites de h e n  une fonetion f j  multiforme. Compte  tenu de l '~criture de 

/30, les seuls points critiques ~ventuels de f j  sont l'origine et l'infini. 

I1 nous faut d~sormais controler la croissance de f j  au voisinage des 

p61es de Sj. 

L e m m e  5.3. La fonction f j  est ~ croissance moddrde ~ l'origine et en 
l~infini. 

Preuve.  I1 suffit de s'assurer que la limite du module Ifj(zj)l existe 

lorsque l 'on f a r  tendre zj vers l'origine ou vers l'infini. 

On constate que: 

1. La fonction 

f ( z )  = /30 = u(t) t~lexp . . .  exp \ - ~ U - ]  

tend vers une limite finie (resp. vers l'infini) lorsque z tend vers l'origine 

dans la partie ~t(a~+a/z k) < 0 (resp. dans la patt ie 9l(ak+l/Z k) > 0) de 

De. 

2. Le point zj de Sj tend vers l'origine (resp. vers l'infini) si et 

seulement si le point z de Vj tend vers l'origine dans le secteur Yl(1/z ~) < 

o (resp. > o). 
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II suffit done pour prouver le lemme de montrer  que le nombre com- 

plexe c~k+l est r6el. Supposons par l 'absurde qu'il existe une branche de 

l 'ensemble ~ (1 / z  k) = 0 contenue dans un secteur S off N(c~+l /Z  k) est 

s tr ictement n@gatif. Compte tenu de la dynamique de h dans S et de 

la relation f o h = f + dh, on peut  @tendre f en une fonction holomor- 

phe ~ d6croissanee exponentielle d 'ordre k sur un seeteur d 'ouverture 

str ictement sup~rieure ~ s / k .  D'apr~s le lemme de Watson ([11]), ceci 

implique que f est identiquement nulle, ee qui n'est pas le cas. Ainsi 

les branches de l 'ensemble N(1/z k) = 0 coincident avec les branches de 

l 'ensemble N(c~k+l/Z ~) = 0 et c~k+] est un hombre r6el. 

Les hypotheses 1,2,3 et 4 de la proposition 4.1 sont finalement v@ri- 

fi@es. Les coeycles de h sont done du type d@crit dans l'@nonc6 de cette 

dernibre. 

5.2. Rappels sur la classification par l'espace des feuilles 

Nous expliquons comment  obtenir la classe analytique d 'un germe ~ de 

1-forme holomorphe r6sonnant d6g6n6r6 de forme normale formelle 

w/  = xk+ldy  - y(1 + #xk)dx  . 

Nous reprenons une nouvelle fois l'expos6 de [6]. La d6marche est ana- 

logue s celle suive en 4.1. 

On introduit  les secteurs Wj d@finis par 

= e,  % - - 6) } { Ix[ < - 6) < A g(x) < % + w j  
k k 

off 0j = -~r/2k + jrc/k et j appart ient  s l 'ensemble {0, 1 , . . .  , 2k - 1}. 

Sur chaque produit  Wj • De, les feuilles du feuilletage 5% d'6quation 

co = 0 s'identifient aux courbes d'@quation 

y = c x ~ e x p ( - 1 / k x  k) 

off c est un hombre complexe. En particulier, l 'espace des feuilles de 

la restriction 5cj de 9 c  ?~ Wj • D~ s'identifie ?~ la droite complexe. La 

elasse analytique de l'@quation w = 0 est caract6ris~e par k coeycles 
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r r ..- , r oh chaque r est un couple not6 3 

r = (r 

form6 de transformations isotropes associ6es respectivement s la partie 

~(x ~) < 0 et ~(x ~) > 0 du secteur W2j. I1%sulte de la proposition 

6.1 de [6] que les r sont des translations (des homographies si l'on se 

place s l'infini) et les r ~ sont des diff6omorphismes locaux en Forigine 

tangent s Fidentit& 

Remarque importante. L'6quation w = 0 admet une solution analytique 

y = u(x) avec u(0) = 0 si et seulement si toutes les homographies r 

sont Fidentit& 

L'un des r6sultats cl6 pour la suite est le suivant (cf. [6]). 

Th6or/~me 5.4. Soit w un germe de 1-forme holomorphe rdsonnant 
ddgdngrd de forme normale formeUe wf. L'dquation w = 0 est une 
Equation de Riccatti si et seulement si les dldments r 0. des cocycles 
r sont des homographies. 

P%cisons pour finir les liens qui unissent les cocycles r relatifs s 

w] et les cocycles ~2j relatifs ~ hf. 
A tout cocycle p0j (resp. ~2~) correspond un cocycle sectoriel w~ 

~U c~ (resp. 2j) d6fini sur le secteur V~ = V2j N (~(x k) < 0) (resp. V2~ = 

V2N N (~(x k) > 0)) de la transversale y = 1. Notons p l'application 

x ,  , p(x) = x-~exp ( ~xk ) . 

On d6montre alors que: 

1. l'application p induit un isomorphisme de groupes entre l'ensemble 

des cocycles sectoriels z~~ sur V~ et l'ensemble des cocycles r 

2. Sur un secteur V~, l'application p n'induit plus un isomorphisme: 

elle identifie Fensemble des cocycles r ~t un sous groupe gun  param~tre 

de l'ensemble des cocycles sectoriels ~ .  

5.3. Interpr6tation: le lien avec les 6quations de Riccati 

Voici le r6sultat 

3par analogie au cas des diff~omorphismes 
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Proposition 5.5. Un germe w de 1-forme holomorphe rdsonnant ddgdnd- 

rd poss~dant un facteur intdgrant gdndralisd et qui n'est pas analytique- 

ment  isomorphe h sa forme normale formelle w f e s t  holomorphiquement 

conjugud h un germe ~_ de l'un des trois types suivants. 

1. w_ = xk+ldy  + (a(x)y + b(x))dx olz a(O) ~ 0 et b(O) = O. 

2. w_ = xk+ldy  + (a(x)y 2 + b(x))dx oit b(O) ~ 0 et a(O) = O. 

3. w_ = xk+ldy  + (a(x)y n + b(x)y)dx o~i b(O) # 0 et a(O) = O. 

Preuve.  1. Supposons dans un premier temps que les cocycles de h sont 

de la forme 

oh les T2j  sont des homographies. Dans ce cas les 61~ments r des 

cocycles ~)2j sont r6duits s l 'identit6 et compte  tenu du th6or~me 5.4, 

l '6quation ~ = 0 est holomorphiquement conjugu6e ?~ une 6quation de 

Riccati  

w1 = x~+ldy + (a(x)y 2 + b(x)y + c(x))dx . 

En consid~rant l 'application X(x, y) = (x, l / y ) ,  on obtient  une nouvelle 

~quation de Riccati  

w2 = y2X* w = - x k +  l dy + (a(x) + b(x)y + c(x)y2)dx 

pour  laquelle les nouveaux ~16ments #;2~ sont l ' identitC I1 en r6sulte 

que l '6quation ~2 = 0 poss~de une s5paratrice analytique y = u(x), avec 

u ( o )  = o. 

L e m m e  5.6. Le changement de variables 

Y 
X--(x'Y) = (X' l + u(x)y ) 

ramkne l'dquation ~1 = 0 h une dquation 

-- (1 + u(x)y)2X* COl = 0 

qui est lindaire en y. 

Preuve.  C'est un calcul 61~mentaire laiss6 au lecteur. 

2. Supposons d6sormais que les cocycles de h soient de la forme 

~ 2 j  ---- (7-2j, id) 
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oh les ~-2j sont des homographies. Nous allons montrer  que l '6quation 

a~ = 0 est holomorphiquement conjugu6e ~ une 6quation de Riccati 

poss6dant deux s6paratrices analytiques. 

Pour ce faire, consid6rons une 6quation lin6aire co I = 0 ayant pour 

cocycles des couples (id, ~ ) .  Cette 6quation poss6de une int6grale pre- 

mi6re liouvillienne (c'est la m6thode de la variation de la constante) et 

les cocycles du diff6omorphisme hl  d'holonomie de cJ1 sont des couples 
MOO ~OC OO (id, @2j) Off les ~)2j sont des homographies. La correspondance ~)2j ' > 

~OO (N3 r %alise ici un isomorphisme de C dans C et on peut  trouver r 

-oo Ainsi l '6quation cJ = 0 est analyt iquement  conjugu6e tels que r = ~-2j- 

g l '6quation de Riccati obtenue en t ransformant  l '6quation a~l = 0 en 

co = y2x*aJ1 = 0 os X(x, Y) = (x, l /y) .  

3. Consid6rons maintenant  le cas o/1 les cocycles de h sont de la forme 

oh les Tg~ sont des homographies ~'2j ramifi6es $ u n  certain ordre n ne 

d6pendant pas de j. 

Soit c~1 l '6quation lin6aire dont le diff6omorphisme d'holonomie hi 

a des cocycles de la forme (id,~-2j). Posons Xn(X,y) = (x, 1/y~). La 

forme ca1 donne naissance par image %ciproque s une forme %sonnante 

d6g6ndrde 

~--- = X n W l  = n 

Notons h le diff~omorphisme d'holonomie de w_. 

L e m m e  5.7. La forme ~ poss~de un facteur intdgrant 9dndralisd fl qui 

s 'dcrit 

?7 = ?]1 + (n + 1)dY 
Y 

07~ ?]1 ddsigne le facteur intdgrant gdndralisd de co I . On a de plus 

fl : --1fll 
- -  n 
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en notant ~ (resp. ~1) la restriction ~ la droite y = I de la forme 

exp( f  ~_) resp. e xp ( f  71) 

Preuve. I1 s'agit 1~ encore d 'un  calcul tout  ~ fait ~lgmentaire. 

On d~duit de ce lemme que la fonction fl primitive de/31 est inva- 

riante par les deux diff~omorphismes d'holonomie hi  et _h. Puisque les 

cocycles de hi  sont des homographies, la fonction f l  est injective sur 

les orbites de ce dernier. Par  contre f l  est de degr6 n sur les orbites de 

_h: en effet f l l ( c )  est constitu6 d 'une unique orbite de hi c'est ~ dire 

de n orbites de h. On v6rifie alors faeilement que les cocycles de h sont 

pr6cis6ment les couples 

~2j =- (v~j, id) . 

4. Le cas restant,  ~ savoir celui oh les cocyles de h sont de la forme 

~2j = (id, T~j) 

les ~-2~j ~tant des ramifications d'homographies, ne se produit  pas. En 

effet, Nous avons d~j?~ ~puis~ dans le cas 1 toute  l ' image de la corres- 

pondance 

2 j  I ~ ~ 2 j  �9 

5.4. Exemples: variations sur l'6quation d'Euler 

1. Elle s'6crit ~ = x2dy - (y + x)dx = 0. Son facteur int6grant g6n6ralis6 

est la forme m6romorphe 

2 x + 1  
~ l  - x2 dx . 

En int6grant l '6quation par la m6thode de la variation de la constante, 

on obtient l'int6grale premiere 

qui est bien liouvillienne. Notons que le changement de variable 1/t - 

1Ix = - ~ / x  ramhne cette derni~re 5quation 

f o  rOQ Y = _  e_r d(  
1 - (  
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qui n'est autre que la resommde Borel - Laplace de la s4rie d'Euler: 

~t(x) = E ( n - -  1)!x n . 
n > l  

La fonction invariante f est la restriction de l'int~grale premiere ~ la 

transversale y = 1, i.e. 

f ( z )  = e 1 / z  - -  fO z dtel/t't 

2. Consid~rons maintenant  la forme ~_ = 2x2dy+y( l+xy2)dx  = _y3x2aj. 
oh )C2(x, y) = (x, 1/y2). Notons _~ le facteur int6grant g6n~ralis~ de ~, il 

s'~crit: 
_ _ 2 x  + 1 3dy 

-dx  + - -  r ] -  x2 Y 

La restriction de la forme ferrule 

exp(f v_) 
g la droite y = 1 s'dcrit 

t30 - (1 + x)dx 
- x2e-1/x 

Par cons6quent, la fonction invariante - notons la encore f - primitive 

de la 1-forme/30 n'est rien d 'autre  que la fonction invariante associ6e s 

l '6quation d 'Euler (au signe pros). 

6. Le cas des  f o r m e s  r6sonnantes  n o n  d6g6n6r6es  

On s'int6resse ici ~ un germe a; de 1-forme holomorphe rdsonnant non 

d6g6n6r6 de forme normate formelle 

cry = p(1 + (# -- 1)(xPyq)k)ydx + q(1 + #(xPyq)k)xdy 

poss6dant un facteur int6grant g6n6ralis~ r]. Dans la suite, on suppose 

cv non analyt iquement  isomorphe s cJy. 

6.1. Calcul des cocycles de l 'holonomie 

Notons h le diff6omorphisme d'holonomie de la s6paratrice x = 0 de 

6valu6 sur la transversale y = 1. Nous commen~ons par 6tablir un 

~nalogue du lemme 5.2. 
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L e m m e  6.1. La forme  ~/v=l poss~de un pole d'ordre pk  + 1 en l'origine. 

Preuve.  Notons ~ et ~ le diffdomorphisme formel et l 'unitd formelle tels 

que 

Puisque la 1-forme formelle 

A 

r = ~w/ . 

d~ 

U 

est un facteur int@grant g@n6ralis@ de co f,  il existe un nombre complexe 

u qui est non nul et qui v6rifie 

d~t dgf  _ t jw f  
~*r 1 + 

u 9/  9f  

off g f ( x , y )  = (xy)(xPyq) k d@signe le facteur int~grant de wf. En res- 

treignant l'6galit@ pr@c~dente g la transversale y = 1, on obtient le 

r~sultat. 

Exemple.  I1 sera repris g la fin du paragraphe 6.2. Le germe w = 

y(1 + x)dx  + x(1 + x - xy )dy  admet  pour facteur int@grant g@n6ralis6 la 

forme 
2xy + 1 dy 

- x2y  2 ( x d y + y d x ) - - - y  

dont la restriction g la droite y = 1 est 

2x + 
?~ /y= l  - -  X 2 I dx . 

Comme pr@c6demment, on consid~re maintenant  la fonction f d@finie 

par Zz 
f ( z )  = /30 

ola * est un point base fix6 et/3o d6signe la restriction de la forme 
~2 

/3= exp(f 7) 
?~ la transversate y = 1. La fonction f v@rifie par construction: f o 

h = ch f  + dh off Ch et dh sont des nombres complexes. Notons une 

nouvelle lois f j  la fonction multiforme induite par f sur la sphere Sj du 

chapelet des orbites de h. En reprenant les m@mes arguments que dans 

le paragraphe 5 et compte  tenu du lemme 6.1, on montre  que f j  est 
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encore ~ croissance mod6r6e ~ l'origine et ~ l'infini. On peut  appliquer 

la proposition 4.1 et d6terminer ainsi les cocycles de h. 

6.2. La r6alisation effective des cocycles 
Le but  ici est d 'expliquer comment  ddcrire des formes r6sonnantes poss6- 

dant  un facteur int6grant g6n6ralis6 pour  lesquelles les cocycles de h sont 

fix6s. 

Consid6rons tout  d 'abord  le cas oh p = q = 1. La forme normale 

formelle ~ f  s'6crit 

a~f = (t + (# - t ) (zy)k)ydx + (1 + #(xy)k)xdy . 

Proposition 6.2. Soit w un germe de 1-forme holomorphe rdsonnant de 

forme normate formelle wf (o~t p = q = 1) possddant un facteur intdgrant 

gdndralisd et soit h le diffdomorphisme holonomie de la s@aratrice x = 0 

de w. Le germe w est holomorphiquement conjugud au germe en (y = 

O, s = x / y  = O) de t'dctatd divisd d'un germe w_ rdsonnant ddgdndrd 

�9 de type 1 si le cocycles de h sont des couples (id, v2j) 

�9 de type 2 si les cocycles de h sont des couples (T2j, id) 

�9 de type 3 si les coeycles de h sont des couples (T~j, id) 

(les notations grant celles de la proposition 5.5) 

Preuve de la proposi t ion.  Supposons clans un premier temps que les 

cocycles de h soient du type  (id, T2~). Soit 

w_ = 2 + l d y  + (a(x)y + b(x))dx, b(O) = O, a(O) ~ 0 

l '~quation lin6aire correspondante et soit 7r(s, y) = (sy, y) le morphisme 

d'6clatement de l'origine. On a 

7r*02 
- -  - -  s(sPy p + a(sy) + sb(sy))dy + y(a(sy) + sb(sy))ds 

Y 

oh l'on note b = x_b. Le germe ~ o d e  ~ en (0, O) est rdsonnant. L'holono- 

mie h de la s@aratrice x = 0 de ~_ est holomorphiquement conjugu6e 

l 'holonomie h0 de la s6paratrice s = 0 de �9 Ceci signifie encore que h 

et h0 sont holomorphiquement  conjugu6s. 
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On procgde de fa~on analogue dans les autres cas. Les d4tails sont 

laiss6s au leeteur. 

I1 ne reste plus qu'~ r6aliser les coeyles du type (id, ~-~j). Pour ee 

faire, on proegde de la fa~on suivante. Soit ~_ un germe de 1-forme holo- 

morphe r~sonnant d~g6n6r~ dont les eocyles sont (~-2%, id). En ~clatant 

eomme pr~e6demment, on obtient un germe c5 0 de 1-forme holomorphe 

r~sonnant dont le diff6omorphisme d'holonomie attaeh~ k la s~paratriee 

s = 0 a pour eoeyle (T2%, id). 

L e m m e  6.3. Avec les notations introduites, les cocycles du diffdomor- 
phisme d'holonomie ko de la s@aratrice y = 0 de g;o sont (id, ~-~). 

Preuve.  Le germe ~oo de l'~clat6 de w_ en x = 0 et t = y / x  = 0 est une 

1-forme r~sonnante d~g6n~r~e poss6dant deux s@aratriees analytiques. 

Les eocycles du diff6omorphisme k~ de la s6paratrice x = 0 sont done 

du type (poj, id). Un raisonnement simple sur les ehapelets de spheres 4 

montre  que, eompte tenu de l'~galit~ ko = h~ 1, les coeyeles de ko sont 

n~eessairement de la forme (id, ~2~)" Par  ailleurs, l 'application de Dulae 

assoei6e k wo produit  un isomorphime entre les espaees d'orbites de ho 

et ko. Les cocyeles de ho 6tant (~-2~, id), on en d6duit que l ' isomorphisme 

consider6 consiste/~ ~ehanger les pSles de ehaque sphere. Ainsi p2~ = w2%. 

I1 suffit maintenant ,  pour obtenir un germe w tel que les eocyeles de 

l 'holonomie de la s@aratrice x = 0 soient du type voulu, de faire subir 

~0 la t ransformation (s, y) , ~ (y, x). 

Nous dirons dans la suite qu 'un germe ca de 1-forme holomorphe 

r~sonnant est de "type (p, q)", p e t  q 6tant deux entiers positifs premiers 

entre eux, si sa forme normale s'6erit 

caf = p(1 + (# - 1)(xPyq)k)ydx + q(1 + #(xPyq)k)xdy . 

Notons par ailleurs Xp,q l 'application qui ~ (x, y) associe ( 2 ,  yq). On a 

le r6sultat suivant. 

Proposi t ion 6.4. Soit wo un germe de 1-forme holomorphe de type (1, 1) 

possddant un faeteur intdgrant gdndralisd r]o. On suppose les cocycles de 

4nous avons ddj~ utilis~ implicitement cette propri6t6 dans le paragraphe pr~c6dent 
pour "retourner" les cocycles d 'une 4quation lin4aire avec second membre et obtenir 
les cocycles d 'une ~quation de Riccati. 
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son holonomie ho non triviaux. La forme 

X~p,q~O 

a ; -  x p - l y q - 1  

poss~de alors un facteur intdgrant gdndralisd ~l et les cocycles de son ho- 

lonomie h sont obtenus en ramifiant les cocycIea de ho par l'application 

Z i > Z pq.  

I1 est ainsi possible de r~aliser les cocycles "ramifiSs" par certaines 

formes de type (p, q). 

Preuve de la proposit ion.  Soit f0 (resp. f )  la fonction invariante de h0 

(resp. h) primitive de la forme 

exp( f  rlo) resp. exp ( f  rl) 

restreinte ~ la droite y = 1. Un calcul ~16mentaire montre que fo(x  p) = f .  

Lemme 6.5. S i f o  est de degrd n sur lea orbitea de ho, f eat de degrd 

npq sur lea orbitea de h. 

Preuve. Puisque le niveau f0 = c est constitu~ de n orbites de h0, le 

niveau fo(x  p) = f = c renferme np orbites du diff~omorphisme r tangent 

l 'identit5 ramifi6 de h0 par x~ ~ x p. On a par ailleurs 

h = ( e 2 i ~ / P r  q . 

Les np orbites de r donnent naissance s np orbites de exp(2iTv/p)r donc 

npq orbites de h, d 'oh le r~sultat. 

Le chapelet des orbites de ho est constitu~ de 2k spheres Si munies 

des coordonn~es zi et recoll6es par les cocycles P2j. Pour construire le 

chapelet des orbites de h, on consid~re les 2k spheres Si munies des 

coordonn~es ~ = z pq recoll~es par les cocycles r ramifies des cocycles 

P2j a Fordre pq. 

Un algorithme de r~alisation des cocycles. On dispose en fait d~un algo- 

ri thme tout  ?~ fair g6n6ral permet tant  de construire des formes r~sonnan- 

tes de type (p, q) poss6dant des cocycles dorm,s de la forme (~-~j, id) ou 

(id, T~.). Sa raise en ~vidence r6sulte des constatations suivantes. Fixons 

un germe ~ de l-forme r~sonnante de type (p, q). Dans un syst~me de 
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coordonn6es.ad6quat, w s'6crit 

w = p(1 + ukb(x, y))ydx + qxdy 

off u = xPy q d6signe la variable r6sonnante et bes t  une unit6 holomorphe 

(se r6f6rer g [7]). On observe alors que t'6clat6 divis6 ~ de co admet  au 

voisinage de l'origine de ta carte (s = y/x ,  y) et apr6s renormalisation 

par (x, y) ,  ~ (s, y) le m6me type d'6criture, g savoir 

= p(1 + ~k~(x, y))ydx + (p + q)xdy 

oh ~ = xPy p+q et b e s t  une unit6. 

Par  construction les diff6omorphismes d'holonomie des germes co et 

associ6s g la s6paratrice x = 0 sont analyt iquement  conjugu6s, ce qui 

implique qu'ils ont m6me espace d'orbites. Pour  des raisons analogues 

g celles invoqu6es plus haut,  on constate que ce dernier est obtenu g 

partir  du chapelet de sh6res associ6 au diff6omorphisme d'holonomie de 

la s6paratrice y = 0 en inversant les p61es de chacune des sph6res. Notons 

par ailleurs a 0 , . . .  ,an les entiers apparaissant successivementdans la 

d6composition en fractions continues du rationnel q/p, i.e. ai = Ent[xi] 

o6 
1 

X i - -  
X i _  1 - -  a i _  1 

et xo = q/p. 
L'algori thme cherch6 est le suivant: par tons d 'un  germe w de type  

(1, 1) 6crit sous la forme 

w = (1 + u%(x, y))ydx + xdy 

avec des cocycles d 'holonomie prescrits du type  (~-~j, id) ou (id, ~-~j) (que 

l'on sait r6aliser effectivement d'apr6s la proposit ion 6.2 et le lemme 6.3). 

La premi6re 6tape consiste g 6clater an lois co suivant la proc6dure d6crite 

ci-dessus pour  obtenir  un germe wn auquel on applique la permuta t ion  

(x, y) ~ ~ (y, x). On recommence ensuite cette op6ration en remplaqant 

an par an-1 puis an-1 par an-2 et ceci jusqu 'g  ce que l 'on soit amend 

g consid6rer l 'entier a0. On termine alors en 6clatant a0 lois le dernier 

germe calcul6. On v6rifie que l'on a bien ainsi construit  une l-forme 

r6sonnante de type  (p, q) r6alisant les cocycles donn6s. 
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Terminons ce paragraphe par un exemple, il est obtenu en dclatant 

l'dquation d'Euler 

= xUdy - (y + x)dx = O. 

En posant  r~(t, y) = (ty, y), il vient 

71"02 
- - t(1 + t - ty)dy + y(1 + t)dt. 

Y 

Les singularit~s sont donn@es par y = 0 et t = 0 o u t  = -1 .  En (0,0), 

la singularit@ est rdsonnante non ddg~n@r@e de type  (1, 1). Le l- jet  de 

en y = 0, u = 1 + t = 0 est - ( u  + y)dy. Puisque l 'dquation d 'Euler  

n 'a  qu 'une seule s@paratrice, le noeud col (u = 0, y = 0) n 'a pas de 

s4paratrice sortante. I1 n'est  done pas normalisable analytiquement.  

On en ddduit que la singularit@ rdsonnante non d@g4n4rde (t = 0, y = 0) 

n'est pas analyt iquement  normalisable. On vgrifie facilement que 

dy 7r* ( 2x + I dx~ dy 

est un facteur int@grant g5ndralisd de ~. 

7. Remarques $ propos d'tm @nonc@ de type Galois 
Nous nous proposons de donner dans ce dernier paragraphe quelques 

id@es qui pourraient  permet t re  de resituer les r~sultats obtenus pr~c~- 

demment  au sein d 'une th@orie de Galois pour  les germes d'4quations 

diff4rentielles holomorphes non lindaires du premier ordre. Nous nous 

limitons pour  simplifier l'expos@ g des germes de diff@omorphismes ho- 

lomorphes tangents  g l ' identitC On proc~derait de fagon analogue pour  

trai ter  les cas r@sonnants g@n@raux. Nous reprenons les notat ions intro- 

duites dans le paragraphe 4. I1 semble naturel  de proposer la d@finition 

suivante. 

D@firtition. Soit h un germe de diff6omorphisme holomorphe tangent  

l 'identit~ dont  les cocycles ~2j, 616ments de Diffl(S;0, oo ) (S est la 

sphere de Riemann),  sont not4s qo2j = (qo~ 3, ~o2~ pour  j = 0 , . . . ,  2k - 

1. Le pseudo-groupe de Galois de h, Gal(h), est le pseudo-groupe de 

Diff(S; 0, oo) engendr4 par  les ~o2j et les homoth&ies.  
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Le pseudo-groupe Gal(h) contient deux groupes de germes de diff~o- 

morphismes holomorphes Gal0 et Gal~ engendr~s respectivement par les 

poj et les homoth~ties et les ~2j et les homoth6ties. Si les cocycles de 

h sont du type (~-~j, id) ou du type (id, ~ j )  le pseudo-groupe Gal(h) se 

r6duit ~ Fun de ces deux groupes et il est r~soluble. 

Si l'on suppose maintenant  que Gal(h) est r@soluble, il est raison- 

nable de demander  que Gal0 et Gal~ le soient. Ii est bien connu que 

tout  groupe rSsoluble de germes de diff@omorphismes holomorphes est 

formellement conjugu~ s une ramification d 'un groupe d 'homographies 

([4]); dans 16 cas present ce r~suttat peut  @tre pr@cis& 

L e m m e  7.1. Le groupc Gal0 (resp. Gal~) est rdsoluble si et seulement si 

les eomposantes ~oj (resp. ~2~) sour des homographies ramifides ~ u n  

ordre no (resp. n ~ )  ne ddpendant que de h. 

Preuve. Nous raisonnons sur Gal0 que nous supposons r~soluble. Soit 

un 616ment de Gal0 tangent  ~t l 'identit~ et ~-~ l 'homoth~tie z ~ ~ az. 

Le compos6 ~9 a : T a 0 r 0 Ta I e s t  encore tangent  ~ l'identit~ et commute  

avec ~. En @crivant 

= exp (Z) z 

off ] e s t  une s~rie formelle d 'ordre deux, on obtient 

1A 0 
~ a ( Z )  -~  eXPaf  (aZ)~z . 

Dire que ~ et ~a commutent  @quivaut ~ dire que les champs formels 

logarithmes de ces diff@omorphismes sont proportionnels, i.e. il existe 

un nombre complexe A tel que 

z 

On v6rifie facilement que si ~ est une rotation d'angle irrationel f dolt 

necessairement 6tre un mon6me, ce qui implique le r@sultat. 

Supposons dans un premier temps que no = no~. Quit te ~ d6ramifier 

le pseudo-groupe G a l e n  changeant la variable z de S par z 1~no, on se 

ram~ne k la situation oh Gal0 et Galo~ sont des groupes d'homographies. 

On constate alors que Gal(h) est r@soluble si et seulement si soit Gal0 
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soit  Ga l a  est  tr ivial:  en  effet le g roupe  de PSL(2; C) engendr6  pa r  une  

h o m o g r a p h i c  et  une  t r an s l a t i on  n 'es t  pas r6soluble. Si m a i n t e n a n t  no 

est different  de no~, on v6rifie que l 'alg~bre de Lie engendr6s  p a r  les 

champs  de vec teurs  ra t ionne ls  logar i thmes  des composan te s  ~oj  et ~ 2j 
des cocycles  de h ne p e u t  5tre r6soluble puisque  de d imens ion  infinie. 
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