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Resum6.  Cet article contribue ~ l '6tude des 1-formes holomorphes de type courbes 
g6n6ralis6es. Nous observons que deux 1-formes de type courbes g6n6ralis6es ayant 
les m6mes s6paratrices partagent  certaines propri6t6s. Nous en d6duisons que dans 
le cas d 'une unique s6paratrice, son type topologique est d6termin6 par ses invariants 
polaires. Nous commenqons donc par 6tendre la notion d' invariant polaire aux 1- 
formes holomorphes de type courbes g6n6ralis6es. Nous 6tudions ensuite le polygone 
de Newton d 'une 1-forme holomorphe pour mesurer le contact de la s6paratrice d 'une 
1-forme holomorphe de type courbe g6n6ralis6e avec ses courbes polaires. Nous ter- 
minons la preuve par une formule ~ la Pliicker. 

Mots  Clefs :  Courbe g6n6ralis6e, s6paratrice, eourbe polaire, invariant polaire, poly- 
gone de Newton, d6veloppement de Puiseux. 

Abs t rac t .  In this paper, we consider singular holomorphic 1-forms in dimension two 
of generMized curve type ; some properties shared by such 1-forms having the same 
separatrices allow us to prove that  in case of a unique separatrix, its topological type 
is given by polar invariants. For that  purpose, we extend the notion of polar invariant 
to holomorphic 1-forms ; then we s tudy the Newton polygon of an holomorphic 1-form 
in order to compute the order of contact between the separatr ix of a generalized curve 
and its polar curves. We conclude the proof by a Pliicker-like formula. 

Keywords: Generalized curve, separatrix, polar curve, polar invariant, Newton 
polygon, Puiseux expansion. 

1. Introduction 
A l a  m a n i 6 r e  d e  [11] ce t e x t e  a b o r d e  u n  p r o b l 6 m e  d ' 6 q u i s i n g u l a r i t 6  

p o u r  les  s 6 p a r a t r i c e s  d e  c e r t a i n e s  1 - f o r m e s  h o l o m o r p h e s ,  les  c o u r b e s  

g6n6 ra l i s6e s  i n t r o d u i t e s  p a r  C a m a c h o ,  L i n s  e t  S a d  [4]. O n  d 6 m o n t r e :  

T h e 6 o r ~ m e  1.1. Soit ~ une 1-forme de type courbe gdndralisde. Suppo- 

sons qu'elle ne poss~de qu'une seule sdparatrice C, alors le type topolo- 
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294 PATRICK ROUILLI~ 

gique de C est ddterming par tes invariants polaires de a~. 
Plus pr~cisfiment, par s6paratrice d'une 1-forme w, on entend une 

courbe irr~ductible C param6tr6e par v(t) = (x(t), y(t)) telle que 7*w -- 

0. A toute courbe irrgductible C, on associe sans 6quivoque des inva- 

riants polaires [13] en choisissant une 6quation r6duite f E C{x, y} de 

C d6finie dans un voisinage U de (0, 0) et une courbe polaire: 

r[_.:x]= +"ovv=~ 
En effet, le type topologique de P[-u:x] ne d~pend ni du choix de f ni 

du choix de [ - #  : A] g6n6rique dans CP(1) ; en outre, si r[_u:a] admet 

une d~composition en composantes irr6ductibles: 

l 

r[-t~:A] = U 7q 
q=l 

et si (Xq(t), yq(t)) param~tre %, alors les nombres 

mq(C) = mult(~/q) 

eq(C) + mq(C) = ordtf(Xq(t), yq(t)) 

ind6pendants du choix de l'~quation r~duite de C et d'un choix g6n6rique 

de [ -#  : A] sont appel~s invariants polaires. D'apr~s un th~or~me de 

Merle [11], la donn6e de la multiplicit6 d'une courbe polaire associ~e 

une direction g6n~rique [ -#  : )q et des quotients polaires, c'est-~-dire 

l'ensemble 

{ eq(C)}  U{mult(F[_~:a])} 
mq(C) q=l...l 

permet de retrouver le type topologique de C. Nous allons montrer 

que consid6rer des invariants polaires associ6s k une courbe g6n6ralis~e 

dont C est l'unique s6paratrice ne modifie pas l'ensemble des quotients 

polaires. 

Prouver ce thgor~me fait appel/~ des polygones de Newton; il s'agit 

de repr6senter sur le m~me diagramme les exposants des paramgtri- 

sations de Puiseux de la s@aratrice de we t  des polaires. Cette m~thode 
sugg6r6e par [7] dans le cas des fonctions s%tend ~ certaines 1-formes 
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T H I ~ O I ~ M E  DE MERLE: CAS DES 1-FORMES 295 

holomorphes, en utilisant la construction de Briot et Bouquet  [1]. 

2. Invariants polaires et topologie 

Notation. Par  courbe, on entend dor6navant le repr6sentant d 'un  germe 

en (0, 0) d 'ensemble analytique de dimension 1. Par  1-forme holomorphe, 

on entend le repr~sentant d 'un  germe en (0, 0) de 1-forme diff6rentielle 

holomorphe ~ singularit~ isol~e en (0, 0). On note mult(C) la multiplicit6 

en (0, 0) d 'une courbe C; si C et D sont deux courbes sans branche 

commune en (0,0), (C,D)o d~signe leur multiplicit6 d' intersection en 

(0, 0). 
Nous rappelons que le th~or~me de Enriques-Chisini dit que deux 

courbes ont le mSme type  topologique quand elles ont la m~me d~singu- 

larisation et que le lemme de M. Noether s'6nonce: 

A 
(C, D)0 = mult(C)mult(D)(C, D)0, 

oh C et L) sont les transform6es strictes des courbes C et D par un 

6clatement ponctuel.  

Une courbe irr~ductible de multiplicit~ m est paramStr6e par: 

x = t'~, Y = Z ai$z" 
i ~ - m  

Soit kl le plus pet i t  entier k tel que ak soit non nul et que k ne soit pas 

divisible par m; on pose: k /m = p l /n l  avec pgcd(pl, hi)  = 1. Puis k2 le 

plus pet i t  entier k tel que ak soit non nul et que nlk ne soit pas divisible 

par m; on pose: k2 = p2/n]n2 off pgcd(p2, n2) = 1. 

Ainsi de suite on d6finit un ensemble fini de couples appel~s paires 

de Puiseux de C: 

P ( c )  = {(pv, U l ) , . . . ,  (pg, ng)} 

Or il est connu que le type  topologique de C au voisinage de (0, 0) 

est celui d 'un c6ne de sommet  (0, 0) sur le nceud K(C), intersection de 

C et d 'une sphgre de centre (0, 0) de rayon assez petit .  

Th~or~me 2.1. (de K. Brauner)  Le noeud K(C) est ddcrit par P(C). 
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296 PATRICK ROUILLE 

D'apr~s ce qui pr6c~de, les nombres {~ri}i=0...g dgfinis par: 

Gi Pi 
o- 0 = m ,  - s i  i r 0 

m n l  �9 �9 �9 n i  

appel6s exposants  de Puiseux,  apparaissent  dans la paramStr isat ion de 

C et d5terminent  son type topologique. I1 e n e s t  done de m@me du 

cortege de nombres  {ei}i=o...g d@finis ainsi par  [14]: 

9 0 = GO, O- 1 = 0-1, 

o - k + l  = n k # s  - -  G k  + o k + l .  

Soit w = A(x, y)dx + B(x,  y)dy une 1-forme holomorphe,  associons 

lui son applicat ion de Gauss: 

~ : (x, y) ~-+ [ -B(x ,  y) :  A(x, y)]. 

Comme (0,0) est une singularit6 isol6e de w, G~ est d@finie dans 

U\{(0,  0)} off U est un voisinage de (0, 0), s valeurs dans CP(1). 

Une succession d '6clatements  E : U > U telle que ~w o E soit 

pa r tou t  d@finie dans U est appel~e une rSduction de ~ .  L'existence 

d 'une  rSduction minimale  ou canonique est classique. Nous renvoyons 

[9] ainsi que pour  la d@finition [2.2]. Rappelons  qu 'une  composante  D 

de E - l ( 0 )  est dite dicrit ique si ~ o E restreint ~ D n 'est  pas constante.  

D@finition 2.2. ([9]) L 'ensemble des valeurs spdciales de G~ est formd: 

(i) des valeurs de ~ o E restreint d Da o~t Da parcourt l'ensemble des 

composantes non dicritiques de E- l (0 ) .  

(ii) des valeurs critiques de ~ o  E restreint d D b o~t D b parcourt l' ensem- 

ble des composantes dicritiques de E. 

(iii) des valeurs de G~ o E(Q) o~t Q est un point d'intersection entre deux 

dicritiques. 

Par ddfinition une valeur non spdciale est gdndrique. 

D@fmition 2.3. Les courbes polaires de w sont les courbes: 

F[_b:a] = 6 g l ( [ - b  : a]) = {(x,y) E U [aA(x,y)  + bB(x,y) = 0}; 

on dit que P[_b:a] est une polaire gdndrique quand [-b : a] est une vaIeur 

gdndrique de ~ .  
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I1 r~sulte du th~or~me de Enriques-Chisini que s i t  eg t' song deux 

valeurs g~n~riques, Ft - - - - -  ~ l ( t )  et rt, = ~gl ( t ' )  ont m~me topologie. Si: 

l 
Ft = U "Yq 

q=l 

est une d~composition de Ft en composantes irr~ducgibles et si: 

la famille: 

rnq(W) = rnult('),q) 

{mq(W)}q=l...1 

ne d6pend pas du choix de t pris parmi les valeurs g~nSriques. 

Par  ailleurs en raison du lemme de Noether: eq(W) = (Tq, rt,)0 ne 

d@end  pas du choix de deux valeurs g~n~riques distinctes t e t t ' .  

D~finition 2.4. Les nombres mq(W) et eq(W) sont appel6s les invariants 

polaires de w. 

La preuve du th~or~me repose sur la d~termination de l 'ordre de 

cooncidence entre la s@aragrice unique d 'une l-forme de type courbe 

g~n~ralis~e et les composantes d 'une courbe polaire gSn~rique: 

D~finition 2.5. ([8]) L'ordre de coi'ncidence C(C, D) entre deux courbes 

irrdductibles C et D est: 

sup{ l ,  sup{ordz(Y~D(Z) -- y~(z)  I u = 1 . . .  muir(D),  # = 1 . . .  rnnl t (C)}}  

O~t yD(2C)u=l...rnult(D) et u Yc(X)#=l...rnult(C) sont les ddterminations des 
paramdtrisations de Puiseux des courbes D et C. 

Dor6navant C est une courbe irr~ductible donn~e par son cortege 

d'invariants topologiques {D0,.. .  , ~g}. 

([11]) Soit D u n e  courbe irrdductible. Si: C(C,D) = Propos i t ion  2.6. 

( f i lm alors: 
(C, D)O ~i 

muir(D) nj " " n i _ l  

Dans [11] il est d~montr~ que l 'ordre de coYncidence entre les bran- 

ches polaires gdn6riques d 'une courbe irrdduetible et cetge courbe song 
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exactement les exposants cr~/m. Or d'aprSs les formules de Pliicker: 

eq(C) (Tq, C)O 
- - + l -  
mq(C) mq(C) " 

La donn6e des quotients polaires: 

{ eq(C)}  U{mult(F[_t t :A])}avec[_l~: /~]g~n~rique 
mq(C)  q=l...l 

est done 6quivalente/~ celle des ~i. Nous allons montrer que si 6 d6crit 

l'ensemble des branches ~q d'une eourbe polaire g6n6rique d'une 1-forme 

de type courbe g6n6ralis6e co de s@aratrice C, C(C, 6) d~erit l'ensemble 

des exposants ai/rn.  Puis nous montrerons l'6galit6: 

eq(CO___~) + I -- (~q' C)0  
mq(W) mq(W) 

Nous aurons prouv6 que le type topologique de C, c'est-?~-dire l'ensemble 

{#i}i=0...g, est d6termin6 par les invariants polaires de w. 

L'exemple qui suit r6capitule les ~tapes de l'applieation du th~or~me. 

i) D6terminer: 

mq(CV) q=l...l rtl " " "ni-1 i=O...g ' 

ii) en d~duire les exposants de Puiseux a i / m .  

Consid6rons: 

w = d(y 4 - 2x3y 2 - 4x5y + x 6 - x 7) + wl 

off Wl est une perturbation dont les coefficients sont d'ordre au moins 

6gal ?~ 10. On peut v6rifier par une succession d'~clatements ponc- 

tuels que wes t  de type courbe g6n~ralis~e et ne poss~de qu'une seule 

s@aratrice C. 

L'~quation de la courbe polaire F[_b:~] est: 

a(6x 5 -- 7x 6 -- 6x2y 2 -- 20xay) + b(4y 3 - 4x3y - 4x 5) + G(a, b, x,  y) 

off G(a, b, x, y) peut 6tre n6glig6. 

Le polygone de Newton de F[_b:a] est repr6sent6 ci-dessous pour des 

valeurs g~ngriques de [-b : a]. 
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La courbe polaire F[_b:a]  poss~de donc deux composantes 71 et 72. La 

m6thode de Newton montre que 71 est paramet r ic  par: 

y = c (a ,  b ) x  2 + . . .  

et que 72 est paramet r ic  par: 

y = x 3 / 2  + ~ x  2 + . . .  

oh ne sont omis que des termes n6gligeables ne por tant  aucune informa- 

tion sur la topologie de 71 et 72. On en d6duit: 

ml(a; ) = 1, el(cO ) = 5, m2(a;) = 2, e2(aJ ) = 11; 

mq(W) + 1 U, {mult(r[_,:a]) + 1} = {4, 6, 13/2}. 
q = l . . . l  

Ainsi: 

m u l t ( C )  = cr 0 = ~0 = 4, 

~71 = 0 - 1  = 6, 

nl  = 2 et cr 2 = 0-  2 - -  n l 0 - 1  + o- 1 = 13 -- 12 + 6 = 7. 

Les exposants de Puiseux de C sont 3/2 et 7/4. 

3. Po lygones  de  N e w t o n  de 1- formes  
La comparaison des polygones de Newton des 1-formes de type  courbe 

g~n~ralis~e ~t singularit~ isol~e et des ~quations r~duites de leurs s6para- 

trices fait l 'objet  de cette section. 

Notation. Soit a~ une 1-forme holomorphe singulibre au point (0, 0), elle 

se d6veloppe en s6rie de 1-formes w j  ~ coemcients homog~nes de degr5 
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j :  
0o 

w = Z w  j 
j=0 

on note mult(~) et on appelle multiplicit~ alg~brique de ~ le degr~ des 

coefficients du premier terme non nul de eette s@ie. 

Soit f une fonction analytique nulle ~ l'origine et son d6veloppement 

en s@ie 

f(x,  y) = ~ f~zx~y z 
c~,/3 

Soit ~ = A(x, y)dx + B(x, y)dy une 1-forme holomorphe, les s~paratrices 

de w sont les solutions analytiques de t'~quation diff@entielle: 

A(x,y) + B(x,y)~,.T, = 0 

dont le d~veloppement en s@ie s'~crit: 

dy dy 
A(x, y) + B(x, y)dx = ~ AaZx~YZ + B~Zx~+lYZ-1 d-~ 

c~,13 

D~finition 3.1. ([1]) On appelle support de f (resp ~) et on note A(f) 

(resp A(w)) la partie suivante du rdseau Z x Z :  A(f) = {(a,/3) If~z r o} 

(resp A(~) = {(~,/3) I (A~ z, B~Z) d (0, 0)}). 
En un point (c~,/3) E A(w), le monSme A~zx~y z est appel~ contri- 

bution de A e t  le monSme B~zx~+lyZ-ldy/dx est ~ppel~ contribution 

de B. Signalons qu'en un point du support, A e t  B ne contribuent pas 

toujours tousles deux. 

D~finition3.2. ([1]) On appelle polygone de Newton de f (resp polygone 
de Newton de w) et on note N(f )  (resp N(w)) le bord de l'enveloppe 
eonvexe de 

U (a,/3)+R+xR+ (resp U (~,/3) +R+xR+)" 
(c~,/3) c/k (f) (c~,t3)E/k (w) 

Lemme 3.3. ([2]) Soit f une fonetion, ~ tout eStd de N(f)  de pente 
-1 /u  supdrieure ~ -1, d'extrdmitds (OQ,/31) , (O~2,/32) avee /31 > /32, 
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correspond une union 
k 

P = U T i  
i = 1  

de composantes irrMuctibles de f - l (O)  telle que mult (F)  = /31 - / 3 2  et 

pour tout i E {1, . .  �9 , k}, la composante 7i est param~tr& ainsi: 

y(x) = c~x ~ + ei(x) oct ord~ei(x) > u et c~ 4 0 

enfin, la correspondance r&iproque est vraie. 

Ce n'est  pas le cas pour  les 1-formes holomorphes;  consid~rons 

c o = x d y - ( n y - x n ) d x  oh n C N  et n ~ 0  

N(co) compor te  un  c5t6 L de pente  - 1 / n  ~lors que son unique s6paratrice 

est la courbe d '~quat ion x = 0. Afin de rem~dier g cet inconvenient,  J. 

Cano in t rodui t  la not ion de c6t~ principal et prouve une version affaiblie 

du  lemme pr~c~dant. 

D6fini t ion 3.4. ([5]) Soit L un c6td de N(co) de pente - l / u ,  d'extrdmi- 

tds (cq,/31) et (c~2,/32) avee /31 >/32, on dit que c'est un bon cStd si 

B~lZ a r  et - A~I&/B~IZx  C Q n { r  > u} ;Aa2z2 +uB~2 & ~ 0 .  

Si {y = 0} n'est pas une sdparatrice de co et si L e s t  le bon eStd de plus 

grande pente, alors on dit que c'est le c6td principal de co. 

Lemme 3.5. ([51) Si {x = 0} et {y = 0} ne sont pas des s@aratrices de 

co, alors N(co) a un cStd principal et un seul. Si ce dernier est de pente 

- l / u ,  alors co a une sdparatrice paramdtrde ainsi 

y = ex" + ~l(x) oct c ~ O et ordxT?(x) > u. 

Si u = p l / n l  avec pgcd(pl, n l )  = 1 et si E est l'application: 

9) = 9 + cr 

ators soit ~ = 0 est l'dquation d'une sdparatrice de E'co, soit N ( E * w )  a 

un c6td principal de pente - 1 / A  avec )~ > Pl. 

D~fmit ion3.6.  ([4]) Une l - forme co est dire de type courbe gdndralisde si 

pour route reduction E de co, E* w ne comporte ni composante dicritique, 

ni point de type selle-nosud. 
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Une succession d'~clatements ponctuels [12] nous ram~ne ~t la situa- 

tion suivante: ~tant donnge ~ une 1-forme singuligre %duite de type 

courbe gSn~ratisge, [10] assure l 'existence d 'un  syst~me de eoordonn~es 

(x, y) tel que 

w = ) , x ( t + - . - ) d y + t ~ y ( l + - . . ) d x  avec # ) , ~ 0 e t ) ~ / p C Q - .  

Si f est une ~quation %duite de ses s~paratrices, f ( x ,  y) = xyU(x ,  y), 

on a U(0, 0) r 0 et pour toute  courbe param~t%e par 7(t) = (x(t), y(t)), 

on v~rifie l'6galit~ 

ordtw(x(t),  y(t)) = ordtdf(x(t) ,  y(t)). 

C'est un cas particulier du lemme suivant: 

L e m m e  3.7. Soient Wl et w2 deux 1-formes de type courbe gdndralisde 

singularitd isolde dont les sdparatrices sont identiques. Pour  toute 

courbe ~y distincte des sdparatrices et toute paramdtrisation (x(t), y(t)) 

de 7: 

ordtwl(x(t) ,  y(t)) = ordtw2(x(t), y(t)) 

Preuve du  lemme.  Supposons le c6ne tangent  de 7 different de {x = 0}, 

posons 

~1 = A]dx  + B l d y  w2 = A2dx  + B2dy 

et effectuons l '~clatement de Forigine dans la carte 

E :  (x, u) ~ (x, xu) 

Si & l e t  dJ2 d~signent les transform~es strictes de Wl et ~2, si m l  et 

m2 sont leurs multipici%s alg~briques respectives, il vient 

E*wl = (Al(x, xu) + u B l ( x ,  xu))dx + x B l ( x ,  xu)du  = x'~5~1, 

E* ~2 = (A2(x, xu) + uB2(x,  xu))dx + xB2(z ,  xu)du = Xm2&2 . 

7 et sa transform6e stricte ~/ ~tant param6t%es par v(t) et ~/(t), posons 

pour i = 1 et i = 2: 

= ~ * ( E * ~ )  = x ( t ) ' % * ~ .  
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Ce que l'on t radui t  en terme de multiplicit6 par: 

ordtcoi(v(t)) = ordt(x(t)m~(~/(t))) 

= mult(v)mult(w~) + ordt~i(~(t)) 

D'apr~s [4], pour toute  ~quation r~duite f des stparatr ices de col et co2, 

m] ,  m2 et mult(df) sont ~gaux. On conclut par r~currence sur le nombre 

d'~clatements n~cessaires pour  dtsingulariser col et co2. [] 

Proposi t ion  3.8. Si co est une 1-forme de type courbe gdndralisde ~ sin- 

gularitd isolde et f = 0 une dquation rdduite de ses sdparatrices, alors co 

et df ont le mtme polygone de Newton. 1 

Preuve.  N(df) est le bord  d 'un convexe ferm~ de JR+ • IR+, on le note K 

et on affirme que A(co) C K.  Si cette affirmation est fausse, on prend un 

point (a0,/30) du suppor t  de co n 'appar tenant  pas ?~ K auquel correspond 

le m o n t m e  

Aa~176176176 + Ba~176176176 ~zz 

~=- ] 

\ \ \  

�9 

\ 

K ~tant convexe, il passe par  (c~o,/30) deux droites d 'appui  de K 

distinctes, de pentes - l / A _  et - I / A +  avec A+ > A_. En r tsul te  que 

pour  tout  ~l~ment A de ]A_, A+[, K n' intersecte aueune droite passant 

par (ao,/30) de pente - l / A ,  et que l 'ensemble des points appar tenant  

A(co) situ4s sur de telles droites est fini: il n 'y a aucune difficultd 

trouver un hombre rationnel p/q compris entre A_ et A+ avec p et q 

1JF. Mattei m'a inform4 que ce r4sultat dtait connu de H. Dulac [6]. 
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premiers entre-eux tel que, si D est la droite de pente - q / p  passant par 

(ao,/30), on ait: 

n zx(w) = {(s0 , /30)} ,  

K c { ( a , / 3 ) [ q c ~ + p / 3 > c }  off c=qc~0+P/30,  

qAaoZ o + PBaoz o r O. 

Si 7 est ta courbe param6tr6e par (t q, tP), l'6galit6 suivante 

7 * (Aazx~yZ dx + Bazx~+lyZ-l  dy) = (qAa~ + pBa/3)tqa+P/3+q-l dt 

implique: mult(~/*w) < e + q - 1 alors que pour tout  616ment (a,/3) de 

A(df) 

q a + p / 3 + q -  1 > c + q -  1 

Contrairement au lemme pr6c6dant, on aurait: 

ordtw(t q, t p) < ordtdf(t q, tP). [] 

L e m m e  3.9. Soit w une 1-forme de type courbe gdndralis@. Si la droite 

d'dquation x=O n'appartient pas au edne tangent de w et si F(2,  ~)) = 

(~'~, y) avec m E N alors F*w est de type courbe gdndralisde. 

Preuve. Le nombre de Milnor if(w) d'une 1-forme w h singularitd isolde 

en (0, 0) est la multiplicit6 d' intersection Io(A, B) des germes en (0, 0) 

de ses coefficients A e t  B ; soit w une telle 1-forme et f une 6quation 

rdduite de ses s6paratrices, celles-ci 6tant suppos6es en hombre fini, les 

hombres de Milnor de df et ~ sont 6gaux si et seulement si wes t  de type 

courbe g6n@alis6e [4]; v6rifions le pour #(F*df) et #(F*a~), sachant que 

p(df) = #(w). 

p(F*df )= Io ( m ~ ' ~ - l ~ x  (F(2,9)), ~-~(F(2,9)))  

Of (F(2, fl)) 

F 6rant de degr6 m, 
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C o m m e  [0 : 1] n 'es t  pas dans  le cSne t angen t  de df, ordyOf/Oy(O, y) = 

mu l t (d f )  et 

Io r (F(2 ,9) )  = o r d e r ( F ( 0 , 9 ) )  = o r d y ~ ( O ; y )  = mul t (d f )  

Par  suite 

. ( F * a f )  = ( m  - 1)  lt(af) + m (df). 

De la m6me manibre,  on calcule pour  a~ = A(x ,  y )dx  + B ( x ,  y)dy: 

#(F'co) : I o ( m x ' ~ - l A  o F ( x ,  Y), B o F ( x ,  9)) 

: ( o  - 1)I0(5:, B o F( :L  9)) + Io (A  o F(Jc, Y), B o F(2 ,  9)) 

= (m  - 1)muir(co) + m#(co). [] 

4. Th6or6me de Merle sur la d6termination du type topologique 
d'une s6paratrice unique de 1-forme de type courbe g6n6ralis6e 
Dans ce qui suit, nous appliquons le programme annonc~ dans le 

deuxiSme paragraphe. Soit co = A(x, y)dx + B(z, y)dy une l-forme ho- 

lomorphe, n'ayant qu'une seule s~paratrice C. Nous allons montrer que 

les ordres de coincidence des branches polaires g6n~riques de co avec C 

sont les exposants de Puiseux de C. Nous allons en d6duire que les 

invariants polaires mq(W) et eq(co) de co d6terminent le type topologique 

de C. 

On note  m la mult ipl ici t6 de C,  elle se d6compose en m = n l  . - -ng  

et les exposants  caract6ris t iques de la s6rie de Pu iseux  de C s'6crivent: 

cri Pi 
- avec pgcd(pi ,n i )  = 1 i = 1 " " 9  

m n l  �9 �9 �9 ni 

Proposition 4.1. I1 existe un ensemble f ini  T de CP(1) tel que pour tout 

[ - b :  a I c C P ( 1 ) \ T  la courbe 

r[_b:a] = {(x, y) [ a d ( x ,  y) + bB(x ,  y) = 0} 

se ddcompose e n  F[_b:a]  = U/g_IFi o~ pour tout i toute composante ~ de 

Fi satisfait 
o- i c(c, = - 

m 
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et m(ri) = h i . . .  r t i_ l (n i  - 1). 

Fixons d 'abord  quelques notations. On suppose que l 'unique s6pa- 

ratrice C de w param6tr6e par  la s6rie de Puiseux: 

c~ j + m  

y c ( x )  = ~ a j x  ~ 

j=0 

dont on fixe un exposant caract6ristique cri /m.  Par  d6finition, ai est 

le premier exposant de la s@rie y c ( t  m) dont le num6rateur n'est  pas un 

multiple du produit  n l  �9 - �9 n~_l. Fixons une d6termination de la fonction 

multiforme: 
• i - m -  1 .j+m 

y i (x)  = Z a j x  m 
j=0 

la fonction 9i(5:) -= yi (~ nl"''ni-1 ) est d6finie ainsi que l 'application: 

F(~,  9) = ( ~ ~ - ~ ,  Y + ~(~))- 

Nous noterons: 

A(5~, 9) = A o F(~,  9) e t /3(~ ,  9) = B o F(~,  9). 

Les fonctions A et B sont d6finies par: 

= P*w = A(~, 9)d~ + B(~, 9)@- 

Nous avons les formules de passages suivantes: 

Lemme 4.2. (formules de passage) 

@~(~) 
A(x, Y) = n l " "  n i -12nln~- l - l -7 t (x ,Y)  + /3 (x ,  9) d2 ' 

Preuve. 

F* w = A o F(5: ,9 )d(ycn~~i -~)  + B o F(5: ,9)d(9  + 9i(Yc)) 

_, dgi(Ye) . -  . 
= n l " "  n~_lYA(x, 9 ) S c n l ~ i - l - l d s ~  + 13(yc, y)--~f-x aX + B(~c, 9)d 9 

= [4(~, 9)dYc + [3(~, 9 )@.  

Le r6sultat est imm6diat par identification. [] 
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Nous pouvons commencer la preuve de la proposition. Comme {x = 

0} n'est pas dans la cSne tangent  de c~, la 1-forme c) = F*aJ est de type  

courbe g6n6ralis6e d'apr~s le lemme 3.9. 

Lemme 4.3. Le c6td de plus grande pente du polygonc de Newton de 

est de pente -n i /p i  et c'est son cStd principal. 

Les courbes {x = 0} et {y = 0} ne sont pas des s~paratrices de ~, 

son polygone de Newton poss~de un c6t~ principal. De plus, d'apr~s 

la proposit ion 3.8, N(w) est un translat~ du polygone de Newton d 'une 

6quation irr6ductible f de C: N(w) se r~duit ~ un seul c6t6. 

Si il = inf{i C N I a~ r 0}, alors le c6t5 unique de N(w) est principal 

et de pente - m / ( i l  + m). Ou bien ai /m = (il + m ) / m  ou bien nous 

effectuons la t ransformation 

ola 

E (xl,yl) = (x l,yl + % x ]  

r 1 i I + m 
- et pgcd(rl,ql) = 1. 

ql m 
Premi~rement,  ~1 = E ~  est une 1-forme de type  courbe gSn~ralis~e, 

et s i f l  est une ~quation r6duite de ses s@aratrices, wl et f l  ont le 

mSme polygone de Newton ~ une translation pr~s. Toute composante  

de {f l  = 0} est une branche de E~-I(C) et poss~de une param~trisation: 

IX ql Xrll Y l ( X l ) = y c ~  1 ) - a q  . 

et cri/m r (il + m ) / m  entraine y l (x l )  ~ 0 pour  route d~termination de 

yc(x). 
Quand la d~termination du terme d 'ordre (il + m ) / m  de yc(x) 

coincide avec le choix de ail, 

f i  i+m q 
y l ( x l ) =  a~xl,~ 1 off i 2 = i n f { i E N l i > i l ;  a i r  

i=i  2 

sinon ordx 1Yl (xl) = r l  et en raison du lemme 2.3 le polygone de Newton 

de f l  poss~de deux c6t~s, Fun de pente 

q2 m 
- avec pgcd(r2, q2) = 1 

r2 ql (i2 + m) 

l 'autre, de pente - 1 / r l .  
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Deuxi~mement,  {Yl = 0} n '&ant  pas s~paratrice de Wl, N(wl)  a un 

c6t~ principal de pente str ictement sup6rieure ~ - 1 / r l ,  c'est donc le 

c6t6 de pente -q2/r2.  

A chaque &ape, nous consid~rons une 1-forme Wp_l dont le c6t~ 

principal du polygone de Newton est aussi le c6t~ de plus grande pente, 

celle-ci &ant  -qp/rp  avec 

rp _ ip + m 

ql "'" qp m 
ip = inf{i �9 1~ I i > ip-1, ai ~ O} 

Ou bien (ip + m ) / m  = a i /m ,  ou bien nous d~finissons 

Ep(xp, yp) = (x p, yp + 

ip+ l = inf{i C N ] ip+ l > ip, alp ~ 0} 

dans ce cas la 1-forme OJp -~  E;O2p_ 1 est de type courbe g~n&alis&. 

En premier lieu, son polygone de Newton coincide, k une transla- 

tion pros avec le polygone de Newton d 'une 5quation r~duite fp de ses 

s~paratrices. Celles-ci sont les composantes de (El  o E2 o . . .  o Ev) - I (C)  

et sont param&r~es par 

yp(Xp) ~ ql""qp, a~lxplq2""qp x;p_lqp rp = yc[xp ) . . . . . . .  aip_ 1 -- aipXp 

Quand la d&erminat ion des termes d 'ordre str ictement infdrieur ?~ (ip + 

m ) / m  de la s~rie yc(x)  coincide avec le choix des coefficients ail,  �9 " " ,aip 

ordzpyp(xp) ip+l + m - q l  " " q p  
m 

Sinon 
ordxpyp(Xp) < ip + m _ - - q l ' " q p = r p  

m 

Le c6t~ de plus grande pente du polygone de Newton de wp est de pente 
m 

ql ' "qp( ip+l  + m) 

En second lieu, yp = 0 n'est pas Fdquation d 'une sdparatrice de ~zp, 

son polygone de Newton comporte  un cSt~ principal de pente s tr ictement  

sup~rieure ~ -1 / rp ,  et c'est le c6t6 de plus grande pente. 

Enfin ce processus s 'arr&e forc6ment car les exposants r p / q l ' " q p  

sont ceux de la s~rie yc(x) ,  ~ ce stade r p / q l " ' q p  = cri/m. [] 
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Les extr6mit6s du c6t6 principal de N(~) appartiennent s N • 1~, 

celui-ci 6tant de pente - n i /P i ,  tout point (a,/3) s coordonn6es enti~res 

de ce c6t6 satisfait soit/3 = 0 soit/3 > ni. Parmi les sommets du c6t6 

principal qui comptent une contribution de B, on note (c~1,/31) celui 

dont l'ordonn6e est minimum ;dans ce cas/31 > hi. 

Lemme 4.4. les cStds du polygone de Newton de a21(2, 9) + b[3(2, 9) 

reliant les sommets d'ordonndes infdrieures d/31 - 1 sont de pente non 

nulle et strictement supdrieure d -n~/pi ,  pourvu que [a : b] dvite un 

hombre fini de vaIeurs. 

Preuve. La droite portant le c6t6 de pente - n i / p i  de N(~) est d'6qua- 

tion: 

a + P i / 3 = c  avec c=ordx~4(2,0). 
n i  

Comme (al,/31) est un sommet de N(~) comportant une contribution 

de B, (c~1 + 1,/31 - 1) appartient au support de aJl(2, Y) + b/3(2, Y). La 

droite passant par (al  + 1, ~1 - 1) et de pente - n i / p i  est d'6quation: 

a +  p i ~  = c+ 1 - p_ii 
n i  7zi 

Par convexit6 du polygone de Newton de aJi(2, 9) + b/3(2, 9), nous 

aurons d6montr6 le lemme si nous prouvons que le support de a21 + b/3 

est dans l'int6rieur du demi-plan sup6rieur H d61imit6 par cette droite. 

H = {((~ ,~) la+Pi /3  > c+1 -p~ } ; intH = {(a,/3) I(~+P~/3 > c+l  -p~}  
n i  n i  n i  n i  

La droite de pente - n i / P i  passant par le point ((~1,/31) est une droite 

d'appui de l'enveloppe convexe de A(&), en cons6quence de quoi 

a+ Pi/ >_c 
n i  

pour tout (a,/3) E A(&). Si (a,/3) appartient A(/3), (c~,/3) appartient 

A(B) et (a - 1,/3 + 1) ~ A(&), d'apr~s l'in6galit6 

Pi (a - 1) + + 1) _> c 

soit/3 _> /31 soit l'in6galit6 est stricte et le point (a,/3) est dans intH ; 

or 
ordx d9i(5:) > nl  "" ni-1 

d~ 
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en r~sulte 

A( 
n l  " "  ni_lS~ n l n i - l - 1  d 2  ) C in tH 

en raison des formules de passage: 

- n l . . . n ~  ~ - 1  dSc n~ l x  n l ' ' ' n i  1-1) n l  n i _ l x  ~-~ 7%1 �9 �9 

et tout  point (~,/3) de A(A) appart ient  ~ intH,  ou 

A( ) 
n l  �9 �9 . n i _ l X  

dans ce cas (~ + n l " . n i _ l  - 1,/3) appart ient  ~ A(~), 

+ n l - " n ~ _ l  - 1 + P~3 > c 
ni 

et c o m m e  p i / n i  ~ n l  �9 �9 �9 n i _ l ~  

c~+ ~ _ c - - n l . . . n i _ l + l > c - - P i  + l  
7%i 7%i 

et (c~,/3) appart ient  ~ intH.  [] 

Preuve de la proposition 4.1. D'apr~s le lemme 4.4, pour tout  [a : b] 

sauf un nombre fini, le polygone N ( a A  + b[3) comporte  une succession 

de c6t~s compris entre (c~ 1 + 1,/31 - 1) et un point (d, 0), de pentes non 

nulles - 1 / u l , . . .  , - 1 / u l  sup~rieures ~ - n i / p i  ; il correspond s ces c6t~s 

des composantes ~9k de la courbe d'~quation aSI(~, ~) + b/~(~, ~) = 0 

ainsi param~tr~es: 

= hjk  + ejk( ) 

avec h j k  ~ O, ord~Ejk(Ye) > uj  j = l . . . 1 ;  k = l . . . k 9 

Nous savons que le c6t6 de plus grande pente du polygone de Newton 

de l '~quation r~duite des s~paratrices de & est de pente - n ~ / p i .  Toute 

s~paratrice C de ~ est param6tr6e par ~ ( ~ )  oh 

ord~fJO(~)  <_ P--( 
n i  

il s 'ensuit que pour tout  j E {1,--- , l} et tout  k E {1,. �9 , k j }  

C(C,'5'jk) -- P-~. 
n i  

Bol. Soc. Bras. Mat., Vol. 30, N. 3, 1999 



THI~ORI~ME DE MERLE: CAS DES 1-FORMES 311 

Rappe lons  que la diff6renee des ordonn6es des extr6mit6s d ' u n  c6t6 

du polygone N ( a ] I  + bf3) fourni t  la mult ipl ici t6 de l 'union des branches 

correspondantes  et posons 

j = l  k = l  

alors m u l t ( F i )  = fll - 1. Revenons  aux  coordonn6es (x, y) en posan t  

nous avons mont r6  

7jk  = F(~/jk) et Fi = F(Fi)  ; 

C(C, ~'yk) = P~ _ ai 
n l  �9 �9 - ni m 

et m u l t ( F i )  = n l  " "  n i _ l m u l t ( F i )  = n l  " -  ni_1(/31 - 1). Vu que/31 - 1 _> 

ni - 1, m u l t ( F d  >_ n l  " " n i _ l ( n i  - 1). 

Ceci est vrai pour  t o u s l e s  exposants  caract6ris t iques cri /m.  Po u r v u  

que [a : b] 6vite un  nombre  fini de valeurs, 

g 

m u l t ( a A ( x ,  y) + b B ( x ,  y))  = ~ m u l t ( F i )  
i=1  

et 

9 

m u l t ( a A ( x ,  y) + b B ( x ,  y) ) = m - 1  = n l  . . . ng - 1  = ~ n l  " " n~_ l (ni  - 1 )  
i=1  

entra ine  pour  t ou t  i C { 1 . . .  g} I'6galit6: 

m u l t ( F i )  = n l  . . . .  n~_l (ni  - 1). [] 

Ainsi la coincidence avec C des branches de la d@ompos i t i0n  irr6- 

duct ible  d ' une  polaire F[_b:a] d 'une  1-forme w pour  une  direct ion [ -b  : a] 

g6n6rique est i n d @ e n d a n t e  du choix de w pa rmi  les courbes g6n6ralis6es 

poss6dant  C pour  unique s6paratrice,  le th6or6me en d6coule: 

P reuve  d u  th6or~me.  Fixons  une branche % d 'une  polaire P[=b:a] p a -  

ram6tr6e,  par  (Xq(t), yq(t)). Pa r  d6finition: 

a A ( x q ( t ) ,  yq(t)  ) + b B ( x q ( t ) ,  yq(t))  = 0 
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et pour tout  616ment [a': b'] de CF(1) sauf un nombre fini 

ordt(a'A(xq(t), yq(t)) + b'B(xq(t), yq(t))) = eq(W) 

quitte ~ supposer ab r O, 

ordtA(xq(t), yq(t) ) = ordt B(xq(t), yq(t) ) = eq(W). 

La proposition 3.1 nous autorise s poser ordtxq(t) = mq(W), et le lemme 

2.7 ~ poser 

ordtw(xq(t), yq(t) ) = ordtdf(xq(t), yq(t)) 

= ordtf(xq(t),  yq(t)) - 1. 

En r6sulte 

eq(W) + mq(W) = (C,'yq)O. 

Les quotients polaires associ6s ~ w sont ~gaux aux quotients 

(C, ~/q)O -- mult(Tq) 

mult(Tq) 

et ceux-ci ne d@endent  que de la coincidence de "~q avec C.  [] 

NOUS avons montr6 que la donn~e des quotients polaires d 'une 1- 

forme de type courbe g~n~ralis~e w n'ayant qu'une seule s@aratrice C 

~quivaut s la donn~e des ordres de coincidence de C avec une polaire 

g~n~rique. Ces ordres de coincidence sont les exposants de Puiseux de 

C, ainsi: 

Corollaire 4.5. Les quotients polaires d'une 1-forme w de type courbe 

gdndralisde n'ayant qu'une seule sdparatrice sont des invariants topolo- 

giques de w. 
Les invariants polaires de w permettent  de retrouver le type topolo- 

gique de sa s@aratrice. Qu'en est-it de la r6ciproque ? 

D'apr~s [4], si f ( x ,  y) = 0 est une ~quation r~duite de la s@aratrice 

unique C de w = Adx  + Bdy  alors df et w o n t  m~me multipticitg 

alg~brique: 
l 

q = l  
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Le nombre m n'est  autre  que mult(C) - 1. Enfin, il est montr6 dans [4] 

que w e t  df ont le m6me nombre de Milnor: 

1 

q=l  

Ce nombre est aussi le hombre de Milnor de f ,  calculable s partir  des 

nombres ~i et ni associ6s ~ C [14]: 
g 

+ m - 1 : Z(n  - 1) i. 

i : 1  

Ainsi les sommes d'invariants polaires: 

1 1 
mq(~) et ~ eq(a;) 

q : l  q : l  

sont des invariants topologiques de w. Cependant ,  il est connu que les 

invariants polaires ne sont pas des invariants topologiques m6me pour 

les fonctions. On consid6re pour cela le contre-exemple dfi ~ B.Segre: 

f(x, y) = y9 + x52. 

Nous renvoyons s [3] et [8] pour plus de d6tails. 

R~f~rences 

[1] C. Briot & J. C. Bouquet, Recherche sur les fonctions ddfinies par des dquations 
diffgrentieUes, J.6cole polytech. 21: (1986), 134-198. 

[2] E. Brieskorn & H. Knvrrer, Plane algebraic curves, Birkhauser (1980). 

[3] E. Casas, On the singularities of polar curves, Manuscripta math. 43: (1983), 
167-190. 

[4] C. Camacho, A. Lins Neto & P. Sad, Topological invariants and equidesingularisa- 
tion for  holomorphic vector fields, J. differential geometry. 20: (1984), 143-174. 

[5] J. Cano, An extension of the Newton-Puiseux polygon contruction to give solution 
of pfaffian forms, Ann. Inst. Fourier. 43(1): (1993), 125-142. 

[6] H. Dulac, Recherehes sur les points singuliers des dquations diffdrentielles, th6se. 

[7] TC. Kuo & YC. Lu, On analytic function germs of two complex variables, Topo- 
logy. 16: (1977), 299-310. 

[81 D. T. Le, F. Michel & C. Weber, Sur le comportement de8 polaires assocides aux 
germes de courbes planes, Compositio Math. 72: (1989), 87-113. 

[9] D. T. Le & C. Weber, Equisingularitd dans les pinceaux de germes de courbes 
planes et C O suffisance, L'enseignement math6matique, 43: (1997), 355-380. 

Bol. Soc. Bras. Mat., Vol. 30, N. 3, 1999 



314 PATRICK ROUILLI~ 

[10] JF. Mattei L= R. Moussu, Holonomie et intdgrale premiere, Annales Scientifiques 
de l'Ecole Normale Sup~rieure. 13: (1980), 571-621. 

[11] M. Merle, Invariants polaires des courbes planes, Invent.math, 41: (1977), 103- 
111. 

[12] A. Seidenberg, Reduction of singularities of the differentiable equation Ady = 
Bdx, Amer. J. of math. (1968), p.248-269. 

[13] B. Teissier, Varidtgs polaires 1, Invent. Math. 40: (1977), 267-292. 

[14] O. Zariski, Le probl~me des modules pour les branches planes, Publications du 
centre de math~matiques de l%cote polytechnique (1973). 

Patr i ck  Roui l l~  
Universit6.de Bourgogne 
Laboratoire de topologie 
UMR 5584, 9 avenue Alain Savary 
BP 47870. 21078. Dijon Cedex 
FRANCE 

E-mail: Patrick.Rouille@wanadoo.fr 

Bol. Soc. Bras. Mat., Vol. 30, N. 3, 1999 


