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Cr(mtion de c o n n e x i o n s  en topo log ie  
C 1 pour  les riots des surfaces 

Marie-Claude Arnaud 

R e s u m 6 .  En  uti l isant  des techniques 61abor6es r6cemment  par  S. Hayashi  pour  cr6er 
des intersections h6t6roclines, on d6montre  que si q0 est un riot d 'une  surface tel  qu ' i l  
existe deux points  p et  q et un point  pt non p6riodique, dont  l 'orbi te  ne tend  pas vers 
l ' infini et qui  est k la lois dans l 'ensemble ~- l imi te  de p e t  dans l 'ensemble a- l imi te  de 
q, alors il existe un t o t  r proche de ~ en topologie C 1 et T > 0 tel  que r  = q. 
On mont re  aussi qu 'on  peu t  suppr imer  l 'hypoth~se ,,pr non p6riodique" si on impose 
que si pt est un point  critique, il est hyperbolique.  

M o t s  C le f s :  Connexions,  t o t s ,  per turbat ions ,  orbites p6riodiques. 

Abstract. Using some technics due to S. Hayashi, we prove: if W is a flow on a surface 
such tha t  there  exist two points  p, q and a point  pt which is not  periodic,  whose orbit  
doesn ' t  go to the  infinite and which is contained simultanously in the  ~o-limit set of p 
and in the  a - l imi t  set of q, then  there  exists a flow r which is Cl -c lose  to ~ and such 
tha t  CT(P) ----- q for a T > 0. T h e n  we prove: we don ' t  need the  hypothesis  ,pt is not  
periodic" if we assume tha t  when p~ is criticM, it is hyperbolic.  

Keywords: Connect ing  lemma,  flow, per turbat ion ,  periodic orbits. 

1. In troduct ion  
Soit M une vari6t6 , ~ = (~t)teR un riot de classe C k (oh k > 1) de M.  

Rappelons que s i p  E M,  son ensemble w-limite est: 

w(p, qo) = {q E M; ~(Tn)nc~ E k N, lira T~ = +oc et lira ~Yn(P) = q} 
TL---+ ~ Tt- - -~  OO 

et son ensemble a-l imite est: a(p, ~) = w(p, (~-t)te~). 

En d 'autres  termes, w(p, qo) est l 'ensemble des points de M dont 

se rapproche l 'orbite de p dans un futur aussi lointain qu 'on le veut, 

alors que a(p, ~) d6signe l 'ensemble des points de M dont se rapproche 

l 'orbite de p dans un pass~ aussi lointain qu'on le veut. 
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336 MARIE-CLAUDE ARNAUD 

Une question alors naturelle qui se pose est la suivante: 

supposons que p et q soient tels que w(p, )9) n c~(q, )9) ~ ~; existe-t- 

il ~ proche de )9 en topologie C 1 tel que pet q soient sur la m~me 

orbite, i.e. plus pr~cis~ment tels qu'il existe T > 0 tel queST(p) = q? 

En d'autres termes, on veut connecter p ~ q par une orbite. 

Il semble que R. Marie ait soulevd cette question clans le but de faire 

un "Make or Break Lemma" (cf la fin de [5]): 

~tant dorm,s pet q comme ci-dessus, peut-on perturber le riot en 

topologie C r de telle sorte que: 

- soit pest connect~ & q; 

- soit ~(p, )9) N ~(q, )9) = ~?  

Des r~ponses ~ cette question sont connues dans certains cas: 

- s i p  E w(p, )9) (dans ce cas, on dit que p e s t  positivement rdcurrent), 

on sait grs au "closing lemma" (cf [1] ou [6]) trouver r proche de 

)9 en topologie C 1 tel que l 'orbite de p sous r soit p~riodique; 

- si q est sur la vari6t~ stable d 'un point critique hyperbolique, p e s t  

sur la vari~t~ instable d 'un point crit ique hyperbolique et q E ~(p, )9), 

il existe r proche de )9 en topologie C 1 et T > 0 tel que CT(P) = q; ce 

r~sultat a ~t~ d~montr~ r6cemment par S. Hayashi dans [2] et permet  

de cr ier  des intersections h~t~roclines; 

- d 'autre  part,  C. Pugh a construit  dans [5] un exemple dans le cas 

d'une surface non compacte off c~(q, )9) N w(p, )9) ~ ;get off on ne 

peut pas connecter p ~ q en faisant une perturbation du riot petite 

en topologie C I. 

Nous verrons dans le th~or~me 1.1 que si on rajoute une condition 

concernant l'intersection ct(q, )9) N w(p, )9), on peut connecter p ~ q, et 

que le contre-exemple d~crit par C. Pugh est justement dans le seul cas 

oil cette condition n'est pas r~alis~e (tousles points de c~(q, )9) n w(p, p) 

ont une orbite qui tend vers l'"infini"). 

D~sormais, si )9 est un riot sur M, on notera 

M()9) = {q C M; w(q, )9) r ~}; 

en d 'autres termes, M()9) est Fensemble des points dont l 'orbite positive 

ne tend pas vers l'"infini". Remarquons que quand M est compacte, on 
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CRI~ATION DE CONNEXIONS EN TOPOLOGIE 337 

a: M = M(9).  De plus, M(~) contient toujours l'ensemble des points 

positivement r6currents. 

Nous nous proposons de d6montrer (nous munissons l'ensemble des 

riots de M de la topologie C 1 de Whitney (cf [3])): 

Th6or6me 1.1. Soit M une varidtd de dimension 2, ~ un riot de classc 

C k (o~ k E [1, cxz]) sur M ,  p e t  q deux points de M tels que w(p, ~) N 

(~(q, ~) N M(F) contienne au moins une orbite non pdriodique. Soit U 

un voisinage de ~ e n  topologie C 1. 

Alors il existe ~ E U de classe C k et T > 0 tel que: CTP = q. 

En fait, on peut  obtenir la m~me conclusion en supposant juste que 

~(p, ~) N c~(q, ~) N M(~) est non vide, k condition de supposer les points 
critiques hyperboliques: 

Th~or~me 1.2. Soit M une varidtd de dimension 2, ~ un riot de classe 

C k (o~ k E [1, cx~]) sur M ,  dont tous Ies points critiques sont hyperboli- 

ques, p et q deux points de M tels que: 

9) n n 

Soit U un voisinage de ~ e n  topologie C 1. 

AIors il existe r E U de classe C k et T > 0 tel que: CTP = q. 

Le th~or~me 1.2 se d~duira assez facilement du th~or~me 1.1. et du 

r6sultat d'Hayashi. 

Pour dSmontrer le th~or~me 1.1, nous adaptons et affinons dans le 

cas consid~r~ l 'argument de S. Hayashi. La rernarque principale qui per- 

met en dimension 2 de simplifier Fargument est que les applications de 

Poincar~ P sont d~rinies sur des espaces unidimensionnels et que, si on 

identifie cet espace ?~ ~,  toutes les applications tangentes s P (lin6aires 

d~finies sur ]~ donc) sont des homoth~ties; signalons que C. Bonatt i  uti- 

lisait d~jk cette rem~rque pour sa d~monstration (communication orale) 

du closing lemma pour les riots des surfaces. 

CoroUaire 1.3. Soit M une varidtd eompacte de dimension 2, ~ un riot 

de classe C k (o~ k E [1, ~ ] )  sur M dont t ous l e s  points critiques sont 

hyperboliques, p un point de M tels que: (~(p, ~) N w(p, ~) ~ ~ .  Soit U 

un voisinage de ~ e n  topologie C 1. 
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338 MARIE-CLAUDE ARNAUD 

Alors il existe ~ E U de classe C a pour lequel p e s t  un point pdrio- 

dique. 

Ce r@sultat pe rmet  de fermer des orbites pour  lesquelles on ne peu t  

pas forc~ment appliquer le "closing lemma".  

2.  D e s  r 6 s u l t a t s  c o n c e r n a n t  l e s  p e r t u r b a t i o n s  

On sait depuis longtemps construire des per turba t ions  de riots pet i tes  

en topologie C 1 qui pe rmet t en t  de "bouger" l 'orbite d 'un  point  donn6 

non critique en modif iant  le riot ?~ l ' int6rieur d 'une  "boite de riot" (cf. 

par  exemple [1], ou [6], ou [4]). 

Rappelons  (avant de pr6ciser dans la d6finition qui va suivre quelles 

boites de r o t  nous allons cons id6re r )que  si ~p est un  riot, une "vraie 

boite de ro t "  (pour ~) est l ' image par  l 'application: 

(t, x) [0, T] • S -+ Wt(x) 

de [0, T] • S off: 

- S est un  morceau d 'hypersurface transverse s ~b; 

- T e s t  un  r@el s t r ic tement  positif; 

- on suppose que sur [0, T] • S, l 'applicat ion d@finie ci-dessus est une 

submersion injective. 

Nous allons donner  ici un 6nonc6 donnan t  des constantes  valables 

(pour les per turba t ions  construi tes s l ' int6rieur d 'une  vraie boite de 

riot) dans tou t  un  voisinage d ' un  point  critique donn6. M d6signera 

une surface de classe C ~176 bien qu 'un  analogue du premier  5nonc6 soit 

valable dans une vari@t@ de dimension quelconque. 

D@finition 2.1. E tan t  donn@ un riot ~ sur M e t  A > 0, R~(~) d~signera 

l 'ensemble des points  de M qui ne sont pas p~riodiques de p@riode 

inf@rieure ou ~gale ~ A. De plus, R(~) d~signera l 'ensemble des points  

de M qui ne sont pas critiques (i.e. tels que ~b(p) ~ 0). 

Supposons main tenan t  que M est munie  d 'une  m@trique rieman- 

nienne de classe Coo. Ceci permet  de d@finir une fonction exponentielle 

sur M.  Alors s i p  c R(~) et ~ > 0, on d~finit: 

IIc(p,~) = {expp(v);v C {~b(p)} • et ]]vll < s}; 

BoL Soa Bras. Mat., Vol. 30, N. 3, 1999 



CREATION DE CONNEXIONS EN T O P O L O G I E  339  

ainsi, s condition que E soit assez peti t  (de fa~on qui d6pend de p), 

He (p, T) est un morceau d 'hypersurface transverse au champ de vecteurs 

qb (c'est-s un arc puisqu'on a suppos6 la vari6t6 de dimension 2). 

De plus, si q E He(p, p), on notera: 

IIr(q,p,~)  = {x E IIe(p,~),d(x,q) < r} 

(e'est la boule centr6e en q et de rayon r dans le peti t  morceau d 'hyper-  

surface en p). 

Dans ce cas, on notera  (I) l 'application d6finie sur He(p, qa) x R par: 

�9 (z, t) = ~ d x ) .  

De plus, on posera 

fr,T(p, ~)) = (I)(IIr(p, ~) x [0, T]). 

On notera  aussi si q E IIr ~): 

Fr,T(q,p, y)) = rb(IIr(q,p, (p) x [0, T]). 

Avant de donner la proposition per turbat ive annonc6e, faisons une 

figure expliquant quel type de per turbat ion nous allons consid6rer. 
, I~ 

:i !!!!i! !! i ! !!!!!! mq 

Fe ,T(q ,  ~ )  

~r(x ')  

Figure 1 

Expliquons un peu la figure 1: on travaille dans une boite de riot 

(pour un flot T) de "longueur" en temps 6gale ~ T (boite de flot not6e 

Fe,r(q, p)); on consid6re deux points x et x' ~ l '"entr6e" de cette boite 

de flot et on veut, en changeant le flot uniquement ~ l 'int6rieur de cette 

boite de flot et de telle sorte que le nouveau flot soit proche en toplogie 

C 1 de ~, que la nouvelle orbite de z sorte de la boite de flot par ~T(X'). 
On repr6sente alors en gris6 lone6 l '"amplitude" de la per tubat ion (i.e. 

la boite de flot minimale de longueur en temps T qui contienne ~ la fois 
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340 MARIE-CLAUDE ARNAUD 

x et x ~) et en gris~ clair le support de la perturbation.  La proposition 

qui suit exprime qu'il y a un rapport  entre cette ampli tude et la taille 

du support: 

Proposition 2.2. Soit M une varidtd de classe C ~ munie d'une mdtrique 

r iemannienne de classe C ~ .  Soit ~ un riot de classe C k (oit k c [1, ~ ] )  

de M ,  U un voisinage de ~ en topologie C 1 et T > O. Soit p E M .  

Alors existe un voisinage V de p et une constante c E]O, 1[ telle que: 

pour tout q c V • RT(~), il existe e > 0 tel que: 

(i) He(q, p) est une hypersurface immergde injectivement; 

(ii) Fc,T(q, p) est une vraie boite de riot; 

(iii) pour tout (x, x') E (He(q, p))2, si 

2c 
d(x, x') < inf{e - d(q, x'), e - d(q, x)}, 

1 - c  

il existe r E U de classe C k telle que si on pose 

d(x, x') p -  
2c 

et si m(x ,  x t) ddsigne le milieu (gdoddsique pour la mdtrique restreinte 

d IIc(q, ~)) de x et x': 

(a)  upp(r - c x'), q, 

(b) CT(X) = ~T(X'). 

Le (i) et le (ii) de la proposition pr~c~dente sont des ~vidences, c'est 

le (iii) qui est important  ici: il exprime que pour "bouger" d 'une distance 

5 un point voisin de p ~ l 'aide d 'une boite de t o t  de longueur (en temps) 

T,  on a besoin d 'une boite de t o t  de "largeur" (spaciale) 5/c. 

D~monstration de la proposition 2.2. Soient ~, U, T > 0 et p c M 

eomme dans l ' tnonc& Pour tout  q c RT(p) ,  on peut trouver e > 0 (qui 

d~pend bien stir de q) tel que (i) et (ii) soient vgrifi~es. 

De plus, on peut trouver un voisinage V relativement compact de p 

et 5 > 0 tels que pour tout  q E IF, la fonction 

expq: {v E TqM, Ilvll 5} M 

soit un diff~omorphisme. Comme IF est compact, ces difftomorphismes 
ainsi que leurs inverses out Mors des normes (C 1) qui sont uniform~ment 
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CR~kTION DE CONNEXIONS EN TOPOLOGIE 341 

born@es. On peut  bien stir supposer que le diam~tre de V est inf@rieur 

k6 .  

Soit alors q E V. On choisit s E]O, 5[ v@rifiant (i) et (ii). Soit 

(x, x') E (II~(q, ~))2 tel que: 

2 c  
d(x,x ' )  < - -  

1 - -  c 
inf{s - d(q,x ' ) , s  - d(q,x)} 

(c est une constante que nous pr6ciserons par la suite). Soit m(x,  x') 
le milieu (g@od~sique) de x et xq Dans la figure 2, nous repr@sentons 

une surface de section de dimension 2 et non un arc comme cela devrait  

@tre, car ?~ notre avis le dessin avec des disques est g@om~triquement 

plus compr@hensible qu 'un dessin avec des segments: 

d(z, z') 
c 

.< ). 

II~(q, ~) 

Figure 2 

On d~finit ~ l'int~rieur de F~,T(q, ~) un riot ~ de la mani~re suivante: 

- comme 

expq: {v E TqM, tlvll < 5} ---+ M 

est un diff@omorphisme, il existe un unique couple (w, w') C (TqM) 2 tel 

que IIwll < 5 et ]lw'[[ < 5 qui v~rifie: x = expqw et x' = expqw'; de plus, 

on a aussi: re(x, x') = expq m. 
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342 MARIE-CLAUDE ARNAUD 

- on pose alors: 

v v  Ilvl[ < E 

Vt E [0, T], o~ c~ e t /3  sont deux fonctions de classe C ~ d6finies sur R et 

~ valeurs dans [0, !] telles que: 

(.) c~ est ~ support  inclus dans [-1,  1] et vaut  1 sur [ -1 /4 ,  1/4]; 

(.) /3 vaut 0 sur ] - oo, 0] et 1 sur [1, +oo[. 

On veut alors montrer  que si on a choisi c assez pet i t  (uniform~ment 

en q), on peut  imposer/~ r (prolong6 de fayon convenable) d 'etre un flot 

qui v~rifie les conclusions de la proposition. Or: 

- un calcul imm6diat montre que s ic  est choisi assez pet i t  (uniform~ment 

en q), chaque application de [0, T] • ({~b(q)}• < r}) dans lui mSme 

d~finie par: 

ilw  'II 2J (w'-w) 

est proche de la project ion (t, v) --+ v e n  topologie C 1 (dans ce cas, 

2cc IIw - w ' l l  = d ( x ,  x ' )  < - -  
1 - - C  

est petit);  r est donc bien un flot sur F~,T(q, ~); 

- comme les fonctions expq ainsi que leurs inverses sont uniform~ment 

born6es sur les domaines consid~r~s, on en ddduit que r est proche en 

topologie C 1 de p; 

- de plus, on p e u t  prolonger. r en dehors de F%T(q, ~) en le faisant 

coYncider avec ~. 

I1 est alors clair que ~p v~rifie toutes  les conclusions voulues~ [] 

I1 se trouve que pour  la d~monst~ration d u  th6or~me 1.1, nous au- 

rons besoin d'utiliser u n c  tr~s proche de 1. Or, la proposition 2.2 nous 

dit jt~ste que c E]O~ 1[( mais e p e u t - S t r e  h priori tr~s petit .  L~id~e pour  

augmenter  l a  ~r c est de consid6rer plusieurs boites de riot succes- 

sives ou, ce qui revient au mSme, d 'al longer la- longueur (en temps)  des 
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boites de riots consid6r6es. Cet te  id6e de consid6rer plusieurs per tu rba ,  

t ions ~ suppor ts  disjoints du  type d6crit dans la proposi t ion 2.2 6tait 

d6j~ exploit6e dans [1], [2] ou [6]. On repr6sente ceci en figure 3. 

Figure 3 

Ici, nous nous servirons du  fait que nous travaillons sur des surfa- 

ces, c 'est pourquoi  notre  6none4 est restreint au cas de la dimension 2. 

Notre 6nonc~ concernera ee qui se passe au voisinage d 'un  point  p non 

p~riodique fix6. Un tel point  4tant  non critique, on peu t  consid4rer un  

pet i t  arc transverse au flot passant  par  p, par  exemple avec les nota t ions  

pr~c6dentes IIe(p, ~). En  fait, il sera plus simple par  la suite de se placer 

en coordonndes,  c 'est pourquoi  nous allons faire ceci tou t  de suite: 

- on suppose (reals cela n 'est  valable que pour  le voisinage de p) travailler 

dans IR 2, on a p = (0, 0), ~(p) = (0, 1) et l 'arc transverse au flot consid6r6 

est de la forme I - r ,  r] x {0}, et nous le noterons de fagon abusive I - r ,  rip 
qui sera identifi6 ~ [ - r ,  r]; 

- il n 'est  pas difficile alors de comprendre  ce que d6signera [a, b]p si 

- r  < a < b < r. Bien entendu,  on pourra  supposer  que: V(q, q') E 

[-r,r]p,d(q,q') = [q - q'[; 

- de plus, on conviendra de la nota t ion  (abusive mais simplificatrice) 

suivante: si I = [a, b] est un  s egmen t  de R, 1 I  ddsignera le segment  

de longueur g(lI)  = lg(!  ) et de m~me milieu q u e I  (ici, g ddsigne la 

longueur).  Si I = [q, q']p C [-r, r]p, on d6finira de mani~re  analogue ! I  

k condit ion que ceci soit b i e n d a n s  I - r ,  r i p , c o n d i t i o n  qui s'~crit: 

Iq-~q'] <- 2 e  i n f { r - I q l , r  ]q']}: 
1 - - c  

(ce qui sera jus t emen t  l 'hypothbse requise dans le (ii,) de  la .proposi t ion 
2.3); 
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Remarquons que si ceci est v@rifit, si I = [q, q']p, o n  a: 

1- I [ q + -cl l q - q' [ q + -2 + -l l q - q' ] ] 

(ce qui est justement  l 'intervalle qui intervient dans le (ii) a de la pro- 

position 2.3). 

Proposition 2.3. Soit M une surface de classe C ~ munie d'une mdtrique 

riemannienne de classe C ~.  Soit ~ un riot de classe C k (or k E [1, eel) 

de M ,  U un voisinage de qa en topologie C 1, p E M(~)  non pdriodique 

et s El0, 1[. Ators il existe r > 0 et T > 1 tels que: 

(i) ~ ( [ - r ,  r]p x [0, T]) est une vraie boite de riot; 

(ii) pour tout (q,q') E Jr, r] 2 tels que Iq -q ' [  < 2 ~ i n f {  r - ] q [ , r -  Iq'l}, 
- 1 - c  

il existe r E U de elasse C k tel que: 

e 2 ~ -  + x [o,T] ; 
E 2 j p  

(b) r  = ~ ( q ' )  pour un T '  ~ { T  - ~, T + ~}. 

Nous repr@sentons en figure zl une grande boite de riot qui permet 

d'effectuer une perturbation c o ~ e  d@crit dans le proposition 2.2. 

g 

Figure 4 

Dtmonstration de la proposition 2.3. Comme p E M(~),  il existe p' E 
w(p, ~). En appliquant la proposition 2.2 ~ U, p' et pour le temps T = 1, 

on trouve un voisinage V de p' ainsi qu 'une constante e El0, 1[. Quitte 

prendre des cartes au voisinage de p e t  p' (en fait on en a d@j~ pris au 

voisinage de p), on peut  supposer quand on travaille au voisinage de ees 

points qu'on est dans IR 2~ (eela aura par exemple l 'avantage de pouvoir 

comparer une application et son application tangente).  
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CRI~ATION DE CONNEXIONS EN TOPOLOGIE 345 

De plus, quitte ?~ diminuer U, on peut supposer que si (~, "(/) E U 2 

sont telles que les supports de ~ - qb et les supports de +'  - ~ sont 

disjoints et dans (P(V • [0, 1]), alors le riot �9 qui coincide avec ~ sur le 

support  de + - ~, avec %Y sur le support  de +'  - ~ et avec ~o par tout  

ailleurs est dans U. 

De plus, comme p' E w(p, ~), il existe une suite s tr ictement croissante 

de r6els s tr ictement  positifs (T~)~e~ et un r6el 6 > 0 tels que: 

�9 Vn E N, B6(~OTn(P) ) C V; 

,, Vn 6 N, Tn+ 1 -  Tn >_2. 

On notera: Pn = ~T= (19). 
4 

Soit alors N u n  entier rix6 tel que N > c(1 - e----~" I1 existe alors r > 0 et 

6' E]0, 6[ tels que: 

�9 ~5([--r, rip x [0, ~)v + 2]) est une vraie boite de riot; 

�9 Vt E [0, TN + 2], Vx E [ - r ,  r]p, d(99t(x), qot(p) ) < 6'; 

�9 les boites de riots F~,,l(p~,~o) pour n E [0, N] sont de vraies boites 

de riot et sont deux k deux disjointes; 

Repr6sentons par exemple en figure 5 les boites de riots en Pl,  P2 ?~ 

l'int6rieur desquelles nous allons effectuer des perturbations.  

P2 

Figure 5 

�9 pour tout  n E [0, N], on peut  d6finir une application de Poincar6 Pn 

de [ - r ,  r]p dans II5,(pn, ~); on impose que chaque P~ soit proche en 

topologie C 1 de son application tangente en p; bien stir, dire ceci n 'a  

un sens que si on se place dans une carte au voisinage de p' (resp. 

p) qui permet  d'identifier V (resp. un voisinage de p) ~ une partie 
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de I~ 2, mais on a d6j?~ suppos~ cela; aussi, on impose: 

V(x, v) �9 [-~, ~1~, v n  �9 [0, N], 
(1) 1 

~IIDPn(P)( x - y)ll -< d(P~(x),  P~(y)) < 2llDP~(p)(z - Y)[I. 

On impose de plus que le temps  de re tour  de [ - r ,  r]p dans IIs,(pN, ~) 

�9 st ~ valeur dans [TN -- 1, TN + 1]. 

Soit alors (q,q') �9 [--r,r] 2 te lque:  ]q--q'] < 2c in f { r_]q l , r_]q , ] } .  
- - 1 - - ~  

On d6coupe alors le segment [q, q']p en N segments de longueur [q - q'] 
N ' 

les extrSmit~s de ces segments,  ordonn~es, 6tant nominees q0, q l , . .  �9 , qN; 

plus pr~cis6ment: 

�9 Vn �9 [0, N],  q~ �9 [q, q']p (ou [q', q]p); 

�9 q 0 = q e t q N = q l ;  

�9 V n � 9  [ O , N - 1 ] , ] q ~ - q n + l [  = I q - q ' [  
N 

4c(1  - c) 
Or, on avait choisi N > c(1 - s) ; on en d~duit: 

c(1 - ~) 
V n � 9  [0, N -  1] ,]qn-qn+l]  < ._-57. - - % ] q -  q']" 

a~Ll c) 

On sait par  hypoth~se que: 

2c 
Iq - q ' l  -<  - -  

on en d6duit: 

i n f { r -  Iq[,r - Iq ' l } ;  

2 C  
Vn ~ [0, N -  1], Iq~ - q ~ + l l  < - - i n f { r -  Iq l , r - Iq ' 1 ) -  

4(1 - c) 

C o m m e  qn E [q,q']p , on a: Iqnl <- sup{Iql, tq'l}. On a donc finalement: 

2c 
Vn e [0, N - 1], Iqn - qn+ll < - - i n f { r  -- Iqn[,r -- Iqn+l]}" (2) 

4(1 - c) 

Pla~ons nous alors dans les cartes choisies pr~c~demment qui per- 

me t t en t  &identifier les voisinage de p e t  p~ ~ des parties de I~ 2. Soit 

n E [0, N -  1]. Alors, comme l 'applicat ion DPn(p) �9 affine d~finie 

sur un  �9 de dimension 1, c 'est une homoth~t ie  qui multiplie tou- 

tes les distances par  un rappor t  fix�9 )~n. En  joignant  cette remarque 
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l 'in~galit~ (2), on obtient :  Vn E {0 , . . .  , N - 1}, 

IIDPn(P)qn - DPn(P)qn+l]] = An]qn+l -- qn] 
2C 

< 4(1--c~ An i n f { r -  [qn],r-  [qn+l]} (3) 

2C 
- - i n f { A ~ r -  IOP~(p)qnl, A ~ r -  IDP~(p)qn+ll} 
4(1 -- c) 

Or, nous  avons ~crit que DPn(p) est proche  en un  cer ta in  sens en 

topologie C 1 de Pn (c '~tait  (1)); cela donne:  

v n  ~ { 0 , . . . ,  N - 1}, 
(4) 

d(Pn(qn), P~(qn+l))  -< 2[[DP~(p)q~ - DP~(P)q~+IH. 

De plus, pour  tou t  n E [0, N] et tou t  j E [0, N], on a: DPj(p)r = •  

donc on a l'~galit~: 

Air - [[DPj(P)qn)[I = d(DPj(p)qn, DPj (p ) { - r ,  r}p) (5) 

r -5 '  ~Zl De plus, c o m m e  Pj(qn) E Pj([-r,r]p) C L , jpj, on a: 

d ( P j ( q ~ ) , P j ( { - r , r } p ) )  < d ( P j ( q ~ ) , { - 5 ' , 5 ' } p j )  (6) 

et c o m m e  pj est le cent re  de [-5,  ~]pj o n  a 6videmment :  

a (Pj(q.) ,  = (z) 

Jo ignan t  alors (5), (1), (6) et  (7), on obt ient  alors: 

Air - ]lOPj(p)qn)1[ = d(DPj(p)qn, DPj (p ) { - r ,  r}p) 

<_ 2d(Pj(q~), Pj({-r,  r}p)) 
(s) 

<_ 2d(Pj(q~), { -5 ' ,  5'}pj) 

< 2(5' - d(Pj(q~),pj)). 

En r6unissant  ensui te  (4), (3) et  (8), on obtient :  

v ~  e [0, N - 1], 

2c 
d(Pn(qn), Pn(qn+l)) <- i - c inf{5' - d(Pn(qn),Pn), 5' - d(Pn(qn+l),Pn)}. 

Toutes  les condi t ions  sont alors r6unies pour  appl iquer  la proposi t ion 

2.2 (au voisinage de p', i.e. aux  Pn). Posons pour  tou t  n E [0, N]: 

d(Pn(qn), Pn(qn+l)) 
rn = 

2c 
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et  notons  mn le milieu de Pn(qn) et Pn(qn+l); 
alors pour  tou t  n C {0, 1 , . . . , N  - 1}, il existe r  C U de classe C k 

telle que: 

(a) supp(~ (n) - (o) C Fr~,l(mn,pm ~); 

(b) r 

Consid~rons alors le riot ~p qui, pour  chaque n E [0, N - 1] coincide 

avec r sur  supp(~} (n) - ~b) et qui coincide avec ~ pa r t ou t  ailleurs. 

Alors, vu  l 'hypoth~se  faite sur  U, il est dans  U. I1 v~rifie bien (i) et  (ii) 

pour  T = TN + 2. De plus, si on suit l 'orbi te  de q sous ~b, on cons ta te  

qu'elle passe success ivement  par  les points:  

�9 q = qo, Po(qo) puis ~ l (P0(ql ) ) ;  

�9 PI (q l ) ,  puis p l (P l (q2) ) ;  

�9 PN-I(qN-1) puis ~I(PN-I(qN)) = FI(PN-I(q')); 

�9 ~TN+I(q '  ). 

Done la condi t ion  (b) est v~rifi~e. 

De plus, on a: 

supp(@ -- ~) C U Frn,l(mn'Pn' ~)" 
O>n>N-1 

Or, si on utilise le fait que P~ est proche en topologie C 1 de son appli- 

ca t ion  t angen te  (i.e. (1)), on obtient :  

p n l ( I l r n ( m n , P n ,  ~))  C 1]2]qn-qn+ll ( P n l ( m n ) , P ,  ~)  
2e 

off 

Or, on a: 

II21qn-qn+ll (Pnl(mn),P, ~) = Fllq-q'l (Pnl(mn),P, ~)" 
2c N c  

P ~ l ( m n )  E [qn, qn+l] C [q,q']. 

On en dddui t  que ~ - ~b est ~ suppor t  dans  

2 zx, -+A • [0,TN+2] 
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Io OI / l a  - 2c 
o~: z x -  ' ~ -  : '  + '~ q'----~' .  Or, on a: ~ < . Doric: 

2 N c  c(1 - ~) 

A - - ' q - - q ' ]  ( 2  1+Nee2 ) _< ( 1 +  2c(1_2c~_-e))[q-2q'l - [q-2e q'[ 

Ceci donne la condition (a). [] 

Pour dtmontrer le thtor~me 1.1, nous aurons en rtalit6 besoin de 

d@rire de fa~on beaucoup plus fine les perturbations faites dans la 
dtmonstration de la proposition 2.3. En effet, nous ferons simultant- 

ment plusieurs perturbations du type de celle dtcrite en proposition 2.3, 
et aurons besoin de nous assurer qu'on peut faire que ces perturbations 

aient des supports deux ~ deux disjoints. C'est pourquoi nous 6nonw 

(on reprend les notations donntes dans la dtmonstration de la proposi- 
tion 2.3): 

A d d e n d u m  ~ la Proposition 2.3. Soit r I El0, 1[; on peut de plus ajouter 

h la conclusion dc la proposition 2.3 que lc support de ~ - ~ est indus 
clans: 

U ~(n~n ,71q-q ' l ( '~ ,Pn ,~ )  • [0, 1]). 
0 < n < N  

En effet, si on remplace N par N' _> N dans la dtmonstration 

prtc4dente, la distance entre qn et qn+l devient 

Iq -- q'l Iq - q'l N 
N' N N'  

donc peut 6tre diminute du rapport souhaitt. 

Dtfinition 2.4. Dtsormais, si I = [a,b]p C [-r,r]p et r E]I,I[ sont tels 

que: 

3e - 1 d(_r, { - r ,  r } ; )  > e ( 5 ,  
1--C 

on dira que I est e-adaptC 

Si I e s t  e-adaptt, on notera J = D(I) (resp. J = G(I)) le segment 

de longueur 1 - e g ( i  ) tel que J N I  = {b} (resp. J N I  = {a}); c'est 
2r 

done le segment diminu5 par un rapport d 'homothttie fix5 qui "touche" 

I ?~ droite (resp. ~ gauche). Un autre fa~on de dScrire cela est de dire 
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que G(I) et D(I) sont les deux  composantes  eonnexes de l'adh@renee de 
}i\i 

Si G(I) (resp. L(I)) est lui-m@me s-adapt@, on peu t  d@finir G2(I)  = 

G(G(I)) (resp. D2(I)  = D(D(I))); repr@sentons en figure 6 I, G(I), 

G2(I), D(I) et D2(I). 
I 

G(~ D(~ 
1/ez 

Gz( I) D2( D 
1/6 G(/) 1/g D(/) 

Figure 6 

L e m m e  2.5. Supposons que s E]1/3, 1[ et que I soit un segment de 

[ - r , r ] p  qui est e-adaptd. Alors D(I) et G(I) sont aussi des segments 

e-adaptds. 

D@monstrat ion d u  l e m m e  2.5. Soit en effet J Fun  de ces intervalles. On 

a alors: 

d(J, { - r ,  r}p) > d(I, { - r ,  r}p) - g(J) 
1 - g  

> g(I) - g(J) 
3 e -  1 

- 3 e -  1 " 1 - e  3c-51  
2s -- 3s + l g ( j )  1 - s g(j). [] 

3e - 1 3s - 1 

Ainsi, dans  ce cas, on peu t  d6finir pour  t ou t  n > 0 les intervalles 

I-n = Gn(I) et In = Dn(I) (o{a on conviendra  que Gn+l(I) = G(Gn(I)) 

et D ~ + I ( I )  = D(D~(I))), on no te ra  alors J ( / )  -- { / ~ ; n  C Z}. I1 est 

alors na ture l  de se demande r  quelle est la r6union de ces intervalles: 

L e m m e  2.6. Supposons que e C]1/3, 1[ et que I soit un segment de 

[ - r ,  r]p qui est e-adaptd. Alors 

J =  U J 
J~j(I) 
l + s  

est dgal d l'intdrieur du segment I. 
3~ -- 1 
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Remarquons que la condition. "I e-adapt6" peut aussi s'6crire: 
. l + c  

I C]  - -  r, rip ", donc l'intervalle t rou% est bien dans I - r ,  r ]p 
3~- 1 

D~monstration du Lemme 2.6. Vu la construction des interval|es In, J 

est un intervalle de m~me centre que I, ouvert car pour tout x E J il 

existe un point de 2T strictement A droite de x et un autre strictement 

gauche de Jet nous n'avons donc qu'k d6terminer la longueur de J 

pour le d6terminer enti6rement. Or celle-ci est la somme des longueurs 

des intervalles In : 

e ( J )  = e(z) + 2 ! 
n > l  

=g(1)(l+2 I-~I )-- 
2s 1 -- 

=g(I) l + 2 2 e _ l + e  
( l - s )  g(Z)3s--1+ 2 - 2 s  l + s  g(I). [] 

=g(I)  1 + 2 3 s _ 1  = 3 s - 1  3s--1 

Proposition 2.7. Soit M une surface de classe C a rnunie d'une rndtrique 

riernannienne de classe C a .  Soit ~ un riot de classe C k (o~z k E [1, ~ ] )  
de M ,  U un voisinage de ~ en topolo9ie C 1, p E M ( ~ )  non pdriodique 

et c E]1/3, 1[. Alors il existe r > 0 et T > 0 tels que: 

(i) ~([-r,  rip • [0, T]) est une vraie boite de riot; 

(ii) si I c [-r,r]p est un segment e-adaptd, si (x~)o<n<2x+l est une 

suite ordonnde qui vdrifie: 

(iia) pour tout n c [0, X], x2n et x2~+1 sont dans un rn6rne terrne 

de f l ( I ) ;  

(iib) si n ~ m, x2n et X2m ne sont pas dans un rn~me terrne de J ( I ) .  

Alors il existe ~ c U de classe C k tel qu'il existe une suite croissante 

(finie) (i~)0<n<2K+l d valeurs dans [0, X] telle que: 

�9 io = 0 et i2z<+l = X et Vj E [1, K], i2j_] + 1 = i2j; 

�9 supp(~ - q~) est inclus dans: ~(( U J) • [o,T]); 
J c J ( I )  

�9 Vj E [0, K], ~ T ( X 2 i 2 j  ) = ~T(X2i2j+I+I ). 
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Faisons un dessin explicatif de l'~nonc6 de la proposition; dans la figure 

7 (qui suit), nous avons pour all~ger remplac6 la notat ion xo, Xl, x2, 

x3, . . .  par 0, 1, 2, 3 . . . .  La coordonn~e temporelle est dirig6e par 

une fl~che "horizontale", donc les intervalles In sont "verticaux"; nous 

avons en fait sur le dessin dessin6 les boites de flot qui correspondent 

ces intervalles, plus "visibles" que les intervalles eux-m~mes. Nous 

avons trac~ en gras les orbites sous r 
I. 

/2 6=7 

4 

5 

I 9 

8 

2 
q 3 

. f  

J 
v 

Figure 7 

Commenta i res  2.8. (1) Expliquons un peu ce que sont les hypotheses: 

on consid~re la suite f l ( I )  associ~e ~ un intervalle I qui est e-adapt& 

Comme les intervalles de cette suite sont tous e-adapt~s, on sait grs 

la proposition 2.3 qu'on peut  en chaque couple (X2n, X2n+l) appliquer la 

proposition 2.3 de mani~re s obtenir  CT(X2n) = qZT(X2~+l) (oh r est une 

per turbat ion de ~), mais ~videmment, les diff~rentes perturbat ions que 

l'on peut  ainsi construire peuvent avoir des supports que se rencontrent;  

mais le choix de la suite d'intervalles effectu6 permet t ra  de dire que 

"peu" de supports de telles perturbat ions se rencontrent.  

(2) Nous ne connectons pas les points correspondant s des supports de 

perturbat ions qui se rencontre n ' importe  comment,  comme pourrai t  le 

laisser supposer la figure 7: nous "pr~servons" un certain ordre, celui 

donn6 par l ' indexation n des xn; si au lieu de representer ce qui se passe 

dans la vari~t~ ambiante comme nous l'avons fait dans la figure 7, nous 

nous int6ressons ?~ l 'ordre des Xn et voulons visualiser quels points sont 
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connect6s k l'aide de la perturbation, on obtient par exemple ce qui est 

repr6sent6 en figure 8: 

~0 zl ~2 z3 ~4 x~ ~6 ~7 xs z9 

Figure 8 

On voit clairement sur ce dessin que les connexions cr6~es par pertur-  

bation "acc~l~rent" en un certain sens l 'ordre (sur le dessin pr6cSdent, 

on ne conserve apr~s per turbat ion que les points x0, x3, x4, x7, xs, x9). 

(3) A quoi allons-nous utiliser la proposition 2.7? En fait, consid~rant 

le probl~me envisag~ dans le th6or~me 1. 1, les points xn repr~senteront 

des points de l 'orbite positive de p suivis de points de l 'orbite n6gative 

de q. Le flot construit  dans la proposition 2.7 permet t ra  de connecter 

l 'orbite de p s l 'orbite de q; remarquons qu 'un autre ph6nom~ne se 

produit: on "ace61~re" en quelque sorte ainsi l 'orbite de p et celle de q, 

puisque la per turbat ion de la proposition 2.7 permet  de joindre p ~ q en 

"sautant" des xn (c'est-~-dire des it~r6s de p et q). 

D~monstrat ion de  la Proposi t ion 2.7. La proposition 2.2 appliqu6e au 

voisinage de p' E w(p, ~) nous donne l 'existence d 'un  c E]0, 1[. Appli- 

quons tout  d 'abord la proposition 2.3 pour ~ et: 

c(1 - ~) 

16r 

on en d~duit l 'existence de r, T, N . . .  

Comme t o u s l e s  termes de J ( I )  sont e-adapt6s (nous avons d6j~ 

remarqu~ que dans ce cas, pour tout  J E fl(I), on a - 1 j  c [ - r , r ]p) ,  

on peut  pour chaque n E [0, X] construire une per turbat ion r de 

iP ?~ l'aide de la proposition 2.3 telle que r = ~T(X2n+l) (dans 

le cas extreme off x2~ = X2n+l, on dira que le support  S~ de cette 

per turbat ion est {(Pt(X2n); t E [0, T]}). Remarquons que les supports des 

perturbat ions ainsi construites sont bien ~ valeurs dans ~ ( f l  x [0, T]), off 

on note: 

J= U J, 
at  j ( I )  
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puisque: 

VJ E J ( I ) ,  1_ J c ,7. 

Bien stir, si les supports Sn des r - ~ sont deux ~ deux disjoints, 

il suffit alors de prendre pour r le ftot qui coincide avec r sur S~ 

pour n E [0, X], avec ~ par tout  ailleurs. I1 satisfait aux conclusions de 

la proposition 2.7 pour (in)nE[O,2X+l] d6finie par: Vn E {0 , . . . ,  X},  i2n = 
i 2 n + 1  ---- n. Repr6sentons en figure 9 quel genre de per turbat ion on peut  

obtenit  ainsi dans le cas simple oh X = 0: 

Figure 9 

Le problbme est que les supports des f)(n) _ ~ peuvent s'intersecter. 

On construit  alors un flot de mani~re diff6rente. 

Notons pour ehaque n C [0, X] I(n) l'616ment de J(1)  tel que 

(x2n, X2n+l) C I(n) 2 (rappelons que par hypoth~se cette application est 

injective: ~ deux couples distincts on associe des intervalles diff6rents 

de f l ( I ) ) .  

Premier pas de la construction.  

Premier  cas. On suppose que So ne rencontre aucun autre Sn. On 

arr~te alors lh le premier pas de la construction: on impos e ~ r de 

co'incider avec y)(o) sur SO. On ne consid~rera ensuite que les autres 

couples (x2~, x2n+l), et on gardera la per turbat ion ~(0).  

Deuxi6me cas. Si on n'est pas dans le premier cas, vu la d6finition de 

l 'ensemble i f (I)  et le choix de ~/, So rencontre au plus deux termes autres 

que lui de la suite des S~. Soit un tel k. On fair alors la construction 
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suivante: soit M le plus pet i t  entier parmi  les n tels que: 

(i.e. la premiere boite de riot quand  on suit le t emps  sur laquelle ces 

suppor ts  se rencontrent) .  Nous repr6sentons ceci en figure 10; sur cette 

figure, nous avons afin d'Ml~ger la representat ion dessin~ les boites de 

riots successives oh on fair des per turba t ions  "collies" les unes aux au- 

tres; de plus, comme pr6cgdemment ,  le t emps  est repr6sent6 "horizon- 

ta lement"  (suivant le sens de la fl~che): 

X2k 

i(k) 

r(o) 

Xo 

................................. :::::::::::::::::::::::::::::::~!~{:::~::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::: 
r 

~pTXl 

Figure 10 

C o m m e  

Sk N SO O ~(H~Mr(pM, ~) x [0, 1]) ~ ~ ,  

et que par  l ' addendum de la proposi t ion 2.3 on a: 

S k n  ~(nx~,(PM, ~) • [0, 1]) C 

C ~(rIXM~IX2~+I ~2~l(m~(x2~+1, X2k),PM, ~) • [0, 1]) 

et 

So N'I'(II),M,(PM, F)X [0, 1])C: ~(1]XMVlX0_x 11(mM(XO, X l )  , PM, ~) • [0, 1]), 

la r~union de ces deux suppor ts  intersectSs avec 

�9 (rr~MT(pM,~) x [o, 1]) 
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est donc incluse dans un ensemble de la forme 

r (Z,pM, W ) • [0, 1]); 

consid6rons alors la per turba t ion  %b construi te  ~ l 'aide de la proposi t ion 

2.2 ~ suppor t  dans r , ~o) • [0, 1]) qui pe rmet  de connecter  les 

deux orbites en allant du point  xo vers le point  x2k+l (nous repr6sentons 

sur la figure 11 en gras la nouvelle orbite): 

r  ( P M ,  7 9) • [0 ,  1 ] )  

x 2k ============================================::;:::::: ::::::::::::::::::::::: :: ............ 

z(k) 
[ ::i  rx2k+  . . . .  

I ( O )  ......................................................... ~:~ . . . . .  ========================================= 

x 0  

Figure 11 

Cet te  nouvelle pe r tu rba t ion  est a suppor t  dans un ensemble de la 

forme: 

~(H2Amn~up{e(Io),e(ik) ) (z, PM, ~) • [0, 1]), 
c 

donc v u l e  choix de r 1 dans un ensemble de la forme: 

r } (Z~pM, qO) • [0, 1]); 
8r  

or, comme Sk et So se rencontrent ,  les segments  I(O) et I(k) sont adja- 

cents (i.e l 'un est l ' image de l 'autre  par  D ou G), donc on a: 

1 - c  
- - e ( z ( 0 ) )  = e ( •  

2e 

O H  

1 - c g ( l ( k ) )  =g( / (0) ) ,  
2r 

et donc 

(1 -- ~)AM sup{g(I(0)), g(I(k))} <_ AM inf{g(t(0)), g(I(k))},  
8r 4 
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donc ce suppor t  rameng ~ [ - r ,  r]p (en project ion) est dans la %union 

de la "moi t iC de I(k) qui "touche" I(0) (en projection) et de la moiti6 

de I(0) qui touche I(k). On consid6re alors la pe r tu rba t ion  ~ de ~ telle 

que le champ de vecteur + : 

�9 co/ncide avec @(0) sur U ~(II),jr(pj, 99) x [0, 1]); 
O<j<_M-1 

�9 coincide avec ~ sur '~(II),M~(PM, 9~) x [0, 1]); 

�9 coincide avec ~(k) sur U ~(ii)~j,(pj, w) x [0,1]). 
Mq-I<_j<N 

De plus, on retire des te rmes  de la suite: on "oublie" t o u s l e s  termes 

qui 6taient compris  entre les deux termes qu 'on  vient de joindre; on fera 

comme si ils n 'avaient  jamais  6t6 des termes de la suite (ce qui suppr ime 

aussi des I(n)). Qu'obt ien t -on  finalement? On a: 

- un  couple (x0, x2k+t) et une per tu rba t ion  ~ qui permet  de relier x0 

~gT(X2k+I  ). 

- les couples (x2n,x2n+l)  pour  n E [k + 1, X] et des per turba t ions  

~(n) (/~ supports  qui se recoupent  6ventuellement) qui pe rme t t en t  

de relier x2n ~ 9~T(X2n+I) ;  

Remarquons  que vu quels couples on a oubli6s, la r6union de [0, 2k+  1] et 

des segments  [2n, 2 n +  1] pour  les indices conserv6s est 6gale k [0, 2X + 1]. 

Ainsi on a s t r ic tement  moins de couples qu 'au  d6but  ?~ consid6rer. 

Deuxi6me pas de la construction. 

Si on est part i  du  premier  cas de la construct ion,  on regarde ce qui se 

passe pour  (x2, x3) et on fait pour  ce couple la m6me construct ion qu'/~ 

l '6tape pr6c6dente (encore une fois, il y a deux cas). De m6me si le 

suppor t  de ) - 9? ?~ l '6tape p%c6dente ne rencontre aucun  des S~ non 

oubli6, on s'int6resse au couple (X2k+2, X2/~+3). I1 est ~ rioter que les 

suppor ts  des nouvelles per turba t ions  que l 'on fait ne rencontrent  pas le 

suppor t  de la pe r tu rba t ion  faite au pas pr6c6dent: on a en effet remarqu6 

que chaque nouvelle pe r tu rba t ion  faite est dans une moiti6 d' intervalle 

(en project ion) "loin" de t~ off on fait l 'ancienne per turbat ion.  

De toute  faw on r6ussit encore ~ diminuer  le nombre  de couples 

consid6r6s et on a encore que les segments  de la forme [2j, 2i + 1] off les 
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(x2j , x2i+l ) sont les couple reli6s et non oubli6s forment une part i t ion 

de  [0, 2X + 1]. 

Par  contre, si le support  de ~ - ~b rencontre un des Sm non ou- 

bli(s (Cest-t~-die pour  m > k + 1), on prend le premier de ces S,~, et 

on recommence la construction pr~c6dente: on joint les deux orbites 

comme pr6c6demment, oubliant certains termes de la suite des xn (ceux 

interm6diaires entre x0 et X2ra+l) ; remarquons que ceci se fait darts une 

boite de riot en PM' avec M' ~ M car le support  de la per turba t ion  

6tait compris (en projection) dans le r6union de la "moiti6" de I(k) et 

de la "moiti6" de I(0) qui s 'intersectaient. 

Repr6sentons en figure 12 l 'une des situations pouvant  se produire: 
1" 

0 T 

Figure 12 

(En au plus N ~tapes, on aura fini de completer  cette orbite et on passe 

la suivante). 

Encore une lois, on r~ussit ~ diminuer le nombre de couples con- 

sid~r6s et on a encore que ia r6union des segments de la forme [2j, 2i + 

1] o~ les (x2j,x2i+l) sont les couple reli~s et non oubli~s est ~gale t{ 

[0, 2 x  + 1]. 

Conclusion. Finalement,  on construit  une per turbat ion  r de F k suppor t  

dans l 'ensemble voulu, une suite d'indices (in)n~[0,2K+l] telle que: 

�9 ~n E [0, 2K], in < in+l (par construction); 

�9 Vn E [1, K], i2k-1 + 1 = i2k (ceci uniquement par  ce qu'on suit tous 

les x~ dans l 'ordre croissant) ; 

�9 Vk E [0, K ] ,  ~)T(X2/2/~) = ~ g T ( X 2 i 2 k + l J - 1  ).  [] 
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Commentaire. La difficult6 de la d~monstrat ion pr~c~dente vient du fait 

que chaque nouvelle orbite construite est un cas particulier: 

�9 elle peut  6tre faite ?~ l'aide de un deux trois . . .  couples de 

(X2n, X2n+l); 

�9 en oubliant aucun~ peu ou beaucoup de couples de (X2n~ X2n+l) in- 

term~diaires. 

3. Construction des connexions (d6monstration du th6or~me 1.1 ) 
L'id~e de la d~monstrat ion pourrai t  ~tre r~sum~e de la mani~re suivante: 

on va faire du "Hayashi" ~ deux suites. 

Dans la d6monstrat ion de S. Hayashi ,  on se fixe un point q C w(p, p) 

(on suppose en plus que le point q est sur une vari~t~ stable ), et on tente 

de connecter p k q. Pour  cela, on consid~re la suite des it6r6s positifs 

~t(P) de p sous le riot p qui sont dans II(q, ~), et en quelque sorte on 

essaie de "bouger" les points de cette suite vers q. 

Dans le cas que nous consid~rons, on suppose que pl C ~(p, ~) N 

a(q, p) O M(~)  et on veut connecter p k q. pour cela, on consid~re: 

la suite (Pn)neN des it~r~s positifs de p sous ~ qui sont dans II(p', p); 

- la suite (q~)n~N des it6r~s ndgatifs de q qui sont dans II(p', ~); 

et en quelque sorte on essaie de "bouger" les points de la suite (P~)ncN 

vers les points de la suite (q.~)ncN. On a donc effectivement deux suites 

consid~rer. 

Comme nous allons faire des modifications du riot le long de l 'orbite 

positive de p' (en appliquant la proposit ion 2.7) et que nous voulons 

connecter p ?~ q, il faut faire at tent ion h ce qui se passe quand p' est sur 

l 'orbite de p ou de q, car dans ce cas en faisant des modifications le long 

de l 'orbite de p' on peut  modifier ce qui se passe au voisinage de p ou q. 

Mais en fait, ce cas ne pose aucun probl~me en effet: 

�9 soit q ~ p  et p e t p '  sont sur une m6me orbite: a l o r s p  E a (q ,~)  

puisque p' C c~(q, p) et p et p' sont sur une mSme orbite: l 'orbite 

n~gative de q passe aussi pros qu'on le veut de p. On utilise alors 

un diff6omorphisme f proche en topologie C 1 de l'identit6 qui fixe 

q (i.e. f (q)  = q) et qui envoie un point q' de l 'orbite str ictement 
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n6gative de q sur p : f(q') = p. Alors si on d6finit un riot ~p par: 

Vt E R , r  = f o ~t o f - l ,  

le flot ~b est proehe en toplogie C 1 de ~, et il permet  de connecter p 

g q; 

�9 soit q r p, q et p' sont sur une m6me orbite: le raisonnement est le 

m~me que ci-dessus en inversant le temps; 

�9 soit p = q est sur la m~me orbite que p'; dans ce cas, p E a~(p, ~) est 

un point posit ivement r6eurrent. On peut  utiliser le closing lemma 

(cf [1] ou [6]) pour rendre p pdriodique. 

D6sormais, nous supposerons done que p' n 'est  ni sur l 'orbite de p, ni 

sur l 'orbite de q. 

Notations.  Fixons quelques notations. Comme dans l'4nonc4 du thdo- 

r~me 1.1, ~ sera un flot de classe C k sur M,  p e t  q seront deux points 

de M tels que p' E co(p, ~) n c~(q, ~) N M(~)  est un point non p6riodique. 

Comme nous venons de trai ter  ces eas, nous supposerons que p' n 'est  

ni sur l 'orbite de q, ni sur celle de p. U sera un voisinage fix6 de f e n  

topologie C 1. On reprend de plus les notat ions de la d~finition 2.1. On 

peut  alors utiliser la proposition 2.7 pour ~, p' et e E]1/3, 1[ ; eeei donne 

r et T satisfaisant les conclusions de la proposit ion 2.7. I1 existe bien 

stir un segment I e- adapt4 qui contient p' dans son intdrieur. Soit alors 

(Pn)n~N la suite (ordonn4e par le temps) des it6r4s positifs de p sous 

tels que: 

Vn c N, pn E U J 
J C J ( I )  

et (q~)~cN la suite (ordonn~e dans le sens contraire du temps) des it6r6s 

n~gatifs de q sous ~ tels que: Vn E N, qn E J = U J. Posons alors: 
J E J ( I )  

(�9 np= inf{n > O;pn E I} puis 7 ) = {p~; n E [0, rip]}; 

(�9 nq = inf{n _> 0;qn C I} puis Q = {qn;n E [0, nq]}. 

(Remarquons que comme pl E w(p, ~) ~ a(q, ~) et que p' est aussi dans 

l'int6rieur de I,  un tel couple (np, nq) existe.) 
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Repr@entons en figure 13 l 'une des situations pouvant  se produire 

(ici, n p =  3 et nq = 2): 

Po ql P2 P3 q2 qo Pl 
x x x X X x x 

g = (1 + 1)Int(Z) 

Figure 13 

Construct ion d 'une  suite. On pose: 

�9 s i  n E [0, Up], Yn = Pn; 

�9 si n C [np+ 1,np + nq + 1], Yn = q n p + n q + l - n .  

(Remarquons que cette suite est finie par construction) 

Puis on effectue la construction suivante: 

�9 Jo = 0 et xo = YJo est dans un 6l~ment (ou la r6union de deux 

616ments) Jo de J ( I ) ;  soit alors J l  le plus grand entier n tel que 

yn E Jo, on pose alors Xl = YJl (il peut  6tre 6gal k xo); si J l  = 

np + nq + 1, on arr~te la construction; sinon: 

�9 j2 = Jl  + 1 et x2 = YJ2 est dans un 6Mment J1 (ou la r6union de deux 

516ments) de f l ( I ) ;  soit alors J3 le plus grand entier tel que YJ3 c J1; 

on pose alors x3 = YJ3; s i m  = n p  + nq + 1, on arr~te la construction; 

sinon on continue . . .  Comme la suite a un nombre fini de termes, 

on arr~te au bou t  d 'un  hombre fini de pas. 

On obtient ainsi une parti t ion de [0, r~p + nq + 1] en un hombre fini et 

ordonn4 d'intervalles not@ [J2k, J2k+l] oh k E { 0 , . . . ,  X}  tels que pour  

tout  k c [0, X], x2~ et x2k+l sont dans un m6me intervalle de J ( I )  et 

que par  contre si k r k', x2k et x2k, ne sont pas dans un mSme terme 

de J ( I ) .  

Repr@entons par  exemple en figure 14 l 'une des part i t ions que l 'on 

peut  obtenir: 

Figure 14 
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En d'autres termes, on obtient le (iia) et le (lib) de la proposition 

2.7. On va donc pouvoir, dans le paragraphe suivant, utiliser cette 

proposition. 

Construction d'une perturbation. On applique ~ la suite (xn) pr~c6dem- 

ment  construite la proposition 2.7; On trouve ainsi ~ et une suite finie 

croissante (i~)0<n<2K+l s valeurs dans [0, X] qui vdrifient les conclusions 

de la proposition 2.7. 

Suivons alors l 'orbite de p sous ~ : 

�9 l 'orbite de p sous ~ jusqu'~ x0 est la m6me que celle sous ~ jusqu's  

xo puisque que le support  de la per turbat ion ne rencontre pas cette 

orbite; 

�9 o n  a: ~'T,(xo) = ~ T ( X 2 i l + I ) ;  

�9 l 'orbite de CT,(x0) = pT(X2q+I) SOUS r jusqu's  x2q+2 = x2~2 est la 

m6me que celle sous ~ puisqu'elle ne rencontre pas le support  de la 

per turbat ion effectu6e; 

�9 o n  a : CT'(x2~2)  = ~ T ( x 2 ~ 3 + l ) ;  

ainsi on arrive h connecter p ~ q. 

C'est ce que nous repr6sentons ne figure 15: [] 

i 

Figure 15 

4. Construction des connexions  (d6monstration du th6or6me 1.2) 
On ne dolt traiter que les cas qui ne sont pas contenus dans le th6orbme 

1.1, c'est ~ dire le cas oil w(p, ~) N c~(q, to) A M(~) ne contient que des 
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orbites p~riodiques ou des points critiques. Nous allons distinguer alors 

suivant que p' est un point critique ou un point p~riodique. Dans le 

second cas, nous distinguerons de plus deux sous-cas, suivant que M est 

ou n'est pas orientable. 

De plus, on remarque que s ip  ou q est sur la m~me orbite que p', on 

peut  refaire exactement  le m6me raisonnement que dans le d~but de la 

d~monstrat ion du th~or6me 1.1, aussi d6sormais on supposera que hi p, 

ni q n'est sur l 'orbite de p'. 

P remier  cas. On suppose que co(p, ~) 71 c~(q, ~) A M(p) contient un point 

critique p~ (qui est donc hyperbolique selle). Or, on sait d~crire la dyna- 

mique locale au voisinage d 'un point critique hyperbolique selle (voir 

figure 16). 

A 

D -  

J 
1. 

-5 

\ 
)! 

J 
B 

C 

Figure 16 

Comme p' C co(p, ~) f3 c~(q, 90), co(p, ~) contient une branche stable de 

p' (/3 ou D sur la figure 6). Si cette branche stable rencontre ct(q, p), 

on peut  directement appliquer le th4or~me 1.1 en remplaw p' par 

un point de cette branche stable, qui est bien non pdriodique et dans 

M(~) .  Sinon, on peut  sans changer l'orbite n~gative de q utiliser le rdsultat 

d 'Hayashi pour connecter p ?~ la vari~t6 stable de p'. Comme on n 'a pas 

chang6 l 'orbite n4gative de q, p' est toujours dans l 'ensemble a-l imite de 

q pour le nouveau flot ~. Oh fait ensuite le m~me raisonnement pour 

q (reals cette lois ?~ l 'aide du flot (~-e)), et on connecte q ~ la varidt4 

instable de p'. 
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Mais ensuite il n 'est pas difficile de faire une peti te per turbat ion du 

flot permet tan t  de connecter p ~ q, comme indiqu6 sur la figure 17 (voir 

aussi [4]): 

~ _ ~  1. q[ -- 

Figure 17 

Dettxi~me eas. On suppose que co(p, F) N c~(q, ~o) N M(9)) contient un 

point p6riodique non critique p'. On a 6cart6 le cas oh p ou q est sur 

l 'orbite de p'. 

Remarquons que dans ce cas, p' est forc6ment un point p6riodique 

non hyperbolique, car sur une surface un point p6riodique hyperbolique 

est soit un at t raeteur ,  soit un r6pulseur. 

On envisage deux sous-cas: 

Premier  sous-cas. On suppose qu 'un petit  voisinage de l 'orbite de p' 
est un cylindre (c'est toujours le cas si M est orientable). Comme p' E 

w(p, 9~), il est facile de voir que l 'une des situations d6crites en figure 18 

se produit.  

orbite de p orbite de p 

Figure 18 

On consid6re alors le peti t  "anneau" A d61imit6 par l 'orbite de p', le 

bout  d 'orbite de p dessin6 et le peti t  arc transverse au fl0t dessing. On 
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peut  bien entendu supposer (quitte g diminuer A) que ni p, ni q ne sont 

dans A. Alors: 

- si on est dans la situation du dessin de gauche, on a: 

VT > 0, gJ-T(A) C A 

donc p E A, d'ofl une contradiction; donc ce cas ne se produi t  pas; 

- on est donc dans le cas du dessin de droite, pour  lequeh 

VT > 0, ~T(A) C A. 

Alors, comme q ~ .4, forc4ment l 'orbite n4gative de q ne rencontre 

pas A. 

Finalement,  on peut  avoir un seul type  d 'accumulat ion des orbites 

de p e t  q sur celle de p', celui d4crit en figure 19 (sur la figure 19, l 'orbite 

de p ne s 'accumule que par un c6td et l 'orbite de q que par l 'autre c6t~ 

de l 'orbite pdriodique) 

Figure 19 

Si maintenant  on f a r  une pet i te  per turbat ion du riot au voisinage du 

point  p' qui f a r  '<monter" les orbites ndgatives, on peut  sans difficultd 

connecter p g q (on consid~re une famille g u n  param~tres de tels riot, 

on constate que pour  F l 'orbite de q est au dessous de celle de p, et 

pour  une autre valeur de paramStre l 'orbite de q est au dessus de celle 

de p, donc pour  une valeur de param~tre on trouve un riot qui connecte 
Pgq). 

D e u x i ~ m e  sous-cas. On suppose qu 'un pet i t  voisinage de l 'orbite de p' 

est une bande de Moebius. Dessinons encore une lois un des cas pouvant  

se produire, c'est-g-dire sur la figure 20 une pet i te  bande de Moebius 

Ad (qui contient l 'orbite pgriodique de p') d6limit6e par un morceau de 
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l 'orbi te  de p e t  un  pe t i t  arc t ransverse au riot (dont  on peu t  supposer  

qu'elle ne cont ient  n i p  ni q). 

Figure 20 

Dans le cas dessin~, on a : VT > 0, ~T(Jt4) C 3/I, done l 'orbite  de q 

ne peu t  rentrer  dans  M (sinon on aura i t  q E 3//),  donc on ne peu t  avoir 

p'  E ~(q, !P). 

Dans  le cas non  dessin~, on aura i t  VT > 0, ~-T(M) C M, d'ofi 

p E 3/l,  d 'ob  une contradic t ion.  

F ina lement ,  on a montr~ que ce deuxi~me sous-cas ne peu t  p a s s e  

produire.  

Ceci t e rmine  la d~mons t ra t ion  du th~or~me 1.2. [] 
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