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Création de connexions en topologie
1
C pour les flots des surfaces

Marie-Claude Arnaud

Resumé. En utilisant des techniques élaborées récemment par S. Hayashi pour créer
des intersections hétéroclines, on démontre que si ¢ est un flot d'une surface tel qu’il
existe deux points p et ¢ et un point p’ non périodique, dont I'orbite ne tend pas vers
Pinfini et qui est & la fois dans 'ensemble w-limite de p et dans ’ensemble o-limite de
g, alors il existe un flot 9 proche de ¢ en topologie C! et T > 0 tel que PYr(p) = q.
On montre aussi qu’on peut supprimer ’hypothése “p’ non périodique” si on impose
que si p’ est un point critique, il est hyperbolique.

Mots Clefs: Connexions, flots, perturbations, orbites périodiques.

Abstract. Using some technics due to S. Hayashi, we prove: if ¢ is a flow on a surface
such that there exist two points p, ¢ and a point p’ which is not periodic, whose orbit
doesn’t go to the infinite and which is contained simultanously in the w-limit set of p
and in the c-limit set of g, then there exists a flow ¢ which is C'-close to ¢ and such
that ¥7(p) = q for a T > 0. Then we prove: we don’t need the hypothesis “p’ is not
periodic” if we assume that when p’ is critical, it is hyperbolic.

Keywords: Connecting lemma, flow, perturbation, periodic orbits.

1. Introduction
Soit M une variété , ¢ = (p;)ter un flot de classe C* (ot k > 1) de M.
Rappelons que si p € M, son ensemble w-limite est:

w(pv (P) = {q = M; 3(,I'TL)TLEN € RN? nh—I»Igo Tn =+00 et 7}520 PTy (p) = Q}

et son ensemble a-limite est: a(p, ¥) = w(p, (P—_t)ter)-

IEn d’autres termes, w(p, ) est 'ensemble des points de M dont
se rapproche l'orbite de p dans un futur aussi lointain qu’on le veut,
alors que a(p, ) désigne 'ensemble des points de M dont se rapproche
I'orbite de p dans un passé aussi lointain qu’on le veut.
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336 MARIE-CLAUDE ARNAUD

Une question alors naturelle qui se pose est la suivante:

supposons que p et ¢ soient tels que w(p, ) N alg, ) # O; existe-t-

il ¢ proche de ¢ en topologie C! tel que p et g soient sur la mém;a

orbite, i.e. plus précisément tels qu’il existe T > 0 tel que ’@b'jw(p) =q?

En d’autres termes, on veut connecter p a g par ‘une orbite.

Il semble que R. Maiie ait soulevé cette question dans le but de faire
un “Make or Break Lemma” (cf la fin de [5]):

étant donnés p et ¢ comme ci-dessus, peut-on perturber le flot en

topologie C" de telle sorte que:

— 80it p est connecté & g;

— soit w(p, ) Na(q, ) = 7
Des réponses a cette question sont connues dans certains cas:

— si p € w(p,p) (dans ce cas, on dit que p est positivement récurrent),
on sait grace au “closing lemma” (cf [1] ou [6]) trouver ¥ proche de
¢ en topologie C1 tel que D'orbite de p sous ¢ soit périodique;

— si g est sur la variété stable d’un point critique hyperbolique, p est
sur la variété instable d’un point critique hyperbolique et ¢ € w(p, @),
il existe 1 proche de ¢ en topologie C! et T > 0 tel que 97 (p) = g; ce
résultat a été démontré récemment par S. Hayashi dans [2] et permet
de créer des intersections hétéroclines;

— d’autre part, C. Pugh a construit dans [5] un exemple dans le cas
d’une surface non compacte ol a(g, ) Nw(p,p) # & et ol on ne
peut pas connecter p & g en faisant une perturbation du flot petite
en topologie C1.

Nous verrons dans le théoréme 1.1 que si on rajoute une condition
concernant Uintersection a(g, ») Nw(p, y), on peut connecter p & ¢, et
que le contre-exemple décrit par C. Pugh est justement dans le seul cas
ou cette condition n’est pas réalisée (tous les points de a(q, ¢) Nw(p, p)
ont une orbite qui tend vers 1’ “infini”).

Désormais, si ¢ est un flot sur M, on notera

M(p) = {g € M;w(q,¢) # 2};

en d’autres termes, M (y) est ’ensemble des points dont I'orbite positive
ne tend pas vers I’ “infini”. Remarquons que quand M est compacte, on
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CREATION DE CONNEXIONS EN TOPOLOGIE 337

a: M = M{p). De plus, M(p) contient toujours ’ensemble des points
positivement récurrents.

Nous nous proposons de démontrer (nous munissons I’ensemble des
flots de M de la topologie C' de Whitney (cf [3])):

Théoréme 1.1. Soit M une variété de dimension 2, p un flot de classe
C* (ot k € [1,00]) sur M, p et q deuz points de M tels que w(p, ) N
ofq, ) N M(p) contienne au moins une orbite non périodique. Soit U
un voisinage de ¢ en topologie C1.

Alors il eziste 1 € U de classe C* et T > 0 tel que: ¥rp = q.

En fait, on peut obtenir la méme conclusion en supposant juste que
w(p, p) Nalg, ) N M(p) est non vide, a condition de supposer les points
critiques hyperboliques:

Théoréme 1.2. Soit M une variété de dimension 2, p un flot de classe
C* (o0 k €1, oo|) sur M, dont tous les points critiques sont hyperboli-
ques, p et q deux points de M tels que:

w(p, ) Nalg, o) N M(p) # &

Soit U un voisinage de ¢ en topologie C1.

Alors il existe ¢ € U de classe C* et T' > 0 tel que: ¥rp = q.

Le théoreme 1.2 se déduira assez facilement du théoréme 1.1. et du
résultat d’Hayashi.

Pour démontrer le théoréme 1.1, nous adaptons et affinons dans le
cas considéré I'argument de S. Hayashi. La remarque principale qui per-
met en dimension 2 de simplifier 'argument est que les applications de
Poincaré P sont définies sur des espaces unidimensionnels et que, si on
identifie cet espace a R, toutes les applications tangentes & P (linéaires
définies sur R donc) sont des homothéties; signalons que C. Bonatti uti-
lisait déja cette remarque pour sa démonstration (communication orale)
du closing lemma pour les flots des surfaces.

Corollaire 1.3. Soit M une variété compacte de dimension 2, ¢ un flot
de classe C* (0t k € [1,00]) sur M dont tous les points critiques sont
hyperboliques, p un point de M tels que: a(p, p) Nw(p,p) # @. Soit U
un voisinage de ¢ en topologie CL.
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Alors il existe 1 € U de classe C* pour lequel p est un point pério-
dique.

Ce résultat permet de fermer des orbites pour lesquelles on ne peut
pas forcément appliquer le “closing lemma”.

2. Des résultats concernant les perturbations
On sait depuis longtemps construire des perturbations de flots petites
en topologie C1 qui permettent de “bouger” l'orbite d’un point donné
non critique en modifiant le flot & Uintérieur d’une “boite de flot” (cf.
par exemple [1], ou [6], ou [4]).

Rappelons (avant de préciser dans la définition qui va suivre quelles
boites de flot nous allons considérer) que si ¢ est un flot, une “vraie
boite de flot” (pour ¢) est I'image par I’application:

(t,x) €[0,T) xS — pe(x)

de [0,T] x S ol:
— 8 est un morceau d’hypersurface transverse a ¢;
— T est un réel strictement positif;
— on suppose que sur [0,7] x S, Iapplication définie ci-dessus est une
submersion injective.

Nous allons donner ici un énoncé donnant des constantes valables
(pour les perturbations construites & l'intérieur d'une vraie boite de
flot) dans tout un voisinage d’un point critique donné. M désignera
une surface de classe C*°, bien qu’un analogue du premier énoncé soit
valable dans une variété de dimension quelconque.

Définition 2.1. Etant donné un flot ¢ sur M et A > 0, Rx(y) désignera
P’ensemble des points de M qui ne sont pas périodiques de période
inférieure ou égale & A. De plus, R(p) désignera ’ensemble des points
de M qui ne sont pas critiques (i.e. tels que ¢(p) # 0).

Supposons maintenant que M est munie d’'une métrique rieman-
nienne de classe C°. Ceci permet de définir une fonction exponentielle
sur M. Alors si p € R(yp) et € > 0, on définit:

I (p, ) = {expp(v);v € {p(P}" et |v] <e};
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CREATION DE CONNEXIONS EN TOPOLOGIE 339

ainsi, & condition que ¢ soit assez petit (de fagcon qui dépend de p),

I (p, ) est un morceau d’hypersurface transverse au champ de vecteurs

@ (c’est-a-dire un arc puisqu’on a supposé la variété de dimension 2).
De plus, si g € I1.(p, ), on notera:

(0,0, ) = {z € (p, ), d(x,q) < 7}

(c’est la boule centrée en ¢ et de rayon r dans le petit morceau d’hyper-
surface en p).
Dans ce cas, on notera ® ’application définie sur II.(p, ¢) x R par:

<I>(:1;, t) = @t(x)
De plus, on posera

FT,T(pa (70) = (I)(Hr(pa (P) X [O7TD

On notera aussi si q € I.(p, ):

F’r’,T(lev SD) = @(HT((]ap’ 90) X [07 TD

Avant de donner la proposition perturbative annoncée, faisons une
figure expliquant quel type de perturbation nous allons considérer.

»
—>

F.r(q, )

Sy

(')

Figure 1

Expliquons un peu la figure 1: on travaille dans une boite de flot
(pour un flot ¢) de “longueur” en temps égale & T (boite de flot notée
F.1(q,¢)); on considére deux points z et z’ & I’“entrée” de cette boite
de flot et on veut, en changeant le flot uniquement 4 Vintérieur de cette
boite de flot et de telle sorte que le nouveau flot soit proche en toplogie
C! de ¢, que la nouvelle orbite de z sorte de la boite de flot par pr(z').
On représente alors en grisé foncé 1’ “amplitude” de la pertubation (i.e.
la boite de flot minimale de longueur en temps 7' qui contienne 4 la. fois
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340 MARIE-CLAUDE ARNAUD

z et z') et en grisé clair le support de la perturbation. La proposition
qui suit exprime qu’il y a un rapport entre cette amplitude et la taille
du support:

Proposition 2.2. Soit M une variété de classe C>° munie d’une métrique
riemannienne de classe C*. Soit ¢ un flot de classe CF (ot k € [1,00])
de M, U un voisinage de @ en topologie CletT >0. Soitpe M.
Alors existe un voisinage V de p et une constante ¢ €]0, 1] telle que:

pour tout g € VN Rr(p), il existe € > 0 tel que:

(i) II(q, @) est une hypersurface immergée injectivement;

(i) Fr1(q,¢) est une vraie boite de flot;

(iii) pour tout (z,2') € (Ie(q, )2, si

2
d(z, ') < - _CC inf{e — d(g,2'), € — d(g,7)},
il existe v € U de classe C* telle que si on pose
_ d(z,x)
T 2¢

et sim(x, ') désigne le milieu (géodésique pour la métrique restreinte
a (g, @) dex et z':

(2) supp(¥) — ¢) C Fpr(m(z, o), q,¢);

(b) ¥r(z) = pr(z’).

Le (i) et le (ii) de la proposition précédente sont des évidences, c’est
le (i4%) qui est important ici: il exprime que pour “bouger” d’une distance
8 un point voisin de p & 'aide d’une boite de flot de longueur (en temps)
T, on a besoin d’une boite de flot de “largeur” (spaciale) é/c.
Démonstration de la proposition 2.2. Soient ¢, U, T' > 0et p € M
comme dans 1’énoncé. Pour tout ¢ € Ry (), on peut trouver € > 0 (qui
dépend bien stir de ¢) tel que (¢) et (i) soient vérifiées.

De plus, on peut trouver un voisinage V relativement compact de p
et 6 > 0 tels que pour tout g € V, la fonction

expg: {v e T,M, |lv|| < 6} — M

soit un difféomorphisme. Comme V est compact, ces difféomorphismes
ainsi que leurs inverses ont alors des normes (C') qui sont uniformément
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CREATION DE CONNEXIONS EN TOPOLOGIE 341

bornées. On peut bien siir supposer que le diametre de V' est inférieur
aé.

Soit alors ¢ € V. On choisit € €]0,6[ vérifiant (¢) et (i2). Soit
(z,7') € (I(q, )" tel que:

2c

d(z,z') < . inf{e — d(q,z'),e — d(g, )}

—c
(¢ est une constante que nous préciserons par la suite). Soit m(z, )
le milieu (géodésique) de x et z’. Dans la figure 2, nous représentons
une surface de section de dimension 2 et non un arc comme cela devrait
étre, car a notre avis le dessin avec des disques est géométriquement
plus compréhensible qu'un dessin avec des segments:

(g, v)

Figure 2

On définit & l'intérieur de F; (g, ») un flot 3 de la maniére suivante:
— comme

expg: {v € TyM, |lv|| < 6} - M

est un difféomorphisme, il existe un unique couple (w,w’) € (T,M )2 tel
que |[wl| < & et [[w']| < § qui vérifie: z = exp, w et =’ = exp, w'; de plus,
on a aussi: m(z, ') = exp, m.
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—on pose alors:

Yo € {p@} 5 llvl <e
I

(32 v—m 2
tulexpyv) = <equ <v +8(7)a <4|7£')'—_—1—UH—'2') (wf - w)))

Yt € 10,77, ot & et 3 sont deux fonctions de classe C™ définies sur R et
a valeurs dans [0, 1] telles que:

(o) aesta su_pport inclus dans [—1, 1] et vaut 1 sur [—1/4,1/4];

(o) B vaut 0 sur | — 00,0] et 1 sur [1, +oo].

On veut alors montrer que si on a choisi ¢ assez petit (uniformément
en ¢), on peut imposer & 1 (prolongé de fagon convenable) d’étre un flot
qui vérifie les conclusions de la proposition. Or:

—un calcul immédiat montre que si ¢ est choisi assez petit (uniformément
en q), chaque application de [0, 7] x ({¢(q)}N{||v|| < r}) dans lui méme
définie par:

2
ftv)y=v+p (%) o (402M) W — w)

[l — w||?

est proche de la projection (f,v) — v en topologie ct (dans ce cas,
2ce

o ) = ') <

est petit); ¢ est donc bien un flot sur F; 7(q, ¢);
— comme les fonctions exp, ainsi que leurs inverses sont uniformément
bornées sur les domaines considérés, on en déduit que 7 est proche en
topologie C1 de ¢;
— de plus, on peut prolonger ¢ en dehors de F.r(q,¢) en le faisant
coincider avec .

11 est alors clair que 9 vérifie toutes les conclusions voulues. a

Il se trouve que pour la démonstration du théoréme 1.1, nous au-
rons besoin d’utiliser un ¢ trés proche de 1. Or, la proposition 2.2 nous
dit juste que ¢ €]0;1[; mais ¢ peut-étre & priori tids petit. 1’idée pour
augmenter la valeur:de ¢ est de considérer plusieurs boites de flot succes-
sives ou, ce qui revient au méme, d’allonger la longueur- (en temps) des
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CREATION DE CONNEXIONS EN TOPOLOGIE 343

boites de flots considérées. Cette idée de considérer plusieurs perturba-
tions & supports disjoints du type décrit dans la proposition 2.2 était
déja exploitée dans [1], [2| ou [6]. On représente ceci en figure 3.

Figure 3

Ici, nous nous servirons du fait que nous travaillons sur des surfa-
ces, ¢’est pourquoi notre énoncé est restreint au cas de la dimension 2.
Notre énoncé concernera ce qui se passe au voisinage d’un point p non
périodique fixé. Un tel point étant non critique, on peut considérer un
petit arc transverse au flot passant par p, par exemple avec les notations
précédentes II.(p, ). En fait, il sera plus simple par la suite de se placer
en coordonnées, c’est pourquoi nous allons faire ceci tout de suite:

— on suppose (mais cela n’est valable que pour le voisinage de p) travailler
dans RQ, onap=(0,0), p(p) = (0,1) et 'arc transverse au flot considéré
est de la forme [, 7] x {0}, et nous le noterons de fagon abusive [-r, 7],
qui sera identifié a [—r, r[;

— il n’est pas difficile alors de comprendre ce que désignera [a,b], si
—r < a < b < r. Bien entendu, on pourra supposer que: V(q,¢’) €
(=77, d(g,q) = lg — d;

— de plus, on conviendra de la notation (abusive mais simplificatrice)
suivante: si I = [a,b] est un segment de R, %I désignera le segment
de longueur E(%I ) = %E(I ) et de méme milieu que I (ici, £ désigne.la
longueur). Si I = [g,q'lp C [~7,7]p, on définira de,;maniér’e' analogue %I ,
a condition que ceci soit bien dans [—r, r],, condition qui s’écrit:

2 int{r— gl — g1}

Zdl < =
lg qi_lfg

(ce qui sera justement 'hypothese requise dans le (ii) de la proposition
2.3);
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Remarquons que si ceci est vérifié, si I = [q,q']p, on a:

1 {Q+Q’ _lle—dl a+d 1la—d]
€ 2 e 2 2 e 2 |,
(ce qui est justement l'intervalle qui intervient dans le (ii) a de la pro-

position 2.3).

Proposition 2.3. Soit M une surface de classe C™ munie d’une métrique
riemannienne de classe C®. Soit ¢ un flot de classe C* (ot k € [1,00])
de M, U un voisinage de ¢ en topologie C, p € M(p) non périodique
et € €]0,1[. Alors il existe r > 0 et T > 1 tels que:

(i) ®([—r,7]p x [0,T]) est une vraie boite de ﬂot'

(ii) pour tout (q,q') € [r, ] tels que |[q — ¢'| < <

mf{r —lal,r =141},
il existe v € U de classe CF tel que:

(2 supp(zb—s'o)c@([q“;q el gt +§'q;q'} x[o,T]);
p

(b) Y1 (q) = or(q) pour un T' € {T —1,T + 1}.

Nous représentons en figure 4 une grande boite de flot qui permet
d’effectuer une perturbation comme décrit dans le proposition 2.2.

Figure 4

Démonstration de la proposition 2.3. Comme p € M(p), il existe p’ €
w(p, ¢). En appliquant la proposition 2.2 3 U, p’ et pour le temps T' = 1,
on trouve un voisinage V de p’ ainsi qu'une constante ¢ €]0,1[. Quitte
4 prendre des cartes au voisinage de p et p’ (en fait on en a déja pris au
voisinage de p), on peut supposer quand on travaille au voisinage de ces
points qu’on est dans R? (cela aura par exemple 'avantage de pouvoir
comparer une application et son application tangente).
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De plus, quitte a diminuer U, on peut supposer que si (1,9') € U?
sont telles que les supports de ¢ — ¢ et les supports de - @ sont
disjoints et dans ®(V x [0, 1]), alors le flot & qui coincide avec 1 sur le
support de ¢ — ¢, avec ¢’ sur le support de P — @ et avec @ partout
ailleurs est dans U.

De plus, comme p’ € w(p, ), il existe une suite strictement croissante
de réels strictement positifs (T},)nen €t un réel § > 0 tels que:

e Vn € N, Bs(¢r,(p)) C V;
e Vne NT, 1 -T,>2
On notera: p, = ¢, (p)-

Soit alors N un entier fixé tel que N > ﬁ 1l existe alors r > 0 et
&' €]o, 8] tels que:
o O([—r,7], x [0,T + 2]) est une vraie boite de flot;
o Vt € [0, T +2],Vx € [-r,7]p, dipt(x), p:(p)) < §';
e les boites de flots Fiy 1(p,, ) pour n € [0, N] sont de vraies boites
de flot et sont deux & deux disjointes;
Représentons par exemple en figure 5 les boites de flots en py, po &

I'intérieur desquelles nous allons effectuer des perturbations.

Figure 5

¢ pour tout n € [0, N], on peut définir une application de Poincaré P,
de [—r, 7], dans Mg (py, ¢); on impose que chaque P, soit proche en
topologie C'! de son application tangente en p; bien sir, dire ceci n’a
un sens que si on se place dans une carte au voisinage de p’ (resp.
p) qui permet d’identifier V' (resp. un voisinage de p) & une partie
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de ]RZ, mais on a déja supposé cela; aussi, on impose:
V(z,y) € [-r,7];,Vn € [0, N],
1 (1)
5||DPn(P)($ —y)ll < d(Pra(@), Pu(y)) < 2(|DPu(p)(z — y)|-

On impose de plus que le temps de retour de [—r, 7], dans g (pn, ©)
est a valeur dans [T — 1,Ty + 1].

. 2e
Soit alors (g,¢') € [-r,7]2 tel que: |g—¢'| < ! inf{r—|q|,r—|¢'|}.
—€
o
On découpe alors le segment [g, ¢'], en N segments de longueur la—di Nq | ,
les extrémités de ces segments, ordonnées, étant nommées qg, q1, - - . , gN;

plus précisément:
o Vn €[0,N], g, € [q,4]p (ou [¢', qlp);
e gg=gqet gy =¢;

9—-4q
e Vne [O’N_1]>|Qn“’qn—|—ll = l N ’
4e(l ~
Or, on avait choisi N > —M; on en déduit:
~oc(l—e¢)
c(l—¢)
Yn € [0, N — 1], |gn — < ———lg—{|.
On sait par hypothese que:
2e
lg —d'l < g inf{r —lal,r — l¢'}s

on en déduit:

2c .
Vne[0,N —1],|¢n — ¢nt1] < -9 inf{r — |q|,7 — |¢'|}.

a

Comme g, € [q,4'] , on a: |gn| < sup{|ql, |¢'|}. On a donc finalement:

2c
Vn € [Oa N — ]-]7 ‘Q'n - %1—}—11 < 4—_—0) inf{?“ - ‘QHlar - |Qn+1|}' (2)

(1

" Placons nous alors dans les cartes choisies précédemment qui per-
mettent d’identifier les voisinage de p et p’ & des parties de R?. Soit
n € [0,N — 1]. Alors, comme l'application DP,(p) est affine définie
sur un espace de dimension 1, ¢’est une homothétie qui multiplie tou-
tes les distances par un rapport fixe A,. En joignant cette remarque a
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I'inégalité (2), on obtient: Vn € {0,... ,N — 1},

| DPn(p)gn — DPu(0)gn+1ll = Anldn+1 — gnl
2c
‘—~”)\n inf —YUnlst T |Yn

2¢c
= ) inf{ \,7 — [DPy(P)gn|, An7 — | DPo(p)gn+11}

Or, nous avons écrit que DP,(p) est proche en un certain sens en

topologie C! de P, (c’était (1)); cela donne:
Vne{o,...,N -1}, n
d(Pn<qn)’ Pn(Qn—I—l)) < 2||DPn(p)Qn - DPn(l))qn-{—l”'
De plus, pour tout n € [0, N] et tout j € [0, N], on a: DP;j(p)r = £\,
donc on a l'égalité:

At = |1DP; (P)an)|| = d(DP;(p)gn, DP;(p){—r,7}p) ()

De plus, comme Pj(q,) € Pj([-r,7],) C [—6’,6’]pj, on a:
4 (Pi(an). P ({-r.r}y)) < d (Pilan). (-6}, ©)

et comme p; est le centre de [—§, 5]pj on a évidemment:
d(Py(gn), {~8,6}p;) = 6 ~ d(Py(gn), p5) (7)

Joignant alors (5), (1), (6) et (7), on obtient alors:
r = [DP;(p)gn)|| = A(DP;(p)gn, DPs(p){—7,7}p)
< 2d(Pj(gn), P;({—7,7}p))
< 24(Pi(gn), {8, 6'},))
< 2(8" — d(Pj(qn), pj))-
En réunissant ensuite (4), (3) et (8), on obtient:

Vn € [0,N —1],

d(Pn(Qn)ypn(Qn—{—l)) < 12f

P inf{(S' - d(Pn(Qn)apn)y & — d(Pn(Qn+1)7pn)}-
Toutes les conditions sont alors réunies pour appliquer la proposition
2.2 (au voisinage de p/, i.e. aux p,). Posons pour tout n € [0, N|:

_ d(Pr(gqn), Pn(Qn+1))
" 2c
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et notons my, le milieu de P, (gn) et Ppn(gn+1);
alors pour tout n € {0,1,..., N — 1}, il existe v € U de classe C*

telle que:
() supp(™) — @) C Fy, 1 (1, Py 0);
(b) ¢§n)(Qn) = @1

Considérons alors le flot ¢ qui, pour chaque n € [0, N — 1] coincide
avec zb(") sur supp(zbw — ¢) et qui coincide avec ¢ partout ailleurs.
Alors, vu ’hypothése faite sur U, il est dans U. Il vérifie bien (i) et (ii)
pour T = Tn + 2. De plus, si on suit I'orbite de ¢ sous 9, on constate
qu’elle passe successivement par les points:

® q = qo, Po(qo) puis v1(Fo(q1));
e Pi(q1), puis ¢1(P1(q2));

e Py_1(gn-1) puis p1(Py-1(an)) = p1(Pn-1(d));
* ory+1(¢)-

Donc la condition (b) est vérifiée.
De plus, on a:

supp( —9) C | Fon,1 (s Py 0)-
0>n>N-1

Or, si on utilise le fait que P, est proche en topologie C 1 de son appli-
cation tangente (i.e. (1)), on obtient:

PN (M, (M, Pas ) C Malgn-gn 11 (B H(Mn), D, 9)
2c

ou

H21Qn~qn+1| (Pn_l(mn)ap, ) = Hg_g| (P;l(mn)’p, 90)
— e Nc
Or, on a:
Py (mu) € [gn, Gns1] C [0, 4.

On en déduit que 1) — ¢ est & support dans

! 7
@([q;q ~A,q;q +A} % [O,TN+2])
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lg—9q]  la—4¢] 2
i A= . Or,ona: N < . Donc:
ou > T Ne o1 —e)
lg — ¢ < 2 ) ( 2c(1—5)> lg—d1 _la—4d|
A= 1+— 1} < (1 = .
2 * Nc) — * 2ce 2 2e
Ceci donne la condition (a). a

Pour démontrer le théoreme 1.1, nous aurons en réalité besoin de
décrire de fagon beaucoup plus fine les perturbations faites dans la
démonstration de la proposition 2.3. En effet, nous ferons simultané-
ment plusieurs perturbations du type de celle décrite en proposition 2.3,
et aurons besoin de nous assurer qu’on peut faire que ces perturbations
aient des supports deux a deux disjoints. C’est pourquoi nous énoncons
(on reprend les notations données dans la démonstration de la proposi-
tion 2.3):

Addendum a la Proposition 2.3. Soit n €]0,1[; on peut de plus ajouter
a la conclusion de la proposition 2.3 que le support de v — ¢ est inclus
dans:
U (I, nig—g'| (M, Pr, ) X [0,1]).
0<n<N
En effet, si on remplace N par N’ > N dans la démonstration
précédente, la distance entre g, et g,41 devient
lg—¢1_la—qIN
N’ N N
donc peut étre diminuée du rapport souhaité.

Définition 2.4. Désormais, si I = [a,bl, C [-7,7], et ¢ E]%, 1[ sont tels

que:
3e -1
1—¢

d(I,{—r,r}p) > £I),
on dira que [ est e-adapté.

Si I est e-adapté, on notera J = D(I) (resp. J = G(I)) le segment
_EE(I) tel que JNI = {b} (resp. JNI = {a}); cest
donc le segment diminué par un rapport d’homothétie fixé qui “touche”

1
de longueur

I 3 droite (resp. a gauche). Un autre fagon de décrire cela est de dire
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que G(I) et D(I) sont les deux composantes connexes de ’adhérence de
Inr

Si G(I) (resp. L(I)) est lui-méme e-adapté, on peut définir G2(I) =
G(G(I)) (resp. D?*(I) = D(D(I))); représentons en figure 6 I, G(I),
G%(I), D(I) et D*(I).

G D)
: 1/eI

Fl—_— o
e om0

Figure 6

Lemme 2.5. Supposons que ¢ €]1/3,1] et que I soit un segment de
[—r,7]p qui est e-adapté. Alors D(I) et G(I) sont aussi des segments
e-adaptés.

Démonstration du lemme 2.5. Soit en effet J I'un de ces intervalles. On

a alors:
d(J,{=r,r}p) > d(I,{-7,7}p) — £&(J)
1—¢

>0 1Z(I) —4(J)
1—¢ 2 2e

- (35—1'1a5 _1)“‘]): (35—1 ”1)6(‘])

_ 35_'_35*'_15(J) _1-€ oJ). 0
3e—1 3&—1

Ainsi, dans ce cas, on peut définir pour tout n > 0 les intervalles
I, =G™I) et I, = D™(I) (ol on conviendra que G"T1(I) = G(G™(I))
et D"tL(I) = D(D™I))), on notera alors J(I) = {I,;;n € Z}. Il est
alors naturel de se demander quelle est la réunion de ces intervalles:

Lemme 2.6. Supposons que € €]1/3,1] et que I soit un segment de
[—r,r]p qui est e-adapté. Alors

J= J J

Jeg (1)
€
est égal o intérieur du segment 3 1I .
E u—
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Remarquons que la condition. “I ¢-adapté” peut aussi s’écrire:
1+¢
(14

3e—1
Démonstration du Lemme 2.6. Vu la construction des intervalles I,,, J
est un intervalle de méme centre que I, ouvert car pour tout z € J il

IC]—mrr[p”, donc l'intervalle trouvé est bien dans [—r,7],.

existe un point de J strictement a droite de z et un autre strictement
& gauche de J et nous n’avons donc qu’a déterminer la longueur de J
pour le déterminer entierement. Or celle-ci est la somme des longueurs
des intervalles I, :
n
) un

(D) =t +23 (1"55
= (I (1 +212;51 11_E>
T 2

AN
= (I) <1 + 2~1;5—)

26 —1+4¢
1—¢ 3e—-1+2—2¢ 1+¢€
=0 [1+2 ={(I = ). O
()< + 35—1) () Je—1 35—16()

Proposition 2.7. Soit M une surface de classe C>° munie d’une métrique
riemannienne de classe C™. Soit ¢ un flot de classe C* (ot k € [1,00])
de M, U un voisinage de o en topologie C1, p € M(p) non périodique
et € €]1/3,1]. Alors il existe v > 0 et T > 0 tels que:
(i) ®([—r,7]p % [0,T]) est une vraie boite de flot;
(ii) si I C [—r, 7], est un segment c-adapté, si (Tn)o<n<2x+1 €St une
suite ordonnée qui vérifie:
(iia) pour tout n € [0, X], z2, et 2,11 sont dans un méme terme
de J(I);

(iib) sin # m, xg, et zo, ne sont pas dans un méme terme de J(I).

Alors il existe 1 € U de classe C* tel qu’il existe une suite croissante
(finie) (in)o<n<2k+1 G valeurs dans [0, X] telle que:
o i9g=0 etiog1 =X et Vj €[, K] ig_1 +1 =iy,
e supp(y) — @) est inclus dans: b(( U J) x [0,TV);

‘ Jea(I)
s V5 e [U,K]ﬂ/JT(x%zj) = QDT($2i2j+1+1)'
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Faisons un dessin explicatif de I'énoncé de la proposition; dans la figure
7 (qui suit), nous avons pour alléger remplacé la notation xg, z1, x9,
z3, ... par 0, 1, 2, 3 ... . La coordonnée temporelle est dirigée par
une fléche “horizontale”, donc les intervalles I, sont “verticaux”; nous
avons en fait sur le dessin dessiné les boites de flot qui correspondent
a ces intervalles, plus “visibles” que les intervalles eux-mémes. Nous
avons tracé en gras les orbites sous 2.

»
'

I, 6=T¢ '
4
L 54
R
84
I, 2
SR .
Iy o8
Figure 7

Commentaires 2.8. (1) Expliquons un peu ce que sont les hypothéses:
on considere la suite J(I) associée a un intervalle I qui est e-adapté.
Comme les intervalles de cette suite sont tous e-adaptés, on sait grice a
la proposition 2.3 qu’on peut en chaque couple (z9,, o,+1) appliquer la
proposition 2.3 de maniére & obtenir ¥ (z2,) = @r(T2,+1) (ol ¥ est une
perturbation de ), mais évidemment, les différentes perturbations que
I’on peut ainsi construire peuvent avoir des supports que se rencontrent;
mais le choix de la suite d’intervalles effectué permettra de dire que
“peu” de supports de telles perturbations se rencontrent.

(2) Nous ne connectons pas les points correspondant & des supports de
perturbations qui se rencontre n’importe comment, comme pourrait le
laisser supposer la figure 7: nous “préservons” un certain ordre, celui
donné par 'indexation n des x,,; si au lieu de représenter ce qui se passe
dans la variété ambiante comme nous ’avons fait dans la figure 7, nous
nous intéressons & l'ordre des z,, et voulons visualiser quels points sont
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connectés a ’aide de la perturbation, on obtient par exemple ce qui est
représenté en figure 8:

RN

(L‘O iEl 1‘2 133 2’}4 ZL‘5 1176 .’E7 .'L’8 £B9

Figure 8

On voit clairement sur ce dessin que les connexions créées par pertur-

”

bation “accélerent” en un certain sens 'ordre (sur le dessin précédent
)

on ne conserve apres perturbation que les points xq, =3, 24, 7, T8, L9).

(3) A quoi allons-nous utiliser la proposition 2.77 En fait, considérant
le probléme envisagé dans le théoreme 1. 1, les points x,, représenteront
des points de l'orbite positive de p suivis de points de 'orbite négative
de g. Le flot construit dans la proposition 2.7 permettra de connecter
Porbite de p & lorbite de ¢; remarquons qu’un autre phénomeéne se
produit: on “accéléere” en quelque sorte ainsi P'orbite de p et celle de ¢,
puisque la perturbation de la proposition 2.7 permet de joindre p & g en
“sautant” des x, (c’est-a-dire des itérés de p et g).

Démonstration de la Proposition 2.7. La proposition 2.2 appliquée au
voisinage de p’ € w(p, p) nous donne l'existence d’un ¢ €]0,1[. Appli-
quons tout d’abord la proposition 2.3 pour ¢ et:
c(l—¢)

16e :
on en déduit l'existence de r, T, N ...

'r]:

Comme tous les termes de J(I) sont ¢-adaptés (nous avons déja
remarqué que dans ce cas, pour tout J € J(I), on a : %J C [-7,7]p),
on peut pour chaque n € [0, X] construire une perturbation w(") de
@ a l'aide de la proposition 2.3 telle que wéwn) (x2n) = or(T2,+1) (dans
le cas extréme ol z9, = %2,+1, on dira que le support S, de cette
perturbation est {¢:(x9,);t € [0, T}}). Remarquons que les supports des
perturbations ainsi construites sont bien a valeurs dans ®(J x [0, T]), ou

J= U 7

Jeg(I)

on note:

Bol. Soc. Bras. Mat., Vol. 30, N. 3, 1999



354 MARIE-CLAUDE ARNAUD

puisque:

vJ e J(), éJ cJ.

Bien siir, si les supports S, des 1b(”) — ¢ sont deux a deux disjoints,
il suffit alors de prendre pour % le flot qui coincide avec w(”) sur S,
pour n € [0, X], avec ¢ partout ailleurs. Il satisfait aux conclusions de
la proposition 2.7 pour (in),,c[0,2x+1] définie par: Vn € {0,..., X} i9, =
i9n+1 = n. Représentons en figure 9 quel genre de perturbation on peut
obtenit ainsi dans le cas simple ou X = 0:

p

Figure 9

Le probleme est que les supports des {b(") — ¢ peuvent s’intersecter.
On construit alors un flot de maniere différente.

Notons pour chaque n < [0,X] I(n) lélément de J(I) tel que
(o, Ton+1) € 1 (n)2 (rappelons que par hypothese cette application est
injective: & deux couples distincts on associe des intervalles différents

de J(I))-
Premier pas de la construction.

Premler cas. On suppose que So ne rencontre aucun autre S,. On
arrete alors la le premier pas de la construction: on impose a ¥ de
Commder avec @b(o) sur Sp. On ne conmderera ensulte que les autres
Couples (22, x2n+1), et on gaxdera la perturbatlon ¢<0)

Deuxiéme cas. Si on n’est pas dans le premier cas, vu la définition de
Pensemble J (I) et le choix de %, S rencontre au plus deux termes autres
que lui de la suite des S;. Soit un tel k. On fait alors la construction
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suivante: soit M le plus petit entier parmi les n tels que:

Sk N So NIy, (Pn, @) X [0,1]) # &

(i.e. la premiere boite de flot quand on suit le temps sur laquelle ces
supports se rencontrent). Nous représentons ceci en figure 10; sur cette
figure, nous avons afin d’alléger la représentation dessiné les boites de
flots successives ou on fait des perturbations “collées” les unes aux au-
tres; de plus, comme précédemment, le temps est représenté “horizon-
talement” (suivant le sens de la fleche):

T2k

I(k)

1(0)
o
So
Figure 10
Comme

Sk NSo Ny, ,r(par, ) X [0,1]) # 2,

et que par ’addendum de la proposition 2.3 on a:

Sk (B, (par, ) % [0,1]) C
- (D(H)\Mn\ka+179;2k| (mM(Q:Qk—i-ly x?k)7pM7 (P) X [O: 1])
et
SO mq)(H)\MT(p]Vb QO)X [Oa 1]) < ‘I"»(HAMmzo-xﬂ(mM(iL’O; x1),PM> ()0) X [Oa 1])>
la réunion de ces deux supports intersectés avec

O(Ix, . (PM, ) X [0,1])
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est donc incluse dans un ensemble de la forme

(o nsupie(ry) o1, )y (% Pars ) X [0, 1]);

considérons alors la perturbation 1 construite & 'aide de la proposition
2.2 a support dans ®(IT) arave ) x [0,1]) qui permet de connecter les
deux orbites en allant du point xq vers le point 941 (nous représentons

sur la figure 11 en gras la nouvelle orbite):

(M, (P, @) X [0,1])

|

T2k @

I(k)
OTT2k+1

YTT1
10)

o €

Figure 11

Cette nouvelle perturbation est a support dans un ensemble de la
forme:

Q(H2)\M'r)sup{e(fo),f(fk)} (zapM3 QD) X [07 1]))
T

donc vu le choix de 1 dans un ensemble de la forme:

D(IL (1)) supil(lp) 41,y (2, P, 0) X [0, 1]);
8¢

or, comme Sy, et Sp se rencontrent, les segments I(0) et I(k) sont adja-
cents (i.e I'un est I'image de 'autre par D ou G), donc on a:

1

— &
5 L1(0) = £(I(k))

ou
1—¢

——t(k)) = £(1(0)),

et donc

sup{£(1(0)), €I (K)} _ , inf{£(1(0)), LI (K))}
M =M

1—e)A
( 2 8¢ 4
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donc ce support ramené & [—7,7], (en projection) est dans la réunion
de la “moitié” de I(k) qui “touche” I(0) (en projection) et de la moitié
de I(0) qui touche I(k). On considére alors la perturbation @ de ¢ telle
que le champ de vecteur ¢ :
® coincide avec ¢(0) sur U @(ijr(pj,cp) x [0,1]);
0<j<M~-1
e coincide avec 1,[) sur @(HAMT(pM, ) x [0,1]);
s coincide avec 1%"“') sur U @(HAjr(pj,cp) x [0, 1]).
M+1<j<N
De plus, on retire des termes de la suite: on “oublie” tous les termes
qui étaient compris entre les deux termes qu’on vient de joindre; on fera
comme si ils n’avaient jamais été des termes de la suite (ce qui supprime
aussi des I(n)). Qu'obtient-on finalement? On a:
~ un couple (xg, Tor+1) et une perturbation @ qui permet de relier zg
a 1 (Tok+1)-
— les couples (z9,,72,41) pour n € [k + 1, X] et des perturbations
(™) (& supports qui se recoupent éventuellement) qui permettent
de relier z9,, & (2o, 11);
Remarquons que vu quels couples on a oubliés, la réunion de [0, 2k +1] et
des segments [2n, 2n+1] pour les indices conservés est égale 3 [0, 2X +1].
Ainsi on a strictement moins de couples qu’au début & considérer.

Deuxiéme pas de la construction.

Si on est parti du premier cas de la construction, on regarde ce qui se
passe pour (x2,x3) et on fait pour ce couple la méme construction qu’a
I'étape précédente (encore une fois, il y a deux cas). De méme si le
support de ¢ — ¢ & I'étape précédente ne rencontre aucun des Sk non
oublié, on s’intéresse au couple (z9p19,x9513). Il est & noter que les
supports des nouvelles perturbations que I’on fait ne rencontrent pas le
support de la perturbation faite au pas précédent: on a en effet remarqué
que chaque nouvelle perturbation faite est dans une moitié d’intervalle
(en projection) “loin” de 14 ol on fait I’ancienne perturbation.

De toute fagon, on réussit encore 4 diminuer le nombre de couples
considérés et on a encore que les segments de la forme [27,2i + 1] ou les

Bol. Soc. Bras. Mat., Vol. 30, N. 3, 1999



358 MARIE-CLAUDE ARNAUD

(25, %2;41) sont les couple reliés et non oubliés forment une partition
de [0,2X +1].

Par contre, si le support de » — ¢ rencontre un des S,, non ou-
bliés (c’est-a-die pour m > k + 1), on prend le premier de ces Sy, et
on recommence la construction précédente: on joint les deux orbites
comme précédemment, oubliant certains termes de la suite des z,, (ceux
intermédiaires entre zq et xo,+1); remarquons que ceci se fait dans une
boite de flot en pyr avec M’ # M car le support de la perturbation
était compris (en projection) dans le réunion de la “moitié” de I(k) et
de la “moitié” de /(0) qui s’intersectaient.

Représentons en figure 12 I'une des situations pouvant se produire:

0 g T
Figure 12

(En au plus N étapes, on aura fini de compléter cette orbite et on passe
a la suivante).

Encore une fois, on réussit & diminuer le nombre de couples con-
sidérés et on a encore que la réunion des segments de la forme [2j,2: +
1] ol les (xa;,%2;41) sont les couple reliés et non oubliés est égale a
[0,2X + 1].

Conclusion. Finalement, on construit une perturbation ¢ de ¢ & support
dans Pensemble vouhu, une suite d’indices (i) cj0.2x+1) telle que:
o Vn € [0,2K),, < i,41 (par construction);
o Vn € [1,K], 4951 + 1 = i9; (ceci uniquement par ce qu’on suit tous
les z,, dans 'ordre croissant) ;

o Vk € [0, K], ¥r(22:,, ) = o1(T2i,, ,+1)- O
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Commentaire. La difficulté de la démonstration précédente vient du fait
que chaque nouvelle orbite construite est un cas particulier:
o elle peut étre faite & l'aide de un deux trois ... couples de
(T2n, T2n+1);
e en oubliant aucun, peu ou beaucoup de couples de (z9,,x2,+1) in-
termédiaires.

3. Construction des connexions (démonstration du théoréme 1.1)
L’idée de la démonstration pourrait étre résumée de la maniere suivante:
on va faire du “Hayashi” & deux suites.

Dans la démonstration de S. Hayashi , on se fixe un point g € w(p, ¢)
(on suppose en plus que le point ¢ est sur une variété stable ), et on tente
de connecter p & q. Pour cela, on considére la suite des itérés positifs
wi(p) de p sous le flot ¢ qui sont dans I(q, ¢), et en quelque sorte on
essaie de “bouger” les points de cette suite vers q.

Dans le cas que nous considérons, on suppose que p’ € w(p, ) N
a(q, ¢) N M(p) et on veut connecter p a g. pour cela, on consideére:

— la suite (pn)nen des itérés positifs de p sous ¢ qui sont dans I(p/, p);
— la suite (gn)nen des itérés négatifs de g qui sont dans II(p’, ¥);
et en quelque sorte on essaie de “bouger” les points de la suite (p,)nen
vers les points de la suite (g,)nen. On a donc effectivement deux suites
& considérer.

Comme nous allons faire des modifications du flot le long de I'orbite
positive de p’ (en appliquant la proposition 2.7) et que nous voulons
connecter p & ¢, il faut faire attention & ce qui se passe quand p’ est sur
l'orbite de p ou de g, car dans ce cas en faisant des modifications le long
de l'orbite de p’ on peut modifier ce qui se passe au voisinage de p ou q.
Mais en fait, ce cas ne pose aucun probléme en effet:

e soit g # p et p et p’ sont sur une méme orbite: alors p € a(q, )
puisque p’ € a(g,p) et p et p’ sont sur une méme orbite: 1’orbite
négative de ¢ passe aussi pres qu'on le veut de p. On utilise alors
un difféomorphisme f proche en topologie C! de Iidentité qui fixe
g (i.e. f(g) = q) et qui envoie un point ¢’ de l'orbite strictement

Bol. Soc. Bras. Mat., Vol. 30, N. 3, 1999



360 MARIE-CLAUDE ARNAUD

négative de ¢ sur p : f(q') = p. Alors si on définit un flot ¢ par:

VtER, ¢ = fopiof L

le flot 9 est proche en toplogie C! de ¢, et il permet de connecter p
aq;
e s0it ¢ # p, q et p’ sont sur une méme orbite: le raisonnement est le
méme que ci-dessus en inversant le temps;
e s0it p = q est sur la méme orbite que p’; dans ce cas, p € w(p, p) est
un point positivement récurrent. On peut utiliser le closing lemma
(cf [1] ou [6]) pour rendre p périodique.
Désormais, nous supposerons donc que p’ n’est ni sur 'orbite de p, ni
sur I'orbite de gq.

Notations. Fixons quelques notations. Comme dans 1’énoncé du théo-
réme 1.1, ¢ sera un flot de classe C* sur M, p et q seront deux points
de M tels que p’ € w(p, ) Na(g, )N M(p) est un point non périodique.
Comme nous venons de traiter ces cas, nous supposerons que p’ n’est
ni sur orbite de ¢, ni sur celle de p. U sera un voisinage fixé de f en
topologie C1. On reprend de plus les notations de la définition 2.1. On
peut alors utiliser la proposition 2.7 pour ¢, p’ et € €]1/3,1] ; ceci donne
r et T satisfaisant les conclusions de la proposition 2.7. Il existe bien
siir un segment I e- adapté qui contient p’ dans son intérieur. Soit alors
(Pr)nen la suite (ordonnée par le temps) des itérés positifs de p sous ¢
tels que:
Vn €N, p, € U J
Jeg(I)

et (gn)nen la suite (ordonnée dans le sens contraire du temps) des itérés

négatifs de ¢ sous ¢ tels que: Yn € N,¢, € J = U J. Posons alors:
Jeg(I)

(8) n, = inf{n > 0;p, € I'} puis P = {py;n € [0,np]};
(8) ny =inf{n > 0;¢, € I} puis Q = {g,;n € [0,n4]}.

(Remarquons que comme p’ € w(p, @) Na(g, p) et que p’ est aussi dans
Vintérieur de I, un tel couple (np, ng) existe.)
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Représentons en figure 13 'une des situations pouvant se produire

(ici, np = 3 et ng = 2):

Po q1 P2 b3 q2 qo

y4!

N S
N

I

;__\/__\_/

J =(1+¢)/(3e — 1)Int(])
Figure 13

Construction d’une suite. On pose:
e sinc [Oanp]ayn = Pn;
o sinc [np +Lnp+ng+ 1]? Yn = Gnptng+1-n-

(Remarquons que cette suite est finie par construction)
Puis on effectue la construction suivante:

® jo = 0 et zp = yj, est dans un élément (ou la réunion de deux

éléments) Jy de J(I); soit alors jj le plus grand entier n tel que

Yn € Jp, on pose alors x1 = y;, (il peut étre égal & xq); si j; =

ny + ng + 1, on arrete la construction; sinon:

® jo = j1+1et xg = y;, est dans un élément J; (ou la réunion de deux

éléments) de J(I); soit alors j3 le plus grand entier tel que Yis € J1;
on pose alors z3 = y;,; si m = ny 4 ny+ 1, on arréte la construction;
sinon on continue ... Comme la suite a un nombre fini de termes,
on arréte au bout d’'un nombre fini de pas.

On obtient ainsi une partition de [0, n, + 1 + 1] en un nombre fini et

ordonné d’intervalles notés [jor, jox+1] ot k € {0,..., X} tels que pour
tout k € [0, X], 9 et o4 sont dans un méme intervalle de J(I) et

que par contre si k # k', x9; et x9, ne sont pas dans un méme terme

de J(I).

Représentons par exemple en figure 14 'une des partitions que 1'on

peut obtenir:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Figure 14
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En d’autres termes, on obtient le (iia) et le (i2b) de la proposition

2.7. On va donc pouvoir, dans le paragraphe suivant, utiliser cette
proposition.
Construction d’une perturbation. On applique & la suite (z,) précédem-
ment construite la proposition 2.7; On trouve ainsi ¥ et une suite finie
croissante (i,)o<n<2k+1 & valeurs dans [0, X] qui vérifient les conclusions
de la proposition 2.7.

Suivons alors 'orbite de p sous 9 :

e 'orbite de p sous 1 jusqu’a zg est la méme que celle sous ¢ jusqu’a
xg puisque que le support de la perturbation ne rencontre pas cette
orbite;

o on a: Yr(xg) = (T2, +1);

o lorbite de 7 (zg) = pr(x2;, +1) sous ¥ jusqu’a To; +2 = ¥2;, st la
méme que celle sous ¢ puisqu’elle ne rencontre pas le support de la
perturbation effectuée;

e on a: Yr/(x2,) = ¢r(2,+1);

ainsi on arrive & connecter p a q.
C’est ce que nous représentons ne figure 15: O

Pe

Figure 15

4, Construction des connexions (démonstration du théoréme 1.2)
On ne doit traiter que les cas qui ne sont pas contenus dans le théoreme
1.1, c’est & dire le cas ol w(p, @) N a(q, ) N M(p) ne contient que des
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orbites périodiques ou des points critiques. Nous allons distinguer alors
suivant que p’ est un point critique ou un point périodique. Dans le
second cas, nous distinguerons de plus deux sous-cas, suivant que M est
ou n’est pas orientable.

De plus, on remarque que si p ou ¢ est sur la méme orbite que p’, on
peut refaire exactement le méme raisonnement que dans le début de la
démonstration du théoréme 1.1, aussi désormais on supposera que ni p,
ni ¢ n’est sur l'orbite de p'.

Premier cas. On suppose que w(p, ©) Na(g, ) N M(p) contient un point
critique p’ (qui est donc hyperbolique selle). Or, on sait décrire la dyna-
mique locale au voisinage d’un point critique hyperbolique selle (voir
figure 16).

A
// A \\
D > € B
p
Y
C
Figure 16

Comme p’ € w(p, ¢) N alg, ), w(p, ¢) contient une branche stable de
p' (B ou D sur la figure 6). Si cette branche stable rencontre a(q, ),
on peut directement appliquer le théoréme 1.1 en remplacant p’ par
un point de cette branche stable, qui est bien non périodique et dans
M{p). Sinon, on peut sans changer I'orbite négative de q utiliser le résultat
d’Hayashi pour connecter p a la variété stable de p’. Comme on n’a pas
changé l'orbite négative de g, p’ est toujours dans 'ensemble a-limite de
g pour le nouveau flot . On fait ensuite le méme raisonnement pour
g (mais cette fois a 'aide du flot (®_;)), et on connecte q & la variété
instable de p’.
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Mais ensuite il n’est pas difficile de faire une petite perturbation du
flot permettant de connecter p a ¢, comme indiqué sur la figure 17 (voir
aussi [4]):

Figure 17

Deuxiéme cas. On suppose que w(p, ) N afg, ) N M(p) contient un
point périodique non critique p’. On a écarté le cas ou p ou ¢ est sur
Porbite de p'.

Remarquons que dans ce cas, p’ est forcément un point périodique
non hyperbolique, car sur une surface un point périodique hyperbolique
est soit un attracteur, soit un répulseur.

On envisage deux sous-cas:

Premier sous-cas. On suppose qu’un petit voisinage de l'orbite de p’
est un cylindre (c’est toujours le cas si M est orientable). Comme p’ €
w(p, @), il est facile de voir que 1'une des situations décrites en figure 18
se produit.

orbite de p orbite de p

Figure 18

On considére alors le petit “anneau” A délimité par Vorbite de p’, le
bout d’orbite de p dessiné et le petit arc transverse au flot dessiné. On
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peut bien entendu supposer (quitte & diminuer .4) que ni p, ni ¢ ne sont
dans A. Alors:
— si on est dans la situation du dessin de gauche, on a:

VI'>0,p.7(A) C A

donc p € A, d’ou une contradiction; donc ce cas ne se produit pas;
~ on est donc dans le cas du dessin de droite, pour lequel:

VT > 0, 07(A) C A.

Alors, comme ¢ ¢ A, forcément l'orbite négative de ¢ ne rencontre

pas A.

Finalement, on peut avoir un seul type d’accumulation des orbites
de p et g sur celle de p/, celui décrit en figure 19 (sur la figure 19, Porbite
de p ne s’accumule que par un c6té et orbite de g que par lautre coté
de Vorbite périodique)

Figure 19

Si maintenant on fait une petite perturbation du flot au voisinage du
point p’ qui fait “monter” les orbites négatives, on peut sans difficulté
connecter p & g (on considére une famille & un parametres de tels flot,
on constate que pour ¢ l'orbite de ¢ est au dessous de celle de p, et
pour une autre valeur de parametre orbite de g est au dessus de celle
de p, donc pour une valeur de parameétre on trouve un flot qui connecte
pag).

Deuxiéme sous-cas. On suppose qu’'un petit voisinage de 'orbite de p’
est une bande de Moebius. Dessinons encore une fois un des cas pouvant
se produire, c’est-a-dire sur la figure 20 une petite bande de Moebius
M (qui contient Porbite périodique de p’) délimitée par un morceau de
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Porbite de p et un petit arc transverse au flot (dont on peut supposer
qu’elle ne contient ni p ni ).

Figure 20

Dans le cas dessiné, on a : V1" > 0, o7(M) C M, donc l'orbite de g
ne peut rentrer dans M (sinon on aurait ¢ € M), donc on ne peut avoir
p' € a(g,9).

Dans le cas non dessiné, on aurait VI' > 0,¢o_p(M) C M, d’ou
p € M, d’ol1 une contradiction.

Finalement, on a montré que ce deuxieme sous-cas ne peut pas se
produire.

Ceci termine la démonstration du théoréeme 1.2. O
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