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Introduction

“Il'y a avantage a remplacer, dans les recherches sur le calcul symbolique, la notion d’espace
localement convexe par celle, beacoup plus simple et plus maniable, d’espaces a bornés . . .
En vérit¢, I'emploi des espaces localement convexes pose des problémes de plus difficiles,
qui n’ont rien a faire avec les buts essentiels du calcul symbolique™.

J. Sebastido e Silva (1963), [17])

Le but du présent travail est de poser sous une forme cohérente, systéma-
tique et simplifiée les fondements de la théorie spectrale des algebres
bornologiques. Ces algebres sont nées de I'idée, due a divers auteurs,
principalement B. H. ARNOLD [5], L. WAELBROECK [20] et J. S. e SiLva,
d’introduire une structure bornologique (cf. [10]) sur certaines algébres
ou les structures topologiques s’avérent mal adaptées. Rappelons par
exemple qu'en dehors du cas normé, les applications bilinéaires usuelles
de I'Analyse et par conséquent les multiplications de diverses algebres
topologiques fondamentales sont généralement hypocontinues et non con-
tinues; elles sont cependant bornées pour les bornologies canoniques (cf.
notamment les algebres d’opérateurs). Par ailleurs les structures topolo-
giques localement convexes séparées se comportent trées mal par passage
aux limites inductives arbitraires (problemes de séparation, de complétion,
de caractérisation des bornés...). Des algebres aussi simples riches et
usuelles que les limites inductives d’algebres de Banach (cf. deuxieme
partie du présent travail) n’y trouvent pas leur cadre naturel d’étude! .. ).

Les structures bornologiques s’introduisent naturellement sur diverses alge-
bres usuelles de ’Analyse et permettent d’en développer une théorie spec-

*Recebido pela SBM em 18 de maio de 1972.
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trale satisfaisante. La notion de bornologie permet une description claire
des ¢léments d’une algebre topologique ou bornologique E, description
qui aboutit & la partition de toute algébre en deux “morceaux” et la déter-
mination des deux étapes fondamentales de la théorie spectrale:

Primo: Les ¢léments de l'algebre E qui sont absorbés par un disque borné
stable par la multiplication, c’est-a-dire appartiennent a une sous-algebre
normeée Ey de E: ce sont les éléments réguliers. Cette définition coincide
avec les définitions usuelles de la notion d’¢élément régulier. Les algébres

- pour lesquelles tous les éléments sont réguliers sont précisément les algébres
bornologiques multiplicativement convexes (abmc), limites inductives (borno-
logiques) d’algebres semi-normées. L'étude de ces algebres est fort simple
et est 'objet de la seconde partie du présent travail. Tous les théoremes
fondamentaux de la théorie spectrale des algebres de Banach, se généra-
lisent aux abmc compléts, et dans beaucoup de cas, presque trivialement.
Cette théorie s’applique 2 de nombreuses algebres usuelles de I’Analyse:
algebres de fonctions, algebres de germes de fonctions, algebres d’opérateurs.
Elle contient la théorie des algebres topologiques a inverse continu et
notamment la théorie des algebres p-normées.

Secundo: Les ¢léments non réguliers de E c’est-a-dire absorbés par aucun
disque borné stable pour la multiplication. L'é¢tude spectrale de tels élé-
ments et des algebres contenant des éléments non réguliers est moins
simple que la précédente. Nous I'abordons dans la troisiéme partie. Une
idée fondamentale a souligner clairement, dégagée par I'analyse bornolo-
- gique de la notion d’é¢lément régulier est la suivante: Tout élément d’une
algébre topologique ou bornologique peut étre rendu régulier soit en chan-
geant la bornologie de cette algébre, soit en “groississant” I'espace. Ce pro-
cessus de régularisation n’est évidemment pas le méme pour tous les
¢éléments et est plus ou moins difficile suivant les cas concrets. Il signifie
cependant que tous les éléments non réguliers n’ont pas le méme degré
d’irrégularité. Leur étude devrait se faire par “phases” et “catégories”.
Des travaux ultérieurs seront consacrés au développement de cette idée.
Les “algebres bornologiques probanach” introduites dans la troisieme par-
tie sont équivalents aux “algébres topologiques localement m-convexes”
d’Arens-Michael. Ce sont des algebres qui contiennent des éléments non
réguliers mais facilement régularisables. En effet, il existe suffisamment de
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morphismes d’une telle algebre a valeurs dans des algebres de Banach,
d’ou leur intérét. :

Le présent travail est basé sur une série de conférences faites 4 I'Université
de Sdo Paulo (Brésil) en Janvier-Février 1972, sur l'invitation de I'Institut
de Mathématiques et Statistiques de I'U.S.P. ;

De fagon générale, on suppose connues les notions élémentaires de Borno-
logie (cf. [10]) et de la théorie spectrale des algebres de Banach (cf. [6],
[8], [15]). De fagon générale les expressions et notations non définies
sont celles de Bourbaki [6].

Premiére Partie
Généralités sur les Algebres Bornologiques

1. Définition des algebres bornologiques.

Soient K un corps commutatif valué et E une algebre (associative) sur K.
On dit qu’une bornologie vectorielle sur I’espace vectoriel E est une borno-
logie d’algebre ou quelle est compatible avec la structure d’algebre de E
si la multiplication (x, y) - xy de *E x E dans E est bornée. Ceci exprime
que le produit de deux bornés de E est encore un borné de E.

Un couple (E, #) formé d’une algebre E sur K et d’une bornologie d’algebre
4 sur E est appelé une algébre bornologique sur K. Si E possede un élément
unité noté 1, on dit que le triplet (E, %, 1) noté simplement E (sil n’y a pas
risque de confusion) est une algébre bornologique unifére sur K.

Un morphisme d’algébre bornologique (resp. d’algébre bornologique unifére)
est un morphisme d’algébre (resp. d’algebre unifére) qui est borné; autre-
ment dit une application linéaire multiplicative bornée (appliquant I'unité
sur 'unité). On en déduit naturellement la notion d’isomorphisme d’algébres
bornologiques (uniferes).
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2. Opérations fondamentales sur les algébres bornologiques

Soient (E;),; une famille d’algebres bornologiques sur IK indexée par un
ensemble d’indices I; E une algebre sur I et pour tout iel, u, : E — E,
un morphisme d’algebre. La bornologie initiale sur E des bornologies des
E; pour les applications u; est une bornologie d’algebre. En particulier un
systéme projectif dalgébres bornologiques (resp. uniferes) est un systeme
projectif d’algebres (resp. uniferes) (E;, ;) tel que les E; soient des algebres
bornologiques (resp. uniferes) et les 7;; des morphismes d’algebres bornolo-
giques (resp. uniferes). La limite projective bornologique de ce systeme est
I'algebre limite projective des E; munie de la bornologie limite projective.
Un produit d’algébres bornologiques (unifere) est I'algebre produit (unifere)
" munie de la bornologie produit; une sous-algebre bornologique (unifere)
est une sous-algebre (unifere) munie de la bornologie induite. Toute inter-
section ou borne supérieure de bornologies d’algebres étant une bornologie

d’algebre on a naturellement la notion de bornologie d’algébre engendrée’

par une famille de parties d’une algebre.

Soient maintenant v; : E; - E des morphismes d’algebres de E; dans E.
La bornologie d’algebre engendrée par les ensembles v{(B;) ou B, parcourt
la bornologie de E; est la bornologie d’algebre sur E la plus fine pour
laquelle les v; sont des morphismes d’algebres bornologiques. En particulier
un systéme inductif d’algébres bornologiques (resp. uniféres) est un systeme
inductif (E;, n;;) d’algebres (resp. uniferes) indexé par un ensemble filtrant
supérieurement tel que les E; soient des algébres bornologiques (resp.
uniferes) et les 7;; des morphismes d’algebres bornologiques (resp. uniferes).
L’algebre (unifére) limite inductive de ce systéme, munie de la bornologie
d’algebre la plus fine pour laquelle les applications 7, : E; — E sont bornées
est la limite inductive de ce systéme. En fait c’est la limite inductive des
algebres E; munie de la bornologie limite inductive. Soit E une algebre
bornologique et I un idéal de E sur l'algebre quotient E/I la bornologie
quotient est une bornologie d’algebre; E/I munie de cette bornologie est
Falgebre bornologique quotient de E par I'idéal I.

Soient E une algebre bornologique et E, I'algébre unifére obtenue par
adjonction de I'unité a E. Rappelons que E, = KK x E munie de I'addition
ordinaire, la multiplication étant définie par (4, a)(i, b) = (Au, 2b + pa + ab).
La bornologie produit sur E; est une bornologie d’algebre sur E, c’est-a-dire
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compatible avec la multiplication ainsi définie. On dit que E; muni de cette
bornologie est algébre bornologique déduite de E par adjonction bornolo-
gique de lunité. L'opération d’adjonction bornologique de ['unité permute
avec les limites inductives d’algébres bornologiques au sens suivant: soient
(E;, m;;) un systeme inductif d’algebres bornologiques et E ld limite in-
ductive bornologique de ces algebres. Pour tout i€ I, soit E; | I'algebre
bornologique déduite de E; par adjonction bornologique de l'unité; les
morphismes 7;; se prolongent en des morphismes d’algébres bornologiques
uniferes notés encore m; entre les E; ;. Si E est l'algebre bornologique
limite inductive du systeme (E;, 7;;), E, est I'algebre bornologique limite
inductive du systeme (E; ;, m;). La vérification de cette assertion est un
exercice facile de maniement des limites inductives.

La M-fermeture d’une sous-algébre (resp. d'un idéal a gauche, ou resp. u

_droite) est encore une sous-algebre (resp. un idéal a gauche, resp. a droite).

Rappelons [6] que si E est une algébre unifere, on appelle sous-algebre
pleine de E une sous-algebre unifere F telle que tout ¢lément de F inver-
sible dans E soit inversible dans F. Soit E une algebre bornologique sur [K.
Toute intersection de sous-algebres pleines M-fermées est une sous-algebre
pleine M-fermée. Si A < E, l'intersection des sous-algebres pleines M-fer-
mées contenant A est’ la sous-algébre pleine M-fermée engendrée par A.
Le commutant A’ de A, c’est-a-dire I'ensemble des ¢léments y € E et xy = yx
pour tout x € A, est une sous-algebre pleine M-ferm¢e de E. Donc le bi-
commutant 4” de 4 qui contient toujours 4 contient la sous-algebre pleine
M-fermée engendrée par A. Si les éléments de A4 sont deux a deux per-
mutables, en particulier si E est une algebre commutative ou si A est réduit
4 un élément, le bicommutant A” est une sous-algebre commutative, pleine
et M-fermée de E. Il en est donc de méme de la sous-algebre pleine M-fermée
engendrée par A.

3. Algébres bornologiques convexes.

On supposera désormais que K = R ou C (bien qu'on puisse se placer
dans le cas général d’'un corps valué complet non discret arbitraire). Une
algebre bornologique convexe (en abrégé abc) sur [ est une algebre
bornologique sur K possédant une base de bornologie formee de disques.
Toute bornologie initiale d’algébres bornologiques convexes est ¢videm-
ment convexe. Toute limite inductive et tout quotient de bornologies d’alge-
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bres qui sont convexes est convexe... Une abc est dite complete si 'ebc
sous-jacent est complet.

Contrairement a ce qui se passe dans le cas des ebc (espaces bornologiques
convexes) les abc ne constituent pas la meilleure extension bornologique
naturelle des algebres normées. Ceci tient au fait que l'hypothése de conve-
xité sur les bornés est indépendante de la multiplication de Palgebre et par
conséquent est insuffisamment adaptée. La bonne extension bornologique
naturelle des algebres normées est celle d’algebre bornologique multiplicati-
vement convexe que nous ¢tudierons dans la seconde partie. Tout d’abord
donnons les exemples fondamentaux d’algebres bornologiques.

4. Exemples d’algébres bornologiques convexes

Exemple 1: Sur toute algebre normée E, I'ensemble des homothétiques
de la boule unité définit sur E une structure d’abe.

Exemple 2: Soit E un espace localement convexe séparé séquentiellement
complet [il suffit d’ailleurs que les disques bornés fermés soient complé-
tants], tel que E soit muni d’une structure d’algebre pour laquelle la mul-
tiplication est séparément continue. Alors la bornologie de von Neumann
de E (parties absorbées par tout voisinage de (0)) est une bornologie d’alge-
bre pour laquelle E est une abc compléte. En effet, pour tout couple de
disques bornés complétants, 4 et B de E I'application bilinéaire

E, x E; >E

restriction de la multiplication de E est séparément continue donc continue
donc bornée sur 4 x B.

Exemple 3: Soient E un espace vectoriel topologique (localement convexe
sépare) et Z(E) l'algebre des endomorphismes continus de E. Munie de la
bornologie ¢quicontinue, #(E) est une abc complete. Si E est non norma-
ble, la multiplication de I'algébre #(E) ou de toute sous-algebre contenant
les opérateurs de rang fini, n’est jamais continue pour une o-topologie.

Exemple 4: Soient E un ebc et L(E) I'algebre des endomorphismes bornés
de E. Munie de la bornologie naturelle, L(E) est une abc (complete si E
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est un ebc complet). Toute algebre bornologique convexe unifere est iso-
morphe a une sous-algébre bornologique unifere de L(E).

Exemple 5: Soient E un espace localement convexe et A(E) lalgebre des
operateurs fortement bornés sur E (un opérateur est dit fortement borné
s'il est borné sur un voisinage de (0)). La bornologie canonique de A(E)
est formée de parties équibornées sur un voisinage de zéro. Alors A(E)
muni de cette bornologie est une abc (compléte si E complet). Cette alge-
bre est méme “multiplicativement convexe” (voir plus loin I, 6).

Exemple 6: Soit E un espace vectoriel topologique localement pseudo-
convexe ([10] chap. X, page 101) et bornologiquement complet (par exemple
semi-complet) muni d’une structure d’algebre pour laquelle la multiplica-
tion est séparément continue. La bornologie & décroissance rapide de E
(formée de partie contenues dans I'enveloppe disquée fermée d’une suite
decroissance rapide) est une bornologie d’abc complete. ([19], prop. 3,
page 28).

Exemple 7: Soient E un espace vectoriel topologique localement pseudo-
convexe et bornologiquement complet; #(E) 'algebre des endomorphismes

de E. La bornologie 4 décroissance rapide associée a la bornologie équicon-
tinue de E est une bornologie d’abc compléte ([19] prop. 7, page 29).

Deuxieme Partie

La Théorie Spectrale de Gelfand Généralisée

Dorénavant on suppose I = C corps des complexes.

§I — Algebres bornologiques multiplicativement convexes.

I. 1. Définition des algébres bornologiques multiplicativement convexes
Une algebre normée peut se définir comme une algebre bornologique
convexe séparée possédant un disque borné bornivore idempotent (une

partie A d’une algebre E est dite idempotente si 4> = A - 4 = A). En d’autres
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termes dans une algebre normée tout borné est absorbé par un disque borné
idempotent. C'est la une propriété importante qui dans le cas des algébres
normées résulte de I'hypothese que la multiplication est bornée. Cette
propriété n’est pas nécessairement vérifiée dans le cas d’une algébre borno-
logique convexe séparée arbitraire comme il deviendra bientot clair. Ceci
conduit a lintroduction d’une classe d’algebres bornologiques ou cette
condition supplémentaire devra, par hypothese, étre vérifiée: c’est la classe
d’algebres bornologiques multiplicativement convexes que nous allons

deéfinir.

Rappelons que si # est une bornologie vectorielle sur un espace vectoriel E,
une pseudo-base de # est une sous-famille %' de £ telle que tout élément
de % soit absorbé par un é€lément de 4.

Une bornologie d’algebre sur une algebre E est dite multiplicativement
convexe si elle possede une pseudo-base formée de disques idempotents.
Une algebre bornologique multiplicativement convexe, en abrégé, une abmc
est une algebre bornologique dont la bornologie est multiplicativement convexe.

Le maniement d'une telle algebre nécessite quelques proprietés élémen-
taires des ensembles idempotents.

I.2. Propriétés élémentaires des ensembles idempotents

Les assertions suivantes sont bien connues et de vérification immédiate.

— Soit E une algebre unifere et 1 son unité. Si B < E est indempotent,
B u {1} est idempotent; :

— L’homothétique d'un disque idempotent n’est pas nécessairement idem-
potent;

— L’enveloppe convexe, I'enveloppe disquée, I'enveloppe complétante ou
I'-disquée ([10] p. 31) I'image directe ou réciproque par un morphisme
d’algebre, I'intersection arbitraire, sont des opérations qui conservent I'idem-
potence. '

— Soit E une algebre. On appelle enveloppe idempotente d'une partie 4
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de E lintersection de tous les ensembles idempotents contenant 4. Clest
'ensemble | ] A" ou A" = A-A... A (produit de n ensembles égaux a A

nz1

n entier >'1).

s

— Solent E une algebre commutative, A et B deux parties de E. L'enveloppe
idempotente de 4 U B est A U B U AB. En particulier, si E est unifére (ce
qui implique 4 U B < AB), la réunion de deux disques idempotents est
contenue dans un disque idempotent car il est clair que le produit de deux
disques idempotents est idempotent (E étant commutative).

I.3. Structures des algébres bornologiques multiplicativement convexes

Soient E une abmc; 2 une pseudo-base de bornologie de E formée de disques
idempotents. Pour tout Be 4, I'espace vectoriel Ey semi-normé par la jauge
de Ejy est une algébre semi-normée, la multiplication étant induite par celle
de E. Si A < B, l'injection canonique 7, : E, — E; est un morphisme
d’algebre bornologique. Il est clair que 'algébre bornologique E est limite
inductive du systeme inductif d’algébres bornologiques (E, , 7y ,). Si E est
unifére, on peut supposer, en changeant éventuellement B par B u {1}
que les Ej sont uniferes; alors les morphismes 7, sont uniferes.

Comme inversement il est clair que toute algebre bornologique (unifere)
limite inductive bornologique d’algébres semi-normées (uniferes) est une
abmc (unifere) on vient d’établir le théoreme fondamental de structure
suivant:

THEOREME 1.3.1 — Une algébre bornologique (resp. unifére) E est multipli-
cativement convexe si et seulement si E est limite inductive bornologique
d’algebres semi-normées (resp. uniferes).

Le théoreme ci-dessus justifie la notation suivante, usuelle en théorie des ebc:

Notation: Soit E une algebre bornologique multiplicativement convexe

et (By);; une pseudo-base de bornologie formée de disques idempotents.

Onnotera E; = Ey ,i < jpour B, B;;n;; 1 E; - E; Iinjection canonique.

AlorsoE —ilimi(E;; n;;) (limite inductive) bornologique. Inversement. cette
—

iel
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notation définira une abmc E, la famille (B,),, ou B; est la boule unité de E;
définit une pseudo-base de bornologie de E formée de disques idempotents.

Une abmc E est dite séparée si I'espace vectoriel bornologique E est séparé.
Il revient au méme de dire (th. 1.3.1.) que E est limite inductive bornologique
d’algebres normées. Si I'espace bornologique convexe E est complet, 'abmc
E est limite inductive bornologique d’algébres de Banach car I'enveloppe
complétante d'un disque borné idempotent est un disque borné idempotent.
Une abme sera donc dite complete si I'ebc E est complet: Les abmc comple-
tes sont les limites inductives (bornologiques) d’algébres de Banach.

I.4. Propriétés de stabilité des abme

La bornologie d’algebre quotient par un idéal d’une bornologie d’abmc
est une bornologie d’abmc; tout produit fini d’abmc est une abmc; mais
un produit infini méme dénombrable d’abmc n’est pas nécessairement
une abmc.

Soit E une abme. L'algébre E, , dedulte de E par adjonction bornologique
d’une unité est une abme. 1 résulte des généralités de la premiere partie qui
SIlE — lim E; (limite inductive d’algebres seminormées E, ), alors E; = =lmE,;,
(limite mductlve d’algebres seminormées uniferes E, .| obtenus par adjonc-
tion bornologique de I'unité a E, ;).

L5. Algebre bornologique multiplicative convexe associée i une algébre
bornologique commutative unifére

Soit E une algebre bornologique unifére. On dit qu'un borné B est un
borné régulier si B est absorbé par un disque borné idempotent. Il revient
au méme de dire qu’il existe un disque borné idempotent A de E tel que
B soit borné dans I'algebre semi-normée E, . On dit qu’un elément x de E est
un ¢lement régulier si 'ensemble {x} est un borné régulier de E. La pro-
position suivante, donne d’autres caractérisations usuelles des &léments
réguliers.
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ProposiTiON L.5.1. — Soient E une algébre bornologique convexe et x e E.
Les assertions suivantes sont équivalentes:

(i) x est un élément régulier;

(ii) il existe un couple (F, @) formé d’une algebre semi-normée F et d'un
morphisme d’algébre bornologique ¢ : F — E tels que x = ¢(y) ye F:;

(iii) il existe un scalaire X > O tel que la suite x"/A" soit bornée;

(iv) la résolvante A — (x—2)~"' de x est définie et bornée dans un voisinage
de l'infini (elle est méme analytique et tend vers 0 d infini cf. prop. 11.2.1).

Cette proposition montre que les éléments réguliers introduits ci-dessus
sont exactement les €léments réguliers de L. Waelbroeck ([19]); les “elé-
ments i-bornés™ de S. Warner [21]; les “eléments bornés™ de G. Allan [2]
et les “eléments réguliers” de Bourbaki ([6]).

On notera 4, I'ensemble des bornés réguliers de E. On peut alors énoncer:

PROPOSITION 1.5.2. — Soit E une algébre bornologique commutative unifére.

Soit E, = | ) B (notations ci-dessus). Alors: E, est une sous-algebre unifere
Be%,
de E et %, est une bornologie d’algébre multiplicativement convexe sur E,

dite bornologie canonique sur la sous-algébre des éléments réguliers.

Preuve: 1l est clair que E, = | ) E, ou .# est I'ensemble des diques bornés
Ae¥

idempotents de E contenant I'unité. Comme .# est filtrant supérieurement

(cf. 1.2), E, est une sous-algebre unifere de E. 1l est clair que 4, est une bor-

nologie d’algebre sur E, (1.2) de pseudo-base .#. Cest donc une bornologie

d’abme sur E,, d’ou la proposition.

Application — Partition canonique d’une algébre bornologique commutative
unifere: Les deux étapes de la théorie spectrale.

Soit E une algebre bornologique commutative unifere. L’algebre (E, , 4,)
est I'algebre bornologique multiplicativement convexe maximum contenue
avec injection bornée dans E. Elle est exactement formée de TOUS les
¢léments réguliers de E. On l'appelle 'abmc associée a E ou la partie ré-
guliére de E. Les éléments de E n’appartenant pas 2 E, n’appartiennent
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donc a aucune abme “plongée” dans E, on les appelle les éléments non
réguliers de E. D’ol une partition naturelle de E en éléments réguliers
(“provenant” d’algebres semi-normées) et éléments non réguliers (ne “pro-
venant” d’aucune algebre semi-normée). Il en résulte deux étapes naturelles
dans le développement de la théorie spectrale:

Primo: T'¢tude spectrale des éléments réguliers; c’est la théorie spectrale
des algebres bornologiques multiplicativement convexes completes et qui
constitue la théorie spectrale de Gelfand généralisée. C'est I'objet essentiel
de cette seconde partie.

Secundo: I'é¢tude spectrale d’éléments non réguliers que nous aborderons
dans la troisitme partie.

I1.6. Exemples fondamentaux d’algébres bornologiques multiplicativement
convexes complétes

Exemple 1: Algébres topologiques localement convexes a inverse continu [19]

Une algebre topologique localement convexe unifere E séquentiellment
complete est dite a inverse continu si I'application x — x~! est définie
dans un voisinage de 1 et continue en 1. Il est bien connu que dans une
telle algebre, tout élément est régulier. L'algébre E = E, muni de sa borno-
logie multiplicativement convexe canonique est une abmc unifere complete.

Exemple 2: Algébres topologiques complétes localement bornées {22]

Une algebre topologique (compléte) est dite localement bornée si elle
possede un voisinage de zéro borné. Ce sont des algebres p-normables
pour un certain 0 < p < 1. On peut munir simplement de diverses maniéres
une telle algebre E d’une structure d’abme complete; par exemple en con-
sidérant la bornologie multiplicativement convexe associée  la bornologie
des disques bornés complétants de E.

Exemple 3: Algebres dopérateurs fortement bornés [1]

Un endomorphisme d'un espace localement convexe séparé (séquentielle-
ment complet) E dit fortement borné s’il est borné sur un voisinage de
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-zéro de E donc nécessairement continu. Il en est par exemple ainsi de tout

endomorphisme faiblement compact, a fortiori compact, nucléaire ou ultra-
nucléaire [11]. Pour tout voisinage de zéro V de E et pour tout disque
borné fermé B de E notons E(V, B) I'ensemble des endomorphismes de E
appliquant V' dans un homothétique de B. C'est une sous-algebre de ZUE)
algebre des endomorphismes continus de E. L’application

we E(V, B)— |u]| = sup [u()

ol || || est la jauge de B est une norme d'algebre de Banach sur E(V, B).
Mettons sur I'ensemble des couples (¥, B) I'ordre suivant:

(Vl’ Bl) = (V27 BZ)<$ Vl = V2 et Bl (=5 BZ'

On a donc une application canonique de E(V, , B,) dans E(V, , B,). Notons
A(E) Talgebre des endomorphismes fortement bornés de E. Il est clair
que A(E) est la limite inductive des E(V, B) pour les applications canoniques.
Munie de la bornologie limite inductive correspondante, A(E) est une abme
complete contenant des sous-algébres importantes suivantes:

Exemple 4: Algebres d’opérateurs compacts d’un espace localement convexe
separe séquentiellement complet. C’est une sous-algebre bornologique de
A(E). On la note € (E).

Exemple 5: Algebres d’opérateurs nucléaires d'un espace localement con-
vexe séparé séquentiellement complet. Les notations étant celles de I'exem-
ple 3, soit N(V; B) la sous-algebre de E(V, B) formé d’opérateurs nucléaires
de E, dans E, et muni de la norme nucléaire correspondante. C’est une
algebre de Banach et il est clair que I'algebre A/(E) des endomorphismes
nucleaires de E est canoniquement la limite inductive des N(V, B). De
méme on construit 'algebre des opérateurs ultranucléaires . . .

§ II — Spectre et caractéres d'une algébre bornologique multiplicativement
convexe

II.1. Eléments inversibles d’une abmc

ProprosITION I1.1.1: Soit E une abme unifére compléte. Le groupe des éléments
inversibles de E est Mackey ouvert (ouvert pour tE).
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Preuve: Consequence immédiate du résultat analogue pour les algebres
de Banach et de la définition de la topologie de la M-fermature [10].

COROLLAIRE. Soit E une algébre localement convexe unifére semi-compléte
dont la bornologie de von Neumann est multiplicativement convexe. Lensemble
des éléments inversibles de E est ouvert dans I'un ou lautre des deux cas
suivants:

— E est de Fréchet,

— E est un espace de Silva.

PROPOPOSITION 11.1.2.: Soit E une abmc unifére compléte. Lapplication
x — x~ ! du groupe des inversibles de E dans E est analytique [13].

COROLLAIRE: Soit E une abmc unifére compléte. La M-fermeture de toute
sous-algebre pleine de E est une sous-algébre pleine de E.

Preuve: En effet, soit A une sous-algébre pleine de E et 4 sa M-fermeture.
Soit x € 4 et x; un ordonné filtrant de A tendant vers x pour la topologie tE.
Pour j assez grand, x; est inversible dans E et x; ! tend vers x ! pour la
topologie tE. Comme x; '€ A = A4, on a donc x; ! € A. Par ailleurs il est
clair que A est une sous-algebre de E en vertu de I'invariance par transla-
tion et homothétie de la topologie tE; d’ou le corollaire.

Remarque: En vertu du corollaire ci-dessus, la sous-algebre pleine M-fermée
engendrée par une partie 4 de E est la M-fermeture de la sous-algebre
pleine engendrée par A.

ProrosiTiON 11.1.3.: Soit E une abme unifere complete. Tout idéal maximal
de E est M-fermé.

Preuve: Un tel idéal I est disjoint du groupe M-ouvert (I1.1.2) des éléments
inversibles de E, donc sa M-fermeture I (qui est encore un idéal) est distincte
de E, donc I = I et par suite I est M-fermé.

COROLLAIRE: Le radical d’'une abmc unifére compléte est M-fermeé.
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I1.2. Spectre d’un élément dans une abme : le théoréme de Gelfand Mazur

LemME I1.2.1.: Soit E = ll_n;l) (E;, m;) une abmc unifére compléte. Pour tout
i€
x €1, soit I(x), ensemble des indices i€l tels que x € E;. Si 'on note spx
le spectre de x relativement a E, et spx le spectre de x relativement a E, on a:
spx = [} spyx.

iel(x)

Preuve: Un élément x de E est inversible dans E si et seulement si il est
inversible dans un E; convenable, d’ou le lemme.

ProrosITION 11.2.1.: Soient E une abmc unifére compléte et x € E.

(1) Le spectre de x est une partie compacte de C. Il est non vide si E n’est
pas réduite a (0).

(i) La résolvante A — (x— 1)~ ! de x est une fonction holomorphe de C-spx
dans E et nulle a linfini.

Preuve: La premiere assertion de (i) est claire (lemme I1.2.1). Avec les nota-

tions du lemme, C-spx = () (C-sp;x). Les applications AeC — sp;x — E;
iel(x)

sont analytiques et nulles a I'infini [6] d’ou l'assertion (ii). La premicre
assertion de (i) est alors conséquence classiquement du théoréme de Liou-
ville.

On déduit alors, comme pour les algébres de Banach:

PropPOSITION 11.2.2.: (théoreme de Gelfand-Mazur) Tout corps E qui est
une abme unifére compléte sur C est isomorphe da C.

Par exemple, sur le corps des opérateurs de Mikusinski, on ne peut définir

aucune bornologie d’algébre multiplicativement convexe complete.

IL.3. Caractéres et idéaux maximaux dans une algébre bornologique
multiplicativement convexe

THEOREME I1.3.1.: Soit E une abmc commutative compléte. Tout caractére
de E est borné par 1 sur tout disqué B borné idempotent.
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Preuve: En vertu du théoreme fondamental de structure (1.3.1) on peut
supposer E algébre de Banach et B sa boule unité. Le résultat est alors
classique.

Remarque (I1.3.1.): Soient X un espace topologique et C* l'algebre des
fonctions complexes sur X (pour les opérations usuelles). Soit E une sous-
algebre de C* munie d’'une bornologie d’abmc commutative compléte.
Alors toutes les fonctions de E sont bornées sur X : En effet, soit 2 une pseudo-

base de bornologie de E formé de disques idempotents. Pour tout x € X,
le caractere o, : fe E — f(x)eC est borné par 1 sur tout élément de 4.
Soit alors he E, il existe un scalaire Ae C et Be % tels que Ahe B. Alors:

|6,(Ah)| = |Ah(x)] <1 pour tout xeX,
donc h est bornée sur X d’ou notre assertion.

La remarque (I1.3.1) fournit de nombreux exemples d’algébres sur lesquelles
aucune structure d’abmc commutative complete n’est définissable.

Remarque (11.3.2): Soient E une algebre commutative; 4, et 4, deux bor-
nologies d’abmc completes sur E; E, = (E,%,) et E, = (E,%,). Alors
X(E,) = X(E,) algébriquement et topologiquement. (On rappelle que X(E)
est 'ensemble des caractéres non nuls de E et X'(E) = X(E) u {0}).

LEmMME I1.3.1.: Soit E = lim (E;, m;;) une abmc commutative compléte. Alors
X'(E) = lim (X'(E)), mj)) (limite projective topologique) ou m;; est lapplication
X'(E;) > X'(E)) restriction de la transposée de m;; .

Preuve: La topologie faible permute avec les limites projectives, d’ou
le lemme.

ProprosITION I1.3.1.: Soit E une abmc commutative complete.
(i) X'(E) est compact (et peut étre réduit a (0));

(i) X(E) est localement compact (et peut étre vide);

(ii1) si E est unifere X(E) est compact et n'est jamais vide.

Preuve: Conséquence immédiate du lemme (I1.3.1) et des résultats classiques
dans le cas d’algebres de Banach. Le fait que X(E) n’est jamais vide si E

34

est unifere se déduit également du lemme de Krull combiné avec le résultat
suivant, basé sur le théoréme de Gelfand-Mazur.

PrOPOSITION 11.3.2.: Soit E une abmc unifére compléte. L’application x— ker y
est une bijection de X(E) sur I'ensemble des idéaux maximaux de E.

Preuve: L’application y — ker y est toujours une bijection de X(E) sur
I’ensemble des idéaux de E de codimension 1; idéaux qui sont évidem-
ment maximaux. Il suffit alors de montrer que tout idéal maximal de E
est de codimension 1. C’est une conséquence de la proposition I1.2.2.
(théoréme de Gelfand-Mazur). En effet, soit I un idéal maximal, nécessaire-
ment M-fermé (prop. I1.1.3); E/I est une abmc unifere complete qui est
un corps. C’est donc le corps des complexes (prop. 11.2.2) et par consé-
quent [ est de codimension 1.

Notation: En vertu de la proposition I1.3.2. on pourra désormais noter
M = X(E) ou /4 désigne I'espace des idéaux maximaux de E.
I1.4. La transformation de Gelfand dans les abmc

Soit E une abmc commutative complete. Les assertions suivantes vraies si E
est une algebre de Banach sont encore vraies et se vérifient immédiatement.

— Pour tout x € E, la transformée de Gelfand X est une fonction continue
sur .#, nulle a 'infini.

— Si E est unifere spx = X(#). Un ¢lément x € E est inversible si et seule-
ment si X ne s’annule jamais (propriét¢ de Wiener).

— Le radical de E est le noyau de la transformation de Gelfand x — X.
§ III — Isomorphismes algébriques et Isomorphismes bornologiques d’alge-
bres semi-simples

Soit F un espace bornologique convexe séparé. Rappelons qu’on dit que F
posséde la propriété du graphe bornologiquement fermé (b-fermé) ou graphe
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Mackey-fermé (M-fermé) si toute application linéaire d’un espace de Ba-
nach E dans F dont le graphe est M-fermé dans E x F est borné. Il revient
au méme de supposer E espace bornologique convexe complet. Les prin-

cipaux types d’ebc séparés possédant la propriété¢ du graphe M-fermé sont

les suivants (cf. [12]):

(1) Les ebc a réseau (en particulier les ebc complets a base dénombrable).

(i) Les ebc de Souslin.

Le résultat principal que nous allons établir (connu notamment dans le
cas des algebres de Banach) est le corollaire du théoréme suivant:

THEOREME IIL1.: Soient E et F deux abmc commutatives telles que E soit
compléte et que F appartienne a l'une quelconque des classes d’ebc suivantes:

(1) les ebc a réseau (en particulier les ebc complets a base dénombrable)

(ii) les ebc de Souslin (topologiques).
On suppose F semi-simple.

Tout morphisme dalgébre ¢ :E— F est automatiquement borné.

Preuve: 11 suffit de montrer que le graphe de ¢ est M-fermé dans E x F.
Soient G ce graphe, G sa M-fermeture dans E x F et (x,, Yo) € G. Soit y
un caractere de F. Considérons I'application:

b ] e (D
(x, y) —— xlo(x)) - x(»).

Elle est continue de 7(E x F) dans C: en effet, c’est la somme de I'appli-
cation (x, y) — (y) qui est continue car y est linéaire bornée et de I'appli-
cation (x, y) = (x - ¢)(x) qui est continue car % o @ €tant un caractére de E
est nécessairement borné. Cette application est nulle sur G donc nulle
sur (Xq, yo) et par conséquent y(p(x,)) = x(vo) pour tout caractére de F.
Comme F est semi-simple et que le radical de F est le noyau de la trans-
formation de Gelfand (I1.4) on en déduit que yo = ¢(x,) donc (x,, y,) e G
et le graphe de ¢ est M-fermé d’ou le théoreme.
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COROLLAIRE 1: Soient E une algébre commutative semi-simple. B, et 2,
deux bornologies sur E telles que (E, 4, et E, A,) soient des ebc appartenant
a l'une quelconque des classes (i), (ii) du théoréme ci-dessus.

Si B, et B, sont des bornologies d’abmc complétes, B, = B, .

Un cas particulier du corollaire 1 mérite une mention particuliére.

COROLLAIRE 2: Soit E une limite inductive (dans la catégorie des algebres
bornologiques) d’une suite d’algébres de Banach commutatives. Si E est algé-
briquement isomorphe a une algébre C(K) de fonctions continues sur un
compact, E est une algébre de Banach.

Remarque 1: Le corollaire 1 ci-dessus montre que malgré 'analogie des
theories spectrales correspondantes, les algebres bornologiques multipli-
cativement convexes ne sont généralement pas “banachisables”.

Remarque 2: Dans le corollaire 1, a fortiori, dans le théoreme (ITL.1) on ne
peut supprimer I’hypothese du type “propriété du graphe M-fermé”. En
effet, soient E = C(K) une algébre de Banach de dimension infinie de
fonctions continues sur un compact K et E, I'espace vectoriel E muni
de la bornologie des disques compacts de E - E, est une algébre borno-
logique convexe compléte dont tout élément est régulier. Soit F I’espace
vectoriel E muni de la bornologie des disques compacts idempotents.
Cest une abmc commutative unifere compléte et semi-simple ne possédant
pas la propriété du graphe M-fermé. L’identité E — F n’est pas bornée.

§ IV — Prolongement des formes linéaires multiplicatives bornées

Nous avons établi que dans toute abme (commutative, unifére, complete)
toute forme linéaire multiplicative est nécessairement bornée. Par ailleurs
dans une telle algebre les formes linéaires multiplicatives (nécessairement
bornées) sont en bijection avec les idéaux maximaux (nécessairement
M-fermés). Il en résulte que toute abmc (commutative, unifére, compléte)
posséde au moins une forme linéaire multiplicative bornée, en particulier une
bornologie d’abme commutative, unifere, compléte n’a jamais un dual nul,
résultat remarquable. Ceci permet donc de poser le probleme du prolon-
gement des formes linéaires multiplicatives bornées: Soient E une abmc
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(commutative, unifere, complete) F une sous-algébre compléte de E et f une
forme linéaire bornée multiplicative sur F. A quelles conditions f se prolon-
ge-t-elle en une forme linéaire multiplicative sur l'algébre E toute entiére?

Comme dans le cas particulier des algébres de Banach on va montrer
qu’il suffit que le noyau de f appartienne a la “frontiere de Silov” de I'alge-
bre F” (voir aussi § VII), frontiere dont I'existence et l'unicité sont immé-
diates puisque X (F) est compact.

En vertu de la bijection “idéaux maximaux”, “formes linéaires multipli-
catives bornées”, le probleme est équivalent & un probléeme de prolonge-
ment des idéaux maximaux. Le théoreme peut alors s’enoncer:

THEOREME IV.1.: Soient E une abmc (commutative, unifére, compleéte) et F
une sous-algébre unifére compléte de E. Tout idéal maximal de F, apparte-
nant a la frontiere de Silov de X(F) se prolonge en un idéal maximal de E
appartenant a la frontiére de Silov de X(E).

Preuve: Représentons E sous la forme canonique E = lim E;, E; algebre
iel

de Banach commutative unifere. Notons .# (resp. .#;) 'espace des carac-

teres de E (resp. E;); pour x € E soit I(x) I'ensemble des indices ie ! tels

que xe E;. On a la formule:
(1) sup |X(x)| = inf sup|%(x)]
xeM iel(x) Xi€M;

ou X dans le premier membre (resp. le second) désigne la transformée de
Gelfand de x considéré comme élément de E (resp. de E,). En effet il est
clair que $ : Y
sup |X(X)| < inf sup |X(Zi)|-

xeM i€l (x) xie;

Inversement, soit o un nombre réel tel que

o < sup |X(x,)] et a > sup |X(7)|.
YeM ye M

Alors le disque ouvert {1e C; || < «} contient spx = (") sp,x donc con-
iel(x)
tient un sp;x pour au moins un j € I(x) ce qui implique que o > sup i)%(;(j)\
2 . 5 \ Skin - xjeM
ce qui contredit I'hypothése d’ou la relation (1). L
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— Soit alors F une sous-algébre bornologique unifere complete de E.
Pour tout xe F on a: -

2) sup [%(0)| = sup [(0)].
2eX(E) xeX(F) ; t
En effet, F = limF n E, algébriquement et bornologiquement ol F N E;
iel

est muni de la norme induite par E;. Notons F; = F n E; et appliquons
la formule (1) a l'algebre F. On obtient:

sup |%(x)| = inf sup |X(x)

xeX(F) iel(x) xieX(F;)

L’expression usuelle de la norme spectrale dans une algebre de Banach
montre que:

= sup - [Hy)| ‘pour xeF,

|

sup [ %(x)

xi€X (Fi) Xi€X(E;)

d’ou la relation (2).

— Soit alors ¢ : X(E) - X (F) Papplication canonique de restriction qui est
continue. Nous allons montrer que I'image ¢(I') de la frontiere de Silov
de E contient la frontiére de Silov de F. Il suffit pour cela de montrer que
¢(') est une “partie déterminante” (au sens de [8]) de X(F). C’est un com-
pact donc un fermé. Il suffit donc de montrer que pour tout xe F

4p, W] = sup, 1200

ce qui est vrai, car:

sup |%(x)| = sup |%(e(x)] = sup |% o 0)x)| =

xeo(I)
sup [ ()| = sup |x(x)] = sup |x(x)|
xel’ xex(E) xex(F)
d’apres (2) ce qui acheve la démonstration du théoreme.
§ V — Le calcul opérationnel de Gelfand général

Nous allons étendre aux algebres bornologiques multiplicativement con-
vexes (abmc) le théoreme principal du calcul fonctionnel holomorphe relatif
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aux algebres de Banach (énoncé de Bourbaki [6]). La réciproque de ce
théoreme est vraie et intéressante. Elle montre en effet que les abmc com-
pletes sont les algebres (topologiques ou bornologiques) les plus générales
pour lesquelles le calcul opérationnel de Gelfand est valable.

V.1. Enoncé du théoréme général du calcul opérationnel de Gelfand

Soit E une algeébre bornologique multiplicativement convexe (commuta-
tive, unifére, compléte). Pour tout systéme a = (a;);e; d’¢léments de E on
appelle spectre simultané de a et on note spa ou sp(a;)) 'image de y(E) dans
C' par l'application continue’ %= ((a;))icr - C’est donc une partie compacte
de C' (puisque x(E) est compacte). Le spectre simultané est concrétement
caracteris¢ comme suit: un point (1), de C' appartient a sp((a,)) si et
seulement si les (a;,— 1) engendrent un idéal propre de E.

Nous rappellerons ici les notations de Bourbaki [6]. Pour tout compact K
de C", n entier, on note $(K) I'algebre unifere des germes de fonctions holo-
morphes au voisinage de K, muni de sa bornologie usuelle d’espace de
Silva nucléaire. Pour tout ensemble M et deux entiers m et n, m < n, on note

e B B
la projection canonique (ay,..., a,) = (a;,..., a,).
SiM=Eeta=(a,,...,a,)eE" on sait que =, (spa) = sp(n,, (a)) d’ou
un morphisme 7%, :9(spm,, (a)) > (sp(a)). On désigne par E® = | ] E"

nz1

THEOREME V.1.1.: Soit E une algébre bornologique multiplicativement con-
vexe, commutative, unifére et compléte. Il existe une application a — @, et
une seule qui associe d tout ae E® un morphisme d’algébre bornologique
unifére: ©, : 8(spa) — E, ces morphismes possédant les propriétés suivantes:

(i) Sia=(ay,...,a,)etsiz,...,z, désignent les germes au voisinage de
spa des fonctions coordonnées sur C" on a

Bl)=a i=12..n

(i) Sia=(a;...a,) sim <netsi feI(sp(r,,,(a) on a

0, f)) = Or, @(f)-
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V.2. Démonstration du théoréme V.1.1

Voici le plan fort simple de la démonstration:

On sait que E = lim (E;, m;) ou E; est une algebre de Banach unifere et
commutative, la limite inductive étant prise dans la catégorie des alge-
bres bornologiques uniféres. Pour tout a = a, ...a,) € E", notons I(a) I’en-
semble d’indices i€ tels que a e E}. Pour chaque i€ I(a) on a donc (par
application du théoréme relatif aux algebres de Banach) un morphisme
unifere borné: @} : 3(sp,a) —» E; ol sp,a désigne le spectre simultané de a
relativement a E;. Or il est évident que I(spa) l_lrg Hsp;a) algébrique-

ieI(a)
ment et bornologiquement (cf. lemme ci-dessous). D’ou, si I'on montre que
le systeme des morphismes bornés @} est inductif, on aura un morphisme
borné
0, = lim ©; : 9(spa) » E
que sera solution du probléme.

LEMME V.2.1.: Les notations étant celles ci-dessus, on a:

(i) spa = () spa

iel(a)
(1) Pour tout couple (i, j) d’ 'léments de I(a) tels que i < j, soient
pij:Sp;a = spa
Pinjection ctnonique et
pTi :3(sp,a) — 9(5Pja)
le morphisme canonique déduit de p;;. Le systéme (3(sp,a), pf) est un
systeme inductif d’algébres bornologiques et I'on a

9(spa) = lim H(spia. p3)
iel(a)

algebriquement et bornologiquement.

Preuve du lemme: (i) 1l est clair que spa < sp,a pour tout i€ I(a). Inverse-
ment, soit A = (4,...4,) un nombre complexe n’appartenant pas a spa.
Il existe des éléments (b, ...b,) de E tels que

n

Y (a;—A)b; = 1.

i=1
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Soit jel contenant les a; et les b; i =1,..., n; alors je I(a) et A¢spa.

(i) En vertu de (i) et du fait que sp,a est compact, tout voisinage ouvert
de spa contient au moins un sp;a d’ou 9(spa) = lim I(sp;a) algébriquement
et bornologiquement, d’ou le lemme.

Passons alors a la construction des morphismes ®,. Pour tout ie I(a)
soit @} : 9(sp;a) — E; le calcul fonctionnel relatif 4 I'algebre de Banach E;.
Pour i < j, le diagramme suivant est commutatif car les morphismes !
permutent avec les morphismes uniféres d’algebres de Banach ([6], chap 1,
84 mi" dapropi 2):

(sp;a) - =B
r Tji
S(sp;a) : Sk
O

Soit alor ®, = lim @®. Cest évidlemment un morphisme unifere d’alge-
bres bornologiqlflles de 9(spa) dans E et il est immédiat que les propriétés (i)
et (i), vérifiées par les morphismes ®. sont vérifiées par @, .

Reste a prouver 'unicité de 'application a —» ®,. Soient a — '®, une secon-
de application satisfaisant aux conditions du théoreme et a=(g;...a,)c E'®).
Pour tout i€ I(a) soit ‘@’ la restriction de '®, & 9(sp;a). Elle est a valeurs
dans un E; car '®, est borné. Soit un indice k majorant i et j. Les morphismes

@ :9(sp;a) > E; - E,
'®;, : (sp,a) > E; - E,
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coincident sur les polynomes donc sont égales ([6] prop. 3 et lemme 10
du chap. I, §4, n.” 5 et 6), d’ou
0, = lim'®, ='0

Le théoréme V.1.1. est completement démontré.

V.3. Autres résultats

Le théoréme de substitution dans le calcul fonctionnel holomorphe reste
vrai et se déduit aisément, en considérant les limites inductives, du théo-
réme correspondant pour les algebres de Banach. Il en est de méme (cf. [6]
chap. I, §4, n.° 7), du théoréme du calcul fonctionnel a une variable pour
une abmc E unifére complete-non nécessairement commutative.

V.4. Caractérisation des algébres du calcul opérationnel de Gelfand

THEOREME V.4.1.: Soit E une algebre bornologique séparée (commutative et
unifére) pour laquelle le calcul opérationnel de Gelfand (théoréme V.1.1) est
valable (ce qui implique que tout élément de E a un spectre compact). Alors
tout élément de E est régulier, et E peut étre munie d’'une bornologie d’abmc
complete.

Preuve: Tout élément de E est image par un morphisme d’algebre bornolo-
gique d’un élément d’une algebre $(K) qui est une abmc compléte (et méme
nucléaire). Un tel élément est donc régulier et est absorbé par un disque
borné idempotent complétant (et méme un disque borné a décroissance
rapide!) d’ou le théoreéme.

§ VI — Décomposition “a la Silov” d’une algébre bornologique en somme
directe bornologique d’idéaux complets

Une algebre E est dite somme directe (algébrique) de deux idéaux I, et I,
si I'espace vectoriel E est somme directe de ses sous-espaces I, et I, . Nous

allons montrer qu’une algébre bornologique multiplicativement convexe
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(commutative, unifere, compléte) est décomposable en somme directe de
deux idéaux si et seulement si son espace des caracteres y(E) n’est pas con-
nexe ou encore si et seulement si E posséde un élément idempotent dis-
tinct de 0 et 1. C’est la généralisation d’un théoreme classique des algebres
de Banach, di1 4 Silov. Ce sera une conséquence des propositions suivantes:

PROPOSITION VL.1.: Soit E une abme (commutative, unifére, complete) somme
directe (algébrique) de deux idéaux I welds Alors:
() I, et I, sont M-fermés dans E.

(i) Soient E/I, et E/I, les abme quocients correspondantes. Alors X(E/I,)
et X(E/I,) S’identifient a deux fermés de X (E) formant une partition
de X (E).

Preuve: (i) En effet, soit e l'unité de E; e = e; + e, ou e, est I'unité de
I et e, 'unité de I, . Si alors x, est une suite de I, tendant vers x dans E,
Xn = Xyey = xe €I, donc xe; = x et par suite xe |, .

(i) Soient ¢, :E - E/I, i=1, 2 les surjections canoniques X(E/I,)
s'identifie & X (¢, X(E/I,)) = F, muni de la topologie induite par X(E) ou
X(9,) : X(E/I) > X(E) est la “transposée” de ¢,.

Or F; est précisément I’ensemble des caracteres de E nuls sur I; d’ou F,
et F, sont disjoints. Par ailleurs tout caractére de E non nul sur E, est
un caractere de E; donc y(e) = y(e,) = 1 d’ou x(e;) = 0 et y est nul sur
F, (et réciproquement) ce qui établit le recouvrement.

Remarque: La démonstration de I’assertion (i) de la proposition ci-dessus
etablit que pour les algebres bornologique uniferes, la décomposition en
somme directe algébrique de deux idéaux est nécessairement une décom-
position en somme directe bornologique de ces idéaux; c’est-a-dire avec
projections bornées.

ProPOSITION VI1.2.: Soit E une abme (commutative, unifere, compléte). On
suppose que X (E) admet une partition en deux Jermés disjoints F et F, . Alors:

11 existe un idempotent unique a de E tel que:

Fi=xeX(E); @=1} et F,={yeX(E); xa) =0}

Les ensembles 1, = aE et 1, = (1-a)E sont des idéaux M-fermés de E et
E est somme directe des idéaux I et I, .

Preuve: L’espace X(E) s’identifie 2 une partie de CF par l'application
X = (X(X))yeg - Les parties F, et F, de I'espace uniforme CE sont des com-
pacts disjoints, donc il existe une partie finie M = (b, ,..., b,) de E et
des ouverts disjoints V; et ¥, de CM telles que:

F)<V, et pF,)c v,
ou p :C* — CM est la projection canonique.

Identifions C* & C" et soit f la fonction égale a 1 sur Vi et Osur V,. On

a fed(VyuVy)etspb,,...,b)<V,UV,. Posons a = fibis s b)) =

= 0, (f). Comme f? = f on a a® = a; donc a est idempotent. De plus, _
si xeFy, y@) =x(f®y,.... b)) = f(xby),..., xb)) =1 et si yeF,,

x(a) = 0. Montrons que a est unique: soit @’ un autre idempotent. Alors

r = a'—a est un élément du radical de E, alors (1 -2a—r) = 1-24—# =

= 1-2dne s’annule jamais, donc 1 — 2a —r est inversible. Or rl—-2a-r) =0

car @+r? =@’ =d=a+r; donc r=0 et par suite @' = a. 1l en

résulte que: '

Li={xeE ax=x} et I,={xel:.{l—akx=x)
d’ou les dernieres assertions de la proposition.
En rapprochant les deux propositions ci-dessus, on peut alors énoncer:
THEOREME VI.1.: Soit E une abmc ((commutative, unifere, complete). Les
assertions suivantes sont équivalentes:
(1) E est somme directe algébrique de deux idéaux;
(i) E est somme directe bornologique de deux idéaux complets;

(ii) E posséde un idempotent distinct de 0 et 1:

(iv) E est bornologiquement isomorphe au produit de deux abmc (commu-
tatives, uniferes, compleétes);

(v) X(E) n’est pas connexe.
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§ VII — Algebres bornologiques stellaires

VIL.1. Généralités et exemples

On appelle algebre .bornologique involutive, toute algebre bornologique
munie d’une involution x — x* bornée. Rappelons qu’une partie 4 d’une
algebre involutive est dite auto-adjointe si 4* = A. Soit E une algebre
bornologique involutive. On dit que E est une algébre bornologique multi-
plicativement convexe involutive, en abrégé, abmc involutive ou x-abmc, si
E possede une pseudo-base de bornologie formée de disques idempotents
et auto-adjoints, en abrégé disques x-idempotents. Il revient au méme de
dire que E est limite inductive (dans la catégorie des algeébres bornologiques
involutives) d’algebres semi-normées involutives. Un disque borné B d’une
algebre bornologique involutive est dit stellaire s’il est x-idempotent et
pour tout x € B, ||x||3 = ||x*x||p ou || || est la jauge de B. Une algébre
bornologique stellaire est une algebre bornologique involutive admettant
une pseudo-base de bornologie formée de disques stellaires. Les algebres
bornologiques stellaires complétes sont les limites inductives (dans la ca-
tégorie des algebres bornologiques involutives) d’algébres de Banach
stellaires.

Diverses algebres involutives usuelles de fonctions a4 supports compacts,
de fonctions bornées ou de germes de fonctions; des sous-algebres non-fer-
mées d’algebres d’opérateurs sur des espaces hilbertiens sont des exemples
usuels d’algebres bornologiques stellaires non Banach.

Les disques * -idempotents ont des propriétés analogues aux disques idem-
potents:

Soit E une algebre unifere involutive d’unité 1, si B < E est x-idempotent,
il en est de méme de B U {1}. L’enveloppe disquée, I'enveloppe complé-
tante, I'image directe ou réciproque par un morphisme d’algebres involu-
tives, l'intersection aribtraire ... conservent I’x-idempotence. Si E est une
algebre commutative unifere involutive, la réunion de deux disques * -idem-
potents est contenue dans un disque *-idempotent.
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VII.2. Fomes linéaires positives dans les « -abmc. Le théoréme général de
Bochner

Rappelons que si E est une algebre involutive, une forme linéaire positive
sur E est une forme linéaire f sur E telle que f(x*x) > 0 pour tout xe E.

Un cas particulier important de telles formes linéaires est fourni par les
distributions de type positif et les distributions multiplicativement positi-
ves [9]. Le probleme central qui se pose pour les formes linéaires positives
dans une algebre involutive est de les caractériser en terme de mesures posi-
tives définies sur certains espaces topologiques. Dans le cas d’une algebre de
Banach involutive, une telle caractérisation est fournie par le théoréme
suivant [15]: Toute forme linéaire positive f dans une algebre de Banach
involutive unifere commutative E est donnée de maniére unique par une
mesure de Radon positive u sur I'espace H des caracteres hermitiens de
E par la relation:

f(x) = j %du.
'H

On peut montrer (cf. par exemple [9]) qu'un tel résultat est faux dans le
cas général des algebres non normeées.

Cependant, nous avons:

THEOREME VII.2.1.: (Théoréme général de Bochner): Soit E une algébre
bornologique multiplicativement convexe involutive (commutative, unifére,
compléte). Pour toute forme linéaire positive f sur E (nécessairement bornée), il
existe une mesure de Radon positive unique p sur I'espace H des caracteres her-
mitiens de E telle que

flx) = J () du(y).

Preuve: E est limite inductive dans la catégorie des algebres bornologiques
involutives uniféres d’algebres de Banach involutives E; (ou i parcourt
un ensemble filtrant d’indices /) par des morphismes injectifs

T IE,-—> Ej.
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Pour tout ie I soient H, I'espace compact des caractéres hermitiens de'E. .

Il f{st clair que H est la limite projective (topologique) des H; par les appli-
~cations continues X(n;) : y e H;—> yom;eH,.

Notons ¥, (resp. %) la restriction 2 H; (resp. H) de la transformation de

G§lfand de l'algebre E; (resp. E). Pour tout x e E; et pour i < j le diagramme
suivant est commutatif :

g H G
i
/./
H, :
j Xt —>H,

ou X(m;) désigne la projection canonique de H sur H,.

La rc?striction de f a toute algebre de Banach involutive E; est une forme
lin¢aire positive sur E; donc est donnée par une mesure de Radon positive
unique u; sur H; par la formule

(1) fx) = f Ix()duy)  pour tout  xek,
H

i

La farr‘lille (,uj,.X (?zﬁ)) est un systeme projectif des mesures de Radon sur
le systéeme projectif (H j» X(m;)) d’espaces compacts. En effet, il suffit de
montrer que X(m;)u; = p; pour tout i <j. Or en vertu du diagramme
ci-dessus, pour tout xe E,

vH;

( (@:x) () d(X (m;))) (x) = ( [(%x) o x(m;0)] (o) d; ()

= J (@) (0) duj(n) = f(x),

d’ou en vertu de I'unicité de la mesure ; vérifiant la formule (1)

onfaii—
= X(m;)u;. ;
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Le théoréme de Prokhorov (forme classique) assure alors I’existence sur H
d’une mesure de Radon positive unique p limite projective des y; (cf. [7])
et plus généralement [16].

11 est clair que cette mesure répond a la question. Inversement toute mesure
sur H vérifiant la condition du théoréme se projette sur puH; suivant y;
d’u TI'unicité. 3

Remarques 1) Comme dans le cas d’algébres'de Banach, le théoréme ci-dessus
se généralise aisément au cas d’algebres non uniféres, en utilisant la notion
de “forme linéaire prolongeable” [15]. Dans le cas des algebres borno-
logiques stellaires, tout caractere est hermitien donc H = X(E).

2) Certaines algébres bornologiques involutives importantes ne sont pas
multiplicativement convexes mais sont des sous-algebres E; d’abmc invo-
lutives (commutatives, complétes) E telles que certaines formes linéaires
positives sur E; se prolongent de maniére unique a E. De telles formes
peuvent donc étre représentée par des mesures de Radon.

3) Comme dans le cas d’algebres de Banach, la notion de forme linéaire
positive dans une algeébre bornologique multiplicativement convexe invo-
lutive est équivalente a celle de représentation involutive cyclique dans
une espace de Hilbert: A toute représentation (involutive) x — A, de
vecteur cyclique &, d’une algebre involutive E dans un espace de Hilbert H
correspond une forme linéaire positive f(x) = (4, &y, &o)y » Unique a une
équivalence pres. Réciproquement a toute forme linéaire positive dans
‘une algebre bornologique stellaire correspond une représentation involu-
tive cyclique x — A, telle que f(x) = (4, &, &).

VIIL.3. Algébres bornologiques stellaires commutatives et algébres de fonctions
continues

Soit E une algebre bornologique stellaire compléte commutative. La trans-
formation de Gelfand est une injection bornée dense de E dans €(X(E))
algebre des fonctions continues sur X(E) nulles “a I'infini”. Mais, contrai-
rement au cas des algebres de Banach, elle n’est pas surjective en général
en vertu par exemple du théoreme des isomorphismes (§ III). L’algebre E
est cependant isomorphe algébriquement et bornologiquement a une alge-
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bre de classes de fonctions continues sur son espace des caractéres. C’est
sous cette forme que se généralise le théoréme de Gelfand-Naimarck.
Décrivons cet isomorphisme:

On sait q'ue E est limite inductive dans la catégorie des algebres bornolo-
giques involutives d’un systeme (E;, m;)),, d’algébres de Banach stellaires
commutatives. Notons €,(X(E,) l'algebre de Banach involutive des fonc-
tions complexes continues sur X(E;) nulles a I'infini. Pour i < buy By~ E,,
soit X(m;) : X(E;) - X(E;) Tlapplication continue X = XoTj, et soit 4
I'application €,(X(E,) — Fo(X(E)) qui & ¢ e%,(X(E) associe ¢ o X(r;)
qui est bien nulle sur le caractere 0 de E,; c’est-a-dire sur linfini de X (E,).
Le systeme (%4(X(E))), Aj;) est un systéme inductif d’algebres de Banach

involutives. On notera Eo(X(E) = lim (€(X(E,)), A;) la limite inductive
iel

(dans la catégorie des algebres bornologiques involutives) de ce systéme.
Pour tout i e I la transformation de Gelfand %, est un isomorphisme isomé-
trique de I'algébre de Banach stellaire E; sur l'algebre de Banach stellaire
-G o(X(E))). La limite inductive des 9, existe et est un isomorphisme d’algébres
bornologiques stellaires de E sur G o(X(E)).

VIL.4. Calcul fonctionnel dans les algébres bornologiques stellaires

Pour les algebres bornologiques stellaires on peut améliorer les résultats
du §V.

PropPosITION VIL4.1.: Soient E une algebre bornologique stellaire, unifere
complete et xe E un élément normal de E de spectre K = spx. Soit €(K)
Palgébre bornologique stellaire des germes de fonctions continues au voisinage
de K. 1l existe un morphisme d’algebres bornologiques involutives unique ©
de €(K) dans E tel que ©(z) = x ou z est le germe de la fonction ). — 1 sur K.

Preuve: Soit ¢ e €(K) et U un voisinage ouvert de K tel que ¢ soit une

fonction continue bornée sur U. Comme K — () spx (notations de I1.2).
iel(x)

U contient au moins un sp;x. Soient ¢; la restriction de @ aspxet®,le

calcul fonctionnel pour lalgebre de Banach stellaire E;. L’élément de

E ©(9p)) est indépendant de i: en effet, si U contient sp,x et sp;x il contient

sppx ou k > i,j. Les applications sur C(spx) Yy — OY) et Y — O |

spkx)
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de ¥(sp;x) dans E, coincident sur les polynomes en z et zZ, denses dans
%(sp;x) donc sont identiques et par suite O(p;) = O,(p,) = O ;). Posons
O(p) = Op,). Il est clair que ® répond a la question.

Remarque: 1l est clair que 3(K) < €(K) et que ® défini dans la proposi-
tion ci-dessus prolonge le morphisme ® du théoréme (V.1.1.).

VILS. Prolongement des formes linéaires multiplicatives bornées dans les

algébres bornologiques stellaires

Dans le cas des algebres bornologiques stellaires, on a le résultat suivant,
remarquable dans I’¢tude des prolongements des formes linéaires bornées.

THEOREME VIL.5.1.: Soient E une algebre bornologique stellaire, commutative,
unifére, compléte et F une sous-algébre unifére compléte de E. Toute forme
linéaire multiplicative bornée sur F se prolonge en une forme linéaire multi-
plicative bornée sur E tout entiére.

Le théoréme sera conséquence du lemme suivant et du §IV.

LEMME VILS5.1.: La frontiére de Silov d’une algébre bornologique stellaire
(commutative, unifére, compleéte) est 'espace tout entier de ses idéaux ma-
ximaux.

Preuve du lemme: 11 est clair qu’un point m, de I'espace .# des idéaux
maximaux appartient a la frontiere de Silov si et seulement si pour tout
voisinage de m, dans ./, il existe y € E tel que || atteigne son maximum
dans U et soit strictement inférieure & ce maximum dans le complémentaire
de U. Par aitleurs, 'algebre E étant stellaire, 'image de la transformation
de Gelfand est dense dans (.#) (Stone-Weierstrass). Soient alors m, € .,
U un voisinage arbitraire de m, et ¢ € €(#), telle que @(my) =1 et @
nulle hors de U. Il existe donc un yeE, ||§—o]|| < 1/3. Mais, alors |9
atteint son maximum dans U et est strictement inférieure &4 ce maximum
hors de U, donc appartient a la frontiere de Silov de .#, d’ou le lemme.
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Troisiéme Partie
Algébres Bornologiques Probanach et Complements Divers

§ I — Algebres bornologiques probanach

Une algebre bornologique multiplicativement convexe compléte (partie II)
est une algebre bornologique E pour laquelle il existe “suffisamment” de
morphismes d’algebres bornologiques définis sur des algébres de Banach
a valeurs dans E. Pour ces algebres la théorie de Gelfand se généralise tres
bien mais de nombreuses algébres bornologiques intéressantes et usuelles
ne sont pas de ce type. Elles appartiennet a4 une autre grande classe d’alge-
bres bornologiques, duale de la précédente: la classe des algébres bornolo-
giques probanach pour laquelle il existe “suffisamment” de morphisme
définis sur E a valeurs dans des algebres de Banach.

Soit E une algebre bornologique (resp. algebre bornologique unifere). On
dit que E est une algébre bornologique probanach si elle est limite projective
(bornologique) d’un systéme projectif d’algébres de Banach (E;, © ;1) (resp.
d’algebres de Banach uniferes). Les exemples usuels de telles algébres sont:
I"algebre de fonctions continues sur un espace topologique X munie de la
g-bornologie (s désignant les parties compactes de X); les algebres &(Q)
et 2(Q) des fonctions indéfiniment dérivables sur un ouvert de R" muni
de leur bornologie de Schwartz; I'algebre 9(Q) des fonctions holomorphes
sur on ouvert de C" munie de sa bornologie usuelle. . .

Soit E une algebre bornologique probanach, limite projective d’algébres
de Banach E;. La topologie sur E limite projective des E, par les morphis-
mes d’algebres ;; possede une famille de voisinages de zéro formée de dis-
ques idempotents I'ensemble des homothétiques constitue une base, autre-
ment dit c’est une “topologie d’algébre localement multiplicativement convexe”
[4] [14]. La bornologie de von Neumann associée i cette topologie est
précisément la bornologie de E. Inversement, soit E une algebre topologique
localement multiplicativement convexe compleéte et # la bornologie de
von Neumann associée a sa topologie. L'algébre bornologique ( E. %) est
probanach. Ceci montre que les algébres bornologiques probanach sont pra-
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tiqguement “équivalentes” aux algébres topologiques localement multiplicative-
ment convexes complétes introduites dés 1945 par R. Arens [4] et largement
étudiées. Nous renvoyons au mémoire de Michael [14] pour I'étude de
telles algebres. Signalons que le théoréme de Gelfand-Mazur est triviale-
ment vrai pour ces algebres et qu’on dispose pour elles d’un calcul fonc-
tionnel holomorphe (faible) pour certaines fonctions holomorphes, notam-
ment (trivialement) pour les fonctions entieres. Mais leur théorie dans son
ensemble va beaucoup moins loin que celle des algébres bornologiques
multiplicativement convexes completes. Elle montre cependant que de
nombreuses algébres possédant des éléments non réguliers se conduisent
relativement bien et par conséquent qu’il y a lieu de “classer” les éléments
non réguliers suivant leur “degré d’irrégularité”.

§ II — Bornologies convexes complétes sur les extensions topologiques du
corps des complexes

Soit E une algebre sur C qui est un corps contenant strictement C. Il n’existe
sur E aucune topologie qui soit a la fois une topologie d’algebre localement
convexe séparée et une topologie de corps.

On sait cependant construire sur certaines de ces algebres, des topologies
de corps qui soient en méme temps des topologies d’algebres métrisables
complétes [19]. La bornologie des disques bornés fermés associée a une
telle topologie est une bornologie d’algebre, convexe compleéte, pour laquelle
inversion x — x~ ! garde de bonnes propriétés de continuité. En vertu du
théoreme de Gelfand-Mazur, une telle bornologie d’algebre ne peut étre
ni multiplicativement convexe ni probanach. L’ensemble des éléments ré-

. guliers de cette algebre bornologique est la droite complexe. Tout élément

non régulier a un spectre compact, mais vide. Le dual bornologie de cet
ebc est nécessairement nul.

§ II1 — Extensions et limites du calcul fonctionnel holomorphe

Le calcul fonctionnel holomorphe a pour but essentiel de construire des

fonctions analytiques d’¢léments d’une algébre. On n’y arrive parfaite-
ment que dans le cas ou 'algebre considérée est une algébre bornologique
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multiplicativement convexe (commutative, unifére, compléte), en particulier
une algebre de Banach. Dans ce cas, on peut prendre I'ensemble de toutes
les fonctions analytiques au voisinage du spectre d’un systéme fini donné
d’¢léments (Partie II; § V). Dans le cas général il y a une dualité entre
lirrégularité des éléments considérés de I'algébre et la “régularité” des
fonctions analytiques opérant sur ces éléments. Les fonctions analytiques
les plus régulieres sont évidemment les polyndmes.

L'Waelbroeck [20] a introduit des algebres de fonctions analytiques suffi-
samment régulieres pour construire un calcul fonctionnel holomorphe
d’¢léments non réguliers (cf. aussi J. S. e Silva [18]). Les applications de
ce calcul malheureusement jusqu’ici fort limitées.

Il convient enfin de noter qu’un calcul fonctionnel holomorphe valable
pour toute algebre topologique ou bornologique (commutative, unifere,
complete) et méme uniquement pour toute algébre de Fréchet ne peut
avoir pour base qu'une algebre de fonctions analytiques ne contenant
aucune Jonction entiére! En effet, soit E I'algébre des (classes de) fonctions
complexes f sur [0, 1] telles que f e I?[0,1] pour tout p > 1, munie de
la topologie ou de la bornologie définie par les normes f — || fll, (e = 1).
Il est connu et facile & vérifier que les seules fonctions enticres opérant
sur E sont les polynémes [22].
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