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Th6or me de division avec des conditions au bord 
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Abstract. Let ~2 be an open subset of R n and O(f2) be a subalgebra of the algebra 

of analytic functions on ~2. We suppose that O(S2) satisfies some weak conditions of 

noetherianity such that we can construct a finite stratification for each ideal of O(f2). 

We also suppose that O(f2) satifies global s inequalities. We prove the 

following: Let f l  . . . . .  fp E O(S2) and f C a on f2 fiat on ~f2; if for each a ~ f2 

the Taylor's serie of f at a, Taf, is in the ideal generated by Tafl . . . . .  Tafp in the 

ring of formal power series, then there exist c~1 . . . . .  ap, C a on ~ flat on 0 S2 such that 
f P = Z j=l lYj f j .  This result extends the classic Hormander's theorem of division (for 

a polynomial) or the s theorem in the local analytic case. 

Keywords: s inequalities, stratifications, Whitney functions. 

1 Introduction 

Soient f2 un ouvert de R '~, O(f2) une sous alg~bre de l 'alg~bre des fonctions 

analytiques sur f2. On suppose que O(f2) vdrifie deux types de conditions: 

Conditions alg6briques 

On suppose que IR[xl . . . . .  x,~] C O(f2), O(f2) est stable par ddrivation et que 

if2 muni de la topologie de SMO(f2)  (spectre maximal de O(f2)) est un espace 

noeth6rien. De nombreuses alg~bres v6rifient cette hypoth~se et on remarque 

qu' i l  est plus simple d 'examiner  cette hypoth~se pour une alg6bre que de voir si 

elle est noeth6rienne. Ces alg~bres portent le nora d'algbbre f2 -noeth6riennes[1]. 
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46 ABDELHAFED ELKHADIRI 

Conditions m6triques ([4]) 

Soit F une famille de fonctions continues r6elles sur f2 v6rifiant des conditions 

trbs simples (cf & 2). On suppose que pour tout f 6 0 ( f 2 )  il existe F c F et 

o~ > 0 tels queVx c f2: y ( x )  >_[ f ( x )  I>_ y ( x )  Id(x, f - l (0) )~  [ohd(x,  n)  : 

i n f ( d ( x ,  A), 1)]. On dira que O(f2) v6rifie une in6galit6 de s de type 

F, ou que O(f2) est de type F. 

Partant des polyn6mes, on peut construire de nombreuses alg~bres v6rifiant ces 

conditions [4]. L'objet de ce travail est de d6montrer un th6or~me de division des 

fonctions Coo sur un ouvert born6, f2, qui sont plates sur le bord, (O f2), par une 

famille finie d'el6ments d'une algbbre f2-noeth6rienne vdrifiant les conditions 

m6triques ci dessus pour la famille F des fonctions: x -+ cd(x,  Of 2) -~, c > 

1, o~_> 1. 

Th~or6me. Soient O(f2) une algbbre f2-noethdrienne de type F oh F est la 

famille des fonctions x --~ cd(x,  0~2) -~, c >__ 1, ~ >_ 1, (gl . . . . .  gq) ~ O(f2) p 

et q~ une fonction Coo sur ~2 gr valeurs dans R e plate sur Of 2. On suppose 

qu'en tout point de f2, go est formellement divisible par (gl . . . . .  gq). Alors il 

existe f1 . . . . .  fq Coo sur f2 ~ valeurs dans ~ plates sur O f  2 telles que ~o = 

flg~ + . . .  + fqgq. 

Ce r6sultat peut 0tre consid6r6 comme une extension des th6or~mes de division 

de H6rmander-s En effet si T(f2, 0f2) d6signe l'alg~bre 

des fonctions Coo de f2 sur 1R qui sont plates sur le bord; on a une injection 

~D(f2) --+ T(f2, 0f2) (:D(f2) d6signe les fonctions Coo sur f2 g support compact). 

Remarquons que r ~ T(f2, Of 2) si, et seulement si, pour tout co e N ne t  tout 

g c F, la fonction g D~~162 est born6e sur f2. On munie T (f2, 0 f2) de la topologie: 

~0j c T(f2, 0f2), ~oj --+ 0 si pour tout ~o e N ~' et tout F c F, y DC~ converge 

uniformement vers 0 dans f2. Un 616ment T du dual topologique de T(f2, 0f2) 

peut ~tre vu comme une distribution sur f2. Le th6or~me de division classique 

nous permet de diviser T par f E O(f2) i.e de trouver S E :D(S2) tel que 

f S  = T. L'objet de notre travail et de voir que l 'on peut choisir S dans le dual 

de T(f2, Of  2).  

Dans [4] Tougeron a ennonc6, sans d6monstration, un th6or6me de divi- 

sion des fonctions C ~ sur IR " plates en dehors de f2 par les fonctions d'une 

alg&bre f2- noeth6rienne vdrifiant les conditions mdtriques pour la famille : 

x --+ c(1+ [ x ])~d(x, O ~2)-% Si f2 est relativement compact le r6sultat ennonc6 
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THt~ORIEME DE DIVISION AVEC DES CONDITIONS AU BORD 47 

par Tougeron coYncide avec le notre. La d6marche suivie dans cet article permet 

de donner une ddmonstration du th6or6me ennonc6 par Tougeron. Remarquons 

que la version ennoncde par Tougeron permet d' avoir un th6or6me de division des 

distributions tempdr6es par les fonctions d'une alg6bre ]R n-noethdrienne vdrifiant 

les conditions m6triques pour la famille " x -+ c ( l +  [ x ])~. 

La m6thode utilis6e pour d6montrer le r6sultat dans le cas analytique local [5] 

ne peut etre utilisde d'une mani6re directe, les fonction f ne sont pas analytiques 

au voisinage de S2. Un des outils clef est la notion de localisation analytique de 

l'alg6bre O(f2) par un ferm6 irrdductible X C f2 (cf 2); ceci nous a permis de 

construire un anneau qui a les mSme propri6tds que l'anneau des sdries conver- 

gentes et donc de traduire le th6or6me de division en terme de platitude suivant 

une id6e de Malgrange. 

2 alg~bres analytiques ~2-noeth6riennes 

Soit f2 un ouvert de Rn; une sous alg6bre O(f2) de l'alg6bre des fonctions 

analytiques r6elles dans g2, 3((g2), est analytique si R[xi . . . . .  xn] C O(f2) et si 

O(f2) est stable par d6rivation. Une algbbre analytique O(~2) est g2 -noeth6rienne 

si Q muni de la topologie de SMO(f2) [spectre maximal de O(~2)] est un espace 

noeth6rien not6 f2 (O) [tout point x 6 g2 est identifi6 h l'id6al maximal des 

fonctions de O(f2) qui s'annulent en x]. 

Si X est un ferm6 de ~2 (O), on note I (X) l'id6al de O(~2) forms des fonctions 

qui s'annulent sur X; si I e s t  un id6al de O(g2) on note V(I)  1'ensemble des 

z6ros de I dans f2. Si I = (3)O(~2), on 6crira V(I)  = V(3). 

On va donner quelques notations et propri6t6s des alg6bres f2- noeth6riennes 

que nous allons utiliser par la suite; pour plus de d6tails on renvoie ?t [1]. 

Proposition 1. Soit X un fermd de ~2(0) et soit k le plus grand entier tel qu'il 

existe f l ,  .- .  , fk E I (X )  et unjacobien 

D( f l  . . . . .  fk) 
A =  

D ( x i l  . . . . .  xi~) 

n'appartenant pas & I(X) .  Alors X - V(A) est une sous varidtd analytique 

de codimension k et c 'est une rdunion de certaines composantes connexes de la 

varidtd 

V-= {x E S2 /f~(x) . . . . .  fk(x) = 0 ,  A(x) •0} 
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P r e u v e .  S i x  6 X - V(A),  il suffit de montrer que le germe en x de X - V(A)  

est Vx; or si cela est faux, il existe g ~ I ( X )  et gtvx (= 0; d'apr6s le lemme ci 

dessous il existe un indice ih > ik tel que 

D ( f l  . . . .  , fk, g) 
gl = I Vx 

D(xil ,  . . .  , xi~, Xih) 

ait sa multiplicit6 strictement inf6rieure ~t celle de g. Par hypoth~se gl c I (X) 

et gl [ Vx r 0; on recommence avec gl et par it6ration, on obtient f ~ I (X) et 

f ( x )  # 0 ce qui est absurde. 

L e m m e  1. Soit S u n  germe de varidtY analytique & l'origine de R ~ d@ni par 

f l ( x )  = . . .  : f k (x )  = O, f/ ~ R{x} et 

D ( f l  . . . . .  fk) 
(0) # o. 

D(xl  . . . . .  x~) 

Soit g ~ R{x} tel que gls ~= O. II existe h > k tel que 

r n(i  . . . . .  i,,, I 
O(gls) > 0 L ix,__Xh--]),s ' 

(0 est la multiplicit6 & l'origine ). 

Preuve .  On se ram~ne au cas trivial f l  = xl . . . . .  f~ = xk en utilisant 

l ' isomorphisme (xl, . . .  , xn) --+ ( f l ,  - . .  , fk, xk+l . . . . .  xn). 

Pour chaque ferm6 X de f2 (O), on d6signe par ReglX l 'ensemble des points 

r6guliers de codimension I de X; visiblement 

X = U ReglX 
i=0 

6u ReglX d6signe l 'adh6rence de RegiX dans ~2 (O). 

Si X est un ferm6 irrdductible de f2 (O), l 'entier k d6fini dans la proposition 

1 est la O(f2)-codimension de X; c 'es t  l 'unique entier k tel que RegkX = X.  

On dira par la suite que f l  . . . . .  f~ de la proposition 1 forment un syst6me de 

param6tres de X et on note k = codimo(a)X.  Cette codimension est en g6n6ral 

strictement plus grande que la codimension g6ometrique de X. 
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Soit X un ferm6 irr6ductible de f2 (O) et soit f = ( f l ,  . . .  , fk) un syst6me de 

param6tres de X (k = codimo(a)X);  on suppose que 

D ( f l  . . . . .  fk) 
A =  

D(x~ . . . . .  Xk) 

n'appartient pas ~ I ( X ) .  Darts la suite on ecrira 8 _> 8' si 8, 8' c O(f2) - I ( X )  

et 8 un multiple de 8 ~ dans O(f2). Si 8 _> A, X - V(8) est une sous vari6t6 

de codimension k . Nous dirons que X - V(8) est une strate analytique de 

codimension k.  Une stratification d 'un  constructible Y de S2 (O) est une partition 

{A1 . . . . .  As} de Y e n  strates analytiques telles que pour chaque i = 1, . . .  , s, 

A 1 [..J. - - LJ  A i  est un ferm6 dans Y pour la topologie de f2. Visiblement Y admet 

toujours une telle stratification. 

Avec les notations pr6c6dentes, soit O(f2)x,s l 'algSbre des fonctions g analy- 

tiques au voisinage de la strate X - V(6) et telle qu' i l  existe ee, fl 6 N et des 

g~o c O(f2) ,  co e N n, vdrifiant 

g~ 
D~ ) -- 8~1o)1+~ ] X  - V(8); 

si 8 > 8' on a un homomorphisme de restriction: O(S2)x,s, --+ O(S2)x,a; on pose 

O(S2)x = lim O(S2)x,a. L'alg6bre O(f2)x est le localis6 analytique de O(~2) 
3 

en X. 

I1 est facile de decrire ce localis6 h 1' aide d 'un  systSme de parametres f l  . . . . .  fk 

de X tel que 
D(f~ . . . . .  fk) 

D(x l  . . . . .  xk) 

n'appartient pas h I ( X ) .  
, (0) 

Notons par O(S2)x,~,x, la sous algSbre de O(f2)x,~ formde des g E O(~2)x,~ tel 

que g #  c N k 
DUg 

- -  I X -  V(8) = O  
D(x'U) 

- (o) , (o) 
6u x' = (xl . . . .  , Xk) et posons O(~2)x x' = lim O(~2)x ~,x" I1 est clair que 

O(~2)(~ , ,  est un corps isomorphe au corps des fractions L[~ ] de ;-(27"~ On 

d6montre le lemme suivant: 

L e m m e  2. ([1]) Avec les notations pr~cgdentes, l'algPbre O(~2)x,~ s'identifie 3t 

l'alg~bre des sdries 

g = E g ' f U '  
/zcN k 
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, (o) 
gu c O(~)x ,~ ,  x, et f = ( f l ,  . . .  , fk) ,  qui c onvergen tau  vois inage de X - V (6 )  

dans ~2. 
, (0) On note O(S2)x ,~s{ f~  . . . . .  f~} l 'algSbre des s6ries prec6dentes; on pose 

Oxl x �9 (o) O(f2) ,{fl  . . . . .  fk} = l l m O ( f 2 ) x , ~ , x , [ f l , . . .  , f~); 
--+8 

ce dernier anneau se comporte comme l 'anneau des s6ries convergentes R{x}: 

le thdorSme de prfparation de Grauert-Hironaka est encore vrai d 'ou  l 'on d6- 
(0) montre que O (S2)x, x, {fl . . . . .  fk} est  un anneau local rdgulier de dimension k; 

son id6al maximal est engendr6 par f l  . . . . .  f~ et son corps r6siduel s'identifie 

, = [ I(x) j '  son compldt6 s'identifie ?~ l 'anneau des s6ries formelles 

(0) 
O(f2)X,x ,[[ f l  . . . . .  fk]]. 

Soient N u n  sous module de [O(S2)x,~,] p e t  3 > g ,  on note par N s le sous 

module de O(S2) p ~ engendr6 par N. On pose M -- O(~2)P" on d6montre la 
' N ' 

proposition suivante: 

P ropos i t ion  2. ([1]) Il existe ~1 > 3' tel que  p o u r  tout ~ > ~ on ait  

O(S2)x  ] = 0 
T o r  ~ M @o(a)x,~ , 0(~2)x ,8 ,  O(f2)x,~ ] 

Soit M un module de type fini sur O ( a ) x ;  et soit O(~2)~ ~ O(S2) p -+ M --+ 

0 une pr6sentation finie de M; si ~b a ses composantes dans O(f2)x,~ on note M s le 

conoyau de O(~2)q ~ ~ O(~2)P ~. Bien entendu M ~ d6pend de la representation 

choisie, mais si M ~ est le module associ6 h une autre prSsentation, on a 34 ~ _~ M ~ 

pour ~ assez grand. Un morphisme de O(~2)x-module 4) : M -+ M '  induit, pour 

assez grand, un morphisme ~b s : M ~ -+ M '~. D'aprSs la proposition 2, si 

M ~ --+ M -+ M" est une suite 6xacte de O(S2)x- modules de type fini; la suite 

M 's -+ M ~ --+ M ''~ est 6xacte pour 8 assez grand. On a la proposition: 

Propos i t ion  3. ([11) Soit  M un module  de type f ini  sur  O(S2)x;  si ~ c O(S2) - 

I ( X )  est assez  grand, on a p o u r  tout x c X - V (8 ) :  

Hx)  : 0 
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3 In6galit6s de s globales 

Les alg~bres f2-noeth6riennes v6rifiant des in6galit6es de s globales 

sont introduites et 6tudi6es dans [4]. On note par d la distance euclidienne dans 

R'~; si F est un ferm6 de R n on pose d_(x, F)  = i n f ( d ( x ,  F),  1) et d_(x, 0) = 

1 pour x 6 • ' .  O(f2) d6signe une sous alg~bre de l'alg6bre des fonctions 

analytiques sur ~2. 

Soit F une famille non vide d'applications continues de ~2 dans R telles que �9 

a) VV 6 F e tVx  ~ ~2, y ( x )  >_ d ( x , O ~ )  -1, i.e y ( x )  > 1 et l a b o u l e  

euclidienne B(x ,  y ( x )  -1) C ~2. 

b) S l y  c F e t c > _  l a l o r s c y  ~ F .  

c) Si Yl, Y2 ~ F, alors YlY2 ~ F. 

d) S i y  ~ F, il existe Yl, }12 ~ F tels que Vx E ~2 e tVx '  ~ B(x ,  yl(x)-~),  

on ait y (x ' )  <_ y2(x). 

La famille de toutes les fonctions x -+ cd(x ,  Of 2) -~ avec c _ 1 et c~ >_ 1 

v@ifient les conditions ci dessus; de m~me que la famille x -+ cd(x ,  0 ~2)-~ ( 1 + [ 

x ]) ~ avec c >_ 1 et ~ >_ 1. On dit que O(~2) est une algbbre de type F si O(~)  est 

~-noeth6rienne et si V f  ~ O(~2), il existe y E F et une constante r6elle o~ > 0 

tels queVx c ~:  y ( x )  >_1 f ( x )  I > - y ( x ) - I d ( x ,  f 1(0))~ Dans la suite, O(S2) 

d6signe une alg6bre de type F. Avec les notations de 1.2, on a �9 

L e m m e  3. Soit 0 c O(S2)x,s; il existe ee > 0 tel que pour  chaque m ~ H 

il existe Yl,m, YZ,m C F v?rifiant: Va c X - V@) , Vo) ~ H ~, I o) l< m e t  

Vc > O, c <  1, on ait: 

I D~~ I < _ y2,m(a)d(a,  V(8)) -~1~~ 

Vx 6 B(a,  CFl,m(a)-ld(a,  V(8)))  N (X  - V@)). 

r 
Preuve.  Ilexiste~b~o 60(~2)  ,o) 6 H n e t a  c H te l sque :  D~(a(x) -- 

8~H (x)' 
Vx ~ X - V(8).  O(S2) 6tant de type F; il existe Y~o ~ F et ?/ E I" tels que : 

I q~(x)  I< yo,(x) Vx ~ s2 et Vco c H ~ 
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Y- l (x )d (x ,  V(~)) ~ 51 ~(x) IX y(x)  Vx ~ ~ bu ~ > 0 

I1 existe Yl,m, yt _ ,, 2,m ~ F tel que: Vx c B(a,  Yl,m(a) 1 )on  a y(x)  < y z ~ ( a ) e t  

y~(x) < y '  - 2,re(a) Va c ~ 2 e t V c o e N  ~ , [ w  I_<m. Soi tc  > 0 ,  c < 1 ;pour tou t  

co ~ N ", [co I < m ,  ona :  

[ D~~162 [< yZ,m(a)~l~~ V(3)) -'~1~~ 

Yx c B(a,  cy l ,m(a) - ld (a ,  V(3))). S i x  6 B(a,  cy l ,m(a) - ld (a ,  V(/~))), on a 

(1 - c)d(a,  V(S))  < d_(x, V(6)) .  On pose 

] taloJl+l 
~/2,m = 1 7  (1 -- C) ~'1~~ J/2,m E F ;  

I~ol_<m 

on en d6duit le r6sultat car y~,m(a) ~1~~ < V2,m(a) pour tout a c ~ et Vco c 

N ~ , I co [< m. 

4 Th6or6me des fonct ions  implicites 

Avec les notations de 1.2; soient X un ferm4 irr6ductible de ~ (O), f = ( f l  . . . . .  

f i )  un syst6me de parametres de X, 

D ( f l  . . . .  , fk)  A :  

D(xl  . . . . .  Xk) 

n'appartenant pas ?~ I (X) ;  on pose 0 : ~2 C ~"  --+ ~"  d6finie par O(x) = 

(/l(X) . . . . .  f k (x ) ,  xk+l . . . . .  Xn). 

On aura besoin d 'une version du th6or6me des fonctions implicites d6montr6e 

dans [3 ,ch3] darts la quelle nous allons prdciser, en fonction des 616ments de F, 

le diam~tre des boules o5 0 induit un diffdomorphisme. Ces boules sont, bien 

entendu, centr6es en des points de ~2 - V(A). 

Propos i t ion  4. II existe Y E F, tel que pour  tout a c ~ - V(A), pour  tout 

Za > O, )~a <<- min(1 ,  ] A(a) I) e tpour tou t  lz > O, I~ < 1, l 'applicationO induit 

un diffgomorphisme de B(a,  ID~ay(a) - j )  sur son image et en outre: 

O ( B ( a , / ~ Z a y ( a ) - l ) )  D B(O(a), # ( 1 ~ -  1 )kay(a) -Z  l A (a )  ]) 

et Vx c B(a,  # )~av(a) - l ) .  �9 

I A(x)  I_> ( 1 - ~ ) l A ( a )  I .  
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Preuve .  Pour chaque a c ~2 - V(A),  on pose Sa = [dO(a)] -1, l ' inverse de la 

diff6rentielle de 0 en a ; il existe gl c 1" tel que Va 6 S2 - V(A)  on ait: 

I'1 (a) 
IISaH_ - -  

IA(a)l 

I1 existe Y2 c ]7, fi > 0 tels que Va c ~ on ait: 

y2(a)-ld(a, V(A))  fi _< IA(a)l _< Zz(a). 

Pour chaque a c ~ ,  on pose Ua = 0 - dO (a); d' apr~s le th6or6me des accroisse- 

ments finis, il existe y~ E F tel que pour tout a ~ ~ ,  route boule euclidienne 

B(a, r)  C ~ et tout ( c B(a, r) il existe z ~ B(a, r) tel que: 

lid U.(W)II _< Zj(z)l l (  - all 

On prendra g~ tel que pour tout x 6 S2 on ait: 

[IdO(x)ll <_ Zj(x) et [IdA(x)ll _< Zj(x).  

D'apres la propriet6 d) de 3; il existe g3, ~'4 c F tels que Ya ~ S2 et Vx 6 

B ( a ,  g 3 ( a ) - l ) ,  on ait: 

yj (X)  < y4(a )  , y2(X) < y4(a )  , y l (X)  _< y4(a )  

On pose g = 1-141 Yi 6 F et soit # > 0 , /z  < 1 . On a: 

B(a, lZXag(a) -1) C B(a, g3(a)-l). 

Pour chaque a 6 S2 et chaque x, x '  c B (a, tZ~.a y (a)  - 1 ) on a, d '  apres  le thdor6me 

des accroissements finis: 

Ilga(X) - g a ( x ' ) l l  ~ IZ)~ay(a)-ly4(a)ll x --x'l[ 

Or pour tout a c S2 V(A)  lZ~ ,ay (a ) - l . .  ~ ,  z~(a) - , r4tU)lA-X~ < 1 ;o n en d d d u i t ,  d'apr~s 

[3,prop 6.1, chIII](ofl l 'on  a remplac6 X (resp Y) par l 'espace vectoriel R ~, 

d' origine a (resp d' origine 0 (a)); r par dO (a); S par S~; %/par B (a , / z  )~ g (a) - ~; 
• (a) 

C par IzX~y(a)-ly4(a); C ~ par I A ~ ,  que pour tout a c ~2 - V(A),  0 induit 

un hom6omorphisme de B(a, tZ)~a~/(a) -1) sur son image. D'apr~s la m~me 

proposition on a aussi: 

1 - CC ~ 
O(B(a, tZ)~ay(a)-l)) D B ( O ( a ) , - - ~ ) .  

C' 
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(on a remplac6 X0 par B(a,/~)~ay (a) - l ) ,  6 par )~a/~y (a)- l ) .  Or 

1 CC' 
C ~ 

-- (1 -- tZ)~a?/3(a)-ly2(a)-l)lA(a)[yl(a) -1 
IA(a)l  

(1 - / z ) l m ( a ) l y a ( a )  -1, 

car)~ a < IA(a)[. Donc on a: 

O(B(a,/z)~i,(a)-l)) D B(O(a),/z(1 - # ) )~) / (a ) -21A(a) l ) .  

Pour terminer la preuve de la proposition il reste ?~ montrer que Yx c 

B(a, #,kay(a) -1) on a [A(x)l > (1 - / ~ ) l A ( a ) ;  ceci prouvera que 0 induit un 

diff6omorphisme de B(a, IX)~y (a) -1) sur son image pour tout a c ~ - V(A).  

Comme pour chaque ~ c B(a, IZ~.ay (a) -1) on a [[dA(~)II  _< y4(a) on en d6duit 

alors, d'apr~s le th6or~me des accroissements finis, que : 

IA(x) -- A(a)l  ~ #Xag(a )  1y4(a) < / ~ l A ( a ) l  

d 'ou  IA(x)l ~ (1 - / ~ ) l A ( a ) l .  

Remarque 1. 1) On pose" 

Wo(a) = B(O(a), #(1  - / z ) X a y ( a ) - 2 1 A ( a ) l )  

Va = O-~(Wo(a~) fq B(a, /Z~ag(a) -1) 

Pour chaque a c S2 - V(A),  Oiv a : Va ~ Wo(~ est un diff6omorphisme de Va 
sur Wo(.~. 
2) I1 existe c > 0 ,  fl > 0 et y '  c F tels que si 3 c O(f2), 8 _> A, on ait, pour 

tout a c X - V(8): 

B(a, C)~ay'(a)-ld(a, V(8) hJ Of 2) ~) C Va. 

En effet, pour tout a 6 S2 - V(A),  on a, d'apr~s le th6or6me des accroissements 

finis, 

Wo(a) D O(B(a, /z(1 - / z ) )~a) / (a ) -3 [A(a) [ )  

on a aussi l ' inclusion: 

B(a, IZXay(a) -1) D B(a, /z(1 - lz)Xav(a)-3[A(a)[) 
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donc B(a ,  #(1  - tz)Z~?/(a) 3]A(a)l)  C g~. On pose alors c = /z(1 - / z ) ,  et 

g'  = g37'a, on a B(a ,  CZa?, ' (a ) - ld (a ,  V(A)  U 0f2)/~) C V~, d 'ou  le r6sultat car 

V(A) C V(~). 
3) On donne ici quelques in6galit6s qu 'on  a obtenues et que nous allons utiliser 

par la suite. Pour tout a c f2 - V(A)  et tout x ~ B(a ,  I xZ~v(a) -1 ) ,  on a: 

IIdA(x)[I ~ ya(a) IIdO(x)ll ~ yn(a) 

et 

i[(dO(x))_~l I ~ ya(a) ( 1 -  ~) 1 
IA(a)l 

ofiya c F. 

5 Fonction diff~rentiables au sens de Whitney. 

Si k = (k~ . . . . .  k .)  c N " , x = (x~ . . . . .  x . )  E R ~, on pose [ k I :  k1 + 

. . .  + kn,  k! = k~! . . .  k , !  , xk = x~ 1 �9 �9 �9 ~n" k,~., N ~ est muni  de l 'ordre  partiel: 

k <_ l ~, > kj  < lj , V j  = l . . . . .  n. 

5.1 Fonctions de Whitney de classe C m 

Si m ~ N e t  si f2 est un ouvert de R n, :Era(f2) ddsigne l ' e space  vectoriel des 

fonctions de classe C m sur f2. :E m (f2) est un espace de Fr6chet; sa topologie est 

ddfinie par la famille des semi-normes:  

olkl f 
IflKm = supxeK,Ikl>m[--~-xk (X)l 

Soit X un ferm6 de f2; un jet  d 'ordre  m sur X est la donn6e d 'une  suite de 

fonctions num6riques continus, F = ( F  k) tkt<~, sur X. Soit jm  ( X )  l ' e space  de 

tous les  jets d 'ordre  m sur X muni de sa structure naturelle d '  espace vectoriel  r6el. 

On pose [F[m K = SUpxcK,ikl<_mFk(x) si K C X es tun  compact  et F ( x )  = F ~  

x c X. I1 existe une application lin6aire Jm : E m (~'~) --> jm (X) qui h f 
81klf 

associe le jet  ( ~ ~ - ~  tK ) l k l - < ' ~ ' v . ~  Si k 6 N n, Ikl < m, on a une application lin6aire 

D k : J m ( X )  - +  j m - l k l ( x ) d d f i n i e  par D k F  = (Fl+k)lll<m_lk I. On d6signe aussi 

(sans risque de confusion) par D k l 'appl icat ion de Em (~'~) + Em-lk[ (~"2) donn6e 
olklf  

par Dk f -- qoxk �9 
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Si a E K et si F e Jm(K) ,  on note T~'F le polyn6me de degr6 < m d6fini 

par 
Fk(a)  

Ikl<m 

et l 'on  pose: R m F  = F - Jm(T~nF). Visiblement on a pour ]kl < m: 

Fk+l(a) 
= F (x) - ( x - a )  t 

[l[<m-lk[ 

On rappelle qu 'un module de continuit6 est une fonction croissante, continue et 

concave r/: ]R + -+ R + telle que ~ (0) = 0. 

On dit que F ~ jm (X)  est un jet  de Whitney de classe C m sur X si pour tout 

k E Nn,lkl  <_ m, (RmF)k(y )  = 0([x - y[m-lk[) quand Ix - yl  --+ 0, x ,  y r X . 

D'apr~s [3] ceci est 6quivaut ~t dire que pour tout compact K C X il existe un 

module de continuit6 kr / te l  que ,  si x, y c K et z c N n, 

I T ~ F ( z )  - T / F ( z )  I< r/(I x - y I)(I x - z I n' + I y - z I '~) 

On d6signe par :Em (X) C jm (X)  l 'espace vectoriel r6el des jets de Whitney de 

classe C m sur X.  E m ( x )  est un espace de Fr6chet lorsque l 'on  le munie de la 

famille des semi-normes: 

[ (R~F)(y)  ] 
[[FI]~ =1 F 1~ +Supx,ycg,x~ylkl<_ml( x 

Y) Im-lkl 

Lorsque X est un ouvert de IR '~, les jets de Whitney de classe C met  les fonctions 

de classe C m sur X coincident. Les topologies d6finies par I1~ et [111~ sont 

6quivalentes. 

Th~orbme 1. ([3]) Soient S2 un ouvert de N n, X C f2 un fermg," il existe un 

op6rateur lineaire continu W : :E 'n ( X ) --+ :E ~ ( f2 ) tel que pour  tout F e T. ~ ( X ) 

et tout x c X,  D k ( W F ) ( x )  = Fk(x )  si[k[ <_ m et telle que la restriction de 

W ( F)  h f2 - X est inddfinirnent dgrivable. 

Si K C X est un compact et B une boule ferm6e contenue darts f2 telle que 

K C B, on pose X = SUpx~Bd(X, K),  d'apr6s [3] on a: 

Propos i t ion  5. Si F 6 Em(K)  il existe C[k] 6 IR[X] it cogfficients positifs tel 

que: 

IW(F)I~ < C[Zl.llF[lm K 
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5.2 Fonctions de Whitney de classe C ~ 

Si f2 est un ouvert de R~; E(f2) d6signe l 'espace des fonctions C ~ sur f2. E(f2) 

est un Fr6chet, sa topologie est d6finie par la famille de semi-normes I Ira K, K C s2 

compact, m c N. 
�9 jm+l  (X)  jm k Soit Zrm+l,m --+ (X) la projection qui h (F)lkl<m+l associe 

(Fk) Ikl ~m. Visiblement 7rm+l,~ (E m+l (X)) C E m (X); la limite projective 

J(X)  = l i m J  'n (X) 

est l 'espace des jets d' ordre infini sur X. La limite projective E (X) = l imE m (X) 
4------ 

s'identifie ~ un sous espace de J (X). Un 616ment F c E (X) est un jet  de Whitney 

de classe C ~ sur X. E (X)  est un espace de Frdchet lorsque l 'on  le munie de 

la topologie ddfinie par la famille de semi-normes ]l II~ x ota m 6 N,  K C X un 

compact. 

Soit F 6 J ( X) ;  alors F c E (X)  si et seulement si, pour chaque m ~ N, 

:rmF c Era(X) off zrm �9 J(X)  --+ Jm(X) d6signe la projection canonique. 

Par passage ?~ la limite projective sur les applications J"~ �9 Era(f2) --+ Jm(X) 

on obtient une application lineaire J " E(f2) --+ J(X) .  Le th6or6me 1 entraine 

que Era(X) = Jm(Em(f2));  on a aussi: 

Th6orbme 2. ([3]) E (X)  = J ( E ( ~ ) )  

R e m a r q u e  2. Ni Era(X) ni E (X)  n 'est  en g6n6ral complet  pour la famille des 

semi- normes Jim ~. Soit p ~ N; un compact K C IR ~ est dit p - r 6 g u l i e r  s 'il  est 
! 

connexe par arcs rectifiables et s'il existe c > O tel que 6 (x, y) _< c Ix - y [ 7 pour 

tout x ,  y E K (6 ddsigne la distance g6odisique sur K).  Si K est rdgulier, alors 

pour chaque m ~ N, il existe une constante Cm > 0 telle que [[F[[~ _< CmlF],~p 

pour tout F c E"W(K) [3]�9 Si K est 1-r6gulier, alors les normes I1,~ et I[ [l~ sont 

6quivalentes sur E m (K).  

Soit Y C X C f2 un ferm6, E(X,  Y) d6signe l 'espace des jets de Whitney de 

classe C ~ ,  F = (Fk)~cr~n tels que FL~ = 0 Vk c N '~. 

A partir de maintenant on suppose que l 'ouvert  f2 est born6 et que l 'algdbre 

O(S2) v6rifie la condition m6trique pour la famille 17 des fonctions: x -+ 

cd(x, OS2) -~, c >_ 1, v >_ 1. 

Avec les notations de 1.2 et 4; soient A = X - V(6), une strate analytique de 

codimension k, Y un ferm6 de Nn contenant V (6) U 0 ~,  Y c S2. Comme A est 
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ferm6e dans ~"~1 = •n __ y,  par le th6or~me 1 tout q) 6 E "~ (A) se prolonge en une 

fonction de classe C m sur g21. Pour chaque m c N on d6signe par W~(A,  Y) le 

sous espace vectoriel de 2~m(A) form6 des ~ 6 E ~ ( A )  tels qu' i l  existe c > 0, 

v > 1 v6rifiant: Yp c N, il existe Cp > 0 tel que: 

] lJt mB ..... NA<__ Cpd_(a, Y)P Va E A 

Ba,~,v = B(a, cd(a, Y)~) 

Visiblement ~r,~,m+l ( W  "+1 (A, Y)) C W '~ (A, Y) et donc la limite projective 

q'V(A, Y) = lira W "  (A, Y) s'identifie ~t un sous espace de E(A) .  

Le rnme  4. Soit ~ E W m (A, Y), il existe c > 0 ,  v > 1 tel que pour chaque 

p ~ 1%I il existe Cp > 0 avec: Ya ~ A, on ait: 

] [ Ba c v fflA I~ I~ <_ Cp d(a, r)  p. 

Preuve .  Par hypoth~se il existe cl > O, S 1 ~ 1 tel que pour chaque p c N i l  

existe Cp > 0 avec: 

[ ~ m'Baq'~lnA< Cp' d ( a , Y ) P  Va E A 

I1 existe aussi c2 > O, c2 < 1, v2 > l , /3 > O, tels que pour tout x E f2: 

[ A ( x ) [  ~ s  O~'~)V2d(x, V ( A ) )  fi ~ c2d(x,  V ( A )  U 0~~) v2+fi. 

On pose c3 = rain(c1, c2), s2 = max(s1, v2 +/3) et )~a = c3d(a, y)s2; comme 

pour chaque a c X - V(8), )~a <- min(1,  ]A(a)f); d'apr~s la proposition 4 il 

existe F c F tel que pour tout a c S2 - V(A) et tout # > 0 ,  ~ < 1, 0 induit 

un diff6omorphisme de B(a, t zF(a)- lc3d(a,  y)s2) stir son image. De plus si 

Va et Wo(~) sont comme dans 1) de la remarque 1; 0 : Va --+ Wo(~) est un 

diff6omorphisme. 

Par construction V~ C B(a, lzczd(a, y)s3) C Ba,cj,sl. D'apr~s la remarque 

1.2), il existe c > 0, v > 1 tel que pour tout a c X - V(8): 

B(a, cd(a, y)v)  C Va C Ba,el,Sl. 

Nous allons maintenant comparer, pour chaque a c X - V(8), ]lTcl[ v"nA et 

IV~lVo ~A 
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D'apr6s la proposition 1, A = X - V(8) est une r6union de celXaines com- 

posantes connexes de M = {x 6 f2 / f l (x)  . . . . .  fk(x) = 0 ,  ~(x) 7~ 0}. 

Wo(a) 6tant une boule euclidienne, donc V~ n M est connexe car O(V~ n M) = 

Wo(a) n IR "-k (0 : V~ -+ Wo(~) est un diff6omorphisme). Comme V~ N A est 

ouvert et ferm6 dans Vo N M, on en d6duit que V a n  M = V, N A. 

S ix ,  y c V~, NA,  le segment [0(x),  0(y)]  = { (1 - t )O(x )+ tO(y )  / t  ~ [0, 1]} 

est contenu dans Wo(~) AIR ~-k; on ddsigne par O-~y l ' image de [0 (x), 0 (y) ] par 0 - 1. 

Alors cr~y est un arc de courbe rectifiable joignant x et y; de plus O-~y C V~ N A. 

Si ]O~y [ ddsigne la longueur de O-~y, on a: 

I~xyl ~ n sups, IIdO (~')II.sup~ II (dO(~)) ~11 Ix - yl 

~', ~ ~ B(a, btXay(a)-l). 
D'aprhs 3) de la remarque 1,  on a: 

n y 4 ( a )  2 n 
]O'xy] ~ - - ] I x  - yl] < g4(a)2y2(a)d(a,  V ( A ) ) - f i l l x  -- y[[ 

1 - / z  IA(a) l  1 -- / . t  

Or yi(a) = cid(a, Of  2) -vi ,ci > 1, vi _> 1 e t i  = 2 ,4 .  

ti 
[O'xyl _< - - c 2 c 2 d ( a ,  y)-v~_ o4-f i lx  _ Yl. 

1 - / z  

D'apres  [3], pour tout x ,  y c Va N A,  et tout k c N n , ]k] < m, on a: 

m t 2 n ~  m-lkl - -  %NA I(Rx 7 r) (Y)I < _ ICrxy IWIm �9 

En posant s = v2 + v4 + fi, A = 2n~ (T~-J~c2) m, on a, pour tout x, y e V~ N A, 

I(R~"~p)~(y)l _< A d(a, Y) s(m-lkl)]~ Vm.NAIX __ ylm-lxl 

Puisque ~ 6 "W'~(A, Y), pour p c N il existe Cp > 0 tel que: 

i7,1v, nA _< Ct)d(a ' y)p+sm 

Onend6dui ta lorsque]]~]]  v"na < CpA d(a, Y)P d' oule lemme, car Ba,c,~ C V~. 

Propos i t ion  6. Soit ~ c W ( A ,  Y); alors ~ se prolonge en un ~l~ment de 

E ( A  u Y, Y) 
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Preuve .  On gardera les notations de la preuve du lemme 4 et on suit les id6es de 

[3, ch V ,5.5]. On consid~re ~p comme 616ment de J ( A  U Y) en la prolongeant 

p a r 0 s u r Y ;  o n d o i t m o n t r e r q u e ~  c E ( A U Y ,  Y). S i m  c N f i x 6 s o i t K  

compact de N n, on doit montrer qu'i l  existe ~ module de continuit6 tel que 

g a ,  b c K N ( A U Y ) , V x  E R ' o n a i t :  

I Z~'~(x)  - T~n~(x) [< (1 a - x I m + I b - x Im)~(I a - b I) 

On distinguera trois cas. Darts chacun d'eux, on peut d6terminer un teI module 

de continuit6: 

1. a, b 6 K N A et d(a, b) < cd_(a, Y)~, (notation de la preuve du lemme 4 

) donc b c Va. D'aprSs le th6or6me 1 il existe ~a ~ Em+l (Ba,c,~) telle que 

jm+~,t, - rrm+l~lB ..... na et il existe P (k )  ~ R+[k] tel que ~Y alBa,c,vN A - -  

~r Ba,C,v Ba C vNA 
a m + l  ~< P(X) ~ mi~( , k = d(a ,  Y), 

ceci est d' aprSs la proposition 5. En appliquant la formule de Taylor g la fonction 

r il existe H > 0 tel que: 

m Ba c v I Ta O(x) - T[~P(x) 1_< g ( I  a - x [m+  [ b - x I m) I a - b 1[ ~a m;i 

D'aprSs le lemme 4, le fait que ~p c ~V(A, Y) et l'in6galit6 ci dessus on voit 
B a c v  

alors que [Oa m+i est born6 lorsque a c K N A. 

2. a ,  b c K N A et d(a, b) > cd(a, Y)~; il existe c' > 0 tel que d(a, b) > 

c'd(b, Y)~. Pour tout p E N il existe une constante kip > 0 telle que: 

I Tmg~(x) - Z/~"~(x) 151Z~?g~(x) t + I T ~ ( x )  I 

1 1 ~, p 
<- Hp[sup( c,  ~5)1 ~ I a - b I w (2+  I x - a I m + I x - b I~). 

On prend p > v (m + 1). 

3. Si a ou b E K n Y, Fun des termes de la diffdrence I T~O(x )  - T ~ ( x )  I 

est nul et on majore l 'autre comme en 2). 

Dans la suite on aura besoin du rdsultat suivant: 

L e m m e  5. Soient Y C f2 un fermd de R n tel que,  3f2 C Y et ~ ~ E(f2, Y). 

Pour tout (m, p) c N 2, il existe Cm,p > 0 tels que 

Ba I ~ Im -< Cm,p,Kd(a, Y)P , Va c ~ oh Ba = B(a, d(a, Y)) 
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Preuve.  D'apr6s le th6or6me 2, ~p se prolonge en une fonction C ~ sur R ' ,  

plate sur Y, qu 'on notera encore ~o. S ix  ~ f2, il existe y~ e Y tel que d(x,  Y) --- 

Ix - Yx ]; en appliquant la formule de Taylor au point y~; pour tout s c N, il existe 

une constante C' > 0 (ind6pendante de ~p) telle que, Vx c S2 et k e N" ,  Ikl _< s: 

iDkqo(x)] < C,l~o]~s d(x,  y)s-lkl. 

Pour chaque x c B~ -= B(a, d_d_(a, Y)) , d(x ,  Y) < 2d(a, Y). I1 existe r > 1 tel 

queVx e Ba, d(x,  Y) < 2rd(a, Y). Sis  = m + p on a: 

]q0]n B~ < C [qo]m+pd(a, Y)P Va ~ S2 

D' ou le rdsultat. 

A = X -  V(3) 6tanttoujours une strate analytique; Soient4) ~ O(S2)x,~ , 0 e 

W(A, Y). A = X -  V(6) 6tant ferm6 dans ~21 = S2- V (3); d'apres le th6or~me 

2, il existe ~ ~ E ( ~ I )  tel que D~~ = D~~ Vw E N"; de m~me 0 se 

prolonge en une fonction ~ c E ( a l ) .  La fonction ~1} induit sur A un jet de 

Whitney qu 'on notera par la suite 4)0 = (D~~ 

Proposi t ion 7. Soient 4) e O(f2)x,~ , 0 e W(A, Y). Alors 4)0 e W(A, Y); 

ainsi W(A, Y) est un O(f2)x,~ module. 

Preuve.  Soit m e N; d'apr~s le lemme 3, il existe: 

yi(x) = cid_(x, Of 2) -~i , i = 1, 2, ci > 1, vi > 1 

t e l s q u e V c > 0 ,  c <  1, V a 6 X - V ( 6 )  e t V w c N  n, I o ) l < m o n a i t :  

ID~ _< cad(a, O~)-~2d(a, V(6)) -~1~~ < c2d(a, y)-~l~ol-v2 

Vx e B(a, cyl(a)-ld_(a, g(~)))  • X - V(3). Puisque 0 c 34/(A, Y); il existe 

c ~ > 0 , / x  ~ > 1 tel que Vp 6 N i l  existe Cr > 0 avec: 

[0 ms~'nA _< Cp d_(a, y)p+c~m+v2 

ofa Ba = B(a, c'd(a, Y)#'). 

Visiblement 

B(a, CClld(a, Y) vl-r-1) C B(a, cg l (a ) - ld (a ,  V(6))). 
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Onposec2 = min(c ' ,  cc~l ), # = max(Iz ' ,  v1+ l ) e t  Ba,c2,u = B(a,  c2d(a, y )u ) .  

I1 est clair que: 
B a c2 #(~A CIp d_d_(a, Y ) P  [4)~ ., <_ 

! 
ob Cp est une constante positive. 

6 Th~or~me de division 

On rappelle que O(f2) est une algSbre de type 17 off F est la famille des fonctions: 

Cd(x ,  0 f2 ) - " ,  ot > 1, C > 1 et que f2 est un ouvert born6. 
I 

Th6or~me 3. Soient gl . . . . .  gq E O(f2)P; pour  tout dp c E(f2, Of2)P qui 

appartient ponctuellement sur f2 au sous module de J (~2) p engendrg par  les 

gj , j = 1 , . . .  , q; il existe otj ~ E(f2, 8f2) tel que: 

q 

0 = Z ~ J g J  s u r  S2 

j = l  

Re ma rque  3. 1) La condition d'appartenence ponctuelle signifie qu'il  existe 

fl j ~ J ( f2 ) tels que 
q 

4) = ~ ~jgj. 
j = l  

2) Le th6orSme 3 est une cons6quence du th6or~me suivant: 

Th~or~me 4. Soit M un O(f2)x-module  de type fini, 

M -  O(S2)Px 

N 

avec N un sous module de O(f2) p engendrd par  g~ . . . .  , gq. On suppose que 

gi ~ O(f2)x,~o, Vi c {1 . . . . .  q}, 3o ~ O(f2) - I ( X ) .  II existe 6' >_ (~o tel que 

pour  tout ~ > 6', si A = X - V (6), on ait." 

T~176 (M~ '  W~,-Y)/J(A) ~ = 0  

R e m a r q u e  4. 1) Y est ferm6 vdrifiant �9 ~ D Y D V(S)  U Of2. la notation M s 

est celle de 1.2; W(A, Y) est un O(f2)x,~-module d'apres la proposition 7. 
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2) La conclusion du th6or6me 4 est 6quivalente h la conjonction des deux con- 

ditions suivantes 

i) T o r  ~ ( M  ~ , J ( A ) ) = 0  

i i )  N J ( A )  0 W ( A ,  Y)P = N W ( A ,  Y) .  

La condition i) signifie que 

R ( g l  . . . . .  gq ,  J ( A ) )  = R ( g  l . . . . .  gq,  O ( ~ ) x , s ) . J ( A ) .  

R ( g l ,  . .  �9 , gq, A )  = le module des relations entre gl . . . . .  gq~, 

coefficients darts un anneau A. 

On a 

R ( g  1 . . . . .  gq, J(A)) = H R(gj . . . . .  gq, Fx) = l - I  R(g l  . . . . .  gq, Hx)Fx. 
xcA x~A 

D'apres  la proposition 3; on a 

R ( g l  . . . . .  gq, 3~x) = R(g l  . . . . .  gq, O(~2)x , s ) .Hx  

donc R(g l  . . . . .  gq, J ( A ) )  = R ( g l  . . . .  , gq, O ( ~ ) x , ~ ) . J ( A ) .  Ainsi donc la 

conclusion du th4orhme 4 est 6quivaut h i i).  

On va maintenant montrer comment  le th6orhme 4 implique le th6orSme 3. 

Avec les notations et hypoth6ses ci dessus ; on pose N = (gl . . . .  , g q ) O ( ~ )  p. 

Soit X i u n  ferm6 irr6ductible de S2; on pose Ni = NO(S2)x i  et M i --  O(a)Pi 
Ni 

On applique le th6orSme 4 h Mi; il existe ~i C O(~ '~)  - -  I ( X i )  tel que pour 

tout/~ > 3i , M ~i v6rifie la conclusion du th6or6me 4. On pose Ai = Xi - 

V(3i )  ; ~2 = X1 tO . . .  U Xs , Xi  ferm6 irrdductible. Pour chaque ferm6 Xi 

on applique les considdrations ci dessus. On ddcompose le ferm6 U~=I V(6i )  

en ferm6s irrdductibles, et on refait la m~me chose. ~2 (O) 6tant un espace 

noeth&ien, le ddvissage s'arr~te et on obtient alors une partition de f2 en strates 

analytiques Ak = Xk -- V (6k) , k = 1 . . . .  , N ,  telle que sur chaque strate Ak 

on a la conclusion du thdorSme 4 pour 

U ~ -  
NO(S2)x~ 
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On peut num6roter les Ak de telle mani6re que V(Sk) C I - J j < k A j .  On va 

montrer, par r6currence surk = 1 . . . . .  N +  1, que si q~ c :E(f2, Of2)P, appartient 

ponctuellement sur f2 ~ g~ . . . . .  gq; alors 4) = q~ rood ((gl, . . . , g q ) E ( ~ ,  Of 2)) 
oh ~bk c E(f2, Uj<kAj U 0~) p. 

Le r6sultat est trivial pour k = 1: on prend ~bl = ~b. Supposons que 4) = 

Ok mod ((gl . . . . .  g q ) E ( ~ ,  3f2)) avec 4)k ~ E ( ~ ,  t-Jj<kAj U OS2)P. On pose 

Y = Uj<KA/U 0f2. D'apres le lemme 5, ~bk ~ W(Ak, Y)P de plus ~bk ~ N J ( A k )  

car 4) ~ NJ(f2). Donc q~ ~ W(A~, Y)P tq NJ ( Ak ) ;  puisque Mk v6rifie la 

conclusion du th6or6me 4 et d'apres la remarque 4 on a (~k ~ NW(Ak,  Y) i.e il 
q 

existe 0~jk ~ W(Ak, Y) j = 1 . . . . .  q, tel que 4)~ = 2 o~j~gj sur Ak. D'apres 
j = l  

la proposition 6 on peut prolonger oej~ en O~jk ~ E(f2, Y). On consid6re 

q 

(~k+l = qbk --  2 0 l j k g j ;  

j = l  

~bk+~ v6rifie la propridt6 h l 'ordre k + 1. A l 'ordre N + 1, on a le thdor~me. 

7 R6duction au cas d'un syst~me de param6tres 

Pour ddmontrer le th6or~me 4 nous suivons les id6es de [5]. Utilisant les pro- 

pri6t6s alg6briques de l 'anneau O(f2)x nous r6duisons le probl~me au cas o )  les 

gl . . . . .  gq  font parties d 'un syst~me de param&res de O (f2)x. On reprend les no- 

tations du paragraphe 1. Soit 9 un id6al premier de hauteur s de O (f2)x; si 8 _ A; 

las t ra teana ly t iqueA = X -  V(8) seranot6eA~. Onpose  J(A~ .T(A~ Y) W(A~,Y) - -  

o h Y e s t u n f e r m 6 t e l q u e  f2 D Y D V(8) U 3 ~ .  P o u r c h a q u e m  ~ N * , o n  

consid~re la condition Cm suivante: 

I1 existe {PI . . . .  , Ps} C ~ une O(f2)x- suite telle que si P~ . . . .  , Ps 
O(~)x,~0; il existe 8' > 80 avec: 

T o(f2)x~( O(~)x,~ , f ( A ~ , Y ) ) = 0  V 8 > 8 '  
Orm ~ (P1 . . . . .  Ps)O(S2)x,~ 

On remarquera que la condition (C1) implique (C,~) Vm > 1; ceci se vdrifie par 

rdcurrence sur s. En effet le r6sultat est vraie pour s = 0. S i s  > 0 on pose 

P '  = (PI . . . . .  P~-I); de la suite exacte: 

O(S2)x Ps O(S2)x O(S2)x 
0---~ + ~ +0 

P'O(f2)x P'O(S2)x PO(~)x  
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[off P~ est la multiplication par Ps, on pose P = (P', P J ]  il existe g _> 60 tel 

que pour tout 6 > 6' on ait une suite exacte: (cf proposition 2) 

O(S2)x.~ p, O(S2)x,~ O(S2)x 
0 - - +  § ~ ' + 0  

P'O(f2)x,s P'O(~)x,s PO(f2)x,~ 

d 'ou la suite exacte des "Tor": 

"''---> l O r m + l  ' L P ~ , 8 '  r  Y) ----> t O r m +  1 L P~ ~, 

o(~)~ [ o(~)x,~ ,~r Y)] --, ... 
--~ 1 o r  m , p ,O(Q)X,?)  

D'apres l 'hypoth6se de r6currence le premier et le troisi6me "Tor" sont nuls, 

donc Vm > 2 

T o(a)x, [ O(f2)x,s 1 or,n ' L P ~  ~, f ( A ~ ,  Y) = 0 

Comme le r6sultat est vrai pour m = l(condit ion C1); on a alors (C1) 

(Cm) Vm > 1. 

L e m m e  6. La conclusion du thdorkme est vdrifide si tout iddal premier 8~ de 
O(f2)x vdrifie la condition (C1). 

P reuve .  On garde les notations de l 'enonc6 du th6or6me 4; O(S2)x est un 

anneau local rdgulier de dimension k; M un O(Q)x- module de type fini; donc 

la dimension homologique de M est inf6rieur oh 6gale h k. On en d6duit alors 

qu e pou r  tou t s  _> k + 1, s c N: 

Tors~ ~, .~(As,  Y) = 0 

pour tout 6 assez grand. 

On va montrer par r6currence descendante sur m = 1, 2 . . . .  , k, k + l, qu'i l  

existe 6' > 60 tel que pour tout 6 > 6' on ait �9 

T o(a)x, (M ~,.T(As, Y)) 0 orm ' = 

Supposons que cela est vrai pour m + 1; on va l e  montrer pour m. 

I lexis te ,  0 = M0 C M1 C . . .  C Mr = M, u n e s u i t e c r o i s s a n t e d e s o u s  
Mj+I ~ O(S2)x 

modules de M telle que ~ oh ffoj est un iddal premier de O(~2)x. 
M j  ~ j  
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D'apres la proposition 2 et la suite exacte des "Tor" on peut supposer que 

o(~)x 
M - -  - -  

~o 

off ~ est un id6al premier de O(S2)x de hauteur s. 

Soit {Pl . . . . .  P~} C O(S2)x une O(S2)x- suite et soit 8o c O(f2) - I ( X )  avec 

P~ ~ O(S2)x,~o, Vi = 1 . . . . .  s. ~v 6tant un id6al premier associ6 h 

O(S2)x 
(Pl . . . . .  P~)O(~2)x' 

O(S2)x o(S2)x 
donc contient un sous module isomorphe ~ - - ;  il existe 

( P l ,  . . . ,  PAo(~)x 
alors une suite exacte: 

o(~)x o(~)x 
0--+ ~ ---> T --> O 

(P~, . . .  , Ps)O(~2)x 

off T e s t  un O(~2)x- module de type fini. I1 existe 8' > 80 tel que pour tout 8 > 8' 

on ait une suite exacte: 

O(f2)x ~ O(~2)x ~ T~ 
0 - - +  ' § ' ---> - - + 0  

f o~ (P1, . . .  , P~)O(~2)x,~ 

d 'ou une suite exacte des "Tor": 

. . .  - - ~  l O r m +  1 

. o(e)xa(  O(~)x,8 , J?(As, Y) )  -+ . . .  
orm ' (Pl,  .. �9 , Ps)O(E2)x,8 

D'apr6s l 'hypoth6se de r6currence appliqu6e T ~, le premier "Tot" est nul; ~ C 

O(~)x  v6rifie (C~) donc, 'v'i > 1, ~ v6rifie (Ci) d'ou: 

T o(~)x~( O(~)x,~ , f ( A ~ , Y ) ) = 0  V / > I  
~ ' (P1 . . . . .  P~)O(S2)x,8 

d 'ou le lemme. En r6sum6, la preuve du th6or6me de division est ramen6e ?~ 

montrer  que tout id6al premier ~o de O(~2)x v6rifie la condition (C1). 
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7.1 Division par un syst~me de param~tres. 

On reprend les notations de 1.2; soit fo un id6al premier de hauteur s de O(f2)x = 
(0) O(~)X,x,{fl . . . .  , fk}; proc6dent comme dans le cas analytique local; il ex- 

iste pour chaque, j = 1 . . . . .  s, un polyn6me distingu6 de degr6 p j, pj E 
(0) O(~2)X,x,{fl . . . . .  fk - ,} [ fk -s+ j ]  tels que �9 (P1 . . . . .  P~) C fo et ( P 1 , . . .  , Ps) 

est une O(f2)x- suite. 
(0) 

Soit3 c O(S2)-I  (X) ,8  > A, t e l q u e P j  6 0 ( f 2 ) x s , s { f ~  . . . . .  fk ~,}[fk-,+j]; 

il reste h voir que: 

TorO(a)x,~[ O(f2)x8 ] 
( P , , . . - [ ~ ( a ) x , s ' r  Y) = 0 

oh ce qui est 6quivalent, d 'apres la remarque 4, ~ 

(P1 . . . . .  p~)J (a~ )  f3 W(A6, Y) = (P1 . . . . .  P~,)w(as, Y) 

La d6monstration de ce dernier r6sultat n6cessite quelques lemmes. 

7.2 

Soit 

Division par le polyn6me g6n6rique. 

q 

Q = tq + E ~ i t q  i, 

i=1 

avec ~ = (~l, . . .  , ~q) 6 IRq, le polyn6me gdndrique; si W e s t  un ouvert de 

ire, 1 x R q  •  

Oi Q 
V = { ( x ' , v , t )  c W / ~ - ( x ' , v , t ) = 0  Vi =O . . . .  , q - l } .  

V e s t  ferm6. On pose re : R "-1 x Rq • IR --+ R n-I x IRq la projection 6vidente; 

on a: 

Proposition 8. ([2]) Soit K un compact de V , K' = re(K). Alors l' application 

de E(K) • E(K~) q --+ E(K)  qui gl (~, ~l . . . . .  ~q) fait correspondre 

q 
Q ~  + ~ ~it q J 

i= l  

est un isomorphisme d'espaces de Frdchet. 
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(0) 
Soit P c O ( ~ ) x ,  x,{f l ,  . . .  , fk-1} [fk] un polyn6me distingu6 de degr~ q: 

q 

p fq q-1 = f l i f ;  ; 
i=1 

(0) 
il existe a c O(~a) - I ( X )  , ~ > A,  tel que P ~ O(~)X,x ,~{ f l  . . . . .  /k- l}[ /k] .  

Onpose  A = X-V( /~) ;  pou rchaquea  e A ,  (/1 . . . . .  f~, xk+~-ak+l . . . . .  x ~ -  

a~) forment un syst~me de coordonn6es locales en a. On note par f~,x, l 'anneau 

des s6ries formelles h co6fficients r6els en ( f l  . . . .  , fk, xk+l - a~+ l  . . . . .  x~ - a , , )  

et on pose f x '  (A) = Ea~A J~a,x'. pour chaque j e {0, 1 . . . . .  k}, 'fa(k~ j) d6signe 

le sous anneau de f a x  form0 des sdries ind6pendantes de f~- j+l  . . . . .  fk. On 

pose 

! \ ] E , 
aGA 

s)(a,  g) = w ( a ,  g) n 

L e m m e 7 .  SoitO c W(A, Y); ilexiste~p c W(A, Y) , Xi e t i / ( / ~ - l ) ( A ,  Y) i = 

1 , . . .  , q telles que: 

et Xi sont uniques. 

q 

= PI~  "~ ~ x i f  q - i  

i 1 

Preuve .  Pour chaque a 6 A, le germe de P en a, Pa, est un polyn6me distingu6 

de degr6 q par rapport h fk; par application du th6or~me de division formelle en 

chaque a c A; il existe ~ c J ( A )  et )~i C f k z J  ("1 J (A ) ,  i = 1 . . . . .  q, uniques 

avec: 
q 

(9 P~lt -~ Z q- i  = x i f ;  . 
i=1 

O n p r o l o n g e  ~ ,  x i , i  = 1 . . . , q  p a r 0  sur Y. O n d o i t m o n t r e r q u e  ~ 

W(A, Y) et XiI~(k-1)(A, Y),  i = 1 . . . . .  q. 

On utilise les rdsultats et notations de la preuve du lemme 4. I1 existe c > 0, v > 

1 tels que, Va c A, B(a,  cd(a,  Y)~) C Va et OaVa --+ Wo(al est un diff6omor- 

phisme. Onpose  S21 = Uasa B(a, cd(a, y)v) et soit /~i = ( ( DC~ fli)lA )co~N,,, i = 
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1 . . . . .  q; J~i c E (A) ;  d'apr6s le thdor6me 2, il existe fii c ~(~ '~1)  tel que 

J f l i  = fli. On pose A �9 f21 --+ ]R n I x Rq x R ddfini par: 

A(x) = ( f l ( x )  . . . . .  f~ l(x),x~+l . . . .  , x . , f i l ( x )  . . . . .  -fiq(X), f~(x)). (1) 

On a A(A) C V; soit Ka C V un compact tel que A(A AB(a, cd(a, Y)~)) C Ka, 
on pose Ka ~ = zr(Ka), d'apr6s la proposition 8, il existe ~ '  ' a '  Xi,a, i = 1 . . . . .  q 

616merits respectivement de :E(K.) et de :E(K~) tels que: 

q 

4) = Q~'  + ~ X[ tq-i dans E(Ka) .  

i=1 

On pose ~ .  = ~.' o AIAmB ....... Xi,a = X[,a o AIAmB ....... i = 1 . . . . .  q. 

On a alors: 
q 

ClAn8 ...... = P~P" + Z Xi,af;,q-i. 
i = I  

D'apr6s l'unicit6, on a: 

@IAAB ...... = 1/r a C E ( A  A Ba,c,p) et ( X i ) l A r ~ B a , c , ~  

= Xi,a ~ E(A A Ba,c,,~) n f x , ( A )  k-~ 

Donc g, c :s et Xi c E (A)  N f ~ , ( A )  k- ' .  

I1 reste maintenant ~t trouver des majorations pour [gr[~ ...... na et [Xi [m 8"'~'ma 

Vi = 1 . . . . .  q. D'apr6s la continuit6 de l 'homomorphisme de la proposition 8, 

pour tout s c N, il existe C~ > 0 et ms c N tels que: 

117,[,lls K" ~ C~II~IImBI 'c''~A. 

! l ! Ba c vNA IIx.ll~ ~ ___ c . I I r  �9 

On en d6duit alors, pour tout (s, p)  E N 2 

I1~' IIs x" _< C~C~s,pd(a, Y)P (2) 

! ! 

IIx.lls xo <_ C~C,'n~,pd(a, Y )P .  (3 )  

Pour tout m c N il existe C"m > 0, ne d6pendant que de n, q et k = d(a ,  Y)" 

tel que: 

H~al[m B ...... nA = H~a f o AHm Ba,c,~nA < C"mU~b~IImX~Supk<_m(IIAH B .. . . .  nA)k (4 )  
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! ! 

IIx+llm+a,+,+na = IIx2 oA'llmeo,c,+nA _< C,,mllX+,llmKoSupk<m(llAllB . . . . .  NA)k (5) 

D'autre part il existe c > 1 et I > 1 tel que Vx c f~ et Vj = 1 . . . . .  k 

Ify(x)l <_ cd(a, OS2) -z <_ cd(a, y)-Z. 

D'aprbs la proposition 5, Va 6 A: 

I~ilB~.c, " _< c~,mll~ill g~,c,~nA 

il existe C 2 , m  > 0 tel que: 

II/~i II B~r ~< C2,m I~i IB~'~"~nA d (a, y)-l lm-h_. 

Ceci est d' aprbs la preuve du lemme 4. 

D'apr6s la preuve du lemme 3 on a: I/Si I B"''''na <_ C3,~d(a,  y)-l'zm-l~. 

Finalement, on en d6duit qu'il  existe ot > 0, fi > 0 telles que: 

I1~11 B~'"''~ ~ C4,md(a, y)-~m-~. 

D'ou le r6sultat d'apr6s (2), (3), (4), (5), (6) et (7). 

On reprend les notations de 6.2; soit 0 E W(A~, Y) par application successive 

du lernme 7 h 0 et P j ,  j = 1 . . . . .  s, on a: 

S 

Z,jp  + ,1 
---- ~ll...Isfk-s+l k 

j = 1 O<lj <q j  

avec0j  c W(A~, Y)et ~ll...i, c W(k-S)(A~, Y). C o m m e 0  c (P1 . . . .  Ps)J(A~); 

on en d6duit, d'apres le lemme ci dessous, que ~ij...Is = 0 Vli 0 < [i < qi , i = 

1 . . . . .  s, doric dp ~ (P1 . . . . .  P s ) W ( A ~ ,  Y) .  

O n p o s e x  = (xj . . . . .  xn), x '  = (xi . . . . .  Xn-s); soient Pi 6 R[[x']][xn_~+j] 

j 6 {1 . . . . .  s} des polyn6mes distingu6s en x,,_,+j de degr6 qj,  on a: 

L e m m e  8. Pour tout g c N[[x]] on a: 

S 

= hlj . . . l s X n _ s + l  . . . X n 

j = 1 O<_lj <q) 

avec hll...is ~ N[[x']] uniques. 
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Preuve. On pose  
R[[x]] 

M =  
(P~ . . . . .  P~)N[x]]' 

on doit  mon t r e r  que M est  un R [ [ x ' ] ] - m o d u l e  l ibre et que II [3 Xn  s + l ' ' ' X t ~  ' 0 

li < qi , i C { 1 . . . . .  S}, f o rmen t  une base.  Or  M est  un IR[[x']]-  m o d u l e  pla t  car  

(P1 . . . . . .  P , ,  x ' )  f o rmen t  un sys t~me de pa rame t re s  de R[[x] ] ;  c o m m e  M est de 

pr6senta t ion  finie sur IR[[x']] (divis ion success ive  par P~ . . . . .  Ps) on en ddduit  

que M est  l ibre sur R[ [x ' ] ] .  

l~ l~ fo rmen t  Pour  d6mont re r  la deux i~me  asser t ion il faut  voir  que x n s+l ' "  x,~ 

un sys t~me min ima l  de g6n6rateurs  oh, en ut i l isant  le l e m m e  N a k a y a m a ,  que 

II Xfi~ engendren t  l ' a s p a c e  vector ie l  X n _ s +  1 . . . 

R[[x]] 

(P1 . . . . .  P,,, x l  . . . . .  x n - s )  

sur IR. La  d imens ion  de ce dernier  est  exac t emen t  q lq2 �9 �9 qs; d ' o h  le rdsultat.  
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