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Théoreme de division avec des conditions au bord

Abdelhafed Elkhadiri

Abstract. Let © be an open subset of R” and @(2) be a subalgebra of the algebra
of analytic functions on 2. We suppose that @(£2) satisfies some weak conditions of
noetherianity such that we can construct a finite stratification for each ideal of O(Q).
We also suppose that O(€2) satifies global £ojasiewicz’s inequalities. We prove the
following: Let fi,..., f, € O(2) and f C*™ on Q flat on 9Q; if for each a € Q
the Taylor’s serie of f at a, T, f, is in the ideal generated by 7, f1,... , T, fp in the
ring of formal power series, then there existaj, ... ,ap, C* on Q flat on 32 such that
f= Zle o f;. This result extends the classic Hormander’s theorem of division (for
a polynomial) or the £ojasiewicz-Malgrange theorem in the local analytic case.

Keywords: £ojasiewicz’s inequalities, stratifications, Whitney functions.

1 Introduction

Soient €2 un ouvert de R”, O(2) une sous algebre de 1’algebre des fonctions
analytiques sur Q. On suppose que O(2) vérifie deux types de conditions:

Conditions algébriques

On suppose que R[x1, ..., x,] C O(Q), O(2) est stable par dérivation et que

€2 muni de la topologie de SM @ (£2) (spectre maximal de O(£2)) est un espace

noethérien. De nombreuses algebres vérifient cette hypothése et on remarque

qu’il est plus simple d’examiner cette hypothése pour une algeébre que de voir si

elle estnoethérienne. Ces algébres portent le nom d’algébre €2 -noethériennes[1].
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46 ABDELHAFED ELKHADIRI

Conditions métriques ([4])

Soit I une famille de fonctions continues réelles sur €2 vérifiant des conditions
trés simples (cf & 2). On suppose que pour tout f € O(2) il existe y € I' et
a > 0telsque Vx € Q: y(x) >| f(x) 1= y(x) 'dx, £71(0) [otd(x, A) =
inf(d(x, A), 1)]. On dira que O(£2) vérifie une inégalité de £ojasiewicz de type
I', ou que O(§2) estde type I'.

Partant des polyndmes, on peut construire de nombreuses algebres vérifiant ces
conditions [4]. L’objet de ce travail est de démontrer un théoréme de division des
fonctions C* sur un ouvert borné, €2, qui sont plates sur le bord, (9€2), par une
famille finie d’eléments d’une algébre Q2-noethérienne vérifiant les conditions
métriques ci dessus pour la famille I" des fonctions: x — cd(x,90Q2)™%, ¢ >
1, 0>1.

Theoréme., Soient O(Q) une algébre Q-noethérienne de type I ou T" est la
famille des fonctions x — ¢d(x,0Q) %, c>1,a>1(g,...,8) € O2)?
et ¢ une fonction C® sur Q & valeurs dans R? plate sur 9Q. On suppose
qu’en tout point de 2, ¢ est formellement divisible par (g1, ... , g;). Alors il
existe f1,..., f; C* sur Q a valeurs dans R plates sur 92 telles que ¢ =

fig1 +...+fng-

Ce résultat peut étre considéré comme une extension des théorémes de division
de Hérmander-£ojasiewicz-Malgrange. En effet si Z(€2, 3€2) désigne 1’algebre
des fonctions C*® de Q sur R qui sont plates sur le bord; on a une injection
D(R2) — F(Q, I2) (D(2) désigne les fonctions C* sur £2 a support compact).
Remarquons que ¢ € (2, 0R2) si, et seulement si, pour tout @ € N" et tout
y € I', lafonction y D¢ estbornée sur 2. On munie Z (€2, d<2) de latopologie:
p; € E(2,039), ¢; — Osipourtout w € N* ettout y € I', y D?p; converge
uniformement vers O dans 2. Un élément T du dual topologique de £(£2, 3€2)
peut étre vu comme une distribution sur €2. Le théoré¢me de division classique
nous permet de diviser T par f € O(L2) i.e de trouver S € D(Q) tel que
/S = T. L'objet de notre travail et de voir que I’on peut choisir § dans le dual
de E(£2,9€2).

Dans [4] Tougeron a ennoncé, sans démonstration, un théoréme de divi-
sion des fonctions C® sur R plates en dehors de €2 par les fonctions d’une
algébre 2- noethérienne vérifiant les conditions métriques pour la famille :
x — c(14 | x )*d(x, 982)™*. Si Q estrelativement compact le résultat ennoncé

Bol. Soc. Bras. Mat., Vol. 31, No. 1, 2000



THEOREME DE DIVISION AVEC DES CONDITIONS AU BORD 47

par Tougeron coincide avec le notre. La démarche suivie dans cet article permet
de donner une démonstration du théoréme ennoncé par Tougeron. Remarquons
que la version ennoncée par Tougeron permet d’ avoir un théoréme de division des
distributions tempérées par les fonctions d’une algebre R”-noethérienne vérifiant
les conditions métriques pour la famille : x — c(1+ | x )*.

La méthode utilisée pour démontrer le résultat dans le cas analytique local [5]
ne peut etre utilisée d’une maniére directe, les fonction f; ne sont pas analytiques
au voisinage de Q. Un des outils clef est 1a notion de localisation analytique de
Ialgebre O(€2) par un fermé irréductible X C € (cf 2); ceci nous a permis de
construire un anneau qui a les méme propriétés que I’anneau des séries conver-
gentes et donc de traduire le théoréme de division en terme de platitude suivant
une idée de Malgrange.

2 algebres analytiques Q-noethériennes

Soit £ un ouvert de R”; une sous algébre @(2) de I’algebre des fonctions
analytiques réelles dans Q, H (£2), est analytique si R[x1, ... , x,] C O(2) etsi
O(R2) est stable par dérivation. Une algebre analytique O(£2) est 2 -noethérienne
si  muni de la topologie de SM O(2) [spectre maximal de O (£2)] est un espace
noethérien noté Q(O) [tout point x € Q est identifi¢ a ’idéal maximal des
fonctions de @(L2) qui s’annulent en x].

Si X est un fermé de 2(0), on note I (X) I’'idéal de O(L2) formé des fonctions
qui s’annulent sur X; si I est un idéal de O(£2) on note V (/) I’ensemble des
zéros de I dans Q. Si I = (6)O(2), on écrira V(1) = V(3).

On va donner quelques notations et propriétés des algebres 2- noethériennes
que nous allons utiliser par la suite; pour plus de détails on renvoie a [1].

Proposition 1. Soit X un fermé de Q2(O) et soit k le plus grand entier tel qu’il

existe f1, ..., fr € [(X) et un jacobien
D1 f)
D(xi17 .. ’xik)

n’appartenant pas a 1(X). Alors X — V(A) est une sous variété analytique
de codimension k et c’est une réunion de certaines composantes connexes de la
variété

V={xeQ/fi)=...= filx) =0, Ax) # 0}
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Preuve. Six € X — V(A), il suffit de montrer que le germe en x de X — V(A)

est V,; or si cela est faux, il existe g € I(X) et gy, # 0; d’apres le lemme ci
dessous il existe un indice i;, > ix tel que

D(fl"" ’fk’g)

D(xip ’xik’xi}z)

81 ( Vx

ait sa multiplicité strictement inférieure a celle de g. Par hypothese g € 1(X)
et g1 | V, # 0; on recommence avec g, et par itération, on obtient f € I(X) et
f{x) # 0 ce qui est absurde.

Lemme 1. Soit S un germe de variété analytique a I’origine de R" défini par

fix)=...= filkx) =0, fi e R{x}et

D(fi,... fo)
—(0 0.
D(xy, ... ,xk)( )7

Soit g € R{x} tel que g|s # 0. Il existe h > k tel que
D(f],... 9fk7g) ]

D(-xla 7-xka-xh)‘s

D(gs) > [
(v est la multiplicité a lorigine ).

Preuve. On se raméne au cas trivial fj = x;,..., fy = x; en utilisant
I'isomorphisme (x1, ..., %,) — (f1, - s foo Xl - - > Xn).

Pour chaque fermé X de Q2 (0O), on désigne par Reg; X I’ensemble des points
réguliers de codimension / de X; visiblement

X = O Regi X
i=0

ou _I@gl_X désigne 1’adhérence de Reg; X dans 2(0O).

Si X est un fermé irréductible de (), 'entier k£ défini dans la proposition
1 est la @(2)-codimension de X; c’est ’unique entier k tel que Reg X = X.
On dira par la suite que fi, ..., f; de la proposition 1 forment un systéme de
parametres de X et on note k = codimg ) X. Cette codimension est en général
strictement plus grande que la codimension géometrique de X.
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Soit X un fermé irréductible de Q2(O) et soit f = (f1, ..., fi) un systeme de
paramétres de X (k = codimog)X); on suppose que
D e
A= (fio--o s Ji)
D(X], 9-xk)

n’appartient pas a I (X). Dans la suite on ecrira § > 8§’ si §, §' € O(Q) — [ (X)
et § un multiple de §’ dans O(2). Si§ > A, X — V(§) est une sous varieté
de codimension k . Nous dirons que X — V(8) est une strate analytique de
codimension k . Une stratification d"un constructible ¥ de Q2 (O) est une partition
{A1,..., A} deY en strates analytiques telles que pour chaque i = 1, ... ,s,
A ... U A; estunfermé dans Y pour la topologie de €2. Visiblement ¥ admet
toujours une telle stratification.

Avec les notations précédentes, soit O(£2)x s I’algebre des fonctions g analy-
tiques au voisinage de la strate X — V(§) et telle qu’il existe o, § € N et des
8o € O(Q), w € N, vérifiant

w 8
DYgix_v@) = Wﬁ | X — V(6),

sid > & on aun homomorphisme de restriction: O(2)x 5 — O(2)x.5; on pose
O Q)x = lign O(Q)xs. Lalgebre O(2)x est le localisé analytique de O(£2)
en X.

Il estfacile de decrire ce localisé al’aide d un systéme de parametres fi, ..., fi
de X tel que
D(fi..... fo)
D(xi,...,xp)

n’appartient pas a I (X).
Notons par O(Q)gg,)s,x/ la sous algeébre de @(€2) x ;s formée des g € O(K2) x 5 tel
que Vi € NF

D//«
L 1x—vE)=0
D(x'™)
oux’ = (xy,...,x) et posons O(Q);??x, = lign (9(82)3?’)5#,. Il est clair que

O(Q)gg’)x, est un corps isomorphe au corps des fractions [—(19((}%)] de ——‘?((;2)) . On

démontre le lemme suivant:

Lemme 2. ([1]) Avec les notations précédentes, I’algebre O(S2)x 5 s identifie a
Ualgeébre des séries
g = Z ngM7

uweNk
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gu € (‘)(Q)gg)&x, et f =(fi,-.., fr), qui convergent au voisinage de X — V (3)
dans Q.

On note O(Q)E?,)a,x/{ f1. .-, fi} Valgebre des séries precédentes; on pose
() _ 1 O] .
Oy A1, fil = ll)r?O(Q)X’M,{fl,... , Ji ks

ce dernier anneau se comporte comme 1’anneau des séries convergentes R{x}:

le théoréme de préparation de Grauert-Hironaka est encore vrai d’ou 1’on dé-
0 (. . .

montre que O(Q)E() {f1, ..., fi} est un anneau local régulier de dimension k;

xl

son idéal maximal est engendré par fi, ..., fi et son corps résiduel s’identifie

a O(Q)gg’)x, = [‘19—&27)]; son complété s’identifie a2 I’anneau des séries formelles

O A, - fill.
Soient N un sous module de [O(Q)x s]” et § > &', on note par N’ le sous

O(Q)%
module de O(Q)% , engendré par N. On pose M = (N)X ; on démontre la

proposition suivante:

Proposition 2. ([1]) /I existe §; > &' tel que pour fout § > 8§ on ait

O@)x.s Ox \ _
Tor, (M Ro@)y y (x5, O(Q)X,a) =0
Soit M un module de type fini sur O(£2) x; et soit O(2)% 4 o)y - M —
0 une présentation finie de M; si ¢ a ses composantes dans O(£2) x s on note M le
conoyau de O(Q)% ; 4 O()% ;. Bien entendu M° dépend de la représentation
choisie, mais si M? est le module associé & une autre présentation, ona M = M
pour § assez grand. Un morphisme de ©(S2) x-module ¢ : M — M’ induit, pour
8 assez grand, un morphisme ¢° : M* — M. D’apres la proposition 2, si
M’ — M — M" est une suite éxacte de O(£2)x- modules de type fini; la suite
M’ — M? — M"? est éxacte pour § assez grand. On a la proposition:

Proposition 3. ([1]) Soit M un module de type fini sur O(Q)x; si 5 € O(2) —
I(X) est assez grand, on a pour tout x € X — V(5):

Tor, ™% (M°, 3,) = 0
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3 Inégalités de £ojasiewicz globales

Les algebres Q2-noethériennes vérifiant des inégalitées de £ojasiewicz globales
sont introduites et étudiées dans [4]. On note par d la distance euclidienne dans
R"; si F est un fermé de R” on pose d(x, F) = inf(d(x, F), 1) et d(x, ) =
I pour x € R*. O(2) désigne une sous algebre de ’algébre des fonctions
analytiques sur Q.

Soit I' une famille non vide d’applications continues de 2 dans R telles que :

a) Vy e TetVx € Q, y(x) > d(x,dQ)7}, i.e y(x) > 1 et la boule
euclidienne B(x, y (x)™!) C Q.

b) Siyel'etc > lalorscy €T.
¢) Siyy, yp el alors yyy, €T

d) Siy eT,ilexiste y;, y» € I" tels que Vx € QetVx' € B(x, y1(x)™1),
onait y (x’) < y»(x).

La famille de toutes les fonctions x — cd(x,9Q)“ avecc > leta > 1
vérifient les conditions ci dessus; de méme que lafamille x — cd(x, 92)"*(1+ |
x )% avecc > leta > 1. Ondit que O(£2) est une algebre de type I' si O(2) est
Q-noethérienne et si Vf € O(2), il existe ¥ € T" et une constante réelle o > 0
tels que Vx € Q: y(x) >| f(x) |= y(x)~'d(x, £~1(0))* Dans la suite, O()
désigne une algebre de type I'. Avec les notations de 1.2 ,on a :

Lemme 3. Soit ¢ € O(Q)x,s, il existe o > 0 tel que pour chaque m € N
il existe Vi, Yam € I vérifiant: Ya € X — V), Vo €¢ N, | 0w |< m et
Ve >0, ¢ <1, onait:

| D¢ (x) |< yam(a)d(a, V(8))~ !

Vx € B(a, cy1.m(@)~'d(a, V(8))) N (X — V(3)).

P (x)
selol(x)’
Vx € X — V(8). O(K2) étant de type I'; il existe y,, € T et y € T tels que :

Preuve. lexisteg, € O(RQ) ,w € N'eta € Ntelsque: D¢ (x) =

| P (x) |< Vox) YVxeQetVoe N*
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yH)d(x, VE)* < 8(x) < y(x) VxeQodupu >0

Il existe Y1, ¥5,, € I tel que: Vx € B(a, Vim(@) Honay(x) < Ya.m(@) €t
Yo(X) < ¥y,,(@) Ya € QetVo € N, | @ |< m. Soitc > 0, ¢ < 1; pour tout
weN' |w|<m,ona:

| D¢ (x) |< yz”m(a)mw!-ﬁ-ld_(x’ v (8))-Heto
Yx € B(a, cyim(@)~'d(a, V(6))). Six € B(a,cyin(a)"'d(a, V(5))), on a
(1 —c)d(a, V(8)) < d(x, V(8)). On pose
YV2m = l_l El_l__y/alel c F;

— ¢)aple]© 2m
leol <m

on en déduit le résultat car y; , (a)*“I*! < y, ,.(a) pour tout g € Qet Vo €
N, |w|<m.

4 Théoreme des fonctions implicites

Avec les notations de 1.2; soient X un fermé irréductible de Q2(0O), f = (fi,...,
f¢) un systéme de parametres de X,
A D(fi,..., fo)
D(xl, ‘. ,xk)
n’appartenant pas a /(X); on pose 6 : Q C R* — R" définie par 8(x) =
(1), ooy fu(X), Xpgty ooy Xn)-

On aura besoin d’une version du théoréme des fonctions implicites démontrée
dans [3 ,ch3] dans la quelle nous allons préciser, en fonction des éléments de I,
le diamétre des boules ou # induit un difféomorphisme. Ces boules sont, bien
entendu, centrées en des points de Q2 — V(A).

Proposition 4. 1] existe y € T, tel que pour tout a € Q — V(A), pour tout
A >0, A, <min(l,] Aa) |) et pour tout u > 0, u < 1, Uapplication 0 induit
un difféomorphisme de B(a, uh,y (a)™") sur son image et en outre:

0(B(a, pray (@) D BO(a), u(k — DAy (@™ | Ada) |)
etVx € B(a, prgy(a)™):

lAx) = A=) | A@) |.

Bol. Soc. Bras. Mat., Vol. 31, No. 1, 2000



THEOREME DE DIVISION AVEC DES CONDITIONS AU BORD 53

Preuve. Pour chaque a € & — V(A), on pose S, = [d6 (@)]7!, I'inverse de la
différentielle de 6 en a ; il existe y; € T" tel que Ya € Q — V(A) on ait:

yi(a)
|Aa)]

I1Sall <

Il existe y, € I', B > O tels que Va € Q on ait:
y(a)~'d(a, V(A)P < |A@)| < y(a).

Pour chaque a € 2, on pose U, = 6 —df(a); d’apres le théoréme des accroisse-
ments finis, il existe y; € T tel que pour tout a € €2, toute boule euclidienne
B(a,r) C Qettout ¢ € B{a, r) il existe z € B(a, r) tel que:

ld Us (Ol = v3(15 —all

On prendra y; tel que pour tout x € €2 on ait:
1dO(x) ]| < y3(x) et |dAX)I < y3(x).

D’apres la proprieté d) de 3; il existe y5, y4 € T tels que Va € Q et Vx €
B(a, y3(a)~"), on ait:

y3(x) S ya@) , () < nla), i) < yaa)

Onposey =[],y €Tetsoitp >0, <1.Ona:

B(a, pray(@)™") C B(a, y3(a)™).

Pour chaque a € Qetchaque x, x’ € B(a, uh,y(a)~!) ona, d’aprés le théoréme
des accroissements finis:

[Ua(x) = Ua(x)| < pday @) yala)|lx — x|
Orpour touta € Q — V(A), ulr.y(a) 'ys(a) I)X((Z))I < 1; on en déduit, d’aprés
[3,prop 6.1, chill](ot I’on a remplacé X (resp Y) par I’espace vectoriel R”,
d’origine a (resp d’origine 6 (a)); T par df(a); S par S,; U par B(a, prey (@)~
C par ur,y(a) 'ys(a); C’' par |}2((Z))|)’ que pour tout a € 2 — V(A), 8 induit

un homéomorphisme de B(a, ui,y(a)~!) sur son image. D’apres la méme

proposition on a aussi:

1-cCC

6(B(a, phay@™)) D BO(@), —

€).
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(on a remplacé Xg par B(a, ur,y(a)™"), € par A,y (@)™"). Or
1-cCccC —a- trqys(@)yr(a)”!
¢ |A(a)]
> (1 - wlA@ly@™,

NA@Iyi @™

car A, < |A(a)|. Donc on a:

0(B(a, pday(@)™1) D BO(a), u(1 — wiay (@) *|A@)).

Pour terminer la preuve de la proposition il reste & montrer que Vx €
B(a, phay(a)~') ona |A(x)| > (1 — w)|A(a); ceci prouvera que @ induit un
difféomorphisme de B(a, ui,y (@)~') sur son image pour touta € Q — V(A).
Comme pour chaque & € B(a, u,y(a) ') ona |[dA(E)| < ya(a) on en déduit
alors, d’apres le théoréme des accroissements finis, que :

|AX) — A@@)| < phray (@) 'yala) < plAa)]

dou [A(x)] = (1 — w)|A@)].

Remarque 1. 1) On pose :
Wi = BO(@), n(1 — mray (@) |A@)))
Vo =07 (Wew) N Bla, phay (@)

Pour chaque a € Q@ — V(A), O}y, : V, = Wy, est un difféomorphisme de V,
sur Wg(a).

2) Il existec > 0,8 > Oet y' eTtelsquesid € O(RQ), § > A, on ait, pour
touta € X — V(§):

B(a, cizy'(a) 'd(a, V(§) UIHP) C V,.

En effet, pour touta € Q — V(A), on a, d’aprés le théoréme des accroissements
finis,
Ws@ D 8(Bla, n(1 — ey @) | A@)))

on a aussi ’'inclusion:

B(a, uray(@)™") D Bla, n(1 — w)r,y (@ | Aa)))
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donc B(a, u(l — wi,y(a)*|Aa)]) C V,. On pose alors ¢ = pu(l — w), et
v =3y, ona B(a, ch.y' (@)~ 'd(a, V(A) UIQ)P) C V,, d’ou le résultat car
V(A) C V().

3) On donne ici quelques inégalités qu’on a obtenues et que nous allons utiliser
par la suite. Pour touta € Q — V(A) et tout x € B(a, /Lkay(a)_l), on a:

l[dAG)| < yala) NdOX)] < yala)

et

— V4( ) —1
do I -
@)™ < A )|( 0

ouy, el.

5 Fonction différentiables au sens de Whitney.

Sik = (k... .ky) e N', x = (x1,...,x,) € R*, onpose | k |= kj +
Ak, K=kl k!, xF = x' .. xf; N est muni de Iordre partiel:
kfl(:)kjflj,\?’]:L,n

5.1 Fonctions de Whitney de classe C”

Sim € Netsi € est un ouvert de R*, F"(2) désigne 1’espace vectoriel des
fonctions de classe C™ sur . Z™(£2) est un espace de Fréchet; sa topologie est
définie par la famille des semi-normes:

]
fln = SupxeK,lklﬁmlW(xﬂ

Soit X un fermé de 2; un jet d’ordre m sur X est la donnée d’une suite de
fonctions numériques continus, F = (F¥) <, sur X. Soit J™(X) I’espace de
tous les jets d’ordre m sur X muni de sa structure naturelle d’espace vectoriel réel.
Onpose |F|X = Supyek k<m F¥(x) si K C X estun compactet F(x) = FO(x),

x € X. Il existe une application linéaire J™ : £*(Q2) — J™(X) qui a f
glkl

associe le jet (W )ikj<m- S1k € N*, k| < m, on a une application linéaire
X K

DF: Jm(X) — J"~F(X) définie par D*F = (F'™) <, 1. On désigne aussi
(sans risque de confusion) par D* 1’application de £ (2) — Z™ */(Q) donnée
gkl £

dxk

par D' f =
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Sia € Ketsi F € J"(K), onnote T"F le polyndéme de degré < m défini

Fk
— Z k(!a) (x — a)k

[k|<m

et’on pose: RI'F = F — J™(T"F). Visiblement on a pour |k| < m:

Flc+l(a)
I

par

(x—a)

(RO x) = Fx) = )
1] <m—|k|
On rappelle qu'un module de continuité est une fonction croissante, continue et
concave 7 : R — R telle que n(0) = 0.

On dit que F € J"(X) est un jet de Whitney de classe C™ sur X si pour tout
ke N'|k| < m, (R"F)*(y) = 0(]x — y|" *) quand |x — y| > 0,x,y € X .
D’apres [3] ceci est équivaut a dire que pour tout compact K C X il existe un
module de continuité An tel que , six, y € K et z € R”,

| TV'F@) -IJF@ Isn(x—yDUx—z|"+1y—z|")

On désigne par 2" (X) C J™(X) I'espace vectoriel réel des jets de Whitney de
classe C” sur X. E™"(X) est un espace de Fréchet lorsque 1’on le munie de la
famille des semi-normes:

| (RYF)(y) |
| (x — ) [m=I¥
Lorsque X est un ouvert de R”, les jets de Whitney de classe C™ et les fonctions
de classe C™ sur X coincident. Les topologies définies par [|X et [||X sont
équivalentes.

IFIY = F |5 +Sups,yex cryikizm

Théoreme 1. ([3]) Soient Q un ouvert de R", X C Q un fermé; il existe un
opérateur lineaire continu W : £™(X) — E™ () tel que pour tout F € F™(X)
et tout x € X, DY(WF)(x) = F¥(x) si |k| < m et telle que la restriction de
W(F) a Q — X est indéfiniment dérivable.

Si K C X est un compact et B une boule fermée contenue dans €2 telle que
K C B, onpose A = sup,epd(x, K), d’aprés [3] on a:

Proposition 5. Si FF € E™(K) il existe C[A] € R[A] a coéfficients positifs tel
que:
\W(F)|s < CIALIFIIX
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5.2 Fonctions de Whitney de classe C*®

Si Q est un ouvert de R”; F(£2) désigne 1’espace des fonctions C™ sur . E(£2)
est un Fréchet, sa topologie est définie par la famille de semi-normes ||X, K € Q
compact, m € N.

Soit i1 J"UX) - (X)) la projection qui 2 (Fk)|k|5m+1 associe
(Fk)wfm. Visiblement nm+1,m(f’"+1 (X)) € E™(X); la limite projective

J(X) = 1(i_1£1]’”(X)

est]’espace des jets d”ordre infini sur X. La limite projective Z(X) = imZE™(X)
s’identifie A un sous espace de J (X). Unélément F € E(X) estun jet d<e—Whitney
de classe C™ sur X. Z(X) est un espace de Fréchet lorsque I’on le munie de
la topologie définie par la famille de semi-normes ||||X oum € N, K € X un
compact. ‘

Soit F' e J(X); alors F' € Z(X) si et seulement si, pour chaque m € N,
7. F e T"(X)oum, : J(X) — J™(X) désigne la projection canonique.

Par passage a la limite projective sur les applications J™ : £"(Q2) — J"(X)
on obtient une application lineaire J : £(2) — J(X). Le théoréme 1 entraine
que E"(X) = J"(E™(2)); on a aussi:

Théoreme 2. ([3]) E(X) = J(E(Q))

Remarque 2. NiZ™(X) ni Z(X) n’est en général complet pour la famille des
semi- normes ||X. Soit p € N; un compact K C R" est dit p—régulier s’il est
connexe par arcs rectifiables et s’il existe ¢ > O telque 8(x, y) < c¢|x—y |% pour
tout x , y € K (8 désigne la distance géodisique sur K). Si K est régulier, alors
pour chaque m € N, il existe une constante C,,, > 0 telle que || F||X < C,,|F| ,’;p
pour tout F € (K [3]. Si K est 1-régulier, alors les normes ||X et ||||X sont
équivalentes sur £™(K).

Soit Y € X C Qun fermé, £(X,Y) désigne ’espace des jets de Whitney de
classe C®, F = (F")en tels que Fjy, = 0 Vk € N".

A partir de maintenant on suppose que 1’ouvert 2 est borné et que 1’algébre
O(Q) vérifie la condition métrique pour la famille I' des fonctions: x —
cd(x,0Q) ", c=1,v>1.

Avec les notations de 1.2 et 4; soient A = X — V (§), une strate analytique de
codimension k, ¥ un fermé de R” contenant V(8) U 92, Y C Q. Comme A est
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fermée dans 2, = R" — Y, par le théoréme 1 tout ¢ € £™(A) se prolonge en une
fonction de classe C™ sur £2;. Pour chaque m € N on désigne par W™ (A, Y) le
sous espace vectoriel de £ (A) formé des ¥ € ™ (A) tels qu’il existe ¢ > 0,
v > 1 vérifiant: Vp € N, il existe C}, > O tel que:

| [pee< Cpd(a, Y)P Ya e A

Ba,c,v = B(aa Ci(a» Y)U)
Visiblement 7,,, 4 1 (W™ (A, Y)) € W™ (A, Y) et donc la limite projective
W(A,Y) = lim W™ (A, Y) s’identifie & un sous espace de F(A).

Lemme 4. Soit v € W"(A,Y), il existe c > 0, v > 1 tel que pour chaque
p € Nil existe C,, > 0 avec: Ya € A, on ait:

|| < C,d(a, Y)P.

Preuve. Par hypothése il existe ¢; > 0, s; > 1 tel que pour chaque p € Nil
existe C), > 0 avec:

| 1™ < € d(a, V)P Va € A
Il existe aussic; > 0, ¢ < 1, v, > 1, B > 0, tels que pour tout x € £2:
IAG)| > cad(x, I d(x, V(A = cad(x, V(A) U Q).

On pose c3 = min(cy, ¢3), 52 = max(sy, v, + B) et A, = c3d(a, Y)™?; comme
pour chaque a € X — V(8), A, < min(1, |A(a)|); d’aprés la proposition 4 il
existe y € I' tel que pourtouta € Q — V(A)ettout u > 0, u < 1, 8 induit
un difféomorphisme de B(a, y(a)~'cid(a, Y)*) sur son image. De plus si
V, et Wy, sont comme dans 1) de la remarque 1; 6 : V; — Wy, est un
difféomorphisme.

Par construction V, C B(a, pucyd(a, Y)®) C B, 5. D’aprés la remarque
1.2), il existe ¢ > 0, v > 1 tel que pour tout a € X — V(§):

B(a,cd(a,Y)") C Vo C Bacy,-

Nous allons maintenant comparer, pour chaque a € X — V{(3), I|1//HZ“”A et

(2l
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D’aprés la proposition 1, A = X — V(4) est une réunion de certaines com-
posantes connexes de M = {x € Q/fi(x) = ... = fi(x) = 0, 8(x) # O}
We(a) étant une boule euclidienne, donc V, N M est connexe car 8(V, N M) =
Woy NR™* (0 : V, — Wy, est un difféomorphisme). Comme V, N A est
ouvert et fermé dans V, N M,onendéduitque V, "M =V, N A.

Six,y e V,NA,lesegment [0(x),8(y)] = {(1—-1)8(x)+18(y) /t € [0, 1]}
estcontenu dans Wy, NR"~*; on désigne par o,., I'image de [0(x), 6 (y)] par 6.
Alors o, est un arc de courbe rectifiable joignant x et y; de pluso,, C V, N A.
Si |oyy | désigne la longueur de oy, on a:

|02y | < nsupg 1dO (") ||.supel|(d0E) || |x — y]

gl * ,$;: € B(Cl, M)\a)/(a)VI)‘
D’aprés 3) de laremarque 1 , on a:

n yaa)’ n
 x—y| <
1— i |A@)] 1—p

Oryi(a) =c;d(a, Q)™ ,¢;>=1,v;,>1leti =2,4.

lowy| < va(@*y(@d(a, V(A Plx -yl

12
ol = ciead(a, ¥) 1 P lx — yl.

D’apres [3], pour tout x, y € V, N A, ettoutk € N', |k| < m, ona:

—Ik|

(REY )] < 20" oy 1" Wy 0,

Enposants = v, +vs+ B, A = 2n%(lfucﬁcz)m, ona,pourtoutx,y € V,NA,
(RYY) )| = Ada, Y)W D e e — y|m =
Puisque ¢ € W™ (A, Y), pour p € Nil existe C,, > 0 tel que:
W1 < Cpd(a, HPE
Onendéduit alors que ||1,0||,‘,’;1mA <C,Ad(a,Y)?d’oulelemme,carB, ., C V,.
Proposition 6. Soir v € W(A,Y); alors Y se prolonge en un élément de

F(AUY,Y)
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Preuve. On gardera les notations de la preuve du lemme 4 et on suit les idées de
[3, ch V ,5.5]. On considere ¢ comme élément de J(A U Y) en la prolongeant
par O sur Y; on doit montrer que ¥ € E(AUY,Y). Sim € N fixé soit K
compact de R", on doit montrer qu’il existe n module de continuité tel que
Va, be KN(AUY), Vx € R" on ait:

| T ) - Ty @) s (a—x "+ [b—x"n(a—-b])

On distinguera trois cas. Dans chacun d’eux, on peut déterminer un tel module
de continuité:

1. a,b e KNAetd(a,b) < cd(a,Y)", (notation de la preuve du lemme 4
) donc b € V,. D’aprés le théoréme 1 il existe ¥, € £""!(B,.,) telle que
T Waip, o = Tms1¥is,.,na etil existe P(1) € R [A] tel que

Ba. By Bu, _va
Wabwit” < POV T A=d@Y),

ceci est d’apres la proposition 5. En appliquant la formule de Taylor 4 la fonction
Ve, il existe H > O tel que:

Bu,c, v

| TPy x) =Ty ) [sH(a—x " +{b—x|") a—bllYal,5

D’apres le lemme 4, le fait que v € W(A,Y) et I'inégalité ci dessus on voit

alors que |, lz";’l‘” est born€ lorsque a € K N A.

2. a,be KNAetd(a,b) = cd(a,Y)"; il existe ¢’ > 0 tel que d(a, b) >
c'd(b,Y)". Pour tout'p € N il existe une constante H, > 0 telle que:
| Ty (x0) — Ty o) || T () | + | T (x) |
1 1 )
< Hylsup(~, 1" a=b|" @+ |x—al"+]x=b[").
On prend p > v(m + 1).
3. Siaoub € KNY,'undes termes de la différence | T)"y(x) — T ¢ (x) |

est nul et on majore 1’autre comme en 2).
Dans la suite on aura besoin du résultat suivant:

Lemme 5. Soient Y C Q un fermé de R tel que , 3Q C Y et ¢ € F(Q, Y).
Pour tout (m, p) € N?, il existe Ch,p > 0 tels que

| ¢ |ni< Copxd(a, Y)? , Ya € Qoit B, = B(a,d(a,Y))
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Preuve. D’apres le théoreme 2, ¢ se prolonge en une fonction C*® sur R”,
plate sur Y, qu’on notera encore ¢. Six € £2,ilexiste y, € Y telque d(x, Y) =
|x — y,|; en appliquant la formule de Taylor au point y,; pour tout s € N, il existe
une constante C’ > 0 (indépendante de ¢) telle que, Vx € Qetk € N*, |k| < s:

|D*o(x)| < C'lo|%d(x, Y)*

Pour chaque x € B, = B(a,d(a,Y)), d(x,Y) <2d(a,Y). llexiste r > 1 tel
queVx € B,, d(x,Y) <2rd(a,Y).Sis=m+ pona:

lolZ < C'lgl, ,d(a.Y)? Va € Q

D’ou le résultat.

A = X —V(8) étant toujours une strate analytique; Soient¢ € O(Q)xs , ¥ €
W(A,Y). A = X —V(5) étant fermé dans 2; = Q — V(§); d’apres le théoréme
2, il existe 43 € E(Q) tel que D“’q;m = D?pp Yo € N"; de méme ¢ se
prolonge en une fonction Y € F(y). La fonction ¢ induit sur A un jet de
Whitney qu’on notera par la suite ¢y = (D“’((f)@?f)m)w.

Proposition 7. Soient ¢ € O(Q)x s, v € W(A,Y). Alors p3fr € W(A,Y);
ainsi W (A, Y) est un O(2)x ; module.

Preuve. Soitm € N; d’apres le lemme 3, il existe:
yix)=cdx, 07", i=1,2,¢>1,vy>1
telsque Ve > 0,c < 1,Va € X — V(§) etV € N | |w| < m on ait:
ID°p(x)] < crd(a, 3R)™?d(a, V() < crd(a, ¥) ¥

Vx € B(a, cyi(a)~d(a, V(8))) N X — V(8). Puisque ¥ € W(A,Y); il existe
¢ >0,u =1tel que Vp € Nil existe C,, > 0 avec:

Il/fl,i”mA < Cp d—(a’ Y)p—HXm-H)z

ot B, = B(a, cd(a, Y)*).
Visiblement

B(a, ccy'd(a, V)" € B(a, eyi(a)~d(a, V(8))).
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Onposecy = min(c, ccfl),u =max(u', vi+1)etB, ., , = B(a, c;d(a, Y)*).

1l est clair que:
By uNA

oy " < € d(a, V)P

ou C), est une constante positive.

6 Théoréme de division

On rappelle que O(£2) est une algébre de type I" ot I est la famille des fonctions:
Cd(x,9Q)™%, a>1, C = 1etque 2 est un ouvert borné.

Théoreme 3. Soient gi,...,8, € O(Q)?; pour tout ¢ € E(Q, aQ)? qui
appartient ponctuellement sur 2 au sous module de J(Q)P engendré par les
gi-Jj=1...,q;ilexistea; € f(fl—, Q) tel que:

q
¢ = Zajgj sur
j=1

Remarque 3. 1) La condition d’appartenence ponctuelle signifie qu’il existe
B; € J(Q) tels que

q
¢=> Big
j=1
2) Le théoréme 3 est une conséquence du théoréme suivant:

Théoreme 4. Soit M un O(2)x-module de type fini,

M= 05
N
avec N un sous module de O(2)% engendré par g1, ... , gq4- On suppose que

8 € O x5, Yi€e{l,...,q}, 8o € O(Q) — I(X). Il existe §' > &y tel que
pourtout § > &', si A = X — V(8), on ait:

TOI’O(Q)X'5 M5 iA_)_ -0
! TW(A,Y)

Remarque 4. 1) ¥ est fermé vérifiant : @ D Y D V(8) U 3Q. la notation M?
est celle de 1.2; W(A, Y) est un O(2) x s-module d’apres la proposition 7.
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2) La conclusion dn théoréme 4 est équivalente & la conjonction des deux con-
ditions suivantes

i)y Tor, % (M?, J(A)) =0
i) NI(AYNW(A, Y)? = NW(A, Y).

La condition i) signifie que

R, -+ 1 84, J(N) =R(g1,..., 85 O xs).J(A).
R(gi,-..,8¢, A) = le module des relations entre gy, ..., g,a

coefficients dans un anneau A.

On a

R, 8 JA) =R g FO = [[RCgr. . gg, HOFoe

xeA xeA

D’apres la proposition 3; on a
R(glv AR | gq7 j—[:t) - R(gh ey gq7 O(Q)X,S)-j{x

donc R(g1, ..., 8¢, J(A)) = R(g1,... .8, O()xs).J(A). Ainsi donc la
conclusion du théoréme 4 est équivaut a ii).

On va maintenant montrer comment le théoréme 4 implique le théoréme 3.
Avec les notations et hypotheses ci dessus ; on pose N = (g1, ..., g,)O(£2)%.
Soit X; un fermé irréductible de Q2; on pose N; = NO(Q)y, et M; = 0(2_)&" .
On applique le théoréme 4 & M;; il existe §; € O(Q2) — I(X;) tel que plour
tout § > §; , M% vérifie 1a conclusion du théoréme 4. On pose A; = X; —
V), = X, U...UX,, X; fermé irréductible. Pour chaque fermé X;
on applique les considérations ci dessus. On décompose le fermé U?_, V (§;)
en fermés irréductibles, et on refait la méme chose. (@) étant un espace

noethérien, le dévissage s’arréte et on obtient alors une partition de 2 en strates
analytiques Ay = Xy — V(8r), k = 1,..., N, telle que sur chaque strate A,
on a la conclusion du théoréme 4 pour

O},

k= o -
NOQ)x,
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On peut numéroter les A; de telle maniere que V(§;) C U;A;. On va
montrer, par récurrence surk = 1, ... , N+1,quesi ¢ € E(S, 3Q)?, appartient
ponctuellement sur Q4 g1, ... , g alors ¢ = ¢y mod (g1, - . . , &) E(Q, IQ))
oll ¢ € E(2,U; 1 A; UdQL)P.

Le résultat est trivial pour £ = 1: on prend ¢, = ¢. Supposons que ¢ =
¢r mod ((gl, ... ,gq)f(ﬁ, 89)) avec ¢p € F(LQ, UjeAj U 3R2)?. On pose
Y = UjA;U0dQ. D’apres le lemme 5, ¢, € W(Ay, ¥)? de plus ¢ € NJ(Ay)
car ¢ € NJ(2). Donc ¢ € W(Ay, Y)? N NJ(Ay); puisque M, vérifie la
conclusion du théoréme 4 et d’apres la remarque 4 on a ¢ € NW (A, Y) ieil

q

existeajr € W(A, Y) j=1,...,q,telque ¢y = Zajkgj sur Ay. D’apres
j=1

la proposition 6 on peut prolonger & en &% € (<, ¥). On considére

q
Girr =k — Y jig;;
j=1
¢+ vérifie la propriété a 'ordre k + 1. A ’ordre N + 1, on a le théoréme.

7 Réduction au cas d’un systéme de parametres

Pour démontrer le théoréme 4 nous suivons les idées de [5] . Utilisant les pro-
priétés algébriques de 1I’anneau @(£2) y nous réduisons le probléme au cas ot les
81, ... . & fontparties d’un systéme de parametres de O(£2)x. Onreprend les no-
tations du paragraphe 1. Soit g unidéal premier de hauteur s de O(2)x;sid > A;
la strate analytique A = X - V(8) seranotée As. On pose Vvl(iﬁ—a;j = j? (A5, Y)
olt Y est un fermé tel que 2 D Y O V(§) U d2. Pour chaque m € N*, on
consideére la condition C,, suivante:

Il existe {Pr,..., P} C g une O(Q)x- suite telle que si Py, ..., P €
O(Q)x.5,; il existe 8’ > §; avec:

For @ O(Dx.s
(Pls e PS)O(Q)X,ﬁ

On remarquera que la condition (C,) implique (C,,) Vm > 1; ceci se vérifie par

, F(As, Y)) =0 Vs>4

récurrence sur s. En effet le résultat est vraie pour s = 0. Sis > O on pose
P = (Py,..., P,_;); dela suite exacte:
ODx »r O Q)x 0(2)x

— — — 0
P O(Q)y POQ)x PO(Q)x

0—

Bol. Soc. Bras. Mat., Vol. 31, No. 1, 2000



THEOREME DE DIVISION AVEC DES CONDITIONS AU BORD 65

[ol P, est la multiplication par Ps, on pose P = (P’, Py)] il existe 8’ > & tel
que pour tout § > 8’ on ait une suite exacte: (cf proposition 2)

Oxs p, O)x;s O(Q)xs

0— — —
PO)yxs PO xs PO(Q)xs

d’ou la suite exacte des "Tor":

0@ys [ ODxs - o@xs [ O x5 -
e —> TOVm+1 [?O(Q—)Xa,f([\s,Y) — TOrm+1 m,f(As,Y) —
oQ O xs =
N Torm( )X,6 [W’T(As’ Y):I — ...

D’apres ’hypothese de récurrence le premier et le troisi¢me "Tor" sont nuls,
donc Vm > 2

o@ys | O x5 =
Tory, 7°|——FT""—,F(As;;Y)| =0
[PO(Q)X,a
Comme le résultat est vrai pour m = l(condition C); on a alors (C;) =

(Cn) Ym = 1.

Lemme 6. La conclusion du théoréme est vérifie si tout idéal premier g de
O(Q) x vérifie la condition (Cy).

Preave. On garde les notations de I’enoncé du théoréme 4; O(Q2)x est un
anneau local régulier de dimension k; M un O(2) x- module de type fini; donc
la dimension homologique de M est inférieur ou égale a k. On en déduit alors
quepourtouts > k+1, s e N:

Tory % (M°, F (A5, Y) =0

pour tout § assez grand.
On va montrer par récurrence descendante surm = 1,2,... .k, k+ 1, qu’il
existe 8’ > § tel que pour tout § > §" on ait :

Tory ™ (M?, F(As, ¥)) =0

Supposons que cela est vrai pour m -+ 1; on va le monfrer pour m.

Il existe, 0 = My C M, C ... C M, = M, une suite croissante de sous
My, . O€)x - .
modules de M telle que — oll p; est un idéal premier de O(2)x.
j Loy
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D’apres la proposition 2 et la suite exacte des "Tor" on peut supposer que

O
M= (x
2
ol g est un idéal premier de O(2)x de hauteur s.
Soit {Py, ..., P} C O(R)x une O(L2)x- suite et soit 8y € O(2) — I (X) avec
P e O(Q)xs , Yi=1,...,s. p étant un idéal premier associé a
O()x
(P, ..., P)O(Q)x’
01¢9] 0I¢Y]
donc Hx contient un sous module isomorphe a EBx ; 1l existe
(Pl7"' ’PS)O(Q)X 60

alors une suite exacte:

00— O D)% — Otx -7 -0
2 (Pr,..., P)O(Q)x

ol T estun O(2) x- module de type fini. Il existe &’ > § tel que pour tout § > §’
on ait une suite exacte:

O(Dxs O(Q)x.s

8
—
©° (Pr, ..., P)O(Q)x,s

0— —-7T°—=0

d’ou une suite exacte des "Tor":

m+-1

) OQ)xs -
s = TorS % (T8, F(Ay, ¥)) — Tory©@r <(—§X’—’S,f(z\a, Y)) -
o

Qx5 < O(Q)x,s
(P1,

T ory, .”’PS)O(Q)X,S,}"(A(S,Y))»-‘-

D’aprés 1’hypothése de récurrence appliquée T?, le premier "Tor" est nul; g C
O(R2) x vérifie (Cy) donc, Vi > 1, g vérifie (C;) d’ou:

O(Dxs O(Q)x.s - ) )
Tor! L FAsL ) ) =0Vix>1
((Pl, L PYO(Q)xs ’

d’ou le lemme. En résumé, la preuve du théoréme de division est ramenée a
montrer que tout idéal premier g de O(£2)x vérifie la condition (C1).
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7.1 Division par un systeme de parameétres.

On reprend les notations de 1.2; soit & un idéal premier de hauteur s de O(2)x =

O(Q)E??x,{ f1, .-+, fr}; procédent comme dans le cas analytique local; il ex-
iste pour chaque, j = 1,...,s, un polyndme distingué€ de degré p,;, P; €

ODY Ao feosHfesifltels que s (Py,..., P) C pet (Py,...,P)
est une O(L2) x- suite.

Soits € O(R)—1(X),8 > A,telque P € Oy y{fi. ., fiosHfimstj];

il reste a voir que:

O x.s [ O(Q)x s
(P,

Tor, Py, T A Y)] =0

ol ce qui est équivalent, d’apres la remarque 4, 4 :
(Pryoo s POJ(A) NW(As, Y) = (P, ..., PO)W(A;, Y)

La démonstration de ce dernier résultat nécessite quelques lemmes.

7.2 Division par le polynome générique.

Soit .
Q=11+ &,
i=1
avec & = (§1,...,&) € RY, le polynome générique; si W est un ouvert de

R"~! x R? x R; on pose

3 Q

V={xv,t)eW :
{x',v,1) € /M

', v,)=0Vi=0,...,q9—1).

V est fermé. On pose 7 : R*™! x R? x R — R"~! x IR la projection évidente;
on a:

Proposition 8. ([2]) Soit K un compactde V , K' = n(K). Alors I’application
de E(K) x E(K)! — E(K) quia (Y, &, ... ,&,) fait correspondre

q
oy + ) &7
i=1

est un isomorphisme d’espaces de Fréchet.
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Soit P € O(Q)(O) ASf1, -+ 5 Je—1}fe]l un polyndme distingué de degré g:

q
P=fl+Y pifih
i=1
ilexiste § € O(R) — I(X) , 6 > A telque P € O, s{f1, ..., fiut}fil.
Onpose A = X—V(8);pourchaquea € A, (fi, ..., fi, Xkt1 —COksls - » Xn—
a,) forment un systéme de coordonnées locales en a. On note par F, ,» I’anneau

des séries formelles a coéfficientsréelsen (f1, ... , fi, X1 —Fpa1s -+ - s X — )
etonpose Fr(A) = [[,cp Far- pourchaque j € {0, 1,... ,k},j—"f:,j) désigne
le sous anneau de ¥, formé des séries indépendantes de fi_;y1,..., fi- On
pose

(k J)(A) 1_[ k ,])

ach

WED(A, Y)Y = WA, ¥)n FE(A).

Lemme7. Soit¢ € W(A,Y); ilexistey € W(A,Y), i € WED(A, Y)i=
1,...,q telles que:
q
p=PY+Y xf
i=1

Yr et x; sont uniques.

Preuve. Pourchaquea € A, le germede P ena, P,, estun polyndme distingué
de degré g par rapport a f;; par application du théoréme de division formelle en
chaque a € A;ilexiste y € J(A)et x; € jff,_j NJ(A),i=1,...,q,uniques
avec:

q

d=Py+ > xff

i=1
On prolonge ¢, x;, i = 1...,q par 0 sur Y. On doit montrer que ¢ €
WA, Vet ;WEDA YY), i=1,... ¢

On utilise les résultats et notations de lapreuve du lemme 4. Ilexistec > 0, v >

1 tels que, Ya € A, B(a,cd(a,Y)") C V,et6,V, = Wy est un difféomor-
phisme. On pose 1 = U,cp B{(a, cd(a, Y)") et soit ,é,» = (DB N)wene, | =
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1,....q; ,éi € FE(A); d’apres le théoréme 2, il existe Bi € E(€2)) tel que
JB, = Bi. On pose A : Q; — R* ! x R? x R défini par:

A = (fi@), ooy fiot () Xegts o s X, Br(X), e, By (), fix)). (1)

Ona A(A) C V;soit K, C V uncompacttelque A(ANB(a, cd(a, Y)")) C K,,
onpose K, = m(K,). d’apres la proposition 8, il existe ¥, x/,, i =1,...,q
¢léments respectivement de F(K,;) et de E(K)) tels que:

q
¢ = Qv + ) x1*”" dans E(K.).

i=1

/ / .
On pose ¥, = ¥, 0 AjanB,., s Xia = Xiq © AlAnBae,, 1 =1,...,9.
On a alors:
g
= Py q—i
DIANB,,, = Pra + Xiafp -
i=1
D’aprés 'unicité, on a:

R[/|AﬂBa_w = wa € Z(A N Ba,c,v) et (Xi)\AﬁBa,(‘,U
= Xia € f(A N Ba,c,v) N .Tx’(A)k_l

Donc ¥ € E(A) et x; € E(A) N Fo (A,

Il reste maintenant & trouver des majorations pour || ,ﬁ"’”m et | x| BaerA
Vi =1,...,q.D’aprés la continuité de I’homomorphisme de la proposition 8,
pour tout s € N, il existe C; > 0 et m; € N tels que:

KH Ba o, A

1o ls% < Coliglpee"™.

K, BacwNA

Ixalls"e < Cllgllpeesn?.

On en déduit alors, pour tout (s, p) € N?
Iyl % < CiC,,, ,d(a, Y)? 2)
K/

Ix.ls"e < C,C,,, ,d(a, Y)P. 3

Pour tout m € N il existe C",, > 0, ne dépendant que de n, g et A = d(a, ¥)"
tel que:

1Wallm o™ = 1) 0 Ally o™ < Cp |y, I e Supram (1A P (4)
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allm %™ = 1 0 Al o™ < Call X, ™ Supr<on (| Al B2 "YE L (5)
D’autre partilexiste c > let! > Il telque Vx € QetVj =1,... ,k
| fi(0)] < ed(a, Q)™ < cd(a,¥)™.
D’apres la proposition 5, Va € A:
[BilPeer < el Bl P
il existe C3,, > O tel que:
1Bil) Pec™ < Col il P d(a, ¥y TR,

Ceci est d’aprés la preuve du lemme 4.
D’aprés la preuve du lemme 3 on a: |§;|BacrMA < Czmd(a, y)y~lm=h,
Finalement, on en déduit qu’il existe @ > 0, 8 > 0 telles que:

I1B;1|Paer < Cy pd(a, YY) 7F.

D’ou le résultat d’apres (2), (3), (4), (5), (6) et (7).
On reprend les notations de 6.2; soit ¢ € W (A;, Y) par application successive
dulemme 7a¢etP;, j=1,...,s,0ona:

¢ = Z¢jpj + Z wll...lsfkll—H—I Tt fkY

j=1 Oflj<qj

avecp; € W(As, Vet 1, € WESI (A, Y). Commed € (P; ..., P)J(As);
on en déduit, d’apres le lemme ci dessous, que v, ;, =0V, 0<[; <gq;,i=
1,...,s,doncgp € (Pq,..., P)O)W(As, Y).

Onposex = (xy,...,%,), X' = (X1, ..., X,—); soient P; € R[[x1][xp 5]
J €{1,..., s} des polyn6mes distingués en x,_,; de degré g,, on a:

Lemme 8. Pour tout g € R[[x]] on a:

$
= I 1,
g—Zngj+ E hll-~-lsxn~5+1--.xn‘
j=l1

0<ij<q;

avec hy, ;. € R[[x']] uniques.
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Preuve. On pose
R[[x]]

M = ;
(P, ..., P)R[[x]]

on doit montrer que M est un R[[x']]-module libre et que xiLS iy xk 0 <

Tt 2

I <g;,i€{l,...,s}, formentune base. Or M est un R[[x']]- module plat car
(P, ..., P, x") forment un systéme de parametres de R[[x]]; comme M est de
présentation finie sur R[[x']] (division successive par Py, ... , P;) on en déduit

que M est libre sur R[[x"]].
Pour démontrer la deuxiéme assertion il faut voir que x| 4y ---x forment

un systéme minimal de générateurs oll, en utilisant le lemme Nakayama, que
I

X,_y.1 - .- X engendrent I’aspace vectoriel
R[[x]]
(Ply aPvala'-' axn—s)

sur R. La dimension de ce dernier est exactement ¢4 . . . g,; d’ol le résultat.
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