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Un crit~re de Darboux d' existence 
d'intdgrale premi6re pour les 1-formes 
diff6rentielles analytiques 

Jean-Marie Lion 

Resum6.  On consid6re une 1-forme analytique d6finie sur un ouvert born6 de C 'z et 

qui s'6tend au voisinage de l'adh6rence de cet ouvert. On montre que si elle poss6de 

une infinit6 de feuilles contenues dans des hypersurfaces alg6briques diff6rentes et de 

degr6s born6s alors elle admet une int6grale premiere m6romorphe. Si de plus l'origine 

est dans l'adhErence de chacune de ces feuilles alors la l-forme admet une int6grale 

premiere m6romorphe de graphe alg6brique. Des exemples illustrent l'optimalit6 de ces 

r6sultats. 

Mots-cl~s: int6grale premiere,  feuilletage analytique. 

Abstract. Consider a germ of analytic differential one form and suppose there exists 

infinitely separatrix in algebraic surfaces of bounded degree. The conclusion is that there 

exists an algebraic first integral. We give a list of examples wich explain the necessity 

of the hypotheses. 

Keywords: first integral, analytic foliation. 

1 Introduction 

Soit U un ouvert born6 et connexe de C ~ qui contient l 'origine. Soit co = 

a ldxl +... § an dxn une 1-forme diffdrentielle analytique d6finie sur un voisinage 

ouvert et connexe W de U. On suppose co int6grable (co/~ do) _-- 0). On note 

Sing(w) = {x c W/co(x) = 0} le lieu singulier de co. On suppose que Sing(co) 
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est de codimension 2 au moins et contient l'origine. La 1-forme co induit sur 
U \ Sing(co) et W \ Sing(co) des feuilletages analytiques de codimension un not6s 
f u  et f w .  Si x ~ U (resp. x ~ W) on note Vx le germe en x de la feuille de f u  
(resp. f w )  qui passe par x. Une intggrale premiere de co est une fonction non 
constante (multiforme, holomorphe, m6romorphe, polynomiale, alg6brique) f 
d6finie au voisinage de U telle que co/x d f  =_ O. 

Un probl6me classique abord6 par exemple dans [BN], [CM], [Gh], [Jo], [Ma], 
[MM], [Mo], [Sul,2] est la d6termination de conditions suffisantes pour que co 
admette une int6grale premi6re d'un type donn6. Une premi6re r6ponse a 6t6 
apport6e par G. Darboux qui donne le crit6re suivant (voir [CM]) �9 

Critbre de Darboux.  Supposons que les coefficients de co sont des polyn6mes 
de degrd au plus d. Si co admet 

1 (d  + n - 2)!  
~ d ( d -  1) n ! ( d -  2)! 

hypersurfaces algdbriques invariantes alors co admet une intdgrale premikre 
rationnelle. 

L'objet de ce travail est de donner une variante ~ ce crit~re pour une 1-forme 
diff6rentielle analytique. On pr6cise ainsi un r6sultat annonc6 darts [Li]. 

Th~or~me. Supposons qu 'il existe une suite Vi de feuilles de f u contenues dans 
des hypersurfaces algdbriques irrdductibles { Qi = 0} diffdrentes et de m~me 
degrd d. Alors toute feuille de f u est contenue darts une hypersurface algYbrique 
irrdductible de degrd au plus d et co admet une intdgrale premikre mdromorphe. 
Si de plus 0 E (Ni Vi) alors il existe une intdgrale premikre mdromorphe dont le 
graphe est dans un sous-ensemble alggbrique de dimension n de C. n x C.IPl. 

La preuve de ce th6or6me utilise des arguments classiques d' analyse complexe 
(voir [Chi], [GR], [Lol]) et repose essentiellement sur l'observation suivante. 
Soit x un point de U qui appartient a une hypersurface alg6brique de degr6 d, 
{Q = 0}. On montre que si le germe Vx n'est pas inclus dans {Q = 0} alors 
l'ordre au point x de la restriction Qlvx est major6 par un entier qui ne depend 
que de co et U et d (et non de x et Q). On consid~re alors 1'ensemble des 
couples (x, Q) E W x C~[X] tels que Vx c {Q = 0}. C'est un sous-ensemble 
analytique. On obtient le graphe de l'int6grale premiere recherchde ~ l'aide de 
cet ensemble. 

L'hypoth~se sur le degr6 est une hypoth~se de compacit6 �9 l'espace C} [X] des 
polyn6mes ~t n inddtermin6es de degr6 au plus d est la pattie affine de l'espace 
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p r o j e c t i f  C~:DN avec N (n+a)! -- n!d! " Elle est vdrifide dSs qu'il existe une famille 
non d6nombrable de feuilles contenues dans des hypersurfaces alg6briques. On 
montrera qu'elle est indispensable (exemples 4 et 5 ci-dessous). 

L'hypothSse sur la codimension du feuilletage n'est pas essentielle. I1 est 
facile d'adapter la d6monstration du th6orSme aux feuilletages analytiques de 
codimension plus grande et qui possSdent une infinit6 des "morceaux" d'hyper- 
surfaces algdbriques invariantes et de m~me degr6. 

Le plan de 1' article est le suivant. L'optimalit6 du r6sultat obtenu est illustr6e 
par des exemples dans la partie I. La preuve du thdor~me est donn6e dans la 
pattie II. 

Je tiens h remercier Felipe Cano. I1 m'a permis de r6aliser cet article dans 
d'excellentes conditions ?a l'Universit6 de Valladolid et il m'a aids h corriger 
des inexactitudes. Je remercie 6galement Fr6d6ric Chazal qui m'a sugg6r6 une 
simplification. 

I. Exemples 

Illustrons le th6orSme par cinq exemples. Le premier exemple est dfi ~ M. Suzuki. 
I1 montre la n6cessit6 de supposer les fonctions Q i  polynomiales. 

Exemple 1. I1 est montr6 dans [Sul,2] et [CM] que la forme 

co = ( y3  + y2  _ x y ) d x  - (2xy 2 -t- x y  - x 2 ) d y  

n'admet pas d'int6grale premiSre m6romorphe bien que toutes les feuilles qui 
adhSrent ~ l'origine sont des sdparatrices analytiques. Les niveaux de la fonction 

e x p ( @ )  sont tangents h co. V 
Le deuxi6me exemple montre qu'on ne peut pas toujours espdrer une int6grale 

premiere de graphe alg6brique. 

Exemple 2. On consid6re la fonction F ( x ,  y ,  t )  = t - ( x  - 0 2 - ( y  - t cos t) 2. 
Les courbes de niveaux Ct  = { F ( x ,  y, t) = 0}, t 6 C petit, sont des coniques 
et s i t  >_ 0 la trace r6elle de la courbe Ct est un cercle de rayon ~/t et de centre 

O F  
(t, t cos t). Puisque ~ -  (0, 0, 0) = 1, il existe une forme analytique co d6finie au 

voisinage de l'origine de C 2 dont les feuilles sont les coniques Ct, t c C petit. 
Cette forme n'admet pas d'int6grale alg6brique car les centres des cercles Ct 
sont sur une courbe non alg6brique. 

Darts le troisiSme exemple les hypotheses de la seconde affirmation sont vdri- 
fi6es mais la forme co n'admet pas d'int6grale premi6re rationnelle. 
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Exemple 3. Considdrons la forme co : x d y  - ( y  - f ( x )  + x f ' ( x ) ) d x  avec 
f : x c C,[x[  < 1 ~ f ( x )  = x(1 - x )  1/2. C e t t e f o r m e  est analytique 
au voisinage de l 'adhdrence de l 'ouvert  U = {(x, y) c C2/Ix[, lyl < 1/2}. 
Les hypoth6ses de la seconde affirmation sont v6rifi6es. Le feuilletage admet 
donc une int6grale premi6re m6romorphe et de graphe alg6brique. En revanche 
il n 'admet  pas d'int6grale premi6re rationnelle car le germe ~t l 'origine de la 
courbe algdbrique irrEductible {y2 = x 2 _ x 3 } est compos6e de deux branches 
lisses et seulement l 'une d'elles est tangente ~t co. 

Le quatri6me exemple est un exemple de feuilletage analytiquement conjugu6 
au feuilletage radial qui admet une infinit6 de feuilles alg6briques mais qui ne 
poss6de pas d'intdgrale premi6re de graphe alg6brique. 

Exemple 4. Soit ci ,  i c N une suite injective de nombres complexes et soit 
q5 le germe de diff6omorphisme analytique ~ 1' origine de C 2 ddfini de la faqon 
suivante: 

y )  = (X, y -~ Z ti~)i(X, y ) )  O(x, 
i>2 

avec 
i 

~9 i (X, y )  : I - I ( y  -- CkX ) et ti > 0 
k = l  

tel que Iti4)i(x, y)[ < 1/2 i si Ix I, lYl < 1. L' image par q5 du feuilletage radial est 
un feuilletage d i c r i t i q u e  (voir [CM]) qui admet une infinit6 de feuilles alg6briques 
V/ = ~b({y - c i x  = 0}), i > 2. Chaque Vi est dans une courbe irr6ductible de 
degr6 i - 1 associ6e au polyn6me irr6ductible Qi = y - c i x  - Y-~k<i tkqb~(x, c i x )  

de degr6 i - 1. C'est  la raison pour laquelle le feuilletage n' admet pas d'int6grale 
premiere de graphe alg6brique. 

Le dernier exemple est celui d 'un germe de feuilletage analytique de C 2 qui 
poss6de une infinit6 de s6paratrices alg6briques mais qui n' admet pas d'int6grale 
premi6re m6romorphe. On l 'obtient en perturbant l 'exemple de M. Suzuki. 

Exemple 5. Nous expliquons comment, sous certaines hypoth6ses, on peut en- 
voyer par un diff6omorphisme holomorphe une famille (ddnombrable) de courbes 
analytiques sur une famille de courbes algdbriques. Nous appliquons ensuite 
cette construction ~ la forme co de 1' exemple 1. 

Comment redresser des courbes analytiques lisses et concourantes. Con- 
siddrons une suite de fonctions holomorphes x ~ gi (X) = aix -t- x2hi (x) ,  
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ai 7 ~ 0, i > 0 ddfinies au voisinage du disque unit6 D1 = {]xl < 1} et 5 valeurs 
dans le disque D1/2 = {lY I < 1/2}. On suppose que la suite ai est injective et que 
si i ~ j et x 6 D1 est non nul alors gi(x) ~ g j (x ) .  Le lemme suivant affirme 
qu'il  existe un diff6omorphisme analytique qui fixe l 'origine et qui envoie les 
courbes }'i = {Y = gi(x),  x ~ D1} sur des courbes alg6briques. 

Lemme.  ll  existe une suite de polynOmes Qi(x)  = aix + x2Ri(x)  de de- 

grds di strictement croissants et un diffdomorphisme analytique fibrd (x, y) F-+ 

�9 (x, y) =- (x, qb(x, y)) ddfini sur un voisinage de D1 • D1/2 qui envoie les 

courbes )/i = {Y = gi(x),  x ~ D1} sur les courbes Fi = {y = Qi(x) ,  x E D1} 
et ces derni~res sont contenues dans DI x DI. 

Preuve  du  Lemme.  On construit �9 de la fa~on suivante. On pose (I)0 = 
(x, y). Soit k ~ N. On suppose avoir construit Q1 . . . .  , Qk et ~k ---- (x, ~bk) un 
diff6omorphisme analytique d6fini au voisinage de D1 x D1/2, qui est (1/2) k+2 
proche de qsk_l, qui envoie//i sur Fi si i < k et dont la partie lin6aire ~ l 'origine 
est l'identit6. Si i > k, l ' image de )/i par 4~k est donc une courbe contenue dans 
{Ixl < 1, lYl _< (1/2) + . . . - ?  (1/2)k+2}, de la forme }/i k = {y = g~i(x), x C O1} 
avec g~i(x) = aix § xeh~i(x). On note T~ le reste d 'ordre d de la s6rie de Taylor 
de g~+l(x). On pose 

k+l)(X)- 
\ i _ k  

On peut choisir d strictement supdrieur au degr6 de Q~ et assez grand pour que 
le quotient Ok = T~ / f k (x )  vdrifie les conditions suivantes: 

la fonction Ok (X) est holomorphe au voisinage de D1 

la fonction ~k (x, y) = y - Ok (x) I~i<_k (Y - Qi (x) ) est d6finie au voisinage 
de Dl x D1 et (x, ~k) estun diff6omorphisme holomorphe (1/2) ~+3 proche 
de l'identitd. 

On pose Qk+l k = gk+l(x) - T[ et ~Pk = (x, ~k(x, y)). On a: 

�9 Qk+l est un polyn6me de degr6 strictement sup~rieur ?a celui de Qk 

�9 ~Pk est un diff6omorphisme (1/2) k+3 proche de l'identit6 

�9 q J k f i x e l e s F i s i i  < k  
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�9 ~ + 1  envoie Y/~+I su r  Fk+l  = {y = Qk+ l (X) ,  x ~ D1}. 

On pose q5~+~ = q~ o ~ .  Ce diff6omorphisme v6rifie les m~mes propri6t6s 
que ~ ~t l'ordre k + 1. La suite de diff6morphismes ~ ainsi construite converge 
vers le diff6omorphisme �9 recherch6. 

Application aux feuilletages. Consid6rons la forme co de l'exemple 1. Apr6s 
un 6clatement routes les feuilles de co sont transverses au diviseur ~t l'exception 
de celle de pente 1 [CM]. Par cons6quent (modulo un changement lin6aire de 
coordonn6es) on peut supposer que les courbes Yi qu'on vient de consid6rer sont 
des feuilles de la forme co de l'exemple 1. Soit �9 le diff6omorphisme obtenu. 
La forme (q~- 1 ), (co) n' a pas d'int6grale premi6re m6romorphe (puisque co n' en 
a pas non plus) et elle admet une infinit6 de feuilles alg6briques par construction. 

II. Preuve du th6or~me 

Existence d'une int~grale premiere m~romorphe. On peut supposer que la 
suite V/ est choisie pour que d soit minimal. Soit N (n+d)! L'espace C~[X] 

- -  n ! d !  " 

des polyn6mes ~ n ind6termin6es de degr6 au plus d est la partie affine de 1' espace 
projectif CPN. On utilisera le fair suivant. Puisque les feuilles V/appartiennent 
?~ des hypersurfaces alg6briques irr6ductibles de C" diff6rentes le seul sous- 
ensemble analytique de W qui les contienne toutes est W. 

Si q 6 N on note Aq le sous-ensemble analytique de W x C~[X] d6fini de la 
fa~on suivante. Un couple (x, Q) de W x C~ IX] est un 616ment de Aq si le germe 
enx  de la restriction de Q ~t Vx est d'ordre au moins q + 1. Le sou>ensemble .4q 
admet la caract&isation suivante �9 (x, Q) E Aq si et seulement si pour toute suite 
de fonctions analytiques Qo = Q , . . .  , Qq telle que Qi soit une coordonn6e de 
la 2-forme co A dQi -1  si i = 1 . . . . .  q on a Qo(x) = . . .  = Qq(x)  = O. 

A x ~ W fix6, .4q A ({x} x C~[X]) est un sous-espace vectoriel. L'adh6rence 

A 7 de Aq darts W x C]?N est donc un sous-ensemble analytique. Les suites Aq 

et .4q sont d6croissantes. Montrons qu'elles sont stationnaires (en restreignant 
W). Quitte 5 remplacer W par un sons-ensemble ouvert, relativement compact 
et semi-analytique (consid6r6 comme sous-ensemble de ~2n [Lo2]), on peut 

supposer que les ensembles Aq et A 7 ont un hombre fini de composantes irr6- 
est le hombre de composantes ductibles. On pose/~q = (/~+N ..... /~)  Oh #q 

irr6ductibles de dimension i de .4q. La suite Aq est d6croissante, la suite/~q 
est d6croissante (pour l'ordre lexicographique) et/~q > /~q+l si et seulement si 
Aq # Aq+l. Par cons6quent la suite Aq est stationnaire. On note A sa limite. 
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On montre de la m~me fa~on que la suite Aq est  stationnaire. De plus sa limite 
"-Z 

est A. 
Soit a un point de C ~ \ W. L'intersection 

N (W \ Sing(o))) x {Q c C'~[X]/Q(a) = 1} 

est le sous-ensemble 

A = {(x, Q ) / x  �9 W \ Sing(o)), Q 6 C~[X], Q(a) = l, QIv~ - 0}. 

C' est un sous-ensemble analytique, l'adh6rence A de A dans W x C~ [X] est un 
sous-ensemble analytique et l'adh6rence ,~ de A dans W x CIPN est aussi un sous- 
ensemble analytique. En effet, A est une r6union de composantes irr6ductibles de 

~FI (W • C~ [X]) et,~ est une r6union de composantes in'6ductibles de ~-. D'apr6s 
le th6or~me de Remmert sur la projection d'un sous-ensemble analytique, le 
projet6 de A sur C ~ est un sous-ensemble analytique de W. I1 contient la r6union 
des feuilles Vi. I1 est done 6gal a W. Au dessus de x �9 Vi, la fibre est r6duite 
au polyn6me Qi (puisque d est minimal). La projection de A est done a fibre 
g6n6rique de cardinal 6gale 5 1 et le sous-ensemble A est un sous-ensemble 
analytique irr6ductible de dimension n. De plus, pour presque tout x �9 W, il 
existe un unique polynSme Qx tel que (x, Qx) 6 A. Le polynSme Qx est de 
degr6 d et il s'annule sur le germe Vx. Les coefficients des Qx sont des fonctions 
mdromorphes de x �9 W qui sont des int6grales premieres recherch6es. L'une 
d'elles n'est pas constante car si xi �9 Vi alors Qx~ = Qi et si i ~ j alors 

Q~ r Oj. 
On utilise le lemme suivant pour prouver la seconde pattie du th6or~me. 

Lemme. Soient f et g deux germes de fonctions holomorphes nulles h l'origine 
de C '~ et S une germe de sous-ensemble analytique it l'origine de C n . On suppose 

f et g sansfacteur communs et cod imS  > 2. II existe alors un 2-plan complexe 

E qui ne rencontre S qu'it l'origine, c > Opetit, une suite injective Zi �9 C et une 

suite Vii de composantes connexes des germes it l'origine de {x �9 E \ {O}/f  (x) = 
Xig (x), ]]xjj < E} qui soient des courbes analytiques @oint~es. 

Preuve du Lemme. Puisque S est de codimension 2 complexe, on peut choisir 
g6n6riquement E pour que le germe E N S soit le singleton {0}. La fonction 
m6romorphe h = f / g  est non constante. On peut done choisir E g6n6riquement 
pour que la restriction de h a E soit m6romorphe et non constante. Le plan E 
coupe les niveaux de h Ie long de courbes analytiques 6point6es ~t l'origine. 
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Fin de la preuve du  th6orbme. Supposons que 0 c (AiVi). Pour montrer 
la seconde affirmation, il suffit de montrer que A est dans un sons-ensemble 
alg6brique de dimension n. Soit h = f / g  l'int6grale premiere m6romorphe 
de co 6crite sous forme de quotient au voisinage de l'origine. On pose S = 

Sing(co) N {I Ix ll < e} avec e > 0 assez petit. On applique le lemme. Soient E, 
)~i, et ~, donn6s par ce lemme. Quitte ~t changer de feuilles, on peut supposer 

que ?4 C Vi. On note A ~ l 'intersection de {0} • CI?N et de la fermeture dans 
E • C~N de {(x, Q)/x  ~ E \ {0}, (x, Q) E A}. C'est  un sous-ensemble ana- 
lytique compact de {0} • CI?N de dimension 0 ou 1. I1 r6sulte de l 'hypoth6se 
sur les )4 que dim g o  = 1. C'est  donc une courbe alg6brique. L'adh6rence J de 

((z, Q)/(O, Q) c A~ E, Q ~ O, Q(z) = 0} dans C ~ • CPN est un sous-ensemble 
alg6brique de dimension n. I1 contient A par construction. 
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