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Hypersurfaces exceptionnelles des 
endomorphismes de C]?(n) 

D. Cerveau  et A. Lins Neto 

ResumC On 6tudie les hypersurfaces exceptionnelles pour les applications holomor- 
phes de CI?(n). On montre qu'une telle hypersurface n'est jamais lisse d6s que son 

degr6 est plus grand que deux. 

Mots-cl~s: endomorphismes de CI?(n), hypersurfaces exceptionelles. 

Abstract .  Exceptional hypersurfaces for holomorphic endomorphisms of CI?(n) are 
studied. We prove that such an hypersnrface is not smooth as soon as its degree is greater 

than two. 
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0 Introduction 

On appelle endomorphisme de CI?(n) toute application holomorphe 
F : CI?(n) --+ C]?(n) non constante. Se donner un tel endomorphisme F c'est 

se donner n + 1 polyn6mes homog6nes f0, . . -  , f~ de mSme degr6 en n + 1 
variables dont le seul z6ro commun est l 'origine de C~+1: 

C '~+~ - {0}  x=(s0 ..... I . {  C n + I  _ {0}  

F CP(n) > Cl?(n) 

On remarque qu 'un endomorphisme est bien stir surjectif et sans 6clatement, 
i.e. pour tous m ~ CIP(n), # F  1 (m) est fini. Le degr6 d de F est par d6finition 
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le degr6 des j~ et pour m g6n6rique F -1 (m) = d ~. Dans ce qui suit on suppose 
d > 2. Soit H C CP(n) une hypersurface; on dit que H est exceptionnelle 
pour l 'endomorphisme F si F - I ( H )  : H .  Remarquer que n6cessairement 
F ( H )  = H .  Dans [F, S], Fornaess et Sibony donnent quelques propri6t6s des 
hypersurfaces exceptionnelles en particulier en dimension deux. On se propose 
de prdciser et de g6n6raliser certains de leurs r6sultats. En particulier on d6montre 

qu'une telle hypersurface n'est  j amais lisse si son degr6 est plus grand que deux 

(n > 2). 

1 Quelques rappels [F, S] 

Soit H une hypersurface exceptionnelle pour F;  les composantes H 1 ,  . . .  , Hs 

de H sont 6ventuellement permut6es par F mais quitte ~t prendre une puissance 
de F ad-hoc on constate que chaque Hi est aussi exceptionnelle. Darts la suite 

on supposera, quitte 'a prendre une puissance que F -1 (Hi)  = Hi = F ( ~ . ) .  

Soit h = h l  . . .  hs = 0 une 6quation homog6ne rdduite de H.  
Sous les hypoth6ses et avec les notations pr6c6dentes, on a la: 

Proposition I. ([E S] [p. 209) 

(i) d~  = ~ d~ < n + 1 

(ii) il existe c c C - {0} tel que h o f = c . h d. 

Preuve.  Puisque F-1H/  = Hi = F ( H i ) ,  hi o f s'annule pr6cis6ment sur 
hi = 0; par suite il existe c i ~  C - {0} tel que hi o f = cihdi et on obtient le 
point (ii). 

Pour obtenir le point (i) on se place en un point m 6 h 1(0) tel que h - l (0 )  

soit lisse en m e t  f (m); en choisissant des coordonn6es locales en m e t  h (m) on 
constate d' apr6s (ii) que le d6terminant Jacobien 

(0I/) hdl A = d6t k, O x j ]  est divisible par ; par suite �9 

( d ~  - 1) _< d~ = (d - 1)(n + 1) et l 'on obtient (i). [] 

Remarques 

1. C o m m e d  _> 2, on peut changer de h et supposer que c = 1. 

Bol. Soc. Bras. Mat., Vol. 31, No. 2, 2000 



HYPERSURFACES EXCEPTIONNELLES DES ENDOMORPHISMES DE CI?(n) 157 

. Lorsque le degr6 est maximal, d~ = n + 1, alors A = cstehd-1; en 

r6sulte d'apr6s le th6orbme de Bdzout que l 'application F : CI?(n) - H -+ 

CI?(n) - H est un revatement. 

2 Hypersurfaces invariantes de degr~s ___ 3 

Nous nous proposons d'dtablir dans ce paragraphe le: 

Th6or~me 1. 
n'es t  pas  lisse. 

Soit H une hypersurface exceptionnelle. Si d ~  >_ 3 alors H 

Preuve. Soient h une 6quation homog~ne rdduite de H et f un endomorphisme 

tel que h o f = hd; dire que H est lisse implique que le polyn6me homogOne h 
est ~ singularitdisol6e en 0, i.e. dimC{x0, . x n } / ( . . .  Oh . . . .  ~ . . . .  ) < e c .  

Consid6rons les champs de v e c t e u r s  X i j  - Oh 0 Oh 0 et d6rivons l 'identitd 
Oxj Oxi 8xi Oxi 

h o f = h d par X = Xij" 

r(o  ) o f  . X ( f k )  = 0 ,  (*) 

Oh o f ne s 'annulent Remarquant que la condition f -  t (0) = 0 implique que les 

simultan6ment qu'~ l 'origine on en d6duit que la relation (*) est triviale [T], i.e. 

il existe des polyn6mes homog~nes ake tels que 

Oh Oh 
( X ( f o ) , . .  X (f,,)) E a k e  ( 0 . . .  (**) . . . .  o f ,  0 .  - - -  o f ,  0 . . . )  

' ' OX~ " "  OXk 
~'~ ~meplace ~'ie"leP l a c e e  ' 

Si tous les X ( f D  sont nuls pour tout X 6 { . . . .  Xij  . . . .  } alors d h / x  dfk = O, 

k = 0 . . . . .  n, et par suite (f0 . . . . .  fn) s 'annule ailleurs qu 'en  0. Par suite un 
des X ( f ~ ) ,  pour un certain X, est non nul et l 'on a: 

d ~  = (d~ - 1) + (d - 1) 

Oh 
d ~ o f = (d~ - 1)d 

Oxe 

et d'apr6s (**) 

( d ~  + d - 1  > ( d ~  

Soit encore (d - 1) > (d~ - 1).  (d - 1) et puisque d > 2, d~ < 2. [] 
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3 L'argument de Fornaess-Narasimhan-Sibony 

l~nonce dans [F, S] en dimension deux, il se g6n6ralise sans effort ~ la dimension 
quelconque. I1 repose sur le: 

Th~orbme [D]. Soit H C CF(n)  une hypersurface; supposons qu'il  existe un 

2-plan ggngral CIP(2) ~ Cl?(n) tel que Ho = H A CI?(2) soit une courbe 

lisse ou gt croisements ordinaires. Alors re1 (C]P(n) - H, , )  = G est abglien. 

Plus prgcisgment si H = 0 Hi oft les Hi sont irrgductibles de degr~ di alors 
i=1 

G ----- Z~/(d l ,  . . .  , ds)Z. En particulier lorsque H est irrgductible G est f ini  

= Z / d ~  

Consid6rons le cas d'un endomorphisme F : CF(n) --+ Cl?(n) poss6dant une 
hypersurface exceptionnelle H de degr6 maximal n + 1. D' apr6s la remarque 2 
l'application F :  f2 = CI?(n) - H --+ f2 est un revatement fini ~ d n feuillets, et 
l 'on r6cup6re un morphisme injectif 

F*" sra (CF(n) - H, , )  

lorsque rq(CP(n)  - H, *) est fini, F* est ndcessairement bijectif ce qui n'est 
pas possible puisque F est non trivial. 

En particulier en dimension 2 o~ le degr6 maximal est 3, on obtien qu'une 
cubique lisse ou ~ singularit6 nodale ne peut atre exceptionnelle; le cas lisse 
peut bien stir se d6duire du thdor6me 1. Fornaess et Sibony montrent ensuite 
qu'une cubique irr6ductible F ~t singularit6 cuspidale ne peut ~tre exceptionnelle. 
L'argument est le suivant avec les notations pr6c6dentes; comme A est pr6cis6- 
ment h d-I (o?a h est l'6quation de F), on constate en choisissant des coordonn6es 
locales que la restriction de F ~t F a pour seul point critique le point cuspidal. En 
ddsingularisant le cusp on trouve un morphisme F ' :  CI?(1) -+ CF(I)  de degr6 
d = degr6 F avec un seul point critique, ce qui est impossible. 

Toujours dans [E S] les auteurs 6tablissent que l'union d'une quadrique et 
d'une droite ne peut ~tre courbe exceptionnelle. Nous le retrouverons comme 
cas particulier du paragraphe 4; ainsi en degr~s 3 seules trois droites peuvent 
atre exceptionnelles. Par exemple l'application (xd: yd: zd) poss~de 3 droites 
en position g6n6rale comme ensemble exceptionnel. Nous affirmons que trois 
droites concourantes ne peuvent ~tre exceptionnelles; c'est une cons6quence de 
la proposition suivante 6tablie dans [B, C, L]: 

Proposition 2. Soit A : C 2, 0 ~ C 2, 0 un germe d'application holomorphe 

Bol. Soe. Bras. Mat., Vol. 31, No. 2, 2000 



HYPERSURFACES EXCEPTIONNELLES DES ENDOMORPHISMES DE CF(n) 159 

sans dclatement. S'i l  existe des courbes Yi, i : 1, 2, 3 lisses et deux & deux 

transverses telles que A -x ( A (gi ) ) = gi alors H est un diff  domorphisme local. 

Ainsi dans notre cas si F :  CP(2) ~ CI?(2) poss~de 3 droites concour- 
antes comme ensemble exceptionnel alors le d6terminant jacobien A ne pourra 
s 'annuler sur ces 3 droites: on rdinvoque comme dans la proposition 1 le fait que 
A est divisible par h d-1. Finalement en dimension 2 les seules possibilit6s de 
courbes exceptionnelles sont 1 droite, 2 droites, 3 droites en position g6n6rale. 

4 Le cas des quadriques 

La d6monstration du th6orSme 1 ne s'applique pas en degr6 2. Toutefois c 'est  la 
m~me id6e qui nous permet d'obtenir le: 

Th~orbme 2. Une quadrique lisse H C CI?(n) ne peut  dtre exceptionnelle en 

dimension > 2. 

Preuve.  Soit f = (fo . . . . .  fn) ayant la quadratique H d'6quation h = xg + 
�9 +x~  comme hypersurface exceptionnelle; on va montrer que l'6galit6 h o f = 
f~  + . . .  + f2~ = (xg + . . .  § x2) d conduit ~t une contradiction, d = degr6 f .  On 

note O(n + 1, (2) le groupe lin6aire orthogonal complexe: 

O ( n + l , C ) = { g  c G f ( n + l , C ) , h o g = h }  

so (n + 1, C) son algSbre de Lie; elle s'identifie h l'alg~bre engendr6e par les 
champs lin6aires: 

0 0 
X i j  ~-  x j - -  - -  X i -  

Oxi Oxj 

que nous verrons soit comme ddrivations soit comme matrices. 
S i X  E so(n + 1, C) on a 

~-~. f,. �9 x ( f i )  = o. 
/=0 

(1) 

Comme toujours puisque (f0 . . . . .  f~) ddfinissent 0, la relation (1) produit une 
relation triviale i.e.: 

( x ( f o )  . . . . .  x ( f , , ) )  = 2_ ,  o~ij(o . . . . .  f j ,  o . . .  o , - f ~  . . . .  o) 
i < j  
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ot~ pour des raisons de degr6 les Olij sont des constantes bien d6finies. Si a (X) 
d6signe la matrice antisym6trique: 

On a 

(X( fo) , . . . ,  x (L ) )  = ( fo , . . . ,  L )a (x )  

soit encore apr~s transposition 

X ( f )  = - a ( X ) .  f (2) 

o/1 f dOsigne le vecteur colonne des ft. 
Visiblement 1' application X ~ a (X) d~finit un morphisme d' alg~bre de Lie 

0 :  so(n + 1, C) +--~. Nous affirmons que son noyau est trivial; en effet si 
a(X)  = 0 pour un X non nul alors X(fo)  . . . . .  X ( f , )  = 0 implique que 
dfo/x . . .  A df~ = 0, qui contredit f - 1  (0) = {0}. 

Apr~s int6gration de 1' 6quation diff6rentieUe (2) on obtient: 

f ( exp  tX)  = exp - to t (X)  �9 f; t c C (3) 

et par itdration 

H~(exp tX)  = exp (-1)'nta"~(X) . fro, V m ~ N, V t ~ C. (4) 

Par suite quitte ~ remplacer f par une puissance paire convenable fm o n  peut 

supposer que 

f (exp  t X ) = e x p  t a ( X ) . f ,  Vt E C  (5) 

et que ae s t  dans la composante neutre du groupe des automorphismes Aut so(n + 
1, C) de l'algabre so(n + 1, C); mais un tel automorphisme est int6rieur [B], i.e. 

il existe A c SO(n + 1, C) tel que: 

a ( X )  = A-1XA V X  

et par suite 

( A . f ) ( e x p t X ) = ( e x p t X ) ( A f ) ,  V t, V X (6) 

qui indique que l'endomorphisme A f  commute finalement aux 616merits du 
groupe SO(n + 1, C). D'apr&s [ES] A �9 f aun  hombre fini de points fixes (en 
fait (d '*+/ - l ) / (d  - 1)) ce qui est 6videmment contredit pal" (6). 
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