Quelques Propriétés sur les Algébres de Lie Lineairement
Compacte* o

ODINETE RENFE ABIB**

Soit A un corps et [, une algtbre de Lie topologique sur A.

DEFINITION 1. L est une algébre de Lie lineairement compacte (1.c) si les deux

conditions suivantes sont satisfaites:

1) L posséde une base de sous-espaces affines ouverts.

2) (Y A, # @ pour toute famille {4,} de sous-espaces affines fermés satis-
&

faisant la propriaté de Fintersaction finie.

DEFINITION 2. Soit L une algebre de Lie 1.c, soit # = {F}, —owc <i <
une famille des sous-espaces ouverts de L. Nous dirons que & est une fil-
tration de L si: v

B

a) F' o F'*! pour tout i
b UF =L, () F = {0).
¢} [F', F]= F*4 pour tout i et j.

ReMAROUE [1]. H existe un i, tel que F** = L, car dim(L/F) < co et | J F' = L;
a fortiori on peut considerer L = F~1.

ExeMPLE. Soit ¥ un espace vectoriel de dimension " finie et S(V¥) lalgebre
des series formelles sur. V*; alors D(V) = Der(S(V*)), I'ensemble des deri-
vations continues de S@; est une algebre de Lie sur A. La filtration & est
dounée de la fagon suivante:

F = {de D), dS) < mi*),
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ol m est 'ideal maximal de S(f}) et m' la #*™-puissance de m. La topologie
sur D(¥) est 1a topologie filtrée.

Soit A une sous-algebre de L,

DiA) ={Xed, [X,L]e A},
BHA) = {X e D}(4), [X, L] e Di{A4)],

pour tout h > 0.

DEFINITION 3.S0itA une sous-algebre ouverte de L; A est dite fondamentale
st elle ne contient aucun ideal de L sauf {0}.

ExempLEs. 1) Soit L Lc. et A une sous-algebre fondamentale. On verifie que
F = {Di A}, est une filtration de L. En plus st 0 est un ouvert de L contenant
zero, alors existe h, tel que Di° < O (1], pg 319).

2) Soit L 1.c. et A une sous-algebre ouverte de L. Considérons DfA = ﬂ DhA.
h

On a que [ = L/Df A contient une sous-aigebre fondamentale.

ProPOSITION L. Soit L une algébre de Lie l.c.; les conditions suivantes sonl
équivalentes:

a) L posséde une sous-algébre fondamentale;

b} L satisfait la propriété de la chaine decroissante dideaux fermés, c'est-d-dire,
toute chaine Iy = 1, o ... 2 I, o ... d'ideunx fermés est estationnaire (11

PrOPOSITION 2. Soit L lc. et A une sous-algébre fondamentale de L
a) Si I est un ideal de L et A — LI surjectif, alors I est de codimension finie.

b) Supposons que pour tout ideal I fermé de L ona A — L/l surjectif, alors A
est une sous-algébre ouverte maximale de L. :

DEMONSTRATION. a) La projection A — L/ étant surjective on a I + A = L;
en pius, d’aprés la proposition 1, L satisfait la -propriété de la chaine decrats-
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sante d'ideaux fermés. Le méme étant vraie pour L/1, la suite (DA + 1
est estationnaire. Mais comme / est un ideal ferme,

F={)(D{A + 1) = Died + 1
h

pour un cerfain h,. A fortiori, { est ouvert. )

b} Si A n'est pas maximale, existe une sous-algebre ouverte B, A = B = [,
et un ideal fermé /, {0} 21, Ic B Dov A+ I cBet A+]F L Cela
entraine la non-surjectivité de la projection 4 — L/f; donc A est maximal,
c.q.fd. .

LemME [1]. Seit L une algébre de Lie l.c. satisfaisant la propriété de la chaine
decroissante d’ideaux fermés. Il existe une suite d'ideaux Jermés [ = [ o
ILol,o .51, =10 arec

a) T/, est nbelien:

b)' Lo\ est non-abelien et il wexiste ideal Loy g J g 1) ferme,

ProOPOSITION 3. Soit [ une algébre de Lie l.c, I un ideal Jermé de I er 4 une
sous-algébre fondamentale de L. Il existe une suite d'ideaux Jermés de |
L=lgolio...of,={0avec/, = pouruni 0<i<h ou

a) I/L., est abelien;

h) I/ L, non-abelien et il wexiste ideal Logw J g i, fermé.
DEMONSTRATION. | &tant un ideal fermé, L/1 satisfait le lemme precedent. Un

raisonnement analogue a celui de Guillemin nous permet de conclure la
demonstration.
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