O Lema de Krasner Generalizado e Aplicagées*
G. G. BASTOS

§1. Introdugiio

Seja (K, ¢) um corpo valorizado, ie. um corpo K munido de uma valori-
zagio ¢. Lembramos que (K, ¢} & dito henseliano se toda extensdo algébrica
L{K possui uma unica valorizagio que prolonga ¢. A seguinte versdo do
lema de Krasner é bem conhecida e pode ser encontrada, por exemplo,em [3] F.

Lema (Krasner). Sejam (K, ¢) um corpo valorizado henseliano, Q@ um fecho
algébrico de K e w o unico prolongamemo de ¢ a Q. Dado ye €Y separdvel
sobre K, sefam

C(vy = {veQ|v é K-conjugado a v}

ev) = Min {o(v—v)| ve C(v)\ {v}].

Para todo xeQ tal que wix—y) < %—-s(_v) tem-se K(v) & K(x).

O objetivo do presente trabalho ¢ o estabelecimento da generalizagio do
lema de Krasmer para um corpo valorizado qualquer. Como aplicagdes,
daremos uma nova demonstragio do teorema do elemento primitivo e mos-
‘traremos que se (K, ¢) & henseliano e ¢ ¢ néo trivial entdio se L & uma extensio
separdvel finita de K tomando-se em L a topologia T,, definida pela tnica
valorizagio de L que estende ¢, o subconjunto 2 de L, constituido dos ele-
mentos primitivos de L| K ¢ aberto e denso em L relativameute a topologia T, .

*Recebido pela SBM em 22 de novembro de 1972
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52. O Lema de Krasner Generalizado

Sejam (K, ¢) um corpo valorizado, Q um fecho algébrico de K e ¥ o con-
junto das valorizagdes x de £, tais que t|K = ¢. Dado yeQ, » separivel
sobre K, denotaremos pot (v} o conjunto dos elementos de 2, que sio
K-conjugados a v.

LEMA (lema de Krasner generalizado) Seja v €€l um elemento separdpel
sobre K . Seja

eV) = Inf {glv—v)|xe ¥, Ve CONYL
Enido,

0 ely) > 0.

ity Para todo x e §, tal que y(x—v) < —;— -g(1), para toda y €V, tem-se K (v)

< Kix).

DIEMONSTRACAQ. i) Seja N o corpo de raizes do polindmio minimal de v so-
bre K. Entdo [N :K] < co e portanto o conjunto das valorizagdes de N
que prolongam ¢ & finito. Como C{y) € N e C(y) ¢ finito, segue-se que o
conjunto {x(y—¥)|xe¥, v eCohyl} ¢ também, finito. Logo,

&(v) = Min {x(v~¥) | xe ¥, v € CON¥}} > 0.

it Seja o: K(x,y) = Q uma K{x)}-imersio. Mostraremos que ¢ = idg sy -
Com efeito, seja yoe ¥ . Temos

Xolov=o0v) = Yolov—ox + x-V)
< Yoloy—0ax) + Yolx—¥)
=Yg o a{y—X) + YLolx - V)
=X {x = ¥) + Lolx— V),

pira certo X, €%, pois %, = Xgo 0o ¢ uma valorizagio de (1 Por hipotese,

1 1
temos que YoV —x) < Er-a(_v) e rix—-y} < 5 g{v). Logo, temos yolov—v)
< &(v). De acordo com a definigdo de ¢(v), segue-se que ov = V, pois v & C(v).
Como [K{x, v) : K{x)] = (nktmero de K{x}imersdes o: K(x,v) = Q) = 1, se-
gue-se que K(¥) € K{x,v) = K{x). C.QD.
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$3. Aplicagdes

Aplicagao 1. Seja 1, o corpo primo de caracteristica p > 0. Se L é uma exten-
sdo finita de #,, entdo L & um corpo finito. Nesse caso, € bem conhecido
que o grupo multiplicativo I*¥ = I3{0} é ciclico. Se v é um gerador desse
grupo, I*, tem-se trivialmente que L = K{y). Mais geralmente, s¢ K é um
corpo localmente finito (i.e. K é uma extensdo algébrica de n,) e L{ K é uma
extensio de grau finito, entdo L = K(v,,...,v,) para certos y,,..., v, el
e, tomando-se o corpo intermediiro L = TPy V) tem-se L = m{v),
para certo ve L. Logo, L = K& = K{v). '

Prorosicao 1. Seja K um corpo ndo localmente finito. Entdo pode-se definir
em K uma infinidade de valorizagdes duas a duas ndo equivalentes.

DEMONSTRACAO. Seja K, 0 corpo primo de K.

1.° Caso. K| K, & uma extensio algébrica. Entdo, K, é isomérfico a @. Como
existe em Q uma infinidade de valorizagbes duas a duas ndo eguivalentes
e K|Kg é uma extensdo algébrica, tomando-se os prolongamentos das valo-
rizagdes de 0, a proposi¢io fica provada neste caso.

29 Caso. KK, é uma extensdo transcendente. Seja 7 uma base de trans-
cendéncia de K|K,. Seja teT e K, = Ko(T#{t}). Como em K,[f] existe
uma infinidade de polindmios irredutiveis, segue-s¢, por um conhecido re-
sultado da teoria das valorizagdes (V. [2].-§4), que se pode definir em K{T)
uma infinidade de valorizagbes duas a duas n@o equivalentes. Como L|K{7)
€ uma extensio algébrica, a proposicio fica provada. C.Q.D.

Proposicao 2 (Teorema do elemento primitivo). Seja L | K uma extensio se-
pardvel de grau finito. Entdo L | K é uma extensdo simples.

DEMONSTRACAQ. Se K ¢é localmente finito a demonstragio ¢ trivial como
vimos acima. Suponhamos, entio, que K ndo ¢ localmente finito.

Sejam Q um fecho algébrico de K que contém L e y,,..., v, tais que L =
K{vi,..., v, Tomemos em K, m valorizagbes ¢',..., ¢™ duas a duas ndo
equivalentes. Seja ¥, o conjunto das valorizagdes de Q que prolongam ¢’
e sejam i ,..., ¥ as valorizagdes de L que prolongam y, para todo
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je{l,...,m}. Em particular as valorizagdes ¥} ,..., %" sdo duas a duas
nio equivalentes. Logo, aplicando o teorema de aproximacgdo em [, relati-
vamente as valorizagdes ¢! ,..., " obtemos yeL tal que

Mrm<%ﬂw

para todo je(l,...,m} e i€ {1,...,7;}, onde &(y) € escothido como no lema
de Krasner geuneralizado. Entdo,

1
ﬂ%m<7dﬂ

para todo € ;. Logo K(y)< K(y), para todo je{l,...,m} e portanto
L = K(y). C.Q.D.

Aplicagao 2. Sejam (K, ¢) um corpo valorizado henseliano ¢ L|K uma exten-
sdo separavel de grau finito. Denotemos ainda por ¢ o dnico prolongamento
de ¢ a L ¢ por T¢ a topologia definida em L por ¢. Seja # o conjunto dos
elementos primitivos de L|K. O teorema do elemento primitivo afirma que
& & ndo vazio. Mostraremos que & & aberto em L relativamente a 7, e que
se ¢ ndo ¢ a valorizagdo trivial (caso em que T, & a topologia: discreta), entdo
@ ¢ denso em L relativamente & topotogia T,.

PROPOSICAO 3. @ ¢ aberto em L relativamente 4 topologia T, .

DEMONSTRACAQ. Segue-se, imediatamente, do lema de Krasner generalizado
aplicado ao corpo valorizado henseliano (K, ¢). CQD.

PROPOSICAO 4. Se ¢ ndo ¢ a valorizagdo trivial, # ¢ denso emL, relativamente
a topologiaT,

DEMONSTRACAO. Sejam y, x€ L onde y € um elemento primitivo de L|K.
Pela proposigdo 1, existe uma valorizagdo i de K, tal que ¢ é ndo equivalente
a ¢. Sejam y, , ..., x, 0s prolongamentos de ¢ a L. Dado ¢ > 0, pelo teorema

da aproximag#o, existe um elemento ze L tal que

Bx-D<e e xfv-2) <o)
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para todo je {1,...,r}, onde &(y) é tomado como no lema de Krasner gene-
ralizado, Entdo, K{z) & K(y), ie. ze? ¢ ¢(x-z) < e C.QD.

Para outra aplicagio do lema de Krasner generalizado ver [1] g4.
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