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Nombre de rotation presque sdr des
endomorphismes du cercle affines par morceaux

Sylvain Crovisier

Résumé. Nous définissons le nombre de rotation presque sir de certains endomor-
phismes du cercle de degré un. C’est le nombre de rotation de presque tout point du
cercle. Nous I'étudions pour certaines applications affines par morceaux dilatantes.
Nous montrons que sa dépendance en les paramétres est hdldérienne pour tout exposant
0 < a < 1 mais n'est en général pas lipschitzienne. En particulier, 'ensemble des
parameétres pour lesquels le nombre de rotation presque sdr est irrationnel a une dimen-
sion de Hausdorff égale a 1.

Mots-clés: endomorphisme du cercle dilatant, nombre de rotation, mesure SRB.

Abstract. We define the almost sure rotation number for some degree one endomor-
phisms over the circle. It is the rotation number for almost any point of the circle. We
describe it for a particular family of expanding piecewise affine endomorphisms. We
show that its dependance on the parameters is Holder for any exposant© 1 but in
general not Lipschitz. In particular the set of parameters which give an irrational almost
sure rotation number has a Hausdorff dimension equal to 1.

Keywords: expanding endomorphism of the circle, rotation number, SRB measure.
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1 Introduction

1.1 Considérons le cercl&! = R/Z et le revétement : R — T2, Le relevé
aR d’un pointx € T! sera généralement noté

Un endomorphisme f est une application continue et de degré un envoyant
le cercle sur lui-méme: il existe un releyé: R — R qui est continu et vérifie:

n’of:forr,
Vi, fG+1D=fE)+1L
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2 SYLVAIN CROVISIER

En particulier, pour tout réeb, nous introduisons la translatiép : ¥ — ¥ +
qui est un relevé de la rotatiay) sur le cercle.

1.2 Pour un choix d’endomorphisme et d’'un releféle comportement en
rotation d’'un pointx du cercle est caractérisé par la suite

<&Gmn=@ﬁ%i>.

Nous introduisons les famillesf,,) = (r, o f) et(f,) = (7 o~f~) dans le but
de comprendre le comportement asymptotique de la §Hjt€f,,, x)),, pour un
parameétren et un pointx génériques.

1.3 Dans le cas otf est un difffomorphisme, nous rappelons que la suite
(E.(f, x)), converge vers le nombre de rotatieqf) de f, qui ne dépend pas de

x. M. Herman a montré d’une part (voir [H77]) quefsest générique, le nombre

de rotation def,, est rationnel pour tout parameéteappartenant a un ouvert
dense d& et d’autre part (voir [H79]) que st est de class€?, I'ensemble des
paramétres pour lesquelg ( f,,) estirrationnel est un sous-ensemble de mesure
de Lebesgue strictement positive (voir aussi [Ar]). Plusieurs améliorations ont
été apportées depuis (voB§8, T92, G93, GB)).

1.4 Nous nous intéressons dorénavant au cag est un endomorphisme non-
inversible. La suitéE,(f, x)), he converge pas toujours et nous noto(sg, x)
ses valeurs d’'adhérence. La réunion

R = n(f. 0

xeT?

estl'ensemble de rotatiorde f (v0|r [NPT]). D'aprés [CGT], c’estunintervalle
compact que nous noterofs™ (f) ,o+(f)] Les fonctionsw — p (fa,) et

o — pt(f,) sont continues et croissantes. &wiatek a montré (voir$89))

pour certaines classes d’endomorphismes bimodaux du cercle et en particulier
pour la famille d’Arnol'd

1
X X+asin2rx) + w, <a > —)
2

que pour un ensemble des parametrede mesure de Lebesgue strictement
positive, o~ (f,,) etp™(f,) sont rationnels.
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NOMBRE DE ROTATION PRESQUE SUR 3

1.5 Dupointde vue de la théorie ergodique, I'intervalle de rotation ne contient
pas toute I'information: supposons par exemple gueimette une mesure SRB

ou plus particulierement, qug posseéde une mesuge ergodique invariante
absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue avec un exposant
de Lyapounov strictement positif et dont le support®sentier. Dans ce cas

(voir [Le]) cette mesure est unique et Lebesgue-presque tout paint? est

générique pour :
1 n—1
- D S = M
k=0

ou s, estla mesure de Dirac en En particulier, la suitéE, (f, x)), converge
vers un uniqgue nombrgy € R(f), égal a

,002/ (f = 1d) d.
[0,1]

Nous I'appelleronsiombre de rotation presque sdrou “physique” def.
Par analogie avec les travaux cités ci-dessus, nous nous intéressons a des arcs
d’endomorphismes de la forme

fw = Fw ° f
vérifiant la propriété suivante:

Pour un sous-ensemble tkede mesure de Lebesgue strictement
positive,R2, les applicationsf,, avecw € Q2 possédent une mesure

(P) . ergodique invariante absolument continue par rapport a la
mesure de Lebesgue, supportée par le céRélentier et avec un
exposant de Lyapounov strictement positif.

Le probléme qui apparait naturellement est de comprendre I'application qui a
w € Q associe le nombre de rotation presquegi®) de f,. Plus précisément:

1. Quelle est la régularité de I'application— po( f,,)?

2. Le nombre de rotation presque st f,,) est-il irrationnel pour un sous-
ensemble de paramétr®s C 2 de mesure strictement positive?

1.6 Graceauthéoreme de Jakobson eta ses généralisations (voir [J, T93, WY)),
on peut montrer que I'hypothése (P) est satisfaite par des classes d’endomor-
phismes assez larges et en particulier par la famille d’Arnol'd. Cependant, la

mesure absolument continue est construite de fagon indirecte comme mesure
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4 SYLVAIN CROVISIER

invariante d’une application induite dilatante. Pour simplifier notre étude nous
nous limitons aux applications dilatantes et plus précisement a la classe des
applications affines par morceaux:

Pourx > 1 etw € R on définit /; ,, vérifiant:

14+ A

1. Pourx e [O, —_—
2\

[, fro(®) = Ax + 0.

1-A ~
2. Pourx € [7, 0|:, fk,w(-x) = -\ +o.

3. Pourtoutr € R, fi.o(x +1) = fro(x) + 1.

Les points’y = O etc, =
(voir figure 1).

;; jouent maintenant le réle desints critiques

\'1/ Co CO COI+1 2

Figure 1: Graphe de l'applicatioh— f;_,(%).

Remarquons que I'étude d’applications affines par morceaux sur le cercle
et de leur nombre de rotation a déja été menée par M. Herman ainsi que par
E. Ghys et V. Sergiescu (voir [H79, GhS]) mais dans le cas d’homéomorphismes
uniqguement. On sait également que tout endomorphisme bimodal du cercle est
semi-conjugué a I'une des applicatiofis,, (voir [MT, ALM]).
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NOMBRE DE ROTATION PRESQUE SUR 5

1.7 Il estfacile de montrer (lemme 1) que pour taut 3, les familleS f;. )
satisfont I'hypothése (P) aveie = R.

Notre résultat principal décrit la régularité des applications- po( f..,):

Théoreme 1. Les applicationsw +— po(ﬂ,w), A > 3, sont holdériennes
d'exposante pour tout0 < o < 1. Plus précisément, elles admettent un
module de continuit€.w| log(w)|.

On en déduit le corollaire suivant:

Corollaire 1.  Pouri > 3, 'ensemble des paramétrespour lesquelsq( f;. )
est irrationnel est un ensemble de dimension de Hausdorff éghale a

Nous montrons par ailleurs que les exposantiu théoréme 1.7 sont opti-
maux puisqu’il existe une pente > 3 pour laquellew +— po(f;“w) n'est pas
lipschitzienne.

1.8 Nous montrerons ailleurs avec des techniques différentes que I'ensemble
des parametreg., w) pour lesquelsog(fi. ) est irrationnel est de mesure de

Lebesgue dan&? strictement positive et que les applicatians> po( f, .,) ne
sont généralement pas absolument continues (voir aussi [Cr]).

1.9 Nous obtenons les propriétés de régularité du nombre de rotation presque
sdr en étudiant la dépendance de la mesure absolument contiparerapport
aux parametres. La mesykese met sous la forme

w=hm,

oum est la mesure de Haar du cerclé:aine fonction positive dé&*(T?). On

sait que I'on peut obtenir comme point fixe de I'opérateur de Perron-Frobenius

L surLY(T?Y). Pour obtenir de bonnes proprités gyion cherche usuellement &
montrer une propriété de trou spectral pour 'opérateur qui isole la valeur propre
1. C'est la raison pour laguelle on se place en général sur un espace fonctionnel
plus petit, stable par I'opérateur, par exemple I'espace des fonctions a variation
bornée, B(T?).

Remarquons que dans le cas d’'un systéme dynamique donné par une appli-
cation affine par morceaug, I'opérateur stabilise un espace plus petit qui est
moralement I'espace des fonctions constantes par morceaux a discontinuités le
long de I'ensemble post-critique. C’est du moins ce que I'on observe si I'on
travaille avec une application markovienne. Dans ce cas, I'espace associé est de
dimension finie. On observe également que I'opérateur n’est pas contifiu en
pour la norme de BYT?). R

Ces deux remargues nous conduisent a considérer un opgtageuagit sur
un “espace symboliquef (). L'espaceE (u), cette fois, ne dépend plus dest
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6 SYLVAIN CROVISIER

s’envoie dans BYT?) selon une application Les application§ eti dépendent
de f mais on a gagné des propriétés de continuité. Cette idée d’introduire un tel
espace est inspirée de l'article de Tsujii [T00]. _

Nous introduisons I'espacg(u) et I'opérateurl en section 3. En section 4,
nous étudions les mesures absolument continues invariantes et montrons qu’elles
dépendent continliment des parametres. Nous améliorons ce résultat et prouvons
les régularités holdériennes en section 5. Nous montrons que le nombre de
rotation presque sdr n’est en général pas lipschitzien en section 5.3.

2 Préliminaires

2.1 Convention: I'ordre sur le cercle

Nous ferons quelques abus de notation:

» Six, y sont deux points du cercle, il existe toujours des relévésy tels
guex < y < x + 1. On noterdx, y] l'intervalle du cercler ([x, ¥]) qui
ne dépend pas du choix des relevés.

» Sideux points du cercle, y possédent des relevésy aR contenus dans
un méme intervallgco, cl, 1co, ¢ol, [Cg, co+ 1[, oulcy, ¢y + 1], on notera
x < ylorsquex < y. La encore, cette relation ne dépend pas du choix
des relevés.

Si I estun intervalle du cercle ou @& nous noteron§l | pour sa longueur.

2.2 Unicité de la mesureu

Les applications affines par morceaux dilatantes sont bien connues en théorie

ergodique puisque I'on sait ([LaY]) qu’elles admettent des mesures absolument

continues invariantes ergodiques dont le support est une union finie d'intervalles

(voir [Le, T93]) et dont I'union des bassins est de mesure de Lebesgue totale.
Dans le cas de la famillef; ,,), on obtient:

Lemme 1. Pour A > 2, les applicationsf; , possédent une unique mesure
absolument continue.
Pourx > 3, la famille ( f; ,,) vérifie la propriété (P) ave€ = R.

Démonstration. Lorsque la pent est strictement plus grande que 2, on re-
marque que pour tout sous-intervalle- T non trivial, | f; ,(I)| > |I| sauf si/
contient les deux points critiqued.yla donc exactement une mesure de prob-
abilité invariante et absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue.
Lorsque la pente est strictement plus grande que 3, la relgiQi(/)| > ||
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NOMBRE DE ROTATION PRESQUE SUR 7

est vérifiée pour tout sous-intervalle non trivial et le support de la mesuf# est
tout entier. Le caa = 3 résulte de 'exemple 1 suivant. O

2.3 Exemples
1. Pourh =2n + 1avem € N\ {0}, ona

~ A+1 r+1 ~
f)»,a)( )= +o=n+1+w=f,0+n+1

2), 2
On remarque ainsi que la mesure de Haar du cercle est invariante. On en
déduit
~ A2—-1

et po( fo.0) — w €St constante em.

2. La figure 2 représente le graphe ggepour A = 3.5. On a représenté
également I'intervalle de rotation

R(frw) =05, P11

Remarque 2.1. Il est facile de voir sur un exemple guen’est pas croissante:
I'application f; ,, est markovienne lorsqueest entier et» de la formemi™",
oun etm sont des entiers. C’est le cas par exemple posr 4 etw = ;—g La
mesureu est constante sur chaque intervalle de la partition du cercle

Co<Ch<ci<cp=cz3=cy<cy<cy<co.

La densité de. par rapport a la mesure de Lebesgue sur chaque intervalle est
constante et respectivement égale a:

2571442
666 3 3 3
Le nombre de rotation se calcule facilement et est éé%.é
Pourew = £ la partition est
CO<Ca=C5<C1<C3=C3<CH<C2<Cy<Cy<cCo
et la densité associée est
rt15s3s111
32°8 8 32328 8 32
Le nombre de rotation est cette fai.

Bull Braz Math Soc, Vol. 33, No. 1, 2002
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| DN

0 1

Figure 2: Courbes de rotatiqiT, po, €tp™ pour la pente. = 3.5.

3 Lespace symbolique
3.1 Définition de I'espace symbolique

3.1.1 Sih estune application du cerclé a valeurs réelles et si
T* = [xo, x2[U[x1, x2[U - - - U [x,_1, X[, (x, = X0)

est une partition du cercle, la variation deselon la subdivision(x;) est la
guantité:
r—1

Vh, (x)) =) h(xis1) — h(x)].

i=0
La variation der est alorsV (h) = sup,,, V(h, (x;)). Lesapplications a vari-

ation bornéedu cercle sont les applications T* — R continues a droite et &
variationV (k) finie. On définit la norme

IAlley = V(1) + [Ih]le

Bull Braz Math Soc, Vol. 33, No. 1, 2002
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qui fait de 'ensemble de applications a variation bornégBY un espace de
Banach.

3.1.2 Pourchaque applicatiofy ,,, nous noteron&, ), et(c),),cn les orbites
critiques et nous dirons que I'applicatiofy , posséde uneollision d’ordre
n > 1siles ensembleg:,, c,} et{co, cy} S'intersectent.

Pour la suite, on fixe une constante<ln < % NotonsE1(u) le sous-espace

deC x CY' x CN" formé des élément@, (s,), (s)) tels que

v, (), ) = [vl + Y (Isal + sy hu" < oo.

n>1

Ceci définit une norme sut;(#) qui en fait un espace de Banachespace
symbolique E (1) est le noyau dang(«) de la forme linéaire

(v, (), (53)) > > (80 + 5.

n>1

Less, ets/, seront les sauts des discontinuités qui apparaissentete, .

3.1.3 Nous faisons maintenant I'hypothése que
Vi > 1, ¢y, ¢, & {co, ch)- (3.1)

On pose pour toui > 1

[l, Si co < ¢, < ¢y,

Nn = .,
-1, sicy<c, <co.

pour I'ordre cyclique. On définira de fagon analogue les symh@lgsassociés
a l'orbite decy,.
3.1.4 On associe alors @, (s,), (s/)) € E(u) la fonction

[0, 1[—C
X v —i—/ Z(snécn + 5;180;1), (3.2)
[0,x[

n>1
oué, désigne la mesure de Dirac.enElle définit par périodicité une application
i(v, (s,), (s))) € BV(T?!) de norme majorée par
i, (), sy ey < [0]+2 ) (Isal + Iy ).

n>1

Eti : E(u) — BV(T?) est continue. Sa norme est inférieure a 2.

Bull Braz Math Soc, Vol. 33, No. 1, 2002
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Remarque 3.1. Quitte & quotienter par les fonctions constantes(BY est
isomorphe a I'espace des mesures de Radon réell€B'suC’est en fait ce
dernier espace qui apparait dans la formule (3.2).

3.1.5 Engénéral n'est pas injective, cependant:

Proposition 1. Silesc, etc/,,n, n’ > 1sontdeux a deux distincts, I'application
i estinjective.

Démonstration. On retrouve(v, (s,), (s;)) a partir deh = i(v, (s,), (s,)) en
posant

v=h(co), s,=Ilimh—Ilimh, ets =Ilimh—Ilimh. O

(cn)* (cn)™ (et (e)™

3.1.6 Dans le cas général ou I'on ne suppose pas que la propriété (3.1) est
satisfaite, nous considérons cette fois plusieurs applicatiosrsquec, €

{co, cp} (resp.c], € {co, cp}), on doit choisiry, € {—1, 1} (resp.n,, € {—1,1})

pour définir ensuite

i ), D@ =v+ Y s+ Y s (33
co=cp<x co=<c)<x
(cn#co) OU (7, =1) (C,/ﬁéCO) ou (n,’1=1)

Autrement dit, on obtient(v, (s,), (s,))(x) a partir dei(v, (s,), (s,))(co) €n
ajoutant les sauts situés entreet x et on pense a comme étant la “valeur
symbolique” deh encg. La définition (3.3) coincide avec la définition (3.2)
lorsque I'hypothese (3.1) est vérifiée.

3.1.7 On définit également l'intégrale
1(v, (s2), (5,)) = le i(v, (sn), (5,)) dm

et pour toutr € T?, les évaluations
ex (v, (s), (5,)) = lim i (v, (s,), (s,)),
X

el (v, (sa), (5,)) = ILT (v, (sn), (5,)),

qui sont des formes linéaires continues B\#).

Bull Braz Math Soc, Vol. 33, No. 1, 2002
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Remarque 3.2. Il pourraitsembler plus naturel de représenter symboliquement
les fonctions par un triplet/, (s,), (s,)), ou I est l'intégrale de la fonction et
(sn) et (s,) les sauts. Pour expliciter I'opérateur de Perron-Frobenius, il sera
cependant plus simple de travailler avec les trip{etss,), (s;)).

3.2 Lopérateur de Perron-Frobenius symbolique

3.2.1 Nous rappelons que 'opérateur de Perron-Frobefissr L1(T?!) asso-
cie atouth e LY(TY) la fonctionL.h € LY(T?), définie par:

h(y)
L.h(x) = Z .
/& DO

3.2.2 Nous supposerons a nouveau que I'hypothése (3.1) est satisfaite. On peut
considérer la forme linéaire

e, (0, (5n), () = v+ Y _sut Y s (3.4)

=1 n,=1

+ _
ST
‘0

v = ey (v, (51), ().
A chaque(v, (s,), (s,)) € E(u) on associe,

L, (52), () = (w, (), (1))

On remarque que,, = e ¢, eton notera parfois

tel que
2v , =2V
ri= o ry = T (3.5)
Fpgl = n"S”, Fhol = %, pourn > 1, (3.6)
A A
B e, (v, (sa), (5,))
w= Y e (3.7)
F(=co

Notons que I'on aurait pu tout aussi bien utiliggfrdans I'expression de car
du fait de I'hypothése (3.1}, = e} lorsquef (y) = co.
L'opérateur de Perron-Frobenius symboli(ﬁjest continu Suk (u) et vérifie

iol=~Loi. (3.8)

Il préserve donc la formé.

Bull Braz Math Soc, Vol. 33, No. 1, 2002
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3.2.3 Dans le cas ou la propriété (3.1) n’est plus satisfaite, nous considérerons
plusieurs opérateurs: apres avoir chdigi) et (y,) comme en sections 3.1.3
et 3.1.6, nous définissons I'applicatiorcomme en 3.1.4 et 3.1.6 et la forme
linéairee,, par la formule (3.4). La “valeur symbolique” deen c; est alors
v = e (v, (sn), (53))-

Les expressions deg etr,, n > 1 sont inchangées (formules (3.5) et (3.6)).
Il reste a défininv dans I'expression (3.7): nous calculags(w, (7,,), (7,)):

] , ) |
iy, ). () = Y R e T B )
AL f(=co

co<y=cg cp<y=co

On pose ensuite

w=e (), G+ Y Tt YT

cp=Co

/
C,, =C|
Np= 1 n 0

n,=—1

Dans ce cas encore, I’opérateﬁrest continu et vérifie (3.8). Il généralise la
définition donnée en 3.2.2.

3.2.4 Ayant fixé un choix de suiteé,) et (n,), nous utiliserons parfois la
norme équivalente sut (u):

(v, (s), D" = 2(Jv] + [V']) + Z(|Sn| + Is, Du".

n>1

Remarques 3.3.
1. Larelation (3.8) montre que le noyau idest préservé par I’opérateﬁr

2. Les ccefficients qui apparaissent dans I'écriturefdsont tous dans
%.Z. Si I'on écrit quel est préservée pdr, w s'exprime également sous
la forme

w— / i, (), (1)) A — / i(0, (5,). (s1)) dim.
T! T?

3. A des choix différents de symbol€s,), (n,) sont associés différentes
applications et différents opérateurs. Cependant, nous verrons (lemme
6) que certains de ces choix sont meilleurs que d’autres.

Bull Braz Math Soc, Vol. 33, No. 1, 2002
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4 Les mesures invariantes

4.1 EXxistence

Dans cette section on considére une applicatipfespace symbolique associé,
E(u), un choix d’application : E(u) — BV(T?) et un opérateur de Perron-
Frobenius symboliquel, sur E(x). On montre une propriété de trou spectral
pour L. On utilisera la notation™ = —inf(k, 0) eth™ = sup(k, 0) pour toute
fonctions : T* — R.

Lemme 2. Le rayon spectral de I’opératelﬁ en restriction au noyau deest
strictement inférieur &.

Démonstration. En posantw, (r,), (r))) = E(v, (s), (s7)), on obtient pour
toutn > 1,

g 20 2
ri| = —, ry| = s
S 1=
Wl 7]
Irntal = Ts |r”+1| = Tn
D’ou
lv| + Ivl u
D Al + Irphu” < —Z(|sn|+|s Du" 4+ 2—=—— < ~[|(v, (s), ().
n>1 n>1 A

Par hypothese, pour tout vectgur, (s,), (s;)) dans le noyau dé pour tout
y € T ) (v, (s4), (s))) = € (v, (s0), (5)) = '0 donc

an—i-Zs;:O.

cp=y c;, =y

Enco (resp.cg), on a donc

_ p=¢o — Cn =co
Nn= 77;,:_1 = nn:
’ /
(resp E rn, + E rh=w=— E ry — E r)
cn=cy cp=cg cn=cg e =cg
7711—1 17, =1 77*_1 7),/1:—

Bull Braz Math Soc, Vol. 33, No. 1, 2002
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Par conséquent,

20wl + [w') = Y (Iral + 1) = 1. G5 6

n>1

On en déduit donc

/ /! 2u / /
I (w, (ra), DI < Tll(v, ($n), (s, )"

On conclut grace a l'inégalité2< A. O

Proposition 2. Le spectre dé& contientl comme valeur propre simple isolée.
Le reste du spectre est contenu dans un disque cenfiéemayon strictement
inférieur a un.

Démonstration.

» Soit P la projection deE (1) dans lui méme définie par:
:P(U9 (sn)’ (S;l)) = (Uv (S]_, O’ e )’ (Si, O’ e ))

P oL estun opérateur de rang fini Bt— P o L a une norme majorée
par; < 1. On sait alors (voir [DS] lemme VI11.8.2) que le spectrelde
hors du disqueD (0, ) est constitueé d’'un nombre fini de valeurs propres
de multiplicité finie.

« D’autre part, a tout vecteur prop(e, (s,), (s,)) associé a une valeur pro-
prev pourL correspond une fonctiol = i (v, (s,), (s),)).
Sih est non nulle, c’est donc un vecteur propre pbute valeur propre.

Puisquel a une norme égala 1 surl.', on en déduit quéy| est inférieur
ou égala l.

Sih est nulle, le lemme 2 entraine qlig < 1. L’opérateurf a donc un
rayon spectral inférieur ou égal a 1.

e La suite (ﬁn) = (% D 0<k<n—1 55"(1, (0), (0))) ne peut tendre vers O
puisque la valeur le long de la suite de la forme linédiest constante,
égale a 1. Or la sommE,(u) des espaces propres associés aux valeurs
propres de module 1 est de dimension finie. La stie doit donc avoir
des valeurs d’adhérence dafis(u). Toute valeur d’adhérence est en fait

un point fixe de. DoncL posséde la valeur propre 1.
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» La valeur propre 1 est une valeur propre simple: on commence par re-
marquer qu'il N’y a pas dans B!) plus d’une fonction réelle positive
d’intégrale égale a 1, fixe par. En effet, nous avons vu en section 2.2
que f posséde au plus une mesure de probabilité invariante, absolument
continue par rapport a la mesure de Lebesgue. Lopéréteiant posi-
tif, tout point fixe » se décompose en fonctions positives fixes/HRe,
Re(h)~, Im(h)*, Im(h)~ qui doivent étre multiples les unes des autres.

Notonsiglafonction réelle positive d’'intégrale égale a 1ﬁ$jossédait un
espace caracteéristique associé a la valeur propre 1 de dimension strictement
supérieure a 1, il existerait une fonctigrelle quel(g) — g = ho. Ceci

est impossible puisqu& préserve l'intégrale. Ceci montre que I'espace
caracteristique associé a la valeur propre 1 goast de dimension un. Il

en est de méme podr grace au lemme 2.

* |l reste a voir que@ n'a pas d’autre valeur propre de module 1. D’aprés
le lemme 2, il suffit de le voir pouf.. Mais c’est un résultat classique
(voir [Sc] section V.4) dans ce cadre de voir que le spectre périphérique (i.e.
contenu dans le cercle unité) est un sous-groupe fifil*degui est trivial
lorsque la dynamique est topologiquement mélangeante. (La section 2.2
montre que c’est le cas lorsque> 4.) O

Remarques 4.1.

1. Au passage, nous avons redémontré I'existence de la mesure de probabil-
ité invariante absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue.
D’aprés la section 2.2, elle est ergodique et son suppoft’est

2. Considérons un opérateur de Perron—Frobelﬁlﬂ@) et son point
fixe normalisé(v(0), (s,(0)), (s,(0))). La proposition 2 entraine que
3(0)”.(1, 0, 0) converge a vitesse exponentielle vers le point fixe: il existe
0 <t < letC > Otels que tout opérateur de Perron-Frobédiysoche
de L (0), ayant un point fixe normalis@, (s,), (s,)),

IL¥.(1,0,0) — (v, (s.), (L)l < C*.

4.2 Continuité

La proposition suivante exprime que le graphé:\dmt fermé.

Proposition 3. Pour la norme des opérateurs, I'ensemble des opérateurs de
Perron-Frobenius symboliques associés a une applicafiast compact. Sa
dépendance erf est semi-continue supérieurement: (gi(/)) est une suite
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16 SYLVAIN CROVISIER

d’'applications convergeant verg et £(/) une suite d'opérateurs de Perron-
Frobenius associés, il existe une sous-suite qui converge vers un opérateur de
Perron-FrobeniusC de f.

Démonstration. La convergence uniforme dg (I)) vers f est équivalente a
la convergence dans I'espace des paramétres de la suite asgb@igey(/))
vers(i, o).

Considérons I'ensembl&(A, ) des triplets(x, w, (1,), (1)) tels quer et
w appartiennent a des ensembles compaat$ 2 contenus dank, +oo[ etR
respectivement et tels que,) et (1), appartennant &1, +1}"" muni de la
topologie produit, soient des suites de symboles admissibles pour I'application
fm. L'ensembleP(A, ) est compact et 'application qui@, w, (1,), (1,)) €
P(A, Q) associe I’opératetff est continue. O

Corollaire 2. Pour la topologie vague, la mesure de probabilité invariante
absolument continue par rapport a la mesure de Lebeggue h.m dépend
continment def. Plus précisément, la densitédépend continlment dg
dans chaques espaée, 1 < p < oo.

Démonstration. Soit(f(/)) une suite d’applications tendant vefs(.. (1)) =
(h(l).m) la suite des mesures correspondantgs(ét, L (1)) un choix d’opéra-
teurs de Perron-Frobenius symboliques. On 1bt®) les formes d'intégration
associées (voir 3.1.7). Quitte a extraire, on peut supposefLge— L et
I(l) — 1. La proposition 2 montre que si les triplgts(/), (s,(/)). (s, (1)) et
(v, (sn), (s,)) normalisés paf (/) et I sont les vecteurs propres @E{l) etl
associés a la valeur propre 1, on a:

(@), (s, (D), (5,(D)) = (v, (s0), (5))-
Les coefficients, (/) ets, (/) vérifient des relations
2lv(D)]
)\'n
2 (D)

"D = .
5,01 = =,

s, ()] =

9

Il existe donc des constant€s> 0 et Ao > 1 telles que pour toukz > 1 et
tout /,

, C
sn (DI, 15, (D] < —-
)“0
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Fixons un entierN > 1. Si [ est assez grandpi(l),---,nn() et
n (D), ---, ny () coincident aveqy, - - - , ny €tny, - - - , 1), respectivement. On
en déduit

N
/ h—h@)]dm < v —vD]+ Y _(Isul dcn, ca@)) + Isy] d(c), ¢, (1))

n=1

N
+ > (sn = saDl + 15, — 5, +

pr A (o — 1)

qui tend vers 0 lorsqud et! tendent vers-co. Par conséquerit(/)) converge
versh dansL!. On procéde de méme dans chaduiel < p < cc. O

Remarques 4.2.

1. Bien s{r, la continuité est fausse €11f ou BV.

2. On pourrait envisager d'adapter cette démonstration aux applications
affines par morceaux finalement dilatantes ayant un nombre fixé de points
critiques. Ce résultat était déja connu dédgvoir [Ga]). La démonstra-
tion utilisait les méthodes de V. Baladi et L.-S. Young [BY].

5 Reégularité depg

5.1 Quelques estimées

5.1.1 Vitesses des orbites critiques
Lemme 3. Pour touth > 3 etw, pour toutn > 1,

A2l ) d ,| A—1
—————— = |Gl || =
r—1 dw dw r—1
Démonstration. |l suffit de remarquer que
3 3,
—cg, —ch=0
aa)co aa)co
puis pourm > 0,
a ad
— — A= =1,
‘|awcn+l| | awcn|
O
) a
‘|£C:1+1| - |)~%C;| =1
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5.1.2 Contrble de la densité

Lemme 4. Fixons un choix de pgramét(e, w) et de symboles admissibles,) et (17),).
Si(v, (sn), (s;,)) estle point fixe d& normalisé parl, et siv' = e, (v, (sn), (s,)), alors

3
——-< < I
1 ;= v, v 1+)\ 3

Démonstration. Puisque le point fixév, (s,), (s;)) est obtenu comme limite de la suite
(Lk(1,0,0)), il appartient & x RN x RN". On rappelle les relations suivantes:

2[v|

lsn| = G
;2|

il ==

On a par définition decé et deF (u)
Vov= Tt == L a- Ty
=1 = n=-1 n,=—1
donc

| < vl + Iv’l.

— (5.1)

v -

Ceci implique que» etv’ sont de méme signe. Puisqle, (s,), (s;)) = 1, v etv’ sont
positifs. On pose done™ = min(v, v") etv™ = max(v, v). On écrit (5.1) sous la forme:

1—g vt <vT <™. (5.2)
X <v =

Sil'on poseh = i(v, (sn), (s,,)), On obtient

_ lv| + V|
2max(h) —v7) = ) (sal +Is; ) < 25—
n>1
Par conséquent, utilisant m@y > 1,
o
1 <maxh) < L (5.3)

-2

Puisquel (v, (s,), (s;,)) = 1, il existe un point en lequél prend une valeur majorée par
1. On en déduit
vt + ™

" 7 =2 = Y (sl + sy = 2

n>1
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Ceci implique avec (5.2),

1 r—1
21— St <ot T<2——.
( )\)v <v'+v =< T3

Ceci implique avec (5.3) le résultat cherché. O

5.1.3 Estimée de convergence

Nous améliorons la proposition 2 en donnant une borne grossiére mais explicite sur le trou
spectral. Elle n’est d'ailleurs utile gu’avec de grandes valeurs de

Lemme5. Silonsupposé > 3etl < u < min (2, ’—;) le spectre dé& non périphérique
est contenu dans le disque(D, £).

Démonstration. Notons Eg(u) le noyau del dansk (u). Puisquel préserveEq(u)

et que les points fixes non nuls dene sont pas danBo(«), il suffit d’estimer le rayon

spectral del en restriction &g (u). R

o NotonssS = (v, (sn), (s;,)) un élément de&o(u) et R = (w, (r,), (r;,)) SON image pakt.
na:

-l + Iy hu" = 1. ) DI

n>1

Si w etw’ sont de signes contraires,

201wl + [w') < D (ral + IryD).

n>1

Sinon, on peut les supposer tout deux positifs. Puidqu = 0, il existe au moins un
point du cercle pour lequél = i (R) prend une valeur négative. Par conséquent,

i+ [w'| <D (ral + 7).

n>1

On obtient dans tous les cas:

2
I(w, (), I < %Il(v, (sn)s (I

On utilise ensuiter < 2. [l

5.2 Régularité Holder depg

Il'y a des choix pouﬁ qui sont meilleurs que d’autres:
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Lemme 6. ASoientxAz 3etwy € R. Il existe des opérateurs de Perron-Frobenius
symboliquesb(a)ar) etL(wy) pour f 4, tels que

« Pour toute suite croissanté»(/)) convergeant versy et toute suite d’opérateurs
L (1) associés &, o), L) — L(wg).

« Pour toute suite décroissante (1)) convergeant versy et toute suite d'opérateurs
L(l) associés & o), L) — L(wg).

Démonstration. D’aprés le lemme 3 et par récurrence, nous remarquons que pour tout
n > 1, les paramétres pour lesqueldc,, c,} et {co, ¢y} S'intersectent est un ensemble

discret. Il suit que pouw (l) # wo suffisamment proche dey, Cn etc), ne sont pas dans
{co, cp}. Par conséquent, les limites a droite et a gaucmoedeL existent et définissent
les opérateurs de Perron-Frobenius symbohql(as wg) etL(A wg) O

Comme précédemment, nous notdn(g, ) la densité de I'applicatiory; . Nous
améliorons le corollaire 2:

Proposition 4. Pourtoute pentg > 3,toutl < p < ocoettoutd < a < 1, 'application
o — h(f.,) avaleursdand.” est hdldérienne d’exposaamt Plus précisément elle admet
un module de continuit® — Cow|log(w)|, C > 0.

Démonstration. La proposition 2 et la remarque 4.1.2 entrainent par compacité
I'existence de constantesft < 1 etC > 0 telles que pour toub,

IZ* (1, 01).(L,0,0) — (v, (s0), (), 0 < C¥.

(On a une estimée analoguee@n.) R
Reprenons la démonstration du corollaire 2: on approche les denpié L*.(1, 0, 0),
on poselX.(1, 0, 0) = (v(k), (s4(k)), (s, (k))) eth; = L*.1. Nous obtenons

/ h(@1) — h(@2)] < / g (@1) — he(@2)] + 4CT,

On remarque toujours grace au lemme 3 que l'intervialig w>[ est partitionné en un
nombre fini d'intervalle$w (i), @ (i + 1)[ sur les intérieurs desquels il N’y a pas de collision

d’ordre inférieur & (voir la section 3.1.2). Il est alors facile de voir qﬁé(w).(l, 0,0) ne
dépend pas de €]w(i), @(i + 1)[. On en déduit pour chaque

k

d a
/ lhk (@ (i) — hi(w (i + )| < Z (|5n(k)||£cn| + IS;(k)Ilﬁd,I) lw(@) —w@@ + 1.

n=1

puis

k
C d 0
/|h(w1) he2)l <Y - (|%cn| + %cﬁ) w1 — wa| + 4CTH,

n=1
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Soit d'aprés le lemme 3:
/ |h(w1) — h(@2)| < Cklwy — wa| + 4CT*.
Si I'on a choisik tel quet*! < w1 — wo < 7, on obtient
[ 1htwp) = htw) = Clar - walllogls - ol
pour une nouvelle constante> 0. La démonstration est la méme dans chaque esip’éce

l<p<oo.

Pour étudiepo, nous introduisons la fonctian : T — R telle quep (x) = f;.0(X) — *.
Elle est définie & partir de la fonctigh 1-périodique suR, ¢ telle que:

A+1
(A —Dx siOgigL,
~ 2\
P(x) = a1
(=2 —Dx si <x<0

2)

et ne dépend pas de& On remarque que
po = /(¢ + w)dm,

et en appliquant ce qui précéde ddrls on en déduit:

Proposition 5. Pour toute pente. > 3, et tout0 < o < 1, 'application w — po(fi. o)
est holdérienne d’exposant Plus précisément elle admet un module de continwiité
Cow|log(w)|, C > 0.

Ceci nous permet de montrer

Proposition 6. Pour toute pente. > 3, et toute parti€R deRR de mesure de Lebesgue
strictement positive, 'ensemife des paramétre® € R pour lesquelsog( fi..») € R est
de dimension de Hausdorff un. En particulier 'ensemble des valeussmmur lesquelles
po(fr.0) estirrationnel a dimension de Hausdorff un. Plus précisémef® st une partie
deR de dimension de Hausdorff pour0 < 8 < 1, 'ensemble des paramétras € R
pour lesquelgo(fi.») € R a dimension de Hausdorff au moifis

Démonstration. Ceci résulte simplement du fait suivant: I'image d’'un ensemble de di-
mension de Hausdorff < 1 par une application héldérienne d’exposaprst de dimension

de Hausdorff au plu§ (voir par exemple [F]). On utilise ensuite que est surjective.(]

On rappelle que dans des cadres différents (voir [G9$])Gd. Graczyk et GSwiatek
ont également montré une régularité Holder pour leur application
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Remarque 5.1. Nous allons voir que la fonctiom — po(f;.,») N'est en général pas
lipschitzienne. Peut-on montrer cependant paudes propriétés de régularité meilleures
gue celle d’étre Holder pour tout exposank 1 ?

Rappelons ainsi qu'une fonctignde R dans lui-méme est dans la classe Zygmund s'il
existeC > 0 tel que pourtous € R ete > 0,

lg(x +¢&) + gx — &) — 2g(x)| < Ce.

C’est une classe plus large que les applications lipschitziennes. On constate d’apres la
proposition 5 que le module de continuité ptgest celui d’'une application Zygmund, ce
qui nous incite a poser la question suivante:

Les applications» — po(fi.») sont-elles dans la classe Zygmund ?

5.3 po n'est pas lipschitzienne
Nous avons vu que les fonctions— pg sont hdldériennes pour tout exposant strictement
plus petit que 1. Nous montrons ici qu’elles ne sont généralement pas lipschitziennes:

Proposition 7. 1l existe des parametrgg, wp) avech arbitrairement grand tels que les
taux d’accroissement eng de I'applicationw — pg(A, w) ne soient pas bornés.

Démonstration.

e PourM, entier suffisamment grand, e¥8— 4 < A < 8M + 4, il existecg < p <
q < cg Vvérifiant
f)\,w(ﬁ) = 15 +M etf)»,w(é) = é + 2M.
On en déduit ques et g sont respectivement proches gieet ‘—11. On choisit alors
(A, wop) pour avoir

frwo(0) = B,
~ A+l -
SF,wo (T) =q+4M.

Et donc pour tour > 1,¢, = p etc, = g en(A, wp). Nous noterongo(w) =
IOO(fA,w)-

« D’apres le lemme 3, il existe une consta@ie> 0 indépendante detelle que pour
tout entierN > 1 et tout parameétre avec

Co
lw — wo| < NI (5.4)
on obtienne pourtout¥ n < N
3 5 7 9
— < <—et—<c <—. 5.5
32-"=32"32-7""32 (5-5)
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 Pourk > 1, nous posons(k) = L£K.1. On calcule une valeur approchéeeen
posant

po(k) — @ =f @h(k)dm.
TL

(La fonction ¢ a déja été introduite pour démontrer la proposition 5.) Comme
précédemment, nous notons

£¥.(1,0,0) = (k). (sa (k). (s}, (K)))

et
V' (k) = e (v(K), (51 (K)), (s, (K))).

D’aprés le lemme 4, pout grand etk > ko(1) suffisamment grand;(k) et v’ (k)
sont arbitrairement proches de 1. On en déduit que pourntoutl, A" |s, (k + n)|
etA"|s) (k 4+ n)| sont proches de 2. Les formules de recurrence

s, (k
e+ 1) = 20,

Dcuy1 = naADcp + 1,

montrent que pour tout — n > ko(1), As, (k)Dc, et —As,, (k)Dc,, sont positifs et
arbitrairement proches de 2 d’aprés le lemme 3:

7 , 9
7= (A — nn)sn(k)Dey, —(A —m))s,,(k)De;, < 2 (5.6)

Il existe également une constamke> 0 indépendante di qui donne pour tout
n, k > 1 une borne plus grossiére:

(A + Dlsn(k)Deyl, (A + Dlsy,(k)Dc)| < B. (5.7)

« Nous allons fixer deux entier$, k > 1 avecN < k — ko()) et approcher les taux
d’accroissemenge®@—200(0) poyr, appartenant a

[wo — Cor™ N g + Cor~ M= (5.8)

Comme pour la démonstration de la proposition 4, l'intervalle (5.8) peut étre parti-
tionné en un nombre fini d’intervalles sur I'intérieur desquels il n’y a pas de collision
d’'ordre inférieur ou égal &. Sur un tel intervall§w;, w;+1[, po(k) est de la forme:

po(k) (@) = po(k)(w;)

cn(w) + cp(wo)

k
+y (sn(kxcn(w) — (@) (k. — 1) 5

n=1

57, (k) (e (@) — ¢, (@) (% = 1)M) ,

2
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avec la convention

Il est alors facile de voir que sur I'intervalle (5.8pBXk) est constante par morceaux
et de la forme:

k
Dpo(k) = Z(Sn (k) (uh — D)cyDey + s, (k) (2 — DeyDey). (5.9)

n=1
On déduit de (5.5), (5.6), (5.7) et de (5.9) I'estimation
1 1
Dpo(k) < _EN +2B(k —N) < —1—6k + 3B(k — N). (5.10)

» D'apres les sections 4.1 et 5.1.3)pg#st suffisamment grand, il existe une constante
C1 > Otelle que pouty proche devg et pour toutk > 1,

a0\ K
lo0(k) — pol(@) < C1 (X) .

« On fixe une valeur de et on définitNV etk par:

1
CO)L_N <w= COW,
4 k+1 4 k
Cl(—) <w§C1<—) .
A A

_log4,  log(C1C5h
~ logAa log A

Nous obtenons:

k—N

(5.11)

Puis en utilisant les formules (5.10) et (5.11),

w — wo

po(w) — po(wo) 1 log4
—<< 1_6+3B@ k+C.

pour une nouvelle constanfe> 0.

e Finalement en ayant choisk suffisamment grand, on voit que les taux
d’accroissement dgg en (1, wp) Ne sont pas majoreés. O
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Remarques 5.2.
1. Ladémonstration montre que le module de continuité de la proposition 5 est optimal.

2. On peut montrer que les fonctiopg(k) qui nous ont permis d'approchep sont
des fonctions spline d’ordre 2.

3. Cette démonstration prouve a nouveau gue> po(f..») nN'est en général pas
croissante.

Remerciements. Je remercie particulierement J.-C. Yoccoz pour l'intérét qu'il porte a
ce sujet et pour sa lecture attentive du manuscrit. Je n’oublie pas non plus V. Baladi et
J. Buzzi pour leurs remarques et leurs conseils.
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