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Groupes résolubles de difféomorphismes
de I’'intervalle, du cercle et de la droite

Andrés Navas

Résumé. On donne une classification complete (des points de vue algébrique et
dynamique) des groupes résolubles de difféomorphismes directs et de classe C> de
I’intervalle, du cercle et de la droite. On donne aussi des résultats complémentaires dans
le cas analytique réel.

Mots-clés: dynamique unidimensionelle, groupes de difféomorphismes, résoluble,
moyennable.

Abstract. We give a complete classification (from the algebraic and dynamical points
of view) of solvable groups of orientation preserving C*-diffeomorphisms of the interval,
the circle and the real line. We also give some complementary results in the real-analytic
case.
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Introduction

Les groupes nilpotents de difféomorphismes de classe C? des variétés unidimen-
sionnelles (séparées) sont bien compris, d’apres certains travaux de J. Plante
et W. Thurston (voir [36]). L’ outil essentiel pour 1’étude de ces groupes est le
fameux lemme de N. Koppel que nous présentons ci-dessous (voir [21] ainsi que
le §1 pour plus de détails).

Lemme [Kopelll. Soient f et g deux difféomorphismes directs et de classe
C? d’un intervalle [a, b[. Supposons que f n’a pas de point fixe a I'intérieur
de intervalle et que g possede de tels points. Si f et g commutent, alors g est
lidentité.
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14 ANDRES NAVAS

Le centre de tout groupe nilpotent étant non trivial, a I’aide du lemme de
Koppel on démontre aisément le résultat suivant (voir [36]).

Théoreme [Plante-Thurston]. Tout sous-groupe nilpotent de Diff%r([a, b[)
ou de Diff (S") est abélien.

Le cas de la droite est un peu plus délicat. Cependant, en utilisant le théoréme
d’existence d’une mesure de Radon invariante démontré dans [34] (voir aussi
[1]), on obtient le résultat suivant (voir [36]).

Théoreéme [Plante-Thurston]. Tout sous-groupe nilpotent I' de Diff i (R) est
métabélien. De plus, si tous les éléments de T" ont des points fixes, alors I" est
abélien.

Nous dirons qu’un intervalle non dégénéré (c’est-a-dire non vide ni réduit a
un seul point) d’une variété unidimensionnelle est une composante irréductible
pour I’action d’un groupe I' s’il est invariant par I' et aucun sous-intervalle
fermé non dégénéré n’est invariant. Dans les deux théorémes précédents, on peut
décrire explicitement la structure dynamique des groupes que I’on considére. Par
exemple, la restriction de tout sous-groupe nilpotent de DifffL ([a, b]) al’intérieur
de chaque composante irréductible est topologiquement conjuguée a une action
par des translations de la droite. Dans le cas de Diff%r(Sl), un sous-groupe
nilpotent est soit semiconjugué a un groupe de rotations, soit une extension
centrale finie d’un sous-groupe d’un produit de groupes conjugués a des groupes
de translations qui agissent sur des sous-intervalles du cercle dont les intérieurs
sontdeux a deux disjoints. Finalement, un sous-groupe nilpotent de Diff %r (R) est
soit semiconjugué a un groupe de translations, soit un sous-groupe d’un produit
de groupes conjugués a des groupes de translations qui agissent sur des sous-
intervalles de la droite dont les intérieurs sont deux a deux disjoints, soit une
extension par (Z, +) d’un tel groupe.

Notons que le deuxieme théoreme de Plante et Thurston n’entraine pas que
la longueur de nilpotence de tout sous-groupe nilpotent de Diff i (R) est au plus
égale a 2. En effet, dans [9] on trouve des exemples de sous-groupes nilpotents
et de type fini de Diff”(R) de longueur de nilpotence arbitraire. Cependant,
dans le §6.1 nous démontrons que tout sous-groupe nilpotent de Diff? (R) est
abélien ; plus précisément, un tel groupe est soit contenu dans un groupe a un
parametre, soit topologiquement conjugué au relevement a la droite d’un sous-
groupe abélien de Diff? (S').

Pour quelques résultats concernant les groupes nilpotents de difféomorphismes
de surfaces nous renvoyons le lecteur a [7], [12] et [37].

Le cas nilpotent étant bien connu, nous nous intéressons plutdt a I’étude des
groupes résolubles. Signalons que les groupes résolubles d’homéomorphismes
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de la droite ont été étudiés dans [33] par J. Plante, qui a démontré que sous cer-
taines hypotheses assez générales, il existe une mesure de Radon quasi-invariante
pour I’action (i.e. une mesure invariante a un facteur constant pres, ce facteur ne
dépendant que de chaque €lément du groupe). Nous renvoyons le lecteur a [5]
pour un autre résultat sur la structure de ces groupes, et a [38] pour le cas des
groupes polycycliques. Signalons cependant que, méme dans le cas différen-
tiable, on ne dispose que de résultats partiels (voir par exemple [26] et [32]), et
on n’a pas de classification satisfaisante.

Dans ce travail nous étudions principalement les groupes résolubles de dif-
féomorphismes de classe C?> et C* du cercle, de I’intervalle et de la droite.
Remarquons d’abord que le groupe affine peut é&tre vu comme un groupe de
difféomorphismes analytiques réels de I’intervalle [0, 1] : il suffit considérer le
groupe des transformations de Mobius qui fixent un point donné du cercle (voir
aussi le §1). On pourrait penser que cette action est unique, a semiconjugation
topologique pres, parmi les actions de groupes résolubles, lorsqu’on se restreint
aux composantes irréductibles (voir [26] et [32]). On pourrait penser qu’au moins
tout sous-groupe résoluble de Diff i([O, 1]) est métabélien (voir [8]). Cependant,
nous montrons par des exemples tres simples que le groupe Diffi([O, 1]) con-
tient des sous-groupes de type fini, résolubles d’ordre de résolubilité arbitraire,
sans point fixe a I'intérieur de [0, 1], et qui ne sont pas semiconjugués a des
sous-groupes du groupe affine. Nous donnons aussi une famille intéressante
d’exemples de sous-groupes résolubles de Diff%r([O, 1[) d’ordre de résolubilité
égal a 3 qui sont des extensions par (Z, +) d’un sous-groupe d’un produit de
groupes conjugués a des sous-groupes non commutatifs du groupe affine.

On peut trouver néanmoins une classification simple lorsqu’on suppose que
I’ordre de résolubilité est inférieur ou égal a 2 (i.e. dans le cas métabélien).

Théoréeme A. Si I" est un sous-groupe métabélien de Diff%r([O, 1[) sans point
fixe a Uintérieur, alors T est soit C*-conjugué a un sous-groupe du groupe affine,
soit un produit semidirect entre (Z, +) et un sous-groupe d’un produit (au plus
dénombrable) de groupes C?-conjugués a des groupes de translations.

On considere maintenant un sous-groupe I" de Diff%r([O, 1[) d’ordre de ré-
solubilité arbitraire. Si I' est abélien, alors le lemme de Kopell (ou plutot le
théoreme de Szekeres cité au §1) entraine que I" est un sous-groupe d’un produit
(au plus dénombrable) de groupes C2-conjugués a des groupes de translations.
On note (1) la famille de ces groupes, et on note 7 (2) la famille des groupes qui
sont soit C2-conjugués a des sous-groupes non commutatifs du groupe affine,
soit des produits semidirects entre (Z, +) et un sous-groupe d’un produit au
plus dénombrable de groupes C2-conjugués i des groupes de translations non
triviaux. Dans le cours de la preuve du théoréme A on montrera que tout sous-
groupe métabélien et non commutatif de Diff 2+ ([0, 11) sans point fixe a I’intérieur
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16 ANDRES NAVAS

appartient a r(2). Pour £ > 2, nous donnons la classification par récurrence.
On désigne par r (k) la classe des groupes qui sont des produits semidirects en-
tre (Z, +) et un sous-groupe d’un produit (au plus dénombrable) de groupes de
R(k—1) = r(1)U- - -Ur(k — 1) dont au moins 1’un des facteurs n’appartient pas a
R (k —2). Dans le §2.2 nous donnons la preuve du résultat suivant, ainsi qu’une
propriété intéressante de rigidité lorsque 1’ordre de résolubilité est supérieur a 3.

Théoreme B. Soit I" un sous-groupe résoluble de Diffi([O, 1) sans point fixe
a Uintérieur. Si I’ordre de résolubilité de 1" est égal a k > 2, alors I" appartient
a la classe r (k).

Les théoremes A et B restent évidemment valables lorsqu’on remplace I’ inter-
valle [0, 1[ par ]0, 1]. La classe de differentiabilité C? est essentielle. Des exem-
ples pathologiques de groupes résolubles d’homéomorphismes de 1’intervalle
apparaissent déja dans [33]. On peut construire des exemples de classe C' en
commengant avec les groupes construits dans [9] ou [31], et puis en prenant des
extensions successives par (Z, +) de maniere analogue aux constructions du §1.
Un probléme intéressant est d’essayer d’appliquer des idées semblables a celles
du §X de [19] pour rendre ces exemples de classe C>~¢ pour tout ¢ > 0. Un
autre probléme intéressant est celui d’obtenir une description satisfaisante des
sous-groupes moyennables de Diffi([O, 1[). Néanmoins, ce dernier probleme
semble étre tres difficile, puisque d’apres [13] il est relié a la question (encore
ouverte) de savoir si le groupe F de Thompson est moyennable ou non. Nous
obtenons cependant un résultat intéressant au §6.2 dans le cas analytique réel,
a savoir tout sous-groupe sous-exponentiellement moyennable de Diff? ([0, 1])
est résoluble.

Dans le §2.3 nous expliquons comment étendre les théoremes A et B au cadre
des difféomorphismes dont le logarithme de la dérivée est a variation totale bornée
sur les intervalles compacts, tout au moins si I’on remplace les conjugaisons de
classe C? des énoncés par des conjugaisons topologiques.

La classification des sous-groupes résolubles du groupe des difféomorphismes
du cercle se réduit, par un argument simple, a celle donnée par les théorémes
précédents. Le résultat suivant est a rapprocher avec la proposition 3.7 de [12].

Théoreme C. Soit T' un sous-groupe résoluble de Diff%r (SY. Si la longueur
de résolubilité de T" est égale a k + 1, alors on a l'une des deux possibilités
suivantes:

(i) T est topologiquement semiconjugué a un groupe de rotations;

(i) il existe un ensemble fini non vide F de S invariant par T et des homéo-
morphismes entre la droite et les composantes connexes de S' — F, tels
que le groupe dérivé T fixe chacun des points de F, et la restriction de T’
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a chacune de ses composantes irréductibles ouvertes a droite et fermées a
gauche est un groupe de la classe R (k).

Le premier théoréme de Plante et Thurston décrit les sous-groupes nilpotents
de Diff%r (S"). Le théoréme précédent en est un analogue pour les sous-groupes
résolubles. Comme nous I’avons remarqué plus haut, la description des sous-
groupes moyennables de DifffL (S') semble compliquée. Dans ce méme esprit,
il serait intéressant de trouver des conditions algébriques qui permettent d’en
déduire qu’un sous-groupe donné de Diffi(Sl) est topologiquement conjugué
a un groupe de transformations de Mobius ou a un sous-groupe du groupe G
de Thompson. Au dela de ces familles, et a cause du résultat principal de [28],
il est tres difficile de trouver d’autres exemples de sous-groupes de Diffi(Sl)
“algébriquement intéressants”.

Le cas des difféomorphismes de la droite est un peu plus compliqué. La
raison technique essentielle est le fait évident que I’affirmation du lemme de
Kopell n’est pas toujours valable pour des difféomorphismes commutants d’un
intervalle ouvert. Cependant, a I’aide des résultats obtenus par J. Plante dans
[33], eten utilisant les méthodes développées dans la premiére partie de ce travail,
on aboutit a la classification suivante des sous-groupes résolubles de Diff%r R).

Théoreme D. Soit I" un sous-groupe résoluble de Diff%r (R). Si sa longueur de
résolubilité est égale a k > 1, alors on a l'une des possibilités suivantes:

(i) T est topologiquement semiconjugué a un sous-groupe du groupe affine;

(i1) T estun sous-groupe d’un produit (au plus dénombrable) de groupes de la
classe R (k) dont au moins 'un des facteurs n’appartient pas a R(k — 1);

(iii) T appartient soit a r(k), soit a r(k + 1).

Notons que si I" est résoluble et semiconjugué a un groupe de transformations
affines sans y étre conjugué, alors le deuxieme groupe dérivé I'” agit en fixant une
famille dénombrable d’intervalles ouverts et disjoints dont le complémentaire de
la réunion est nulle part dense. Les théoremes A et B permettent alors de décrire
la dynamique de I'”. D’autre part, le fait que I" puisse appartenir a r (k + 1) étant
d’ordre de résolubilité k est naturel, car contrairement au cas de ’intervalle,
sur la droite on peut faire des extensions centrales de groupes non triviaux qui
agissent avec des points fixes, tout en restant de classe C2.

Nous considérons dans le §5 le cas particulier de groupes résolubles d’homéo-
morphismes de I’intervalle, du cercle et de la droite, lorsqu’on suppose que
I’ensemble des points fixes de chaque élément non trivial est discret. Les argu-
ments dans ce contexte sont élémentaires et les résultats sont en quelque sorte
analogues (mais un peu plus faibles) & ceux du cas analytique réel. Signalons
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18 ANDRES NAVAS

que ce dernier cas a été déja étudié dans [27] par I. Nakai et dans [12] par E.
Ghys, au moins en ce qui concerne I’'intervalle et le cercle respectivement.

Théoreme [Nakail. Tout sous-groupe résoluble de Diff? ([0, 1[) est méta-
bélien. De plus, s’il n’a pas de point fixe sur 10, 1], alors il est contenu dans un
conjugué topologique du groupe affine.

Théoréme [Ghys]. Tout sous-groupe résoluble de Diff?} (S") est métabélien.

Dans le §6.1 nous donnons 1’analogue de ces deux résultats pour le cas des dif-
féomorphismes analytiques réels de la droite, c¢’est-a-dire que nous démontrons
que tout sous-groupe résoluble de Diff? (R) est métabélien.

Quelques commentaires. C’est en essayant de mettre au propre tous les ré-
sultats connus sur la classification des groupes résolubles d’homéomorphismes
et de difféomorphismes des variétés unidimensionelles que 1’on s’est apercu que
cette classiffication n’était pas complete dans le cas des difféomorphismes de
classe C2. Nous croyons que 1’une des raisons pour cela est le fait que les “ver-
sions fortes” du lemme de Kopell restent mal connues dans toute leur généralité;
de plus, les démonstrations classiques de ce lemme sont en général assez com-
pliquées. Un probleme analogue se produit autour du théoréme de Holder (assez
souvent mal référencé) sur la classification des groupes qui agissent librement
sur la droite et sur le cercle. Nous renvoyons le lecteur a [11] et a [18] pour des
preuves completes de ce théoreme.

Les démonstrations de la plupart des résultats de ce travail utilisent comme
outil essentiel les “versions fortes” du lemme de Kopell et du théoréme de Holder.
Les techniques restent en général trés élémentaires, a 1’exception de certaines
utilisées dans la classification des groupes résolubles de difféomorphismes de
la droite (ol nous devons faire appel a ’'un des résultats de J. Plante signalés
précédemment), et dans la classification des groupes résolubles de difféomor-
phismes analytiques réels (ou I’on utilise la classification locale de 1. Nakai).

Je voudrais remercier E. Ghys pour m’avoir encouragé a poursuivre cette
étude, ainsi que pour sa disponibilité a discuter tous ces points qui restent un
peu obscurs dans la littérature. Je remercie également Jean Yves Welschinger et
Thierry Barbot pour I’intérét qu’ils ont porté a ce travail et pour leurs corrections
a larticle.

1 Des exemples

Premiere construction. Soit f : [0, 1] — [0, 1]undifféomorphisme de classe
C® sans autre point fixe que O et 1, et qui est topologiquement contractant en 0.
Supposons de plus que f est le temps 1 du flot associé a un champ de vecteurs de
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classe C* de [0, 1] qui est nul et infiniment platen O et 1. On fixe a €]0, 1[ eton
considere un champ de vecteurs X sur [ f(a), a] dont les seules singularités sont
f(a) eta, et qui est infiniment plat en ces deux points. On étend la définition du
champ X en posant X (x) = 0 pour x € [0, 1]\ [f(a), a]. On obtient ainsi un
champ de vecteurs de classe C* sur [0, 1] qui est nul et infiniment plat en O et 1.

Considérons le difféomorphisme g de classe C* obtenu en intégrant le champ
X (autemps 1). Soit I le groupe engendré par f et g. Evidemment, la restriction
de I' a 'intérieur de [0, 1] n’est pas semiconjuguée a un sous-groupe du groupe
affine, et I’ n’a pas de point fixe sur ]0, 1[. Nous affirmons cependant que I
est résoluble d’ordre de résolubilité égal a 2. En effet, soit I'* le sous-groupe
commutatif de I constitué des éléments qui fixent les points f"(a), n € Z,
de maniére que leurs restrictions 4 chaque intervalle [ f"*!(a), f"(a)] soient
contenues dans le groupe engendré par la restriction de I’élément f"gf ™" a ce
méme intervalle. Le groupe I'* est évidemment distingué dans I', et il contient
le groupe dérivé de I'. De plus, le groupe quotient I'/ I'* s’identifie 2 (Z, +). A
partir de ceci on finit aisément la preuve de I’ affirmation.

Dans ce qui suit on appliquera I’'idée de cette construction a plusieurs reprises
pour obtenir des groupes résolubles 'y de difféomorphismes de classe C* de
I’intervalle [2 — k, k — 1], kK > 2, dont I’ordre de résolubilité est égal a k, et qui
sont engendrés par des éléments fi, - , fr.x, dont chacun est le temps 1 du
flot associé a un champ de vecteurs de classe C* qui est nul et infiniment plat en
2 — ket k — 1. Nous raisonnons par récurrence. Pour k = 2 onpose I', = I', ol
fi2 = g, fo.» = f. On suppose maintenant que 1’on a déja construit le groupe
Iy, etsoient X; . : [2—k, k—1] — R les champs associés aux f; ;. Considérons
un champ X x+1 défini sur [1 — k, k], qui soit de classe C°°, négatif et sans
singularité a I’intérieur, et infiniment plat en 1 — k et k. Quitte a reparamétrer ce
champ, on peut supposer que le temps 1 du flot associé est un difféomorphisme
Jer1k+1 de [1 —k, k] qui vérifie fiiipp1(k—1) =2 —k.

Pouri = 1,---,k, on étend le champ X, ; en un champ X, 4+ en posant
Xir+1(x) = O pour tout x € [1 —k, k] \ [2 — k,k — 1]. Les champs ainsi
obtenus sont de classe C* sur [1 — k, k], nuls et infiniment plats en 1 — k et k.
Soient f; 41,1 =1,---, k, les temps 1 des flots associés. Nous affirmons que
le groupe Ty engendré par les fii1,i = 1,---,k + 1, est résoluble d’ordre
de résolubilité égal a k + 1. En effet, le stabilisateur dans I" de [2 — &k, k — 1]
est un sous-groupe distingué I'* qui s’identifie 2 une somme directe de groupes
isomorphes a Iy, et par I’hypothése de récurrence ce dernier groupe est résoluble
d’ordre de résolubilité égal 2 k. D’autre part, I',;/T'* s’identifie 2 (Z, +), et
le groupe dérivé de I est contenu dans T',.. A partir de ceci on finit aisément la
preuve de I’affirmation. Remarquons en passant que I';; n’a pas de point fixe
a l’intérieur de [1 — k, k].
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20 ANDRES NAVAS

Deuxiéme construction. On améliorera dans la suite le premier pas de la cons-
truction précédente pour obtenir une famille plus intéressante de sous-groupes
résolubles de Diff ([0, 1]) d’ordre de résolubilité égal a 3. Fixons d’abord une
constante 0 < & < 1/6 et considérons deux difféomorphismes ¢, :]1/3, 2/3[—
Ret ¢, :11/3,2/3[—]11/3, 2/3][ de classe C* tels que

t—1/3

1 1
(1) = 5[1 +exp(——=)] @) = pour f€]l/3,1/3 +¢]

1 —3¢

et

pour t e [2/3—¢,2/3[.

1 1 1
w0 =3[2+exp(3—)] () = 53

3t -2

Sur la droite on considere les champs de vecteurs Y, = % et Y, = x% qui
engendrent I’algebre de Lie du groupe affine. Il est facile de vérifier que les
champs X; = ¢*(Y;), j = 1,2, Y = Y| - Y5, s’étendent en des champs de
classe C* de [1/3, 2/3] qui sont nuls et infiniment plats aux extrémités (voir par
exemple [32]).

Fixons un difféomorphisme f : [0, 1] — [0, 1] de classe C*, sans point fixe
a 'intérieur, et qui vérifie f(2/3) = 1/3. On note a = 2/3 et on consideére une
suite (a €tre fixée) de nombres réels positifs (,),cz. On étend la définition des
champs X ; par récurrence en posant

X; ) =t,X;(f' N ), xelf"a), ff@], n=1,
X;(x) =t X;(fC)f (x), xelf""a), f"@], n<-1

I est facile de montrer que les X; s’étendent en des champs de vecteurs de
classe C* sur [0, 1] qui sont nuls et infiniment plats en O et 1 si IT}_;z; — 0
quand n — +o0, siIY_ # — 0quand n — —oo, et si ces convergences sont
suffisamment rapides (par exemple, si la vitesse de convergence est plus forte
que n’importe quelle exponentielle).

Considérons maintenant les difféomorphismes g et & de classe C* obtenus
en intégrant au temps 1 les champs X et X, respectivement. Soit I" le groupe
engendré par f, g eth. Evidemment, larestriction de I a1’ intérieur de [0, 1]n’est
pas semiconjuguée a un sous-groupe du groupe affine, et I n’a pas de point fixe
sur ]0, 1[. Nous affirmons cependant que I" est résoluble d’ordre de résolubilité
égal a 3. En effet, soit I'* le sous-groupe métabélien non commutatif de I'
constitué des éléments qui fixent les points f"(a), n € Z, de maniere que leurs
restrictions a I’intérieur de chaque intervalle [ f"*!(a), f"(a)] soient contenues
dans I'image du groupe affine par f "¢ ~!. Sil’on désigne respectivement par
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t t .z «
8 pr+1(a), fr(ay S PAC h[fnﬂ(a)’fn(a)], t € R, les flots associés aux restrictions de

X, et Xp a[f"(a), f"(a)], alors pour tout n € N on a

—1 — In
I o g m@n © f = &y oty
—1 1,
Fohppay, pran © F = By ooty

Le groupe I'* est donc distingué dans I'. De plus, le groupe quotient I'/ I'*
s’identifie & (Z, +), et I'* contient le groupe dérivé de I'. A partir de ceci on
conclut aisément I’ affirmation.

Comme précédemment, on peut faire des extensions successives de I' par
(Z, +) pour construire pour tout k > 2 des sous-groupes résolubles de Diff S ([1—
k, k]) d’ordre de résolubilité k 4+ 2. Cependant, I’'idée essentielle de la deuxieme
construction, celle qui consiste a “multiplier" les champs de vecteurs associés
par des facteurs non nuls, ne peut pas €tre utilisée a plusieurs reprises (voir la
Proposition 2.3 du §2.2).

Remarquons pour finir que le sous-groupe engendré par f et g du groupe
ci-dessus est métabélien non commutatif, qu’il n’a pas de point fixe global a
I’intérieur de I’intervalle [0, 1], et qu’il n’est pas semiconjugué a un sous-groupe
du groupe affine.

Pour mieux comprendre I’'idée qui est derriere la deuxieme construction, nous
rappelons la “version forte" du lemme de N. Kopell (voir [40] pour des résultats
reliés et des références précises). Etant donné un intervalle non vide [a, b[, on
désigne par Diff %;A ([a, b]) le sous-ensemble de Diff i([a, b[) des éléments g tels
que g(x) # x pour tout x €la, bl.

Théoreme [Szekeres]. Pourtoutg € Diffi’A([a, bl) il existe un unique champ
de vecteurs associé X, : a, b[— R qui n’a pas de singularité sur la, b[ et qui
vérifie:

(1) le champ X, est de classe C! sur[a, b][;

(i) si l’on note g& = {g': t € R} le flot associé a ce champ, alors on a
1
§ =8

(iii) le centralisateur de g dans Diffi([a, bl) est égal a gF.

Etant donné un difféomorphisme g de classe C2, on notera gy, » la restriction
de g aunintervalle [a, b[ tel que a et b soient les seuls points fixes de g sur [a, b];
notons que gq,p[ appartient a Diff%r’A [a, b]). De la méme maniere, on notera
g%b[ = {8fa,b[3 t € R} le flot respectif. Ici on accepte la possibilité b = +oo,
mais on excluta = —oo. L’unicité du champ de vecteurs associé par le théoreme
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de Szekeres entraine une propriété remarquable: si f: [a, b[— [d/, D[ est un
difféomorphisme de classe C! et g € Diff>*([a, b[), h € Diff>*([a’, b']) et
s € Rsont tels que f~' o hpypio f = gf,,palors f~1ohi, o f = gl
pour tout ¢ € R.

SiI’on change I'intervalle [a, b[ par ]a, b], alors on obtient un sous-ensemble
Diff* (la, b]) de Diff2 (la, b]) tel que tout g € Diff3*(]a, b]) est le temps
1 d’un flot gr = {g; : t € R} associé a un unique champ de vecteurs Y,
qui est de classe C! sur Ja, b], et tel que gr contient le centralisateur de g
dans Diff%r(]a, b]). Ici on accepte a = —oo, mais pas b = +o00o. Ainsi, si g
appartient a Diffi’A([a, b)), aveca, b € R, alors on a deux flots gR et gr tels que
g' = g1 = g. Signalons cependant que ces deux flots ne sont pas forcément les
mémes. S’ils coincident alors ils coincident aussi avec le centralisateur de g dans
Diff? ([a, b]). Sinon, on a g!/" = g/, pour certain n € N, et le centralisateur
de g dans Dif‘fi([a, b]) est le groupe infini cyclique engendré par g'/" = g; /n
(voir [40]).

Nous allons maintenant montrer que les convergences I17_,#; — OetITY_ #; —
0 demandées dans la deuxieme construction de ce paragraphe sont nécessaires,
méme pour obtenir des groupes de difféomorphismes de classe C2. La proposi-
tion ci-dessous peut étre considérée comme une version généralisée du lemme
de Kopell.

Proposition 1.1. Soient g : [0, 1[— [0, g(1)[ un difféomorphisme direct et de
classe C?, et soient a,b €10, 1[ deux points fixes de g tels que g n’a pas de
point fixe dans la, b[. Soit f:[0, b[— [0, f(b)[ un difféomorphisme direct et de
classe C? sans autre point fixe sur [0, b] que 0, et tel que f(b) < a. Supposons
qu’il existe une suite (t,),cN de nombres réels tels que pour tout n € N on ait
f Vo gimw. o f = g?}”—'(a),f"—'(b)[’ Alors la valeur de TI}_,t; tend vers
zéro lorsque n tend vers l'infini.

Preuve. Sil’onnote a, = f"(a), b, = f"(b), T, = I1}_,t;, alors on vérifie
aisément que pour toutn > 1 on a

_ Ta
7" 0 8lanbat © f" = &lanp-

Soit § > 0 une constante telle que |(log(f"))'(y)| < § pour tout y € [0, b]. Si
u, v appartiennent a [a, b] alors

‘log ((f”)’(v)

/ i—1 _ / i—1
(f,,),(u))‘s;\log(ﬂ(f () — log(f) (/" )

\ )
<8 | 7w - )] <6,

i=1
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A partir de ceci et de I’égalité

(") (81 )

g(f'x) = )

(g o) (), 2)

on obtient
sup (g ) () < e’ sup  g'(y).
y€la,bl yelo, [

Puisque sup, ¢, p |(g7)(x)| tend vers Iinfini lorsque | T'| tend a I’infini, la suite
(T, ])nen est bornée. Pour montrer qu’elle converge vers zéro, on montrera que
toute sous-suite convergente de (7},) converge vers zéro. Soit donc (n;) une suite
croissante d’entiers positifs telle que 7,,, converge vers une limite 7 € R. Notons
que g fixe chaque intervalle [a,, b,], et on a donc g’(0) = 1. En remplagant n
par n; dans (2) et en prenant la limite lorsque k tend vers I’infini on obtient

s pour tout x €la, b[.

(g[i’b[)’(x) e
Or, ceci reste vrai si I’on remplace g par g/ pour tout j € N (car § ne dépend
que de f). On a donc

jT

(g[a,b[),(x) <é

pourtout x €la,b[ ettout jeN,

et ceci n’est possible que si 7 = 0.

Le lemme suivant peut aussi €tre pensé comme une généralisation du lemme de
Kopell. Nous suivons I’'idée de la preuve de ce dernier lemme qui se trouve dans
[3]. Nous refaisons la démonstration complete avec I’objectif de ne remarquer
que les hypotheses essentielles.

Lemme 1.2. Soient y, et y, deux difféomorphismes de l'intervalle [0, 1[ sur
leurs images qui fixent O et préservent [’orientation. On suppose y; de classe
C? et y, de classe C'. Supposons que y;(x) < x pour tout x €]0, 1], que
y2(xo) = xo pour certain xo €0, 1[, et que chaque x, = y;'(x9), n € N, est un
point fixe de y,. Supposons de plus que y,(y) > z > y (resp. y2(y) <z <y)
pour certains y, z €lxy, xol. Alors il existe N € N tel que y>(y{'(y)) < y{'(2)
(resp. y2(yi'(y)) > ' (2)) pour toutn > N.

Preuve. Notons que la suite (x,) tend vers zéro lorsque n € N tend vers I’infini.
Soit § une constante telle que pour tout x € [0, xo] on ait |(log(y/))'(x)| < 6.
Pour tout u, v € [x1, xo] et tout n € N on a (voir I’inégalité (1))

(v (u) ’
1 _ J. 3
‘ o8 (m")/(v)) = ©)
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Puisque y, fixe chaque point x,,, n € N, on a nécessairement y,(0) = 1. Sup-
posons que ’affirmation du lemme ne soit pas satisfaite pour certains y,z €
1x1, xo[ tels que y»(y) > z > y (Pautre cas est analogue). Soit ¥ une constante
telle que

z—y
ey —x1)
Fixons N € N suffisamment grand de sorte que

l<k <1+

)/z(le(y)) > le(Z) et y,(w) <k pourtout w € [xyi1,xy].  (4)

Notons yy = ¥ (y), zv = ¥ (z). D’apres le théoreme des accroissements
finis, il existe u#, v dans [x1, x¢] tels que

nON) —yv v =yv _ )@@ —y)
YN —XN+1 YN =N+l ()Y @) (v —x))

D’apres (3) on conclut

v2(YN) — YN .ty

Z = >k — 1.
YN — XN+ e’(y —xi1)

On obtient ainsi, pour certain w € [xXy41, Y],

, 2(on) —v2(evs) 2(On) — XN+
Ya(w) = = > K,
YN — XN+1 YN — XN+1

ce qui contredit (4).

2 Groupes résolubles de difféomorphismes de I’intervalle
2.1 Le cas métabélien

Meéme si le lemme suivant est élémentaire, il sera fondamental dans la suite.

Lemme 2.1. Le normalisateur dans Homéo . (R) d’un sous-groupe dense du
groupe des translations (R, +) est contenu dans le groupe affine.

Preuve. Parcontinuité, il suffit de démontrer que le normalisateur N° du groupe
(R, +) dans Homéo, (R) est le groupe affine. On notera 7T, latranslation 7,,(x) =

X +u.
Par hypothese, pour chaque g € /N il existe un unique A(g) € R tel que

go Tl = TA(g) og. (5)
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Nous affirmons que pour toutn € Nona g o Ty, = Ta(g)n © g En effet, par
hypothese, il existe A(g, n) tel que g o T/, = Ta(g,n) © - On a alors

Tag=goTiog ' =(goTiymog™) = Tieny = Tnaem

et donc A(g,n) = A(g)/n, ce qui montre 1’affirmation. A partir de ceci on
obtient par continuité

goTy =Ty 08 (6)

pour tout y > 0. Un argument analogue en changeant 7} par 7_; montre que (6)
est valable pourtout y < 0 (notons que d’apres (5) onobtient goT_; = T_4(g)0g).
On a alors, pour tout y € R,

g(y) =8 0oTy(0) =Ty 0 g(0) = A(®)y + £(0),
et g est donc une application affine.

La lemme suivant est une version améliorée du précédent en classe C2.

Lemme 2.2. Si " est un sous-groupe abélien de Diffi([O, 1[) sans point fixe

a Uintérieur, alors son normalisateur dans Diff L([O, 1)) est C%-conjugué a un
sous-groupe du groupe affine.

Preuve. Notons que I’hypotheése d’absence de point fixe a I'intérieur équivaut,
d’apres le théoréeme de Szekeres, au fait que I' est contenu dans le groupe a un
parametre associé a chacun de ses éléments non triviaux. Fixons un tel élément
gel.

Si{tr € R: g" e I'} est dense dans R, alors par conjugaison (de classe
C?) on transforme I" en un sous-groupe dense de (R, +). L’image par cette
conjugaison du normalisateur /N de I dans Diff fr([O, 1[) est donc contenue
dans le normalisateur dans Homéo (R) de ce groupe dense de translations, et
donc, d’apres le Lemme 2.1, elle est contenue dans le groupe affine.

Supposons maintenant que { € R : g’ € '} est infini cyclique. Nous affir-
mons que le normalisateur N de I dans DiffL([O, 1[) est égal a gR. En effet, si
g'/Festle générateurde {r € R : g' € I'}, oll k est un entier positif, alors pour tout
h € N ilexiste n,m € N tels que hg'/*h=' = (g"/*)" et h='g/*n = (g'/*ym.
On a ainsi

(gl/k)mn — ((gl/k)m)n — (h—]gl/kh)n — h—l(gl/k)nh — gl/k,

d’ol on obtient m = n = 1. Ceci entraine que les éléments de /N' commutent
avec g!/¥, et d’apres le théoréme de Szekeres, N est contenu dans g®. Puisque
g™ normalise T", on obtient N = g,
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Nous passons maintenant a la preuve du théoréme A. D’apres le théoréme
de Szekeres, si I' est un sous-groupe commutatif de Diffi([O, 1), alors I" est
un sous-groupe d’un produit au plus dénombrable de groupes C2-conjugués a
des groupes de translations. Fixons maintenant un sous-groupe métabélien et
non commutatif I" de Diffi([O, 1[) sans point fixe a I’intérieur, et désignons par
I = [T, T'] son premier groupe dérivé. Il peut se présenter deux cas.

Premier cas: il existe g € I'” tel que les orbites par g s’accumulent vers O et 1.

Dans ce cas le groupe abélien I'” est contenu dans le flot gf = {g" : t € R}
associé a g. Il agit donc sans point fixe a 'intérieur. Le lemme précédent
entraine que I" est C2-conjugué 2 un sous-groupe du groupe affine. Notons que
ce sous-groupe doit étre non abélien, car on a supposé I" non abélien.

Deuxiéme cas : tout g € I'’ possede des points fixes a ’intérieur de [0, 1[.

En utilisant le lemme de Kopell on démontre aisément qu’il existe des points
de 10, 1] fixés par I'". Soit [a, b[ une composante irréductible de I'". Notons que
pour tout 4 € I', 'intervalle h([a, b[) est aussi une composante irréductible de
I'’. En particulier, si h([a, b[) # [a, b[ alors h(la, b[)N]a, b[= 0.

Sia = 0oub =1 alors tout élément f € I' fixe [a, b[, ce qui contredit
I’hypothese d’absence de point fixe a I’intérieur. Les composantes irréductibles
fermées de I’ sont donc contenues dans ]0, 1[. Fixons une telle composante
[a, b] C]O, 1[. Si f € T fixe [a, b], alors le Lemme 2.2 montre que la restriction
de f a]la, b| est affine dans les coordonnées induites par le champ associé a la
restriction d’un élément de I’ a [a, b[ dont cette restriction est non triviale. Le
cas des éléments qui ne fixent pas [a, b] est plus intéressant.

Affirmation 1: si f est un élément quelconque de I" qui ne fixe pas [a, b] et u et
v sont les points fixes de f a gauche et a droite de [a, b] respectivement, alors
I’intervalle Ju, v[ est une composante irréductible de I (c’est-a-dire que u = 0
etv=1).

Preuve. Supposons le contraire et soit f € I" un élément qui ne fixe pas Ju, v[.
Quitte & remplacer f par f~!, on peut supposer que f(x) > x pour x €]u, v[.
Onaalors f(a) > b. Pourn € N, I’élément f~! f~" f f" appartient 2 I"/, et fixe
donc les points a et u. Ceci implique que

f@ = f"f) = f"w, ff'@=f"f@=f"®), neN. (7)
Ona fff! = fg pour certain g € I'". D’autre part, fg n’a pas de point
fixe sur Ju, v[ et fixe u et v. Donc, f n’a pas de point fixe sur | f(u), f(v)[ et

fixe f(u) et f(v). Ceci montre que ]f(u), f(v)[ﬂ]u, v[= @. On remplace f
par f~! si nécessaire de sorte que f(u) < u. Notons que la suite (f"(u)) tend
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vers un point fixe de f. Sil’onpose y; = f, y» = f, xo = f '), y = a,
z = b < f(a), alors on voit que les relations (7) contredisent le Lemme 1.2.
Ceci finit la preuve de I’affirmation 1.

On désigne par I'] le sous-groupe distingué de I" des éléments qui fixent
les composantes irréductibles de I''. Comme 1’affirmation 1 est valable pour
n’importe quelle composante irréductible [a, b] de ', un élément de I" est dans
'] si et seulement si cet élément fixe au moins une composante irréductible de
I['". La restriction de I'] a toute composante irréductible de I'’ est affine dans
les coordonnées induites. Remarquons que I'} peut admettre des composantes
irréductibles contenues dans le complémentaire de la réunion des composantes
irréductibles de I'". Cependant, la restriction de I'}] a une telle composante est
abélienne, et donc C2-conjuguée a un sous-groupe du groupe de translations.
Ainsi, '} est un sous-groupe d’un produit (au plus dénombrable) de groupes C>-
conjugués a des groupes de transformations affines. De plus, le groupe quotient
['/ ' agit de maniere libre sur 1’ensemble Fix(I''). On fixe une composante
irréductible [a, b] de I'’ et on définit une relation d’ordre < sur I'/ I'f par fiI'f <
foI'} lorsque fi([a, b]) est a gauche de f>([a, b]). Cette relation est totale, bi-
invariante et archimédienne. L’argument de la preuve du théoréme de Holder
(voir [11], page 376) montre alors qu’il existe une suite exacte

0—TIf—TI—HC®R,+) — 0.

Notons que I’'image H est non triviale, car I" ne fixe pas [a, b].

Affirmation 2: le groupe H est infini cyclique.

Preuve. On pourrait donner une preuve simple de cette affirmation en utilisant
le résultat de contrdle de la distorsion de la page 170 de [3]. Nous donnons un
argument plus compliqué, mais qui reste valable en classe C'°% (voir le §2.3). On
désigne par |[p, q]| la longueur de I’intervalle [p, g].

Supposons que ’image H de I" dans (R, +) ne soit pas cyclique. Alors cette
image est dense. On fixe f € I' tel que son image soit négative, c’est-a-dire
tel que f(b) < a. On fixe une constante § > 0 telle que |(log(f")) (x)] < §
pour tout x € [0, b]. Le fait que H est dense revient a dire qu’il existe une suite
croissante d’entiers positifs (n;) telle que pour chaque i € Nl existe f; € I qui
pour tout n € N vérifie

fifh@) = @) @) < ),
o) = ey, G < ).
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On note a, = f"(a), b, = f"(b). En prenant la limite lorsque n tend vers
I’infini dans les inégalités

i Na)  fla)  flian)
< < ,

ai’l aﬂ al’l

on obtient B B

(ff O™ < £10) < (f/(0)".
Les intervalles f"(] fi(a), b[), n > 0, sont deux a deux disjoints. En prenant la
limite lorsque n tend vers I’infini dans 1’inégalité

| fi(la, BD| =" fi f*([a, b))

inf, 7 oo () (u _
5 et 01 (f )/( ) inf 700 lla. bl
SUPye( i (a),p) () (V) xelf"(@. 1" )]

et en utilisant I’estimée (1), on obtient, pour tout i € N,
| fi(la, bD| = e - (f/(O)'/" - |[a, b]| = C.

Néanmoins, ceci est absurde, car | f; ([a, b])| tend évidemment vers zéro lorsque
i tend vers I’infini.

D’apres ce qui précede, on conclut qu’il existe une suite exacte
0—TIf—T— (Z,+)— 0.

La preuve du théoréeme A est alors complétée par I’affirmation suivante.

Affirmation 3: le groupe I'} est en fait un sous-groupe d’un produit de groupes
conjugués a des groupes de translations.

Preuve. Soit g € I un élément dont la restriction a une composante irré-
ductible [a, b] de I ne soit pas triviale. Nous devons montrer qu’il n’existe pas
d’élément i € I qui fixe [a, b] et tel que les restrictions de g et & a cet intervalle
engendrent un groupe non commutatif. Supposons le contraire et soit f € I" tel
que son image engendre (Z, +). Quitte 2 changer f par f~', on suppose que
f(b) < a. Puisque I' est métabélien, pour tout n € N il existe ¢, € R tel que la
restriction de f"hf" a [a, b] est égale a la restriction a [a, b] de hg™. On fixe
8 > 0 tel que [(log(f")) (y)| < 8 pour tout y € [0, b]. L’estimée (1) permet de
montrer que pour tout x €Ja, b[ on a

ny —n ny/ (fn)/('x) !
hot — oho ' h
(hg™) (x) = (f o) = (f"Y (f"hf™(x)) ye]é,ig(b)[ )

()

<e - sup (),

yel0. 1)1
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et donc W
sup (g (x) < & - SRy 1 0)
y€la,bl lnfye]a,b[ h/(y)
Cela entraine évidemment que (#,) est une suite bornée. Prenons une sous-suite
(t,,) qui converge vers une limite 7 € R. Puisque / fixe chaque intervalle
[a,, b,], on a h'(0) = 1. En intégrant (8) on obtient, pour tout k suffisamment
grand et tout x €]la, bl,

(x —a)/2¢® < hg' (x) —a <26’ (x — a),

et en passant 2 la limite lorsque k tend vers I’infini on conclut que (x —a) /2’ <
hgT(x) —a < 2e*(x —a). Or, cet argument reste valable lorsqu’on remplace &
par i/ pour tout j € N (car la constante § ne dépend que de f). On obtient ainsi
(x —a)/2e® < (hg")/(x) —a < 2e¢°(x —a) pour tout x €la, b[ ettout j € N, ce
qui est évidemment impossible. Ceci finit la preuve de I’affirmation 3, et donc
celle du théoreme A.

2.2 Le cas général

La preuve du théoreme B sera faite par récurrence sur 1’ordre de résolubi-
lité. Etant donné un sous-groupe résoluble I" de Diff%r([O, 1[) sans point fixe
a I’intérieur, on note

{idi=To< 1< <y <y =T

la série dérivée de T, i.e. TI';_y = TI'[ et I'j # {id}. On démontrera plus
précisément que pour k > 2, le groupe I' = I'; admet une suite exacte

0—TI;, —TI—(Z,+) —0,

ou I'}_, désigne le sous-groupe distingué de I" des éléments qui fixent les com-
posantes irréductibles de I',_;. On montrera aussi que I'}_, est d’ordre de
résolubilité égal a k—1, et le morphisme sur (Z, +) associé sera induit par le dé-
calage des composantes irréductibles de I';_;. Tout ceci impliquera clairement
le théoreme B tel qu’il est énoncé.

Remarquons d’abord que 1’hypotheése de récurrence pour k = 2 est fournie
par le théoreme A pour des groupes qui ne sont pas conjugués a des groupes
non abéliens de transformations affines. Dans le cas contraire, I’argument qui
permet d’obtenir la validité de I’ hypothese de récurrence pour k = 3 est analogue
a I’argument général de passage de k a k + 1 ci-dessous. Supposons donc que
toutes les affirmations plus haut sont vraies pour des groupes dont I’ordre de
résolubilité est inférieur ou égal a k, et fixons un sous-groupe I' = T’y de
Diff i([O, 1[) d’ordre de résolubilité k + 1 et sans point fixe & I’intérieur.

Affirmation 1: si [u, vy[ est une composante irréductible de Iy, alors la restric-
tion a [u,, v2[ de son stabilisateur dans I" est métabélienne.
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Preuve. On désigne par F[*u S0l le stabilisateur de [u,, v[ dans I". Si la restric-

tion de I'y 2 [u,, v5[ est C2-conjuguée a un sous-groupe (non trivial) du groupe
affine, alors I'; étant distingué dans I, la restriction de I';, - & [u2, vo[ est
C?-conjuguée a un sous-groupe du groupe affine (voir le Lemme 2.2). Consi-
dérons maintenant le cas ou la restriction de ', a [u;, v[ n’est pas conjuguée a
un sous-groupe du groupe affine. Dans ce cas, d’apres le théoréme A, cette res-
triction est une extension par (Z, +) d’un sous-groupe d’un produit de groupes
C2-conjugués a des groupes de translations. Remarquons que la restriction de

'y a [uy, vo[ est distinguée dans la restriction de F[*u - a cet intervalle.

Supposons d’abord I’existence d’une composante irréductible [u;, vi] de T'y
contenue dans [u,, vo[ et d’'un élément i € T tels que si g € I'; est un élément
dont la restriction a [u;, v;] n’est pas triviale, alors les restrictions de g et 7 a
Juy, vi[ engendrent un groupe C-conjugué A un sous-groupe non commutatif
du groupe affine. Soit j le plus petit indice tel que cela a lieu pour un certain
élément h € I'j ;1 (notons que j > 1). Fixons f> € I'; tel que f>(vy) < u; et
tel que 'image de la restriction de f, a [u,, v2] engendre (Z, +) dans la suite
exacte correspondante. Le commutateur [i~!, f, "] appartient a I';, et de plus
il fixe [u1, v;]. Par la définition de j, la restriction de ce commutateur a [u, v;[
appartient au flot associé a la restriction de g a [u;, v;[. Cela signifie qu’il existe
une suite de nombres réels (#,) telle que pour toutn € Nona [h~1, =g et
donc f, "hf; = hg'™. Sil’onapplique les arguments de la preuve de I’ affirmation
3 du §2.1 en remplacgant [a, b] par [u;, v;], alors on aboutit a2 une contradiction.

Supposons maintenant que pour toute composante irréductible [u1, vi[ de I'y
contenue dans [u,, vo[ et tout & € I' fixant [uq, v;[, la restriction de & a Juy, vq[
est une translation dans les coordonnées induites par I';. Si I’action du quotient
kauz,vz[/ I {us, 001 sur 'ensemble de ces composantes [ug, vi[ est libre, alors
I’argument de la preuve du théoréme de Holder implique que ce quotient est
abélien. Puisque par hypothese la restriction I'J |4, ,[ st abélienne, cela im-
plique que I';, . est métabélien. Donc, si I';, ) n’est pas métabélien alors
il existe des €léments dans I'j,, . qui ne fixent pas toutes les composantes ir-
réductibles de I'; contenues dans [u;, v;[ mais qui possedent des points fixes
sur Juy, vo[. Fixons le plus petit indice j tel que ceci soit vrai pour un élément
h € I'j;1. Comme I'y est distingué dans I" on a A(Juy, viDN]uy, vi[= ¥ ou
h(Juy, vi[) =]uy, vi[ pour toute composante irréductible Ju;, vi[ de I';. Cela
permet de trouver un point fixe p €]Ju,, v,[ de k qui est un point d’accumulation
de composantes irréductibles de I'; non fixées par k. Fixons une composante
irréductible Ju;, vi[ de I'} entre p et le point fixe de & a droite de p, de sorte
que ’une des suites (A" (u1)) ou (h~"(u;)) converge vers p. Le commutateur
(A, f> "1 appartient a I';, et donc il fixe [u;, v;] (par la définition de j). En
particulier, les intervalles A (] £5' (u1), f5' (vi)[ et 1f5 (u1), f;' (v1)[ sont disjoints.
De plus, on vérifie aisément que h(f;'(p)) = f, (p) pour tout n € Z. Cepen-
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dant, ces rélations contredisent le Lemme 1.2 appliqué a y; = f> et y» = h (avec
Xo = f{l( p), y = uy et z = vy). Ceci finit la démonstration de 1’affirmation.

Affirmation 2: I’ordre de résolubilité du groupe I'} est égal a k ; en particulier,
ce groupe n’est pas égal a I'.

Preuve. Larestriction de I'} a chacune de ses composantes irréductibles con-
tenues dans le complémentaire de la réunion des composantes irréductibles de
I'; est évidemment abélienne (et donc C2-conjuguée a une action par des trans-
lations). Il faut donc se restreindre aux composantes irréductibles de I';. Notons
que le groupe I'} agit par automorphismes de chaque image (Z, +) de la restric-
tion de 'y a ses composantes irréductibles (car [, est distingué dans I'). Cela
entraine que pour tout f, g € I'}, le commutateur [ f, g] fixe ces composantes.
Par récurrence on montre que chaque élément du i-¢me groupe dérivé de I'} fixe
chaque composante irréductible de I'y_;. Pour i = k — 2 on obtient que les élé-
ments du (k —2)-eme groupe dérivé de I'}’ fixent chaque composante irréductible
de I';. En dehors de ces composantes, les éléments du (k—2)-eme groupe dérivé
de I'} sont donc triviaux. D’autre part, I’affirmation 1 entraine qu’a I’intérieur de
ces composantes, les éléments du k-eme groupe dérivé de I'; sont triviaux. Ceci
entraine que I’ordre de résolubilité de I'} est inférieur ou égal a k. Finalement,
cet ordre doit étre égal a k, car I';’ contient I';.

D’apres I’affirmation 2, il existe des éléments de " qui ne fixent pas toutes les
composantes irréductibles de I'y. On fixe ’'une de telles composantes [u, vi],
et pour la cohérence de la notation on désigne par [uy41, vrt1[= [0, 1[ la com-
posante irréductible de I' = T'y4.

Affirmation 3: si f € I' ne fixe pas [ug, v], alors uyy; (resp. vig41) est le point
fixe de f a gauche (resp. a droite) de [uy, vi].

Preuve. La démonstration est analogue a celle de I’affirmation 1 du §2.1. 1l
suffit de remplacer dans ce démonstration [a, b] et T par [uy, vi] et 'y respec-
tivement.

Affirmation 4: si f € 'ty fixe une composante irréductible quelconque de I'y,
alors f appartient au groupe I'}.

Preuve. C’estclair a partir du fait que I’ affirmation précédente est valable pour
n’importe quelle composante irréductible de I'y.

A partir des affirmations précédentes, on voit que I’action du groupe I'/ I} sur
Fix(I'y) est libre. Un argument similaire a celui du §2.1 (qui utilise I’'idée de la
preuve du théoréme de Holder) montre qu’il existe une suite exacte

0 —TI{—TI—HCR+) —0,
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Notons que I'image H de I" dans (R, +) est non triviale, a cause de I’ affirmation
2. L’argument de la preuve de I’affirmation 2 du §2.1 montre que cette image
est infinie cyclique, et on a donc une suite exacte

0 —TI;—TI—(Z+) —0.

L’hypothese de récurrence est donc vérifiée a 1I’ordre k + 1.

Notons finalement que, d’apres I’affirmation 2, ’hypotheése de récurrence est
applicable a la restriction de I'} a chacune de ses composantes irréductibles.
Donc, I'} est un sous-groupe d’un produit (au plus dénombrable) de groupes de
R (k). Au moins I’un des facteurs de ce produit n’appartient pas a R(k — 1),
car en cas contraire I’ordre de résolubilité de I';’ serait inférieur a k. Ceci finit la
preuve du théoreme B.

Nous avons a peu pres explicité toutes les possibilités de construction de sous-
groupes résolubles de Diff i ([0, 11). Cependant, le lecteur aura noté la différence
essentielle entre les deux constructions du §1. En effet, pour obtenir des groupes
d’ordre de résolubilité aussi grande que 1’on veut, on ne peut pas appliquer a
plusieurs reprises I’idée centrale de la deuxieéme construction (celle qui consiste
a “multiplier” les champs de vecteurs par des facteurs non nuls). Ceci est une
conséquence plus au moins claire du résultat ci-dessous, lequel conclut notre
description des sous-groupes résolubles de Diffi([O, 1.

On fixe un sous-groupe résoluble de Diff i([O, 1[) d’ordre de résolubilité k > 3
et sans point fixe a I’intérieur. On consideére une composante irréductible [u5, v,[
de I';, et pouri > 3 on définit par récurrence [u;, v;[ comme étant la composante
irréductible de I'; qui contient a [u;_1, v;—1[. Désignons par f; un élément
quelconque de I'; tel que dans la série exacte associée a la restriction de I';
a [u;, v;[, 'image de la restriction respective de f; engendre (Z, +). Quitte
a changer f; par fl._l si nécessaire, on suppose que cette image est négative,
c’est-a-dire que U'intervalle f;([u;—1, v;_1[) est a gauche de [u;_1, v;_1][.

Proposition 2.3. Avec les notations précédentes, pour tout i > j > 3 il existe
N e Ntel que f;7" f; fI" fixe [uz, vo pour toutn > N.

Preuve. Le fait que f;" f; f" fixe [uz, va[ est équivalent au fait que f; fixe
[f/"(u2), f/"(v2)]. Dans le cas ou ceci a lieu, I’action de f; sur cet intervalle
est affine dans les coordonnées associées. Notons que [ f" (u2), f"(v2)] est une
composante irréductible de I'; contenue dans [ f/"(u;), f;"(v;)], qui a son tour
est une composante irréductible de I'; (voir la figure 1).

Supposons qu’il existe une suite croissante () d’entiers positifs telle que f;
ne fixe pas [ f;*(u2), f"(v2)]. Chaque intervalle [ f; £ (u2), f; f"(v2)] étant
une composante irréductible de I'; et ce dernier groupe étant distingué dans I';, on
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£ (n2) fit(v2) . o Fi(uz) fi(e2) u2 v
Figure 1

asoit f; f"*(v2) < f™(u2), soit f; f"(uz) > f*(v2). Une application simple
duLemme 1.2 avec y; = f; et y» = f; permet d’obtenir alors une contradiction.
Ceci acheve la preuve de la proposition.

Soit [u;, v2] une composante irréductible de I'; sur laquelle la restriction de
', n’est pas conjuguée a un sous-groupe du groupe affine. Sil’on fixe une com-
posante irréductible [#, v;] de I'; contenue dans Ju,, v, [, alors on voit aisément
que I’énoncé de la proposition reste valable en remplacant [u,, v,[ par [u1, vi[
et en considérant des indices i > j > 2.

2.3 En classe Cl°¢

On dit qu’un difféomorphisme f de classe C' de I’intervalle [0, 1[ est de classe
C'°2 si la variation du logarithme de sa dérivée est finie sur chaque sous-intervalle
compact [a, b] de [0, 1[. Onnote Var(log( f"); [a, b]) cette variation, ¢’est-a-dire

Var(log(f"); la,b) = sup Y [log(f")(a;) —log(f")(ai-1)I.

a=ap<a|<--<an=b i1

On désigne par Diff'*% ([0, 1[) le groupe des difféomorphismes de classe C'°¢ de
I’intervalle [0, 1].

Nous nous proposons dans ce paragraphe de montrer que les théorémes A
et B restent valables lorsque 1’on considere des sous-groupes résolubles de
Difflf:g([O, 1[) au lieu de Diff%r([O, 1]), tout au moins si I’on se contente de con-
jugaisons topologiques. Pour cela, remarquons d’abord que I’estimée (1) reste
valable en classe C'°¢, ]a constante § n’étant rien d’autre que Var(log(f"); [0, b]).
Le point délicat est celui relié aux différentes versions du lemme de Kopell et du
théoreme de Szekeres.

Proposition 2.4.  Soit g un difféomorphisme direct et de classe C'°¢ de [0, 1[.
Si g ne posséde pas de point fixe a l'intérieur, alors son centralisateur dans
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Difffr([O, 1[) est soit cyclique infini, soit topologiquement conjugué a un sous-
groupe dense du groupe des translations. De plus, son normalisateur dans
Diff L([O, 1[) est topologiquement conjugué a un sous-groupe du groupe affine.

Preuve. LeLemme 1.2 reste valable lorsqu’on suppose y; de classe C'°2. Ceci
entraine que le centralisateur dans DiffL([O, 1[) d’un difféomorphisme direct
et de classe C'°¢ de [0, 1[ sans point fixe a ’intérieur agit librement sur ]O, 1[.
D’apres le théoréeme de Holder, ce centralisateur est semiconjugué a un groupe
de translations. On doit donc démontrer que si le groupe de translations associé
est dense, alors la semiconjugaison est en fait une conjugaison topologique. Or,
ceci est facile a obtenir en utilisant les arguments de la preuve de 1’affirmation
2 du §2.1. Finalement, I’affirmation concernant le normalisateur est obtenue
aisément en utilisant les arguments de la preuve du Lemme 2.2.

La proposition précédente est un analogue du théoreme de Szekeres en classe
C'°¢, Elle permet de réutiliser tous les arguments des preuves des théorémes A et
B basés sur les “coordonées associées” aux difféomorphismes qui fixent un inter-
valle et n’ont pas des points fixes a I’intérieur. Ainsi, ces théoremes restent vala-
bles en classe C'°¢ si I’on ne considére que des conjugaisons topologiques. Les
théoremes C et D qui seront démontrés dans les paragraphes suivants s’étendent
aussi au cadre des difféomorphimes de classe C'°¢. Signalons finalement que
les théoremes de Plante et Thurston énoncés dans I’ introduction restent valables
eux aussi en classe C'°%,

3 Le cas du cercle

Pour la preuve du théoreme C, rappelons d’abord que pour tout sous-groupe de
Homéo, (S') on a I’une des trois possibilités suivantes (voir [11], page 351):

(i) il y a (au moins) une orbite finie;
(i1) toutes les orbites sont denses;

(ii1) il existe un ensemble de Cantor invariant et minimal (i.e. un minimal
exceptionnel).

Si I' est résoluble alors il est moyennable, et donc il préserve une mesure de
probabilité 1 sur S' (voir le §6.2). Si I' est un sous-groupe moyennable et de
type fini de Diffi(Sl), alors il ne peut pas y avoir un minimal exceptionnel.
En effet, dans le cas contraire le support de p serait le Cantor minimal. Or, le
théoréme de Sacksteder stipule qu’il existe des éléments dans I avec des points
fixes hyperboliques sur cet ensemble de Cantor (voir [3] ou [39]), et ceci contredit
évidemment le fait que p est invariante (cet argument est classique et apparait
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déja dans [35] ; en classe C'°¢, on peut utiliser un résultat du premier appendice
de [29] et qui est obtenu aisément a partir des résultats de [24] et du théoréme
de Denjoy, a savoir tout sous-groupe de type fini de Difflf:g (S") qui admet un
minimal exceptionnel contient un sous-groupe libre & deux générateurs, et donc
n’est pas moyennable).

Si les orbites par I" sont denses alors le support de p est total, et par un
reparamétrage on constate que I" est topologiquement conjugué a un groupe de
rotations.

S’il y a une orbite finie, alors les éléments de I' préservent I’ordre cyclique
de cette orbite, et donc le groupe dérivé I’ fixe chacun de ses points. Sur la
fermeture de chaque composante connexe du complémentaire de cette orbite
agit (par difféomorphismes de classe C?) le groupe résoluble I'" de longueur de
résolubilité égal a k. La situation de 1’affirmation (ii) de I’énoncé du théoreme C
a donc lieu (notons que I’intérieur de chaque composante irréductible de I' est
contenu dans une composante connexe du complémentaire de I’ orbite finie).

Il reste le cas ou I' n’est pas de type fini et il existe un Cantor minimal (le
théoréme de Sacksteder n’est plus valable dans ce contexte). Or, dans cette
situation, le support de la mesure invariante u est I’ensemble de Cantor minimal,
et ceci permet de semiconjuguer I & un groupe de rotations. Le groupe dérivé
[V fixe alors chaque composante connexe du complémentaire du Cantor, et ce
groupe étant encore résoluble, la situation est clarifiée par les théoréemes A et B.
Signalons finalement qu’un exemple de la situation décrite ci-dessus peut étre
obtenu a partir de [20].

4 Le cas de la droite

Dans ce paragraphe nous donnons la preuve du théoreme D. Fixons un sous-
groupe résoluble et non commutatif I" de Diff%r (R), et soit

{idi=To<I'1<q--- a1 <« =T,

la série dérivée de I', i.e. I';_; = TI'j et 'y # {id}. Si T possede des points
fixes globaux, alors les théorémes A et B entrainent que I" est un sous-groupe
d’un produit (au plus dénombrable) de groupes de la classe R (k) dont au moins
I’un des facteurs n’appartient pas a R(k — 1). Supposons maintenant que I’
n’a pas de point fixe. Rappelons qu’une mesure de Radon v définie sur (les
boréliens de) la droite est quasi-invariante si pour tout g € I' il existe un facteur
c(g) € R, tel que pour tout borélien X de la droite ona v(g~! (X)) = c(g)v(X).
On commence par le lemme suivant, qui généralise des résultats qui se trouvent
dans [33].
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Lemme 4.1. [l existe une mesure de Radon non triviale sur la droite qui est
quasi-invariante par l’action de T'.

Pour la preuve du lemme, on considere le plus petit indice j pour lequel I';
possede des points fixes et I' ;| n’en possede pas. Il peut se présenter deux cas.

Premier cas: I’indice j est nul.

Dans ce cas, le groupe I'; étant commutatif, a I’aide du lemme de Kopell
on démontre aisément qu’il existe des éléments dans I'; sans points fixe. Pour
montrer 1’existence d’une mesure de Radon non triviale v sur la droite qui soit
quasi-invariante par I" il suffit de recopier la démonstration du théoreme 4.4 de
[33] en observant que, par hypothese, I'; préserve une mesure de Radon et la
fonction nombre de translation par rapport a cette mesure est non nulle sur I'}
(voir la Proposition 3.1 de [33]).

Deuxieme cas: I’indice j est non nul.

Notons que, par I’hypotheése d’absence de point fixe a I’intérieur, cet indice j
est plus petit que k. On fixe une composante irréductible quelconque [u;, v;] de

r;.

Affirmation 1: si f; et f, sont deux éléments de I’ j+1 qui possedent des points

fixes et qui ne fixent pas Iintervalle [u;, v;], alors les points fixes de ces deux
¢léments a gauche et a droite de [u, v;] sont les mémes.

Preuve. Soient u et v les points fixes de f; 2 gauche et i droite de [u N
respectivement. Supposons que f> ne fixe pas [u, v]. Pour chaque n € Z il
existe un élément g € I'; tel que f2" fi fz_" = f1g. Puisque f;g n’a pas de point
fixe sur Ju, v[ et fixe u et v, f] fixe 'intervalle fZ”(]u, v[) et n’a pas de point
fixe a U'intérieur. On en déduit que les fz” (Ju, v]), n € Z, sont deux a deux
disjoints. Quitte 2 changer f> par son inverse si nécessaire, on peut supposer que
fz”(u ;) tend vers un point fixe de f> lorsque n tend vers +o00. On obtient alors
une contradiction en appliquant les arguments de la preuve de I’affirmation 1 du
§2.1.

On définit Uintervalle [u?,, v}, ] comme étant égal a [u;, v;] si tout élément
de I'j 1 qui ne fixe pas [u, v;] n’a pas de point fixe. Dans le cas contraire, on
considére fj1; € I'j4; avec des points fixes et qui ne fixe pas [u;, v;], et on
définit u} | et v;,, comme étant les points fixes de f;, a gauche et a droite de
[u;, vj] respectivement. On note finalement Fj 41 le stabilisateur de [uj e vf 1]
dans I'j ;1 ; c’est un sous-groupe distingué de I'; ;.

Affirmation 2: le groupe I'j | fixe une mesure de Radon non triviale de la droite
et n’a pas de point fixe.
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Preuve. L affirmation 1 étant valable pour toute composante irréductible de
I, yaeFion du groupe quotient I';/I"7 sur l.’ensemble FiX(F;’:‘Jr]) est librf.:.
En appliquant le théoréme de Holder a cette action on constate aisément qu’il
existe une mesure de Radon non triviale de la droite invariante par I';; dont
le support est contenu dans Eix.(l“;f +1)- Le fait que T'; ;| n’a pas de point fixe
découle de la définition de I’indice j.

La fonction nombre de translation par rapport a la mesure de Radon invariante
associ€e a I'j; est non nulle. Ainsi, pour finir la preuve du lemme dans le
deuxieme cas, on peut appliquer 1’argument donné dans le premier cas (i.e.
recopier la fin de la preuve du théoréme 4.4 de [33]).

Pour démontrer le théoréme D, fixons une mesure de Radon non triviale v qui
soit quasi-invariante par I". Supposons d’abord que v est sans atome. On consi-
dere la relation d’équivalence ~ qui identifie deux points s’ils appartiennent a la
fermeture d’une méme composante connexe du complémentaire de la fermeture
du support de v. L’espace quotient R/~ est topologiquement une droite sur
laquelle le groupe I agit de maniere naturelle par homéomorphismes directs. La
mesure v étant sans atome, elle induit une mesure de Radon v sur R/~ de support
total, sans atome et quasi-invariante par ’action de I'. On montre aisément
que cette derniere action est topologiquement conjuguée a celle d’un groupe de
transformations affines (voir le corollaire 4.6 de [33]). L’action originale de I"
sur la droite est donc semiconjuguée a une action par des transformations affines.

Il nous reste le cas ot v possede des atomes. Remarquons d’abord que le
groupe dérivé T agit en préservant v. Cela entraine que le deuxieme groupe
dérivé T'” fixe chaque atome de v. Cet argument montre en particulier que
I’indice j considéré dans la preuve du Lemme 4.1 est égal a k —2 oua k — 1.
Nous verrons ci-dessus qu’il est égal a k — 1.

On note I', le sous-groupe de I' des éléments qui fixent v, et on désigne par
"/ son groupe dérivé. Les éléments de I') fixent les atomes de v. On désigne
par I'} le sous-groupe distingué de I' des éléments qui fixent les composantes
irréductibles de I';,. Les arguments des preuves des affirmations 1 et 2 du Lemme
4.1 montrentque I', / I'}; est isomorphe a un sous-groupe non trivial H de (R, +).
Ce sous-groupe H ne peut pas étre dense. En effet, dans le cas contraire I"}
serait semiconjugué a un sous-groupe dense du groupe des translations. Ceci
impliquerait que des atomes de v de méme masse s’accumulent sur certains points
de la droite. Or, ceci est absurde, car v est une mesure de Radon. Le groupe H est
donc infini cyclique, et puisque I" agit par automorphismes de H, ses éléments
doivent préserver la mesure v, et donc I' = I',, (ceci montre que j = k —1). On
en déduit que I" est une extension par (Z, 4+) d’un sous-groupe résoluble d’un
produit de groupes de difféomorphismes d’intervalles fermés. L’ affirmation (iii)
de I’énoncé du théoréme a donc lieu, et ceci finit la démonstration.
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5 Le cas de points fixes isolés

On commence par le lemme suivant.

Lemme 5.1. Soit I' un sous-groupe de Homéo, (R) qui est topologiquement
conjugué (resp. semiconjugué) a un groupe de translations. Le normalisateur de
I" dans Homéo, (R) est alors conjugué (resp. semiconjugué) a un sous-groupe
du groupe affine, ou bien il s’identifie au relevement a la droite d’un sous-groupe
de Homéo, (S").

Preuve. Sil’image de I' dans (R, 4+) par ’homomorphisme induit est dense
alors, d’apres le Lemme 2.1, le normalisateur N de I' dans Homéo (R) est
conjugué (resp. semiconjugué) a un sous-groupe du groupe affine. Supposons
désormais que I'image de I' dans (R, +) est infinie cyclique et soit g € I’
la préimage dans I' de son générateur. Quitte & changer g par g~', on peut
supposer que g(x) > x pour tout x € R. Pour tout 7 € /N il existe des entiers
positifs m et n tels que hgh™' = g" et h~'gh = g™. On a alors

¢ =" =(h'ghy=h""g"h =g, )

ce qui entraine que m = n = 1. Tout élément de N' commute donc avec g. Si
I’on considere la relation d’équivalence ~ sur la droite qui identifie les points des
orbites par g, alors I’espace R/~ s’identifie naturellement a un cercle, sur lequel
agit (par homéomorphismes directs) le groupe I'/<g>. Ainsi, I" s’identifie au
relévement 2 la droite d’un sous-groupe de Homéo, (S').

Dans la suite, on dira qu’un groupe I' d’homéomorphismes est a points fixes
isolés si les points fixes des éléments non triviaux sont isolés. Nous pas-
sons maintenant a la description des groupes résolubles et a points fixes isolés
d’homéomorphismes de I’intervalle, du cercle et de la droite. On aura besoin du
lemme suivant, qui peut étre considéré comme un analogue du lemme de Kopell.

Lemme 5.2. Soit I un sous-groupe abélien et non trivial de Homéo ([a, b|)
sans point fixe a ’intérieur. Si les points fixes de chaque élément non trivial de T’
son isolés (dans |a, b|), alors " est topologiquement semiconjugué a un groupe
de translations.

Preuve. Soit g € I' un élément non trivial quelconque. Nous affirmons que
g n’a pas de point fixe a U'intérieur de [a, b]. Supposons le contraire et soit
a* €la, b[ un point fixe de g. Considérons la composante irréductible Ja*, b*[
correspondante pour le groupe engendré par g. L’image de cet intervalle pour tout
élément de I est aussi une composante irréductible de ce groupe cyclique. Par
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I’hypothése d’absence de point fixe global, il existe f € I tel que I’intervalle
f(a*, b*]) est disjoint de ]a*, b*[. Quitte a remplacer f par f~!, on peut
supposer que f(Ja*, b*[) est a gauche de Ja*, b*[. Chaque point de la suite
(f"(@*)), n € N, est un point fixe de g, et cette suite tend vers un point fixe de
g dans [a, a*[. Ceci contredit I’hypothése de points fixes isolés.

On a donc montré que 1’action de I" sur ]a, b[ est libre. D’apres le théoréme
de Holder (voir [11]), le groupe I est semiconjugué a un groupe de translations.

Soit I" un sous-groupe de Homéo, ([a, b[) a points fixes isolés et sans point
fixe a I'intérieur. On suppose I' résoluble et on consideére le sous-groupe I'y
qui apparait dans la série dérivée correspondante. Si [u, v[ est une composante
irréductible de I'y, alors pour tout f € I' I'intervalle f([u, v[) lui aussi est une
composante irréductible de I';. Si f est tel que f(b) < a alors f"(a) converge
vers un point fixe de I';, ce qui contredit I’hypothese de points fixes isolés. On a
ainsique [u, v[ est aussi une composante irréductible de I', et donc [u, v[= [a, b[.

D’apres le Lemme 5.2, I'} est semiconjugué a un groupe de translations. Si
le groupe de translations correspondant est dense, alors la preuve du Lemme 5.1
montre que I" est semiconjugué a un sous-groupe du groupe affine. Sinon, la
preuve de ce méme lemme montre que la restriction de I" a a, b[ s’identifie au
relévement 2 la droite d’un sous-groupe de Homéo_ (S!). Or, par ’hypothése de
points fixes isolés, le sous-groupe de Homéo, (S') associé doit agir librement
sur le cercle. Le version du théoréme de Holder pour des homéomorphismes du
cercle entraine alors que ce groupe est semiconjugué a un groupe de rotations
(voir [11]). Le groupe I" est donc semiconjugué a un groupe de translations. On
a bien démontré le résultat suivant.

Proposition 5.3.  Soit " un sous-groupe résoluble de Homéo, ([a, b[) a points
fixes isolés. Si T" n’a pas de point fixe a Uintérieur, alors I est topologique-
ment semiconjugué a un sous-groupe du groupe affine. En particulier, T est
métabélien.

On considere maintenant le cas du cercle. SiI” est un sous-groupe résoluble de
Homéo_ (S!), alors les arguments du §3 montrent que soit I' est semiconjugué
a un groupe de rotations, soit il posséde une orbite finie. Dans le dernier cas,
le groupe dérivé fixe chaque composante connexe du complémentaire de cette
orbite, et d’apres la proposition précédente, son action sur cette composante
connexe est semiconjuguée a une action par des transformations affines. On a
donc le résultat suivant.

Proposition 5.4. Si I est un sous-groupe résoluble de Homéo_ (S') a points
fixes isolés, alors soit I est semiconjugué a un groupe de rotations, soit I' est un
produit semidirect entre un groupe fini cyclique et un sous-groupe d’un produit
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fini de groupes semiconjugués a des groupes de transformations affines. En
particulier, sa longueur de résolubilité est inférieure ou égale a 3.

Finalement, on considere le cas plus compliqué de la droite (remarquons que
si bien Homéo, ([a, b[) s’identifie de facon évidente 8 Homéo_ (R), I’hypothese
de points fixes isolés est plus faible pour les sous-groupes de ce dernier groupe).

Proposition 5.5. Si I" est un sous-groupe résoluble de Homéo, (R) a points
fixes isolés, alors on a 'une des possibilités suivantes:

(i) T est semiconjugué a un sous-groupe du groupe affine;

(1) T est un sous-groupe d’un produit de groupes semiconjugués a des sous-
groupes du groupe affine qui agissent sur des intervalles dont les intérieurs
sont deux a deux disjoints et qui ne s’accumulent pas sur un point de la
droite;

(iii) I est un produit semidirect entre (Z, +) et un groupe comme celui décrit
dans (i1).

En particulier, la longueur de résolubilité du groupe " est inférieure ou égale
as.
La preuve se divise en deux cas.

Premier cas: il existe un élément g € I'; sans points fixes.

Puisque I'; est contenu dans le normalisateur du groupe engendré par g, la
preuve du Lemme 5.1 montre que I'y s’identifie au relévement a la droite d’un
sous-groupe abélien de Homéo.. (S!). Les arguments de la preuve de la Proposi-
tion 5.4 montrent alors que I'y est soit semiconjugué a un groupe de translations,
soit une extension par (Z, +) d’un sous-groupe d’un produit de groupes semi-
conjugués a des groupes de translations. On en déduit aisément que I" est soit
semiconjugué a un groupe de transformations affines, soit une extension par
(Z, 4+) d’un sous-groupe d’un produit de groupes semiconjugués a des groupes
de transformations affines.

Deuxieme cas: tous les éléments de I'; ont des points fixes.

A T'aide du Lemme 5.2, il est facile de montrer qu’il existe des points qui
sont fixés par tous les éléments de I'y. Puisque I’ensemble des points fixes de
chaque g € I'; distinct de I’identité est discret, il existe une suite finie ou infinie
(a,), avec a, < a,41, telle que chaque intervalle Ja,, a,+1[ est une composante
irréductible de I';. Puisque I'y est distingué dans I', pour tout f € I' il existe
un entier m(f) tel que f envoie [a,—1, a,] Sur [a,—14m(f)s Gnym(r)] pour tout
n € Z. Lapplication f +— m(f) définit un homomorphisme (possiblement
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trivial) de I" sur (Z, 4+). D’apres la Proposition 5.3, on déduit que I" est soit un
sous-groupe d’un produit (au plus dénombrable) de groupes semiconjugués a des
groupes de transformations affines (et qui agissent sur les intervalles la,_i, a,[),
soit une extension par (Z, +) d’un sous-groupe d’un produit (fini) de groupes
semiconjugués a des groupes de transformations affines (le morphisme sur (Z, +)
étant donné par m). Ceci termine la preuve de la proposition.

6 Le cas analytique réel
6.1 Groupes résolubles

Pour I’étude du groupe des difféomorphismes analytiques réels et directs de
I'intervalle [0, 1[, il est pratique de considérer son image dans le groupe G (R, 0)

des germes de difféomorphismes formels. Un élément g de Gﬁ (R, 0) est une série
formelle de la forme

X)) =axx +arx* +azx® + -+, a €R, a >0,

le produit de deux éléments étant donnée par la série qui résulte de la composition
des deux séries correspondantes. Ce groupe admet comme algebre de Lie celle
des champs des vecteurs formels, et [’application exponentielle est une bijection
(voir [25]). Pour £ € N, les séries formelles des difféomorphismes locaux de la

forme
ax

I—)m, a > 0.

X
constituent un sous-groupe remarquable de Gﬁ (R, 0), noté Aff (£). Pour £ =
1 on retrouve le groupe affine. Pour £ > 2 le groupe Aff, (£) est appelé le
“revétement ramifié de dégrée ¢ du groupe affine". Les techniques de la théorie
de groupes de Lie permettent de caractériser ces sous-groupes dans G¢ (R, 0).

Plus précisément, dans [27], I. Nakai démontre le résultat suivant (voir aussi [4],
[12] et [23]).

Théoreme [Nakai]. Si I est un sous-groupe résoluble de Gi(]R, 0), alors on
a l'une des possibilités suivantes:
(i) T est abélien et contenu dans un groupe a un parameétre réel;

(i) T est métabélien non commutatif et il est conjugué a un sous-groupe de
l'un des Aff  (£).

De plus, si T est un sous-groupe de Diff ([0, 1[) sans point fixe a I'intérieur,
alors la conjugaison dans (ii) ci-dessus peut étre prise dans Diff? ([0, 1]).
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Dans [12], E. Ghys démontre que tout sous-groupe résoluble et de type fini
de Diff? (S') est métabélien (remarquons que ceci ne découle pas directement
des résultats du §5). En fait, ’hypothése de génération finie n’est pas néces-
saire : dans le cas général il faudrait ajouter la possibilité que le groupe soit
semiconjugué a un groupe de rotations sans y étre conjugué, mais dans le cadre
analytique réel un tel groupe est évidemment commutatif. Nous appliquerons la
méthode de [12] pour démontrer le résultat suivant.

Théoreme E. Tout sous-groupe résoluble de Dift? (R) est métabélien.

Pour la preuve de ce résultat, notons que d’apres le §5 et la classification de
Nakai, il y a trois possibilités.

Premier cas: I" est semiconjugué a un sous-groupe du groupe affine.

Dans ce cas, les éléments du deuxiéme groupe dérivé de I fixent au moins un
ensemble non dénombrable de points, et ils coincident donc avec I’identité. Le
groupe I" est alors métabélien.

Deuxieme cas: I" est un sous-groupe d’un produit de groupes topologiquement
conjugués a des groupes de transformations affines.

Dans ce cas le groupe I' est évidemment métabélien.

Troisieme cas: I" est une extension par (Z, +) d’un produit fini de groupes con-
jugués a des groupes de transformations affines.

D’apres le §5, il existe une suite (a, ),z telle que a, < a,41 pour tout n et telle
que chaque élément de I'’ fixe les intervalles [a,, a,+1]. Par la classification de
Nakai, autour de chaque point a,, on peut introduire des coordonnées analytiques
réelles telles que tout élément g € I’ s’exprime sous la forme

a(gv al‘l)x
[ 9
(14 b(g, an)xH!*

a(g,a,) > 0.

On peut donc munir chaque intervalle ]a,,, a,+[ d’une mesure de Radon infinie
V,, sans atome et de support total, telle que pour tout g € I'" on ait g,(v) =
c(g, a,)v, pour certain facteur c(g, a,) > 0. Supposons que I'" n’est pas abélien.
Dans ce cas, les mémes arguments de la partie finale de la preuve de la proposition
3.8 de [12] montrent que tout g € I'" agit sur chaque intervalle ]a,, a, [ en
préservant la mesure v,, c’est-a-dire par “translations”. Or, ceci est absurde, car
on a supposé I'’ non abélien.

Le groupe dérivé de I" est donc commutatif, et ceci finit la preuve de la
métabélianité de I.

Nous considérons maintenant les groupes nilpotents de difféomorphismes
analytiques réels de la droite.
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Théoreme F.  Tout sous-groupe nilpotent de Dift? (R) est abélien.

Pour la démonstration, fixons un sous-groupe nilpotent I" de Diff? (R), et
considérons un élément g #~ id du centre de I'. Il peut se présenter deux cas.

Premier cas: le difféomorphisme g n’a pas de point fixe.

Sur la droite on considere la relation de équivalence ~ qui identifie les points
des orbites de g. L’espace quotient R/~ s’identifie naturellement a un cercle, sur
lequel agit (par difféomorphismes analytiques réels) le groupe nilpotent I'/ <g>.
D’apres le premier théoreme de Plante et Thurston, I'/<g> est abélien. Donc, si
hy et hy appartiennent a I, alors le commutateur entre /2, et /i, est une puissance
de g, disons [h}, hy] = g", n = n(hy, hy). Cependant, puisque le groupe
I'/<g> préserve une mesure de probabilité sur S! (car il est moyennable), on a
nécessairement n(h;, hy) = 0 pour tout i1, hy € I'. On a bien démontré que I'
est conjugué au relevement a la droite d’un groupe abélien de difféomorphismes
analytiques réels du cercle.

Deuxieéme cas: le difféomorphisme g possede des points fixes.

Soit I'* le sous-groupe distingué de I' dont les éléments fixent chacun des
points de Fix(g). La restriction de I'* a chaque intervalle déterminé par deux
points consécutifs de Fix(g) est conjuguée a un groupe de translations. Par
analyticité, I'* est un sous-groupe d’un groupe a un parametre.

Supposons que I'/ I'* ne soit pas trivial et soit fT'* un générateur. Pour finir
la démonstration, il suffit de vérifier que f commute avec chaque élément de I'*.
Considérons deux points distincts a et b = f(a) de Fix(g). Puisque fg = gf,
le germe en a de g est envoyé par conjugaison par f sur le germe de g en b.
Puisque I’application exponentielle est bijective, cela entraine que f commute
avec tous les difféomorphismes de 1a forme exp(tf( (g,a)),out € R, expdésigne
I’application exponentielle et X (g, a) est le champ formel associé au germe de
g en a. Puisque I'* est contenu dans cette derniere famille, on en déduit que f
commute localement (autour de a) avec les éléments de I'*, et par analyticité
ceci entraine que f commute avec les éléments de I'*.

6.2 Groupes moyennables

Rappelons qu’un groupe topologique localement compact I" est moyennable si
toute action continue de I par homéomorphismes d’un espace métrique compact
préserve une mesure de probabilité. L’ objectif de ce paragraphe est d’essayer de
répondre a la question suivante:

Question 1. Tout sous-groupe moyennable de Diff ([0, 1[) est métabélien?
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Si I' est un sous-groupe localement compact moyennable et non discret de
Diff? ([0, 1[), alors la composante connexe de I'identité est un groupe de Lie,
et d’apres la classification de Lie, la restriction de cette composante connexe
['* a une composante irréductible est topologiquement conjuguée a un sous-
groupe du groupe affine (voir [11], pp. 345-348). Comme I'* est distingué
dans I', on conclut aisément que I" est un groupe métabélien. Le probleme de
la caractérisation des sous-groupes moyennables de Diff? ([0, 1[) se pose donc
pour les sous-groupes discrets.

Rappelons que la famille des groupes moyennables est fermée par rapport
aux opérations suivantes (dites opérations élémentaires.): passage au quotient,
passage a un sous-groupe, réunion directe et extension. On note AG la famille
des groupes moyennables discrets et SG la plus petite famille qui contient les
groupes discrets dont tous les sous-groupes de type fini sont a croissance sous-
exponentielle et qui est fermée par rapport aux opérations élémentaires. Les
éléments de cette derniere famille sont appelés groupes sous-exponentiellement
moyennables. Pour mieux expliquer cette définition, on définit par récurrence
les familles de groupes SG,, par:

(i) SGy est la famille des groupes discrets dont tous les sous-groupes de type
fini sont a croissance sous-exponentielle;

(i1) SGgy4 est la famille des groupes obtenus par une opération élémentaire a
partir de groupes appartenant a SGy;

(iii) SGy = UgoSGg lorsque o est un ordinal limite.

Un groupe discret I" est un élément de SG si et seulement s’il appartient a SG,,
pour certain ordinal «. La question suivante a été posée dans [14].

Question 2. Est-il vrai que AG = SG ?

Bien que tous les exemples connus de groupes moyennables discrets appar-
tiennent a SG, le travail [16] de R. Grigorchuk et A. Zuk laisse entendre que
la réponse a la question ci-dessus pourrait étre négative. D’ailleurs, si I’on
commence avec les groupes finis et abéliens au lieu des groupes dont les sous-
groupes de type fini sont a croissance sous-exponentielle, alors on obtient une
famille plus petite de groupes, appelée la famille des groupes élémentairement
moyennables et notée EG. Nous renvoyons le lecteur a [6] et a [30] pour plus
d’informations sur le sujet.

Dans la suite, nous nous proposons de démontrer le résultat suivant.

Théoreme G. Tout sous-groupe sous-exponentiellement moyennable de
Dift? ([0, 1[) est métabélien.
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Il est clair d’apres les définitions que pour comprendre les sous-groupes sous-
exponentiellement moyennables de Diff? ([0, 1[), on doit commencer par con-
sidérer les sous-groupes a croissance sous-exponentielle.

Lemme 6.1.  Si " est un sous-groupe de type fini de Diff? ([0, 1]) a croissance
sous-exponentielle, alors il est abélien.

Preuve. Par analyticité on peut supposer, sans perdre en généralité, que I n’a
pas de point fixe a I’intérieur. On va démontrer que I" agit librement sur ]0, 1[.
D’apres le théoreme de Holder, ceci entraine que I” est abélien. Supposons donc
que I’action de I" sur ]O, 1[ ne soit pas libre et soit g un élément non trivial de
" avec des points fixes. Soit ¢ le premier point fixe de g a droite de 0. Fixons
h € T tel que h(c) > c. Onnote f = hgh~' etd = h(c). Soit e le premier
point fixe de g a gauche de d. Il peut se présenter deux cas.

Premier cas: le point d n’appartient pas a Fix(g).

Onnotea =e,b =d, f = f. Onchange f et g par ses inverses si nécessaire
de sorte que f(x) > x et g(x) < x pour tout x €la, b[. Par une application
simple du lemme du ping-pong de Klein sur [a, b] (voir [17], page 188), on
montre que pour N € N suffisamment grand, le semigroupe engendré par £V et
gV est libre.

Deuxieéme cas: le point d appartient a Fix(g).

On change f par f~! si nécessaire de sorte que f(x) < x pour x €]0, d[.
On fixe m € N suffisamment grand de sorte que f™(¢) < ¢. On note alors
a = f"e),b=c f = f"gf ™. Onchange f et g par ses inverses si
nécessaire de sorte que f(x) < x et g(x) > x pour tout x €]a, b[. De nouveau,
une application simple du lemme du ping-pong sur [a, b] montre que pour N € N
suffisamment grand, le semigroupe engendré par £~ et gV est libre.

On a bien démontré que si 'action de I' sur ]O, 1[ n’est pas libre, alors I"
contient un semigroupe libre, et donc sa croissance est exponentielle. Ceci est
contraire a notre hypothese, ce qui conclut la preuve du lemme.

Preuve alternative. On suppose de nouveau que I" n’a pas de point fixe sur
10, 1[. D’apres [34], le fait que la croissance de I" soit sous-exponentielle entraine
I’existence d’une mesure de Radon non triviale sur ]0, 1[ invariante par I'. En
utilisant cette mesure on démontre aisément que les éléments du groupe dérivé
I’ fixent un nombre infini de points sur chaque intervalle compact contenant 0.
Par analyticité on déduit que I'" est trivial, et donc I' est abélien.
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Remarque 6.2. A I’aide des estimées reliées au théoréme de Sacksteder (voir
[3]), et par un argument similaire a celui de la premiere des preuves précé-
dentes, on peut démontrer que tout sous-groupe a croissance sous-exponentielle
de Diff%r([O, 1[) est abélien. Dans [15] le lecteur trouvera un exemple d’un
groupe a croissance intermédiaire qui agit fidelement par homéomorphismes
directs de la droite. On ignore s’il existe des sous-groupes a croissance intermé-
diaire dans Diff’ ([0, 1]) ou dans Diff’ (R).

Pour démontrer le théoreme G, au lieu de considérer directement des sous-
groupes de Diff? ([0, 1[), on considérera des représentations ¢ de groupes sous-
exponentiellement moyennables dans Diffﬁ([O, 1[). Ainsi, pour chaque o on
note

Ro ={(@,T): ¢: T — Diff{ ([0, 1)), I € SGg}.

Proposition 6.3. Pour tout ordinal « et tout (¢, I') dans R, I'image ¢ (") est
métabélienne.

Preuve. Par récurrence. Le cas o = 0 se déduit du lemme précédent, suivant
lequel pour tout (¢, I') € R, I'image ¢ (I") est abélienne.

Supposons que I’affirmation de la proposition est satisfaite pour tout élément
de Rg, B < a, et soit (¢, I') un élément de R,;. Si I a été obtenu a partir de
SG, par un passage au quotient, alors ¢ (I") peut étre vu comme I’image d’une
représentation d’un groupe de SG,. Par I’hypotheése de récurrence, ¢ (I") est
métabélien. Dans le cas ou I" a été obtenu a partir de SG,, par un passage a un
sous-groupe ou une réunion directe, le fait que ¢ (I") est métabélien est évident
a partir de I’hypothese de récurrence. Il reste le cas ol I' est obtenu par une
extension. Dans ce cas, fixons I'; et [, dans SG,, de sorte qu’il existe un suite
exacte

0O—I'1—>I—TI,—0.

Par hypothese, ¢ (I'}) est métabélien. On suppose que ce groupe n’est pas trivial:
dans le cas contraire, ¢ peut étre vue comme une représentation du groupe
I', € SG,. Fixons donc une composante irréductible Ja, b[ de ¢ (I'1). Comme '
est distingué dans I', pour tout 2 € I" on a que ¢ (h)(]a, b[) est une composante
irréductible de ¢(I';). Si cette composante est disjointe de ]a, b[, alors les
¢" (h)(a), n € Z, sont des points fixes (distincts) des éléments de ¢ (I") qui
s’accumulent sur 0, ce qui contredit 1’analyticité. On déduit alors que tout
élément de I" vérifie ¢ (h)([a, b]) = [a, b].

Soit H un sous-groupe abélien distingué et non trivial de ¢ (I"y). Fixons un
élément non trivial g € H et notons H* le sous-groupe de ¢ (I'1) des éléments dont
la restriction a [a, b[ appartient au flot gER;’ p- Ce groupe H* est distingué dans
¢ (I'1). Nous affirmons qu’il est encore distingué dans ¢ (I'). En effet, pour tout
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heHettout f € I', on a que f =¢(fhe(f)~! appartient a ¢ (I'y). De plus,
cet él€ément €tant conjugu€ a i, il ne possede pas de point fixe sur ]a, b[. Donc, on
aque f € H*, et par le théoreme de Szekeres, ceci entraine que ¢ (I") normalise
H*. Ainsi, la restriction de ¢ (I') a ]a, b[ est topologiquement conjuguée a un
sous-groupe du groupe affine. Par conséquence, ¢ (I") est métabélien.

Finalement, si « est un ordinal limite, alors la validité de la proposition pour
(¢, ') € R, est évidente lorsqu’on la suppose pour les ordinaux inférieurs a «.
Ceci finit la preuve de la proposition et donc celle du théoreme G.

Le théoréeme G s’étend de maniere simple au cas du cercle (resp. de la droite)
en utilisant les arguments du §3 et le résultat de Ghys cité au §6.1 (resp. les argu-
ments du §5 et le théoréeme E). Nous laissons au soin du lecteur la vérification du
fait suivant: tout sous-groupe sous-exponentiellement moyennable de Diff*] (ShH
ou de Diff (R) est métabélien. De la méme manicre, le résultat s’étend au
cas des groupes d’homéomorphismes & points fixes isolés: rout sous-groupe
sous-exponentiellement moyennable de Homéo_ ([0, 1[) (resp. de Homéo. (S')
ou de Homéo, (R)) a points fixes isolés est résoluble d’ordre de résolubilité
au plus égal a 2 (resp. au plus 3). Nous croyons qu’il est possible d’aboutir
aussi a une classification satisfaisante des sous-groupes sous-exponentiellement
moyennables de Diff%r([O, 1]) a I’aide de la théorie des niveaux (voir [3]) et de
la théorie des groupes ordonnables (voir [2] et [22]). Signalons pour finir que le
probléme de la caractérisation des groupes moyennables de difféomorphismes
analytiques réels se pose plus généralement a niveau des germes. La question
centrale est la suivante.

Question 3. L’alternative de Tits est-elle valable dans G} (R, 0) ou dans
é$ (R, 0)? Autrement dit, est-il vrai que tout sous-groupe de type fini et non

métabélien de GY (R, 0) ou de Gfﬁ (R, 0) contient un sous-groupe libre a deux
générateurs?

L’une des difficultés de ce probleme consiste en ce que gAi (R, 0) est la limite
inverse d’une suite de groupes résolubles (il suffit de considérer pour chaque
n € Nlemorphisme naturel de G$ (R, 0) dans le groupe des n-jets al’origine). Ce
dernier fait a été exploité dans [10] pour donner une version faible de I’alternative
de Tits dans Diff‘j(Sl): si I" est un sous-groupe de Diff?} (S") qui ne contient pas
de sous-groupe libre a deux générateurs, alors I' est résiduellement résoluble.

Remarque 6.4. Signalons qu’a partir de la classification de Nakai on peut
montrer aisément que tout sous-groupe virtuellement résoluble de Gi (R, 0) est
métabélien (ceci explique I’énoncé si fort de la question 3). Un résultat analogue
peut étre établi par les méthodes de ce travail pour les sous-groupes virtuellement
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résolubles de Diffi([O, 1), de Diff%r(Sl) ou de Diffi(]R): ces groupes sont
nécéssairement résolubles.
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