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Sur les notions de quasi-homogénéité
de feuilletages holomorphes endimension deux

David Marín

Abstract. In this note, we recall the different notions of quasi-homogeneity for singu-
lar germs of holomorphic foliations in the plane presented in [6]. The classical notion
of quasi-homogenity allude to those functions which belong to its own jacobian ideal.
Given a foliation in the plane, asking that the equation of the separatrix set is a clas-
sical quasi-homogeneous function we obtain a natural generalization in the context of
foliations. On the other hand, topological quasi-homogeneity is characterized by the
fact that every topologically trivial deformation whose sepatrix family is analytically
trivial is an analytically trivial deformation. We give an explicit example of a topolo-
gical quasi-homogeneous foliation which is not quasi-homogeneous in the sense given
above.
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1 Introduction

Cette note a été motivée principalement par la lecture de [6] où l’auteur présente
et étudie différents notions de quasi-homogénéité pour les germes de feuilletages
holomorphes en dimension deux. L’objectif final est donner une classification
analytique complète. Or, il y a plusieurs façons d’aborder le problème. Par exem-
ple, on peut considérer un feuilletage donnéF dans une famille holomorphe (une
déformation ou un déploiement deF dont la définition sera rappelée en bref) et se
demander sur la dimension du plus grand espace qui contient toutes ces familles
à équivalence analytique près (espace versel). Mais aussi, on peut s’intéresser à
l’espace de modules analytiques dans la classe de tous les feuilletages topologi-
quement conjugués àF . Dans [2] nous avons traité ce problème en donnant une
réponse précise dans le cas de feuilletages quasi-homogènes. Il est donc naturel
d’aborder l’étude du premier cas générique non quasi-homogène. Ceci arrive
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quand l’ordre d’annulation à l’origine du feuilletageF est 4. D’après les résul-
tats de [6, 7], l’espace versel des déploiements équisinguliers d’un tel feuilletage
est de dimension 3. On espérait montrer que l’espace de modules analytiques
aurait aussi dimension trois, dont on savait interpréter géométriquement deux
comme étant les positions des séparatrices. C’était en cherchant le troisième
module dans le cas de fonctions qu’on a trouvé que en général il n’existait plus
(comme dans l’exemple qu’on présente dans cette note). C’est à dire, la po-
sition des séparatrices donnent les seuls invariants analytiques continus. Cette
conclusion semblait contredire le fait que la fonction présentée n’était pas quasi-
homogène. Finalement, on a vu que les différents notions de quasi-homogénéité
n’étaient pas équivalents pour cet exemple. D’après les définitions introdui-
tes par J.F. Mattei dans [6] il s’agit donc de donner un exemple de feuilletage
qui est topologiquement quasi-homogène mais non quasi-homogène au sens des
déploiements.

2 Définitions

Soit Fω un germe de feuilletage holomorphe à l’origine deC2 défini par un
germe de 1-forme

ω = a(x, y)dx + b(x, y)dy, a, b ∈ O, avec Sing(ω) := {a = b = 0} = {0},

oùO dénote l’anneau de germes de fonctions holomorphes sur(C2, 0). D’après
un résultat de C. Camacho et P. Sad [1] un tel feuilletage admet toujours une
séparatrice, c’est à dire un germe à l’origine de courbe analytique irréductible
invariant. Il peut en admettre une infinité, on dit alors queω estdicritique. Si ce
n’est pas le cas, on note Sep(ω) le germe de l’union des séparatrices deω.

Définition 1. Soitω = a(x, y)dx+b(x, y)dyun germe de 1-forme holomorphe
non dicritique à l’origine deC2, I (ω) = (a, b) ⊂ O l’idéal engendré par les
germes de fonction holomorphesa, b, et f une équation réduite deSep(ω). On
dira queω est quasi-homogènesi et seulement sif ∈ I (ω). On dira qu’une
fonction holomorphe réduitef est quasi-homogène siω = d f est une 1-forme

quasi-homogène, i.e. sif appartient à son idéaljacobienJ( f ) =
(

∂ f
∂x ,

∂ f
∂y

)
.

Une déformationωt = at(x, y)dx + bt(x, y)dy deω = ω0 est le germe de
feuilletage holomorphe dedimension1 surC2 ×Cp définit par le champ vecteur

X = bt(x, y)∂x − at(x, y)∂y

dont le lieu singulier est{0} × Cp. Un déploiement deω est un germe de
feuilletage holomorphe decodimension1 surC2 × Cp définit par une 1-forme

� = a(x, y; t)dx + b(x, y; t)dy +
p∑

j =1

cj (x, y; t)dtj
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qui satisfait la condition d’intégrabilité� ∧ d� = 0, telle que Sing(�) =
{0}×Cp et�|{t=0} = ω. À tout déploiement� deω on lui associe naturellement
une déformation sous-jacente. Une déformation est dite équiréductible si elle
admet une réduction de singularités (par éclatements)en famille. Un déploiement
est équisingulier si la déformation sous-jacente est équiréductible. On envoie au
lecteur à [6] pour préciser ces définitions.

Une équivalence analytique (resp. topologique) entre deux déformations ou
déploiements est une conjugaison analytique (resp. topologique) des feuilletages
respectifs qui préserve la projectionπ : C2 × Cp → Cp. On dira qu’une
déformation (resp. un déploiement) est analytiquement ou topologiquement
trivial si est équivalente à la déformation (resp. au déploiement) constante.

Soit f : C2 → C un germe de fonction holomorphe à l’origine etω = d f .
D’après [4], siωt est une déformation topologiquement trivial deω alors pour
chaquet le feuilletageFωt admet une intégrale première holomorpheft . En plus,
on peut choisirft dépendant holomorphiquement det . Il résulte que la déforma-
tion ωt est sous-jacente au déploiement� = d F donné par le germe de fonction
holomorpheF : (C2+p, {0} × Cp) → (C, 0) définie parF(x, y; t) := ft(x, y).
Remarquons que la trivialité topologique (resp. analytique) du déploiement
� = d F équivaut à l’existence des germes de homéomorphismes (resp. biholo-
morphismes)

8 : (C2+p, {0} × Cp) → (C2+p, {0} × Cp) et l : (C, 0) → (C, 0)

tels que8(x, y; t) = (φt(x, y); t), φ0 = id et F(φt(x, y); t) = l ( f (x, y)).
D’autre part, la déformation sous-jacente au déploiement� = d F est topologi-
quement (resp. analytiquement) trivial s’il existe des germes de homéomorphis-
mes (resp. biholomorphismes)

8 : (C2+p, {0} × Cp) → (C2+p, {0} × Cp)

et
L : (C1+p, {0} × Cp) → (C1+p, {0} × Cp)

tels que8(x, y; t) = (φt(x, y); t), φ0 = id, L(z; t) = (l t(z); t) et

F(φt(x, y); t) = l t( f (x, y)).

Définition 2 (Mattei). Soitω un germe de 1-forme holomorphe à l’origine non
dicritique.

(1) On dira queω esttopologiquement quasi-homogènesi et seulement si toute
déformation topologiquement trivialeωt deω satisfait l’équivalence:

La déformationωt est analytiquement triviale⇔ la famille Sep(ωt) est
analytiquement triviale.
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(2) On dira queω est d-quasi-homogèneou quasi-homogène au sens des
déploiementssi et seulement si tout déploiement équisingulier� de ω

satisfait l’équivalence:

� est analytiquement triviale⇔ la famille Sep(�t) est analytiquement
triviale.

3 Quelques remarques sur les notions de quasi-homogénéité

Dans la suite� dénotera un déploiement d’une 1-forme holomorpheω et ωt la
déformation sous-jacente à�.

(a) Il est bien connu que si le déploiement� est équisingulier alors la défor-
mationωt est topologiquement triviale. D’autre part, dans [7] est montré
la réciproque sous des conditions génériques (notamment, siω est ce que
les auteurs appellent dans [7]quasi-hyperbolique générique: c’est à dire
une 1-forme non dicritique dont toutes les singularités du feuilletage ré-
duit sont dans le domaine de Poincaré et tel qu’il y a une composante
irreductible du diviseur exceptionnel dont le groupe d’holonomie est non
résoluble).

(b) Si ω est telle que toute déformation topologiquement triviale est sous-
jacente à un déploiement (par exemple siω est quasi-hyperbolique géné-
rique) alors on a l’implication suivante:

ω d-quasi-homogène =⇒ ω topologiquement quasi-homogène.

(c) Siω n’admet pas de facteur intégrant holomorphe (i.e. s’il n’existe pas un

germe de fonction holomorpheg tel qued
(

ω
g

)
= 0) alors:

ω topologiquement quasi-homogène=⇒ ω d-quasi-homogène.

(d) Si t0 ∈ C \ R alors la déformationωt = xdy + tydx, t ∈ (C, t0) de
ω = ωt0 est topologiquement triviale et vérifie que Sep(ωt) = Sep(ω).
Mais comme le résidut est un invariant analytique deωt on a que cette
déformation n’est pas analytiquement triviale, et doncω n’est pas to-
pologiquement quasi-homogène. Par contre, il est bien connu que tout
déploiement équisingulier d’une singularité réduite est analytiquement tri-
vial, d’où résulte queω est d-quasi-homogène. Cet exemple montre que
l’implication de (b) n’est pas vérifiée dans toute généralité.
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4 Mise en place des différents notions de quasi-homogénéité

Ainsi, on a vu que les notions de quasi-homogénéité topologique et au sens des
déploiements coïncident sous des hypothèses génériques mais en général elles
sont différentes. Rappelons que un feuilletage est dit courbe généralisée si toutes
les singularités qui apparaissent après sa réduction ont une partie linéaire non-
dégénérée. Le résultat suivant de [6] met en place le rapport entre les différentes
notions de quasi-homogénéité deω et aussi de ses séparatrices:

Théorème 3 (Mattei).Soitω un germe de courbe généralisée non dicritique etf
une équation réduite deSep(ω) alors les assertions suivantes sont équivalentes:

(1) ω est quasi-homogène (i.e.f ∈ I (ω))

(2) ω est d-quasi-homogène

(3) d f est quasi-homogène (i.e.f ∈ J( f ))

(4) d f est d-quasi-homogène

(5) il existe un système de coordonnées(u, v), des fonctionsg, h ∈ O avec
g(0, 0) 6= 0 et des nombres entières positifsα, β etd tels que

f =
∑

αi +β j =d

ai j u
i v j et gω = d f + h(u, v)(βvdu − αudv).

En plus, siω est quasi-hyperbolique générique alors les conditions (1)-(5)
sont équivalents à

(6) ω est topologiquement quasi-homogène.

À l’aide d’un exemple explicite, on verra à la section suivante qu’onne peut
pasajouter au théorème une nouvelle assertion équivalente qui dirait:

(7) d f est topologiquement quasi-homogène.

5 Un exemple explicite

Le résultat que nous proposons est le suivant:

Proposition 4. Soit f (x, y) = x5 + y5 + x3y3. Alors,

(i) la 1-formed f est topologiquement quasi-homogène.

(ii) la 1-formed f n’est pas d-quasi-homogène.
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C’est à dire,d f vérifie (7) mais pas (4) ni (3) dans le théorème précédent. En
particulierω = d f fournit le contre-exemple qui manquait à la section 3. Sans
perdre généralité, on peut se ramener au cas de déformations et déploiements
dont l’espace de paramètres est(C, 0), i.e. avecp = 1. Dans la suite, on notera
Õ l’anneau des germes de fonctions holomorphes sur(C3, 0).

Lemme 5. Soit f ∈ O un germe de fonction holomorphe et� le déploiement
deω = d f défini par la fonctionF(x, y; t) = ut(x, y) f (x, y), où ut est une
unité qui vérifieu0 ≡ 1. Soit J̃ l’idéal de Õ engendré par∂ ft

∂x et ∂ ft
∂y . Alors� est

analytiquement trivial si et seulement sif ∂ut
∂t ∈ J̃.

Preuve du Lemme 5. Commeu0 ≡ 1, le déploiement� est analytiquement
trivial si et seulement s’il existe une famille holomorpheφt de biholomorphismes
de(C2, 0) telle que

ft ◦ φt = f avec φ0 = id. (1)

D’après la méthode du chemin, voir par exemple [3], la trivialité analytique du
déploiement� équivaut à trouver un germe de champ vecteur holomorphe sur
C3

X =
∂

∂t
− At(x, y)

∂

∂x
− Bt(x, y)

∂

∂y

tel que X( ft) = 0, car alors le flotφt de X vérifie (1). Remarquons que la
conditionX( ft) = 0 s’exprime comme

∂ ft

∂t
= At(x, y)

∂ ft

∂x
+ Bt(x, y)

∂ ft

∂y

où d’une façon équivalente:∂ut
∂t f ∈ J̃. �

Avant de prouver la Proposition 4, faisons quelques remarques sur la fonction
f dont l’idéal jacobien estJ = (5x4 + 3x2y3, 5y4 + 3x3y2). Le germe à
l’origine de la courbef −1(0) étant topologiquement conjugué aux cinq droites
{x5 + y5 = 0}, le nombre de Milnor def (qui est un invariant topologique) est
égal à dimCC{x, y}/(x4, y4) = 16. En fait, on peut vérifier sans peine qu’une
base du quotientO/J est la suivante:

1, x, y, x2, xy, y2, x3, x2y, xy2, y3, x3y, x2y2, xy3, x3y2, x2y3, x3y3, (2)

d’où résulte quef n’est pas quasi-homogène (i.e.f /∈ J) maism ∙ ( f ) ⊂ J,
m étant l’idéal maximal de l’anneau localO. En plus, en utilisant la base (2) on
peut montrer aisément que

A(x, y)
∂ f

∂x
+ B(x, y)

∂ f

∂y
∈ m5 =⇒ A(x, y), B(x, y) ∈ m. (3)
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Preuve de la Proposition 4. Pour montrer la première assertion on considère
une déformationωt deω topologiquement triviale dont la famille de séparatrices
Sep(ωt) est analytiquement trivial. Quitte à faire un changement analytique de
coordonnées on peut supposer que la famille Sep(ωt) est constante. D’après
les remarques de la section 2, il existe une famille de germes de fonctionsFt :
(C2, 0) → (C, 0) dépendant analytiquement det telle queωt = d Ft . Comme
Sep(ωt) = Sep(d f ) = f −1(0) on peut factoriserFt commeFt = Ut f oùUt ∈ Õ
est une unité qui vérifieU0 ≡ 1. La remarque clé est que la déformationωt est
la même que celle qui est sous-jacente au déploiement défini par la fonction
ft := ut f , où ut := Ut

Ut (0,0)
. Nous montrerons, à l’aide du lemme 5 que ce

dernier déploiement est analytiquement trivial, d’où découlera automatiquement
la trivialité de la déformationωt . Si on écritut sous la forme

ut(x, y) =
∑

n≥0

gn(x, y)tn,

on a queg0 ≡ 1, et gn ∈ m pour toutn ≥ 1. Il suffit, d’après le lemme 5, de
trouver At(x, y) =

∑
l≥0 Al (x, y)t l et Bt(x, y) =

∑
l≥0 Bl (x, y)t l appartenant

à Õ tels que
[
∑

n≥0

(n + 1)gn+1t
n

]

f =

[
∑

l≥0

Al t
l

][
∑

k≥0

∂(gk f )

∂x
tk

]

+

[
∑

l≥0

Bl t
l

][
∑

k≥0

∂(gk f )

∂y
tk

]

.

En utilisant queg0 ≡ 1, une inspection directe du coefficient detn montre
l’égalité

An
∂ f

∂x
+ Bn

∂ f

∂y
= f

[

(n + 1)gn+1 −
n−1∑

l=0

(
Al

∂gn−l

∂x
+ Bl

∂gn−l

∂y

)]

−
n−1∑

l=0

(
Al

∂ f

∂x
+ Bl

∂ f

∂y

)
gn−l

(4)

pour toutn ≥ 0. Montrons par récurrence surn qu’il existeAj , Bj ∈ m vérifiant
les équations (4) jusqu’au l’ordren. Pourn = 0 l’équation à résoudre est

A0
∂ f

∂x
+ B0

∂ f

∂y
= f g1.
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L’existence deA0, B0 ∈ m résulte du fait quef g1 ∈ m ∙ ( f ) ⊂ J ∩ m5 car
g1 ∈ m. Supposons maintenant qu’il existeAj , Bj ∈ m vérifiant (4) jusqu’au
ordren − 1. Du fait queAj , Bj ∈ m on en tire que le deuxième terme de (4)
appartient aussi àJ ∩ m5, ce qui assure l’existence deAn, Bn ∈ m d’après (3).
De cette façon nous avons prouvé que∂ ft

∂t appartient à̂J := J̃ ⊗ Ô, le complété
formel de J̃. D’autre part, comme∂ ft

∂t est convergent on conclut que∂ ft
∂t ∈ J̃,

grâce à la fidèle platitude dêO surÕ (voir par exemple [8]).

Pour montrer la deuxième propriété il suffit de trouver un déploiement équi-
singulier� = d F à séparatrices constantes (i.e.F(x, y; t) = ut(x, y) f (x, y))
qui ne soit pas analytiquement trivial. Il convient de prendreut(x, y) = g(t)
avecg′(t) 6≡ 0. En effet, de nouveau par le lemme 5, on a que le déploiement
� est analytiquement trivial si et seulement sig′(t) f ∈ J̃. À partir du premier
terme non nul deg′(t), de cette dernière condition on en tire quef ∈ J, ce qui
est manifestement faux. �

6 Conclusion

Pour finir, nous donnons un déploiement équisingulier e-semi-universel du feuil-
letage défini pard f où f (x, y) = x5 + y5 + x3y3. D’après [5], la dimension de
l’espace de paramètres d’un tel déploiement est trois, car l’ordre d’annulation
ded f est 4. D’autre part, d’après [3], on sait que sia1(x, y), . . . , aμ+1(x, y) est
une base du quotientm/mJ( f ) alors le déploiement

U (x, y; u1, . . . , uμ+1) = f (x, y) + u1a1(x, y) + ∙ ∙ ∙ + uμ+1aμ+1(x, y)

est universel dans le sens que n’importe quel déploiementF(x, y; t) de base
(Cp, 0) (non nécessairement équisingulier) s’écrit sous la forme

F(x, y; t) = U (φt(x, y); λ(t))

où φ0 = id, φt(0, 0) = (0, 0) et λ : (Cp, 0) → (Cμ+1, 0). Dans notre cas
μ = 16 et on peut prendre commea1(x, y) = x2y3, a2(x, y) = x3y2 et
a3(x, y) = f (x, y) car ses projections surm/mJ sont linéairement indépen-
dants. Considérons le déploiement suivant def (x, y):

F(x, y; t1, t2, t3) = (1 + t3)( f (x, y) + t1x2y3 + t2x3y2). (5)

Grâce aux résultats de [6] concernant l’équiréductibilité, du fait que la famille de
séparatrices Sep(d Ft) est topologiquement triviale on en tire que le déploiement
F est équisingulier. On peut aussi écrireF sous la forme suivante:

F(x, y; t1, t2, t3) = f (x, y)+(1+t3)t1a1(x, y)+(1+t3)t2a2(x, y)+t3a3(x, y),

Bull Braz Math Soc, Vol. 36, N. 2, 2005
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d’où résulte queF(x, y; t1, t2, t3) = U (x, y; λ(t1, t2, t3)) avec le changement de
base

λ(t1, t2, t3) = ((1 + t3)t1, (1 + t3)t2, t3, 0, . . . , 0).

Comme la différentielle deλ à l’origine est injective, (5) définit un déploiement
équisingulier e-semi-universel, voir [5]. Pourtant, le paramètret3 est superflu si
on ne considère que les déformations équiréductibles def .
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