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Classes polaires associées aux distributions
holomorphes de sous-espaces tangents
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Résumé. Nous définissons des classes polaires associées a une distribution holomorphe
singuliere de sous-espaces tangents d’une variété projective lisse. Nous prouvons que
ces classes polaires peuvent étre calculées en fonction des classes de Chern-Mather du
faisceau tangent de la distribution et réciproquement. Nous utilisons leurs degrés pour
borner les degrés de certaines classes polaires associés a une variété invariante.
Mots-clés: Feuilletages holomorphes, classes polaires, cycles de Schubert, classes de
Chern, variétés invariantes.

Abstract. We define polar classes associated to a singular holomorphic distribution
of tangent subspaces of a projective manifold. We prove that these polar classes can be
calculated in terms of the Chern-Mather classes of the tangent sheaf of the distribution
and reciprocally. We use their degrees to establish a bound for the degrees of some polar
classes associated to an invariant variety.

Keywords: holomorphic foliations, polar classes, Schubert cycles, Chern classes, in-
variant varieties.
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1 Introduction

Soit M C P" une variété analytique complexe, éventuellement singuliere, de
dimensionm. On note SingM) son ensemble singulier. Soit

D:LnClp1C---CLjC---L1CLo=P" (%)

un drapeau de sous-espaces linéaireBd@u codimL; = j. Dans ce travail,
“dim” et “codim” se rapportent, respéctivement, aux dimensions et codimensions
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30 ROGERIO S. MOL

complexes. En chaque point lisgses M, I'espace tangent complexeM est
bien défini et correspond a un sous-espace linéaire de dimemsitP". On
I'appelleespace tangent projectdi M enx, et on le notel,y M. L'ensemble

P« = Adh{x € M\ SingM); dim(TSM N Ly_k:2) > k — 1},

ou I'adhérenceAdh est prise danM, s’appelle le&k-iemelieu polairede M par
rapport au drapea® (voir [LT] et [Pi]). On remarque que le lieu polaire est la
clotlre de I'ensemble des points ou le plan de codimensierk + 2 du drapeau
et la variétéM ne son pas transverses.

R. Piene [Pi] a démontré que, biy_k,» est suffisamment générique dans
la grassmannienne des— (m — k + 2)-plans deP", alors P, est une variété
analytique de codimensidndont la classe dans le groupe de Chaw (M)
est bien définie. Cette classe, noté&g], s'appelle lak-iemeclasse polairede
M. R. Piene a aussi prouvé la formule de Todd, qui relie les classes polaires et
les classes de Chern-Mather de la varidténotéscM (M):

k .
[R] = Y (=D (m“i‘ k*')c%oa)lm)iﬂcﬁﬁkﬂ(M), (1)

i=0

ou O(1)w désigne la restriction 8 du dual du fibré universel d&". Nous
remarquons que, au cas ou la vari#téest lisse, les classes de Chern-Mather
sont les classes de Chern homologiques usuelles et I'expression ci-dessus coin-
cide avec une formule obtenue par Todd [To]. Nous pouvons, en plus, inverser
formellement les expressions ci-dessus pour obtenir

k
(M) = D (=D

(m+l—k+i
i—0

| >c1(0(1)|M>' N [Pei].
ce qui montre que les classes de Chern-Mathdvidsont determinées par les
classes polaires.

Dans cet article, nous travaillons avec une variété analytique lisse, plongée
dans un espace projectif, pourvue d’'une distribution holomorphe singuliére de
sous-espaces de son fibré tangent. Cet objet, défini dans la section 3, est consisté
d’'un sous-faisceau analytique cohérent du faisceau tandéntiEengendre une
distribution de sous-espaces de I'espace tangkhhars de I'ensemble singulier
de la distribution, un ensemble analytique de codimension 1. Cet objet est une
généralisation de la notion de feuilletage de Baum et Bott [BB], de laquelle on
supprime I'hypothése d'intégrabilité.
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CLASSES POLAIRES 31

En utilisant les espaces définis par la distribution et un drapeau comeag en
nous définissons des lieux polaires associés a la distribution. Nous prouvons,
dans la section 3, que ces lieux polaires définissent, pour un choix générique du
drapeau, des classes dans le groupe de Chow de la variété ambiante: ce sont les
classes polaires associées a la distribution. Nous prouvons dans la section 4 une
formule analogue a (1), reliant les classes polaires de la distribution et les classes
de Chern-Mather de son faisceau tangent. Dans la section 5, dans le cas ou la
distribution est définie par un fibré vectoriel et un morphisme de celui-ci sur le
fibré tangent a la variété ambiante, nous obtenons une expression des classes
polaires en fonction des classes de Chern de ce fibré vectoriel. Finalement, dans
la section 6 nous utilisons les degrés des classes polaires de la distribution pour
établir des bornes pour certains degrés des classes polaires associées a une variété
analytique invariante.

Je remercie vivement Jean-Paul Brasselet, quiaaccompagné tout le développe-
ment de ce travail, pour m’avoir montré, a plusieurs reprises, la bonne direction
a suivre. Je remercie aussi I'lnstitut de Mathématiques de Luminy a Marseille
pour m’avoir procuré des conditions de travail idéales pendant la préparation de
ces notes.

2 Cycles de Schubert

Tout au long de ce travail, les classes considérées sont éléments du groupe de
Chow de la variété concernée. Nous notoh&t c, les classes de Chern co-
homologiques et homologiques, respectivement.

Soit G = G(p, n) la grasmannienne des espaces linéaires de dimepsion
aussi appelép-plans, dan®". On sait ques est une variété analytique lisse de
dimensiong = (n— p)(p+1). SoitD un drapeau comme €r). Considérons,
pour chaqu&k = 1, ..., p+ 1, I'ensemble défini par la relation

ok ={A € G(p,n); dim(A N Lp_ky2) > k—1}.

Cet ensemble est une sous-variété analytiqué die codimensiork, appelée
la k-iemevariété de SchuberSa classe dans le groupe de Chowdappelée
k-iemecycle de Schuberest indépendante du drapeau choisi [GH].

Nous fixons la notation suivante: polrsous-espace linéaire @8, on note
V| le sous-espace vectoriel @8+ de dimension dini. + 1, qui lui correspond.
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32 ROGERIO S. MOL

Ona
A €og &= dimVanVy,,, > k-1
& dimVy+V, ) < dmVy+dmV, ., — (k-1
= P+ +N+1—(p—k+2)—(kk—-1) =n+1

Donc, les éléments de, sont précisément les éléments @ép, n) dont les
espaces affines correspondants ne sont pas, par rapgpjt,a, en position
suffisamment générale pour engendzét?.

Pour un sous-espace vectorielc C"*1, considérons I'espace dusll* =
Homc(V, C) comme sous-espace d€"1)*. Remarquons qu¥* = {y ¢
(C™1)*; v+ = 0}, ot le symbole *" indique le complément orthogonal dans
C"*+1 par rapport & un produit intérieur hermitien choisi. Notds= Vﬁpfk+2
et W* son dual. Nous notons p'é\ﬂe fibré universel, ou tautologique, sGr,
c'est-a-dire le fibré de rang + 1 dont la fibre au dessus de € G estV,,
I'ensemble des vecteurs de Linclusion de fibrésS « 6‘?1 ou 6‘?1 est
le fibré trivial de fibreC™*! et de baseG, induit, par dualité, une projection
C'+1 > . La restriction de cette projection au fibré trividl* de fibrew*
sur G est un homomorphisme holomorphe de fibBés W* — S*. Si nous
notonsp, la restriction dep a la fibre au dessus de € G, nous avons

A€oy < dim(V, +VLp—k+2) < n+1

— dmNVg+VE ) < n+l

— dimp,(W") < p—k+2

p—k+2 p—k+2 p—k+2

&= N r:C~ A\ W - /\ Vjestlapplication nulle.
Nous venons de prouver le lemme:
Lemme 2.1.0k est consisté des points € G pour lesquels 'homomorphisme

p—k+2 p—k+2 p—k+2
/\ﬁ:CN /\W*—> /\S*

est identiquement nul, dl est le fibré trivial de fibreC sur G.

En conséquence du lemme ci-dessus et de la formule de Thom-Porteous [Fu,
Th.14.4, Ex.14.4.1], nous obtenons

[ox] = c“(S) NI[G]. (2)
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3 Classes polaires pour une distribution holomorphe singuliére

Soit M une variété analytigue complexe lisse connexe. On Mdieson fibré
tangent,©® son faisceau structural, & = O(T M) son faisceau tangent. Une
distribution holomorphe singuliérde sous-espaces tangefitsou tout simple-
mentdistribution, est défini comme un sous-faisceau analytique cohérgnie
O, appeléaisceau tangerd F. Le faisceau quotiemlV' y = ©/7 # s’appelle
faisceau normad la distribution. On a une suite exacte de faisceaux:

0—>T}*—>@—>N}“—>O

D’une maniére générale, 'ensemble singulier d'un faisceau analytique co-
hérentS, noté SingS), consiste en les points dé ou la fibreSy n'est pas un
Ox-module libre. On appelle Sitigv ) I'ensemble singuliede la distribution
JF et on le note SingF). Evidemment SingI ) C Sing(F). |l suit de la
définition que SingF) est un ensemble analytique de codimension au moins 1.

Soit p le rang de la partie localement libre de;. On appelle ce nombre
la dimensionde F. Au-dessus délp = M \ Sing(f) le faisceauT v, est
localementlibre. Il correspond donc a un fibré vectdFigl de rangp, sous-fibré
deT Mu,, qu’on appelldibré tangent la partie reguliére de la distribution. On
noteT, F la fibre deT F au-dessus de € M.

Dans le cas ou le faiscedliz est involutif, la distribution de sous-espaces
vectoriels de dimensiop dansT My, est intégrable, d’apres le théoreme de
Frobenius. On obtient donc un feuilletage holomorphe régulieMgedont
'espace tangent a la feuille passant pae Mg est T, F, fibre deT F au-
dessus d&. On a donc danbl un feuilletage holomorphe singulier (voir [BB]).
Cependant, I'hypothése d'intégrabilité ne sera pas necéssaire au long de ces
notes, ce qui nous permettra de considérer la classe plus générale des distributions
holomorphes singuliéres.

Supposons maintenant give soit une sous-variété d&'. Dans ce cas, pour
chaquex € My, le sous-espac& F C TxM définit de maniére unique up-
plan deP" contenank, noté T F. Cette correspondance définiapplication
de Gausgour la distributionf:

7 My — G(p,n)

X +— Tf’f.

C’est un morphisme analytique qui, en tant qu’application définid/sast une
application rationnelle.
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SoientM C P" une variété analytique lisse de dimensioet F une distribu-
tion holomorphe singuliére de dimensipsurM. Supposons qu&" soit pourvu
d’'un drapeauD comme(x). Pourk =1,..., p+ 1, lek-iemelieu polaire de
F par rapport & est défini par

P/ = Adh{x e M\ Sing(F); dim (T F N Lp-k2) > k—1},

ou l'adhérencdhest prise danbl. Celui-ci peut étre aussi défini par I'applica-
tion de Gauss associégfa

P/ = Adh{(@%)Y(on)},

ou ok est lak-ieme variété de Schubert da@gp, n). Remarquons que, en
analogie a ce qui se passe pour les variétés de Schubert, ur golt\ Sing(F)
appartient ?{ si et seulement yTFT etVi, .., N‘engendrent paB"*1. Nous

étendons la définition ci-dessu& & 0 en posanP; = M.

Exemple 3.1. Analysons la situation oM = P" etk = p = 1. Dans ce cas,
la condition d’'intégrabilité est immédiate ¢t est un feuilletage holomorphe
singulier. On peut supposer que codif) > 2. Onax € Pf N (M \ Sing(F))

si et seulement si difT,” F N Ly) > 0. Cela veut dire que la droifg F doit
rencontrer I'espace linéaite, de codimension 2 du drapeau et, par conséquent,
TF F etL, définissent un hyperplan tangent a la feuille passant pain calcul
direct montre que Singr) est dans I'adhérence déf N (M \ Sing(’F)) etdonc
Sing(’F) C Pf. Ces remarques nous permettent de constmfreé partir du
pinceau d’hyperplang{ = {H}epr d’axe L,: pour chaqueH; € H, nous
définissons DiyH;, ) comme I'ensemble des points= H; ou H; et F ne sont
pas transverses, c’est a dire,

Div(Hy, F) = (Sing(F) N Hy) U {x ¢ Sing(F); Ty C He}.

Nous avons alors:
P/ = | Div(H:. 7).

1
telPy

L’ensembIePf apparait en [So1l], ou il est appeal&iseur de tangencede F
par rapport aH et notéDsr. Soit Hy € H un hyperplan générique, alors
Div(Hy, F) est une hypersurface algébrique dahs~ P"! de degréd,. Ce
nombre s'appelle le degré du feuilletage Remarquons qué’{ est une hy-
persurface dé" de degrédy + 1, puisque I'axel, est entierement contenu
dansP? .
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SoitGy = Gu(p— 1, m—1) le fibré des grassmanniennes des sous-espaces
vectoriels de dimensiop associé au fibré tangent\d. C’est un fibré de base
M dont la fibre au-dessus dee M est la grassmannienne des sous-espaces
vectoriels de dimensiop de Ty M.
Le fibréz : Gy — M admet au-dessus ddy = M \ Sing(’f) une section
S définie par
So(X) = TxF ., X € Mo.

La transformée de Naste M par rapport a la distributiorfF, notéeM, est
I'adhérence déVip = so(Mo) dansGy (voir [Se],[BS]). Nous remarquons que
M est une variété analytique de dimensionéventuellement singuliére [Wh,
Th.16.4].

La restriction de la projection a M, notée, est une application analytique
propre, puisquer est une fibration a fibres compactes. Le lieu singulier de
M est contenu dang - L(Sing(’F)) et la restrictionszg, : Mo — Mg est un
biholomorphisme entre variétés lisses.

Observons que, puisqué est plongée dari8", on a un plongemerg,, —

M x G(p, n) construit de la fagon suivante: a un élément Gy au-dessus
dex € M, c’est a dire, a un sous-espace vectoriel de dimensidaT, M, nous
associons 'uniqu@-plan deP" qui passe pax et de direction determinée per
NotonsM l'image deM dansM x G(p, n) par ce plongemeretw : M — M
l'inverse de l'isomorphisme analytique correspondant. Nous avons donc un
diagramme d’applicationsnalytiques

M c M x G(p,n) l> G(p, n)
Tl

M C Gy

7l

M

oy dénote larestrictioaM de la projection naturell®l x G(p, n) — G(p, n).
Observongjue Mg = nfl(Mo) est une variété lisse quew|qy, : Mo — Mo
est un biholomorphisme.

Avec les notations précédentes, nous avons

#om) NP NMo) = ¥ (o) N M. (3)
Il résulte de (3) et du lemme (3.2) ci-dessous que
Pl = #om (W (ov)).
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Notonsﬁir — ¥ (o) © M, ce qui nous donne) = # oﬁ(ﬁ{). L'applica-
tion de Gauss s'écrit
o7 = YoFo f)l_ml

L'ensembleﬁ{, bien que contenu dans une variété possiblement singuliére,
a l'avantage d’étre I'image inverse de I'objet analytiguepar le morphisme
analytiquey,. Par contre, le lieu polairé’kf est, lui, contenu dans une variété
lisse, mais est défini pap” , une application au mieux rationnelle.

Observons que le fibré vectoriél restriction aM du fibré universel d&y,,
est une “extension” du fibré tangent a la partie reguliérg deEn effet, nous
avons _

T“\WO = ﬁl*mo-rf

En tenant compte de ce q est plongée danB", on peut construire un
fibré vectorielS de rangp + 1 surM de la facon suivante: pour chagques M
au-dessus dg(x) € M, nous prenons 'uniqup-plan deP" qui passe pat (x)
dans la direction dd,. Ce p-plan, a son tour, correspond a un sous-espace
vectoriel de dimensiop -+ 1 deC™* qui sera la fibre au-dessus delu fibréS.

Le fibré S peut étre relevé en ufibré S = 7*S sur M. Remarquonsjue
S=79"S, ouSdésigne le fibré universel s@(p, n). En outre, puisqué est
sous- -fibré du fibré trivial de fibor€"+! surG(p, n), SetSsont des sous-fibrés
deCn etdeC™, fibrés triviaux de fibr&C"*1 et de basé/l et M, respectivement.

La démonstration du résultat suivant se trouve dans [Pi]:

Lemme 3.2. [Lemme de transversalité]SoientV une variété analytique ré-
duite et équidimensionnelle €: V — G(p, n) un morphisme analytique.
Pour un drapeau génériquB comme erx) et pour chaqu&k =1,...,p+1
la variété de Schubett = oy a les propriétés suivantes:

(i) L'ensembled~1(o) est soit vide, soit équidimensionel, et sa codimension
dansV est égale a celle de dansG(p, n) ;

(i) & (o) est réduit ;
(iii) siU c V estun ouvert dens& (o) estdense dand (o) ;
(iv) le cycled*[o] est bien défini et égal fd~(0)].

Dans le méme esprit que ce qui a été fait pour les variétés de Schubert, il

est possible deléfinirﬁﬁr comme I'ensemble de zéros d’'un homomorphisme
de fibrés. Considérons, de nouveau, le complément orthouraz A/

Bull Braz Math Soc, Vol. 37, N. 1, 2006



CLASSES POLAIRES 37

dansC"*! et W* son duaI.Soit*W le fibré trivial debaseM et de fibrew. La
restriction de IgrojectionC+1 — S aWw” définit unhomomorphisme

7:W >35S (4)

Un raisonneme?tt semblable a celuide ladémonstration dulemme 2.1 nous amene
aconclurgqueP; consiste en les pointsdeM pour lesquels ’homomorphisme

APHEB T~ \PRWT s AP (5)
est |dent|quement nul, e1r0tant(C Ie fibré trivial de fibreC etbaseM. En fait,

nous avnsp = w o, 0up : W* — S* a été défini dans la section 2.

Proposition 3.3. Pour un choix générique d’un drapeducomme efix) et pour
k=1....,p+1la cIasse[Pkf] € An_x(M) est indépendante du drapeau
choisi.

Démonstration: Prenons un drapeau, génériguement choisi de facon que le
lemme de transversalité 3.2 s’applique. Des propriétés (i) et (iliemimne,ﬁ{
estune variété réduite, ou vide, ou de codimenkidra propriété (iv), appliquée

ay : M — G, montre que

[Pl = [V 00] = ¥1ad
= ¥ (SHNIG] (par(2))
= ck@'SHNY Gl
= Ck(é*)ﬂ[v]

Donc, [5{] ne dépend pas du drapeau générique choisi. La propriété (iii)
appliquée a I'ouert My et le fait quei o 7757, : Mo — Mg soit un biholomor-

phisme impliquent que
~ [BF
[Pe] = 7 [].
Ceci démontre, a son tour, I’indépendance[(ﬂﬁ] par rapport au drapeau

générique. D’autre part, de la remarque faite concernant la dimensiﬁ dé
résulte que{ Pﬂ € Am_i(M). 0
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4 Formule de Todd

L'objectif central de cette section est de prouver une formule analogue a (1) pour
les classes polaires associées a une distribution. Commencgons par la proposi-
tion suivante:

Proposition 4.1. Il existe une suite exacte courte de fibrés
0 — FO0(-Hm — S — TRFO(-w — O, (6)
ou O(—1)u designe la restriction M du fibré universel dé".
Démonstration: De la suite d’Euler de fibrés s’
0 — C — (O — TP" — 0, (7)

(voir, par exemple, [GH]), nous obtenons, aprés tensorisatiompad), une
suite exacte courte

0 — 0(-1) — C™! % TP @ O(-1) — O. (8)

Remarquons d’abord que, pour obtenir le sous-espace vectorig!decor-
respondant & € P" et a un sous-espadé C TP", il suffit de prendre I'image
inverse deV ® O(—1)yx par 'lhomomorphismex. L'image réciproque de (8)
parz donne

—

0 — 7T'O(-Him — C! — FT*TPLIM @ T*O(—1)w —> 0.
Alors, d’une part la pré-image el de T ® T O(—D)m estS, d'autre part

le noyau de la prOJectlolS > T® 7*O(=1)m est évidemment*O(—1)m.
Cela termine la démonstration. O

Nous sommes donc en mesure de prouver le résultat central de cette section:

Théoreme 4.2.La k-ieme classe polaire d¢ s'écrit
& (P+1-K+i .
[P{] = >~ ( i ) CO@M) N i (T ),
i=0

ouicM désigne la classe de Chern-MatHgoir [Sc] et [K]).

Bull Braz Math Soc, Vol. 37, N. 1, 2006
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Démonstration: Nous avons vu dans la démonstration de la proposition 3.3 que
[ﬁf } = &EHn[M].
En prenant'image réciproquarm de la suite exacte duale de (6), nous obtenons
0 — T RO — S — Fom*ODm — O,

qui, par la propriété de la somme de Whitney, nous donne

k
EH = Y T @@ om* OM)m) U (F o) O(Dm)
i—0
= T @F oM OL)m)

+ & ITT® (7 om*O(L) M) UCH(F o M)*O(D)m).
Nous avons

KT Q@ om*OL)m) =
k

Z (p N ik + I) T HUCHEFE o *OD)m)

i=0
T @ F o O(m) =
k .
3 (p I__kf ') (T UHF o) 0ym) 2
i=1

Ces expressions, avec le fait quiéT ) = (—1)ici (T), nous donnent la relation

k .
[Pi] = Yo (p Fhoke ') (@ o) 0D Uk (M) NIM],

i=0
qui, projetégparm surM, nous donne

k .
[Bl] = > o ('” Lok ') (@ oMM U (T NN

i=0

On achéve la démonstration en prenant I'image de cette derniére expression par
7 et en tenant compte de ce qgfe , (T #)) = 7.(c*(T) N[M]). O

Bull Braz Math Soc, Vol. 37, N. 1, 2006
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Par inversion de I'expression du théoréme ci-dessus, il est possible de calculer
les classes de Chern-Mather du faisceau tangent a la distribfitéopartir de
ses classes polaires. C’est le contenu du

Corollaire 4.3. Pourk =0, ..., p, nous avons

k .
Ch(T) = Y (-1 (p Hiok ') comm' n[PL].

i=0

5 Distributions localement repérées

Pour une classe importante de distributions, on peut écrire une formule explicite
reliant les classes polaires d’'une distribution et les classes de Chern usuelles de
son fibré tangent. Nous avons la définition suivante:

Définition 5.1. Soit F une distribution holomorphe singuliére de dimensn
dans une variété analytique liske Nous disons qug estlocalement repérée
si elle est définie par un fibré vectoriel de rgqmge’est-a-dire s'il existe un fibré
E de rangp sur M et un homomorphisme de fibrds E — T M, injectif sur
Mo = M\ Sing(F), tels que, pour towt € Mo, I'image de la fibreEy par f est
T« F. On appelleE le fibré tangen& F et on le noteT F.
La proposition suivante caractérise les distributions localement repérées tout
en justifiant cette terminologie:

Proposition 5.2. Soit F une distribution de dimensiop dans une variété an-
alytique lisseM. Si T est localement repérée alors il existe un recouvrement
ouvert{U,} de M et, pour chaquer, des champs de vecteuwsss, ..., v, p tels
que:

(1) ve,1(X), ..., vep(X) engendrent, F, six € M \ Sing F) ;
(i) ve,1(X), ..., v, p(X) sOnt lineairement dépendants xsi SingF).

Réciproquement, s’il existe un tel recouvrement et des tels champs de vecteurs
satisfaisan((i) et(ii) et si, en pluscodimSing F) > 2, alors F est localement
réperée.

Démonstration: Supposons, d'abord, qug soit localement repérée. Soient

T F le fibré vectoriel de rang surM et f : TF — T M I’homomaorphisme de

fibrés donnés par la définition. Considérons un recouvrefigntde M par des
ouverts de trivialisation d& F. Notons{ey, ..., ey} la base canonique @&’ et

Sw.i, pouri =1,..., p, la section d& F au dessus dg, qui correspond, dans
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la trivialisationU,, x CP, a la section constangp. |l suffit donc de prendre pour
vy I'ilmage des,; par ’lhomomorphismef .
Réciproquement, supposons que la propriété de I'énoncé soit vraie. Pour
Uy = U, NUg # @, considérons un poink deU,g \ Sing(F). Il existe donc
un unique isomorphisme linéai®, s (x) € GL(p, C) tel que

Vai (X) = Ggp(X)vg,i(X) pouri =1,...,p.

Cela definit une application analytiqu,s : Ugs \ Sing(F) — GL(p, C).
Puisque Sin@gF) a codimension au moins 2, cette application s’étend en une
application analytique définie sur tdutg, et notée de la méme fagon. Il résulte
de leur définition que les fonction,; obéissent a la condition de cocycle, soit:

() Gap(X)Gpa(X) = 1pV X € Uyp, SiUyp # @ ;

(i) Gup(X)Ggy (X)Gyo(X) =1pV X €Uy, =U, NUgNU,, siUy, #9,

ou |, désigne l'identité d&SL(p, C). Les fonctions(G;ﬁ)‘l, ou “'" désigne

la transposition, sont donc les fonctions de transition d’un fibré vectoriel de rang
p notéT F. Pour définir 'Thomomorphismé : TF — T M on procede de la
maniére suivante: pour chageenous prenons une trivialisation locélg x CP
deTF et nous définisson§(x, (i1, ..., tp)) = tivg 1(X) + - - - + tpvy, p. Cette
définition locale est compatible avec le cocycle défini par les fonc(@j@‘l

et produit 'homomorphismé désiré. |l est clair qud n’est pas injectif sur, et
seulement sur, Sing). O

Le faisceau tangeri 5 associé a une distribution localement repéféde
rang p sur une variété liss# est le sous-faisceau ¢& = O(T M) engendré
par les “sections” de I'image du fibfBF dansT M. Autrement dit,7 5 est
engendre par les germes de champs de vectgurs . ., v, p donnés par la
proposition 5.2. Le faiscedli r estdonc localementlibre de rapgt ses classes
de Chern-Mather coincident avec les classes de Chern homologiques usuelles
du fibré T F (voir [K]): ¢M (T ) = c*(TF) N [M]. De maniére réciproque,
une distribution dont le faisceau tangent est localement libre et dont 'ensemble
singulier a codimension au moins 2 est localement repéré. On remarque que la
proposition 5.2 est une version en dimension plus haute du théoréme 1 de [G].

Exemple 5.3. Une distribution de dimension 1 — donc un feuilletage holo-
morphe singulier — dont I'ensemble singulier a codimension au moins 2 est
localement repérée. En fait, il suffit de vérifier qu’une tel feuilletage est locale-
ment engendré par un champ de vecteurs analytique. Le probléme étant local,
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nous pouvons le considérer dans un polydisgue- C". Pour chaque point
X € A\ Sing(’F), considéronsu(x) = (w1(X), ..., wp(X)) un vecteur tangent
a la feuille qui passe pat. Supposons que la coordonég(x) ne soit pas
identiquement nulle. Nous définissons ainsi des fonctions méromorphes

w1(X) _ wp-1(X)
u)p(X) N (pp_l(X) = —wP(X)

p1(X) = surA \ Sing(’fF).

Puisque SingF) a codimension au moins 2, ces fonctions s’étendent en des
fonctions méromorphes sut. Ces extensions peuvent étre écrites comme des
guotients des fonctions analytiques définiesAute la maniére suivante:

o= g = 2
1 — ey p—l—_~

(051 Op-1
Nous définissons, comme le plus petit commun multiple dg, ..., gp_1.
Finalement, nous posons = ¢1vp, ..., vp_1 = ¢p_1Vp. L€ Champ analytique
v =(v1,...,Vp-1, Vp) €NgENdref surA.

Nous avons le résultat suivant:

Théoreme 5.4.Soit F une distribution localement repérée de fibré tangeft.
Alors sak-ieme classe polaire s’écrit

k

HAEDIG ('” Lok ') (CHOMM) U (TF) N M.

i=0

Exemple 3.1. [Revu]Un feuilletage’F de dimension 1 et de degdg dans
M = P" a pour fibré tangen® (1 — dy) [MS]. Du théoréme précédent, nous
obtenons

[PI] = D@0 do) N B+ ()ct©O(1) N ")

= (do+ Dcl(O@) N[P"],

d’ou nous concluons quléf est une hypersurface analytique de dedyré- 1.

6 \Variétés invariantes par une distribution

H. Poincaré, en 1891, a consideré la question suivante: étant donnés un feuil-
letage F deP? et une courbe algébrique invariante parf, est il possible de
borner le degré d¥ en fonction du degré d¢ [Po]? En général, cette question
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a une réponse négative. Considérons, par exemple, le feuillgtagd? défini

par I'équationpydx+ gxdy= 0, ou p etq sont des entiers positifsF a degré

1 et pourtant la courbe d’équatia® — y9 = 0 est’F-invariante et son degré est
max{p, q}. Cependant, des réponses affirmatives ont été obtenus dans certains
cas, tels que le cas ou la courbe admet seulement des singularités nodales [CL]
(voir exemple 6.6 ci-dessous) et celui ou la courbe ne contient pas des singularités
dicritiques du feuilletage [Ca]. Pour les dimensions plus grandes, on cite [BM],
ou le degré d'une hypersurface B est borné par le degré d’'une distribution

de dimension quelconque qui la laisse invariante.

M. Soares a obtenu en [So] et [Sol] des bornes pour les degrés de certaines
classes polaires d’'une variété analytique lisse invariante par un feuilletage de
dimension 1 déP" en fonction du degré du feuilletage. En ce qui suit, hous
généralison ce résultat pour une distribution holomorphe singuliére de dimension
guelconque d@" laissant invariante une variété éventuellement singuliére.

Soit F une distribution holomorphe singuliére &8 de dimensionp. Nous
disons qu’une variété analytiqie c P" de dimensiorg > p estinvariante
parF siV ¢ Sing(F) et Ty F C TxV pour toutx € V \ Sing(‘F). Supposons
gu'une telle variétd/ existe et qu’elle soit compacte.

Les degrés polaires d¢ sont les degrés des classes polaires associés a
En fait, on considere le degré des images de ces classe#dd@ny, induites
par linclusionV — P". On les notep, = dedPR'], k = 0,...,q. Puisque
Py =V, alorspy estle degré d¥. D’une maniére similaire, nous définissons
les degrés polaires ¢ comme étant les degrés des classes polaires associées.
On les notey! = dedP/1,k=0,..., p.

Choisissons un drapeau comme en (*) suffisamment générique. Considérons
les lieux polaires d& et def par rapport a ce drapeau. On a

Lemme 6.1.Dans la situation décrite ci-dessus, orPé( C Pg.

Démonstration: Rappelons les définitions:
Py = Adh{x e V\SingV); dim (T, VNLy >q-1};
P7 = Adh{x e M\ Sing(F); dim (T FNLz) > p—1}.

PuisqueV estF-invariant, ond,l F C TV partout oli ces deux espaces sont
définis. L’ensembIeP(;’ est constitué de points isolés et donc, par (iii) du lemme
de transversalité 3.2, on peut supposerlq;ﬁec V\ (SingV)USing(F)). Soit

xePR/, si T,Vcly alors TAFCTV C L,
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et donc

xeP/: si TPV ¢ L, alors dimT/VNLy) =q-1,
c’estadire, T,V N L, a codimension 1 darik’ V. On a donc
dm(TEFNLy = dmTCFN(TIVNLY) > dmT F) -1 = p—1,

ce qui impliquex € P} . O

Quitte a modifier le choix dé.,, on peut supposer qué ¢ Pg. Puisque
P/ =V, le lemme ci-dessus implique qu'il exisfe 0 < j < q — p, tel que
P,.; c P maisPy ;_ ¢ PJ. Enfait, il peut y avoir plusieurs p au plus —
choix possibles d¢ satisfaisant cette propriété. Du fait qB§7]— C Po}’fjfp, on
déduit que

\Y; \Y F
Po—j C Pyj_pN Py
Remarquons que le choix gamplique en particulier qu@q"_j_p est non vide,
et donc,oc\l’fjfp # 0. Une comparaison de degrés d&isious donne

v v F
Pg—j = Pg—j—pPp >

ce qui nous nous permet d’établir une limitation poupi&me degré polaire de
F en fonction des degrés polaires\de C’est le contenue du théoréme suivant,
gui généralise le Théoreme 1 de [Sol].

Théoréme 6.2.Soit F une distribution holomorphe singuliere de dimensjpn
deP" admettant une variété analytigue compacte invarianteAlors
Pq_i
—~ <.
Pg-j-p
ol j estun nombre compris enetq— ptelqueP,’ ; c P etPy ; ¢ PJ.

SiV est une sous-variété analytique lissePlede dimensiory, définie par
I'intersection des ensembles de zérosdel polyndomes de degrés, . . ., dy_q,
alors les degrés polaires 8esont donnés par les expressions suivantes ([To] ;
Voir aussi [So]):

ply - (dl e dn_q) W(kn_q)(dl - 1, ceey dn_q - 1),

ou _
W PXe o Xng) = > XX

i1+...+in_q=k
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est la fonction symmetrique compléte de degenn — q variables. Cela nous
donne le corollaire suivant:

Corollaire 6.3. Soit F une distribution holomorphe singuliére de dimension
p deP" admettant une variété analytigue compacte invariantgée dimension
g. SiV est lisse et défini par l'intersection des ensembles de zéros-de

polynémes de degréh, ..., d,_q alors
WP — 1, Ohg — 1)
= <0y
”Wgﬂpmr-L dnq—n

ol j estun nombre compris enetq— ptelqueP,’ ; c P etPy ;¢ PJ.
Dans le cas o¥ est une hypersuface lisse de dedrén a alors

\% (1)

Pg—j _ nll() —(d—l)p
v = = .
Pq—j-p Wr(11—)1—j—p(d)

On obtient donc

Corollaire 6.4. Soit F une distribution holomorphe singuliére de dimensjpn
deP" admettant une hypersurface invariante lisse de degralors

d-DP <p].
En particulier, sip = 1, on obtient
d<do+2

ol dg est le degré der.

Dans le cas ou la variété invarianteest de méme dimension que le feuilletage
F, le nombrej ci-dessus est nul. On a donc I'inclusi@@’ cVvn PJ;. Cela
nous donne

Corollaire 6.5. Soit F une distribution holomorphe singuliére de dimension
p deP" admettant une variété analytique compacte invariantée degréd et
de dimensiorp, alors
\%
Pp

i F
d p

<pp-
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Exemple 6.6.Supposons quég soit un feuilletage de dimension 1 et de degré
do deP? admettant une courbe analytique invariaitée degré. Remarquons
gue, dans ce cas, Sif1fj) est constitué de points isolés. On a

Plcrnpl.

Comme par ailleurs, Siri§f) C Sing(F), il vient SingI") C Pf. On conclut
donc que
Pf USingI’) c T NPy,

Par le théoreme de Bézout, nous avons
pr+ D> mg =dp],
g e Sing(")
oumg désigne la multiplicité dg. On a la formule suivante (voir [Pil]):

pr =dd-D— > (ug+mg—1),
g€ Sing(l')

ou uq est le nombre de Milnor d€ enq e SingT"). Puisquepf = do + 1,
nous obtenons

dd—1— > (ug—1 < d(do+1D),

g€ Sing(I")

résultat prouvé par [So]. Dans le cas d'une courkavec singularités nodales,
i.e. telle queuq = 1 pour tout poing € Sing(I"), nous avons

d < do+2,

inégalité obtenue par Cerveau et Lins Neto [CL].

References
[BB] P. Baum and R. BottSingularities of holomorphic foliations). Differential
Geometry,7 (1972), 279-342.

[BS] J.-P. Brasselet and T. Suwash residues of singular holomorphic foliations
Asian J. Math.4 (2000), 37-50.

[BM] M. Brunellaand L.G. MendesBounding the degree of solutions to Pfaff equa-
tions Publ. Mat.,44 (2000), 593-604.

[Ca] M. Carnicer,The Poincaré problem in the nondicritical cagenn. of Math.,
140(1994), 289-294.

Bull Braz Math Soc, Vol. 37, N. 1, 2006



CLASSES POLAIRES 47

[CL]

[Fu]
[C]

[GH]
(K]
[LT]
[Mc]

[MS]

[Pi]

[Pi1]

[Po]
[Se]
[So]
[So1]
[Sc]
[Te]
[To]

[Wh]

D. Cerveau and A. Lins Netdjolomorphic foliations ifP2 having an invariant
algebraic curve Ann. Institut Fourie#1 (4), 883—904.

W. Fulton,Intersection theory2éme ed., Springer-Verlag, New York, 1998.

X. Gomez-Mont,Universal families of foliations by curveésterisquel50—
151(1987), 109-129.

P. Griffiths and J. Harris, Principles of algebraic geometry, Wiley-Interscience,
New York, 1978.

M. Kwieci hski, Sur le transformé de Nash et la construction du graphe de
MacPhersonThése, Université de Provence, 1994.

D.T. Lé and B. TeissierVariétés polaires locales et classes de Chern des
variétés singulieresAnn. of Math.,114(1981), 457—491.

R. MacPhersonChern classes of singular varietigsnn. of Math.,100(1974),
423-432.

R. Mol and M. Soaresindices de campos holomorfos e aplicag@esblica-
¢bes Matematicas do IMPA, 2&oléquio Brasileiro de Matematica, Rio de
Janeiro, 2001.

R. Piene,Polar classes of singular varietieg\nn. Scient. Ec. Norm. Sup.,
11(1978), 247-276.

R. Piene,Cycles polaires et classes de Chern pour les variétés projectives
singulieres Travaux en Cours 37, Hermann, Paris, 1988, Introduction a la
théorie des singularités, Il, 7-34.

H. PoincaréSur l'intégration algébrique de équations différentielles du ler
ordre et du ler degréRend. del Circ. Mat. di Palerm§,(1891), 161-191.

S. SertdézResidues of singular holomorphic foliatign€ompositio Math.,
70(1989), 227-243.

M. SoaresProjective varieties invariant by one-dimensional foliatipAsn.

of Math.,152(2000), 369-382.

M. SoaresPOn the geometry of Poincaré’s problem for one-dimensional pro-
jective foliations An. Acad. Bras. Cienc73(2001), 475-482.

M.-H. SchwartzClasses et caractéres de Chern-Mather des espaces lingaires
C. R. Acad. Sci. Parig£95(5) (1982), 399-402.

B. Teissier,Cycles évanescents, sections planes et conditions de Whitney
AstérisqueB—9 285-362.

J.A. Todd, The arithmetical invariants of algebraic lgdProc. London Mat.
Soc.,43(1937), 190-225.

H. Whitney, Tangents to an analytic varietann. of Math.,81 (1965), 496—
549.

Bull Braz Math Soc, Vol. 37, N. 1, 2006



48 ROGERIO S. MOL

Rogério S. Mol

Departamento de Matematica
Universidade Federal de Minas Gerais
Av. Antdnio Carlos, 6627

30123-970 Belo Horizonte, MG
BRASIL

E-mail: rmol@ufmg.br

Bull Braz Math Soc, Vol. 37, N. 1, 2006



