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Type des orbites périodiques des flots associés a
des lagrangiens optiques homogenes
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Résumé. SoitL: TM — R un lagrangien optique et homogéne dans la fibre défini
sur le fibré tangent d’une variété orientable de dimensiat y un lacet régulier 1-
périodique qui est un point critique non dégénéré d'ingicde I'action lagrangienne
associée & (il lui correspond alors un point périodique, v) du flot d’'Euler-Lagrange

(¢1)). SoitT une transversale gix, v) au champ de vecteurs dans la surface d’énergie
et P I'application de premier retour de Poincaré dans cette transversale; on montre alors
que le nombre de Lefschetz poBren (x, v) est(—1)"~1*P. On en déduit que sirR

est le nombre de multiplicateurs de Floquet réels strictement positifs et non nuls, alors:
Nh=n-—1+ p(mod 2.

On expliqgue comment déduire qu’un lagrangien optique quelconque défini sur le fibré
tangent d'une variété orientable compacte de dimension pairg den trivial a une

une orbite périodique qui est soit dégénérée, soit a un exposant de Floquet hyperbolique
dans tout niveau d’énergie au dessus du niveau critique de Mafié.

Mots-clés: Lagrangiens, orbites périodiques, multiplicateurs de Floquet, stabilité au
sens de Lyapunov, géodésiques brisées, métrique de Jacobi.

Abstract. LetL: TM — R be a Lagrangian function which is optical and homoge-
neous in the fiber of the tangent bundle ofradimensional orientable manifold. Let

y be a 1-periodic loop which is a non degenerate critical point of the Lagrangian action
with index p (there corresponds toa periodic pointx, v) of the Euler-Lagrange flow).
Then the Lefschetz number of the Poincaré first return map in the energy hypersurface
near(x, v) is (—1)"~1=P, and thus if 2y, is the number of real hyperbolic Floquet
multipliers of (x, v) without reflection, them, = n — 1+ p (mod 2.

Then we explain how to deduce from this result that every optical and superlinear
Lagrangian function defined on the tangent bundle of an compact orientable even-
dimensional manifold whose; is non trivial has on every energy level above the
so-called “critical one” at least one periodic orbit which is either degenerate or has
one Floquet multiplier which is hyperbolic.
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1 Introduction

Cette introduction générale fait appel & des notions mathématiques qui seront
définies précisément dans la suite de I'article.

Dans cet article, on s'interesse a I'étude dynamique des orbites périodiques des
flots d’Euler-Lagrange associés a un lagrangien de cladsaitonome stricte-
ment convexe dans la fibre du fibré tangent d’'une vanéémensionnelleM.

Un tel lagrangien (strictement convexe dans la fibre) sera dit “optique”.

Quand le lagrangien est de plus superlinéaire et la variété compacte, on sait,
grace au théoreme de Tonelli (voir par exemple [Man]) qu’un tel flot a au moins
une orbite périodique dans chaque classe d’homotopig, dette orbite réalisant
le minimum de I'action lagrangienne sur les lacets de cl@s#ans cette classe
d’homotopie. Il existe aussi bien entendu parfois des orbites périodiques qui
ne sont pas minimisantes dans leur classe d’homotopie (par exemple, dans le
cas du pendule simple (décrit dans [Che]), le point fixe du flot qui correspond
a un équilibre elliptique n’est pas minimisant pour I'action lagrangienne; si on
souhaite un exemple avec un lacet régulier, i.e. dont la dérivée ne s’annule pas, il
suffit de faire le produit avec le flot géodésique du cercle); le lecteur trouvera dans
[Jos] desrésultats d’existence d’orbites périodiques qui ne sont pas forcément des
minima de 'action pour des lagrangiens proches des complétement intégrables
et dans [Man] des résultats analogues pour les systemes mécaniques (énergie
cinétique plus énergie potentelle).

Or, les systemes dynamiques conservatifs peuvent admettre différents types
d’orbites périodiques, les comportement des orbites de condition initiale proche
de l'orbite périodique étant radicalement différents suivant le type d’'orbite con-
sidéré. Plus précisément:

— l'orbite est dite hyperbolique si tous ses multiplicateurs de Floquet princi-
paux sont de module différent de 1; dans ce cas, un point proche de I'orbite
périodique a son orbite qui va s’écarter “avec vitesse exponentielle” dans
le passé ou le futur de I'orbite périodique;

— l'orbite est dite complétement elliptique si tous ses multiplicateurs de Flo-
guet sontde module égal a 1. Dans ce cas, sous des hypothéses de généric-
ité en topologieC™ (voir [Bos] ou [Dou]), on sait, grace aux théorémes
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K.A.M, trouver dans tout voisinage de I'orbite périodique des orbites qui
restent en tout temps proche de I'orbite périodique; de plus, un point de
I'orbite périodique est alors un point de densité (pour une mesure induite
par une forme volume invariante par le flot) de I'ensemble des points qui
sont sur une telle orbite;

— il existe aussi des orbites dites elliptiguenyperboliques, qui présentent
un mélange de ces deux comportements.

C’est pourquoi il est intéressant, une fois qu'on sait trouver des orbites péri-
odiques, de se demander si celles-ci sont d'un type particulier. Lexistence
d’au moins un multiplicateur de Floquet de module différent de 1 par exemple
implique I'existence d’orbites qui vont s’éloigner en temps positif de 'orbite
périodique, i.e. le caractére instable de I'orbite périodique.

Or, sion saittrouver ces orbites périodiques comme points critiques de I'action
lagrangienne, on peut alors déterminer la “hessienne” de cette action lagrangi-
enne en ce point critique. Nous rappellerons qu’un tel point critique est toujours
d’indice fini (ceci est démontré dans [Mil] dans le cas géodésique et dans [Du]
dans le cas optique). Y a-t-il un lien entre cet indice et le type de I'orbite con-
sidérée? Certains résultats semblent aller dans ce sens et d’autres semblent aller
dans le sens contraire:

— un remarguable résultat de Poincaré (cf [Poi]) énonce que sur une surface
orientable, toute géodésique minimisante non dégénérée est hyperbolique
sans réflexion. Un résultat récent de D. Offin (voir [Off2]) généralise
ce résultat aux solutions réguliéres des lagrangiens optiques, et méme
aux orbites périodigues d’indice pair; les deux démonstrations utilisent de
facon cruciale le fait qu& est de dimension 2;

— dans [CI], G. Contreras et R. Iturriaga obtiennent eux aussi un résul-
tat d’hyperbolicité en faisant des hypothéses fortes de minimisation: ils
montrent en dimension quelconque que si une orbite périodique est “min-
imisante pour tout temps” (cela signifie que pour chague 0, elle est
minimisante a extrémités fixées parmi tous les chemins de cl&9es
et si le lagrangien est en un certain sens générique, alors l'orbite est hy-
perboligue. L'hypothése utilisée peut sembler assez forte, mais elle est
réalisée par exemple pour les obites périodiques contenues dans un en-
semble de Mather;

— d’'un autre coté, il existe des lagrangiens (pour M= 3) tels que le
minimum de l'action n’est pas hyperbolique, d’autres pour lesquels il est

Bull Braz Math Soc, Vol. 37, N. 2, 2006



156 MARIE-CLAUDE ARNAUD

hyperbolique. Des exemples sont donnés dans [Arna] dans le cas lagrang-
ien et un exemple de V. Bangaert dans le cas géodésique est expliqué dans
[Off1].

Nous allons montrer que la “bonne” notion déterminée par I'indice de la hessi-
enne de l'action n’est pas tgpe(i.e. la donnée de la dimension hyperbolique
de l'orbite périodigue) mais le nombre de Lefschetz de I'application de premier
retour dans une transversale a I'orbite périodique dans la surface d’énergie, ou:

Définition.  Soit p un point fixe d’'une applicatiori différentiable définie sur
un voisinage de (dans une variété différentiable) et transverse af'identité.
Le nombre de Lefschetz deenp est noté Lef(f) et est:

— 1si,luencarte, déDf (p) — 1d) > 0O;
— —1si,luencarte, d¢Df (p) — Id) < O.

(cette notion est indépendante de la carte choisie; en fait, il existe une défini-
tion plus intrinséque du nombre de Lefschetz pour les points fixes isolés des
applications continues, mais ceci he nous sera pas utile par la suite).

Remarque. Avec les mémes notations que dans la définition précédente, sup-
posons quef soit de plus symplectiqgue. On sait alors que les valeurs propres
de Df (p) vont par paires: sk est valeur propre)~! est aussi valeur propre,
et de méme ordre. Notons aloxs, ..., An, Agl, ...,)ql ces valeurs propres
comptées avec multiplicité. Le nombre de Lefschetpdest alors le signe du

produit desrj = (1 — Aj) (1 - %) =2—1j — ;. Or, examinons ce qui peut
se passer concernant ce signe:

on ne peut avoik; = 1 car on a supposeé gueest transverse a l'identité;

siij # 1 estde module 1, on @& = 2(1 — cost;) > 0 olirj = €%;

sirj <0,onaio; > 0;

sirj € RE\{1},ona:oj < O;

SiAj n'est niréel, nide module 1, son conjugué est aussi valeur propre, de
méme ordre, et donc en regroupantdgsorrespondant on voit apparaitre
oj- oj = |oj|?> > 0 dans le produit.
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Finalement, ce qui détermine le nombre de Lefschet @& p est le nombre

de valeurs propres strictement positivesiie(p). Plus précisément, £f (p)

a exactementi valeurs propres strictement positives, alors le nombre de Lefs-
chetz def enp est Lefy(f) = (—1)™. Or, un lagrangien optique est toujours

(au moins localement) dual d’'un hamiltonien et le flot d'Euler-Lagrange qui lui
est asssocié est donc toujours conjugué (localement) a un flot hamiltonien, donc
symplectique (voir [Fa]).

Avant d’énoncer notre résultat principal, donnons quelques définitions:

Définition. Soit p un point périodique (de plus petite période nol@amais
non fixe d’'un flot d’Euler-Lagrangép;). Alors:

— les valeurs propres deer (p) sont lesmultiplicateurs de Floquete p;

— le champ de vecteurs étant invariant [@apr (p), 1 est toujours valeur
propre double d® ¢+ (p); les autres valeurs propresDe+ (p) (comptées
avec multiplicité, il peut y avoir de nouveau 1 si 1 est valeur propre d’ordre
au moins 4) sont leswultplicateurs de Floquet principalde p;

— p estditnon dégénéréi 1 n'est pas un de ses multiplicateurs de Floquet
principaux;

— on appellera nombre de multiplicateurs de Floguet hyperboliques sans
réflexion dep et on notera @, (p) le nombre de multiplicateurs de Floquet
réels positifs et distincts de 1 ge

Notre résultat principal s’énonce alors ainsi:

Théoréme 1.Soit M une variété orientable. Soit: TM — R un lagrangien
optique et homogéne dans la fibre de cla€Seet y: [0, T] — M un point
critique non constant et régulier de I'action lagrangienne parmi les lacets de
classeC? de méme période qui est d’indice et tel quex = (y(0), y(0)) est

un point périodique non dégénéré pour le flot d’Euler-Lagrange. Alors:

Nh(X) =dimM — 1+ p (mod 2.

Cet énoncé permetd’affirmer que sur une variété orientable de dimension paire,
tout minimum régulier non dégénéré de I'action lagrangienne d’un lagrangien
optique et homogeéne dans la fibre a une dimension hyperbolique non nulle, et

1l'indice sera précisément défini dans la section suivante
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donc ne saurait étre ce qui s'appeliable au sens de Lyapunfpe’est a dire
avoir des voisinage invariants aussi proches de I'orbite périodique qu’on le veut).
Il s’agit donc d’un résultat dhstabilité

Il existe beaucoup de lagrangiens “classiques” (par exemple ceux de la forme
“energie cinétiquet énergie potentielle”) qui ne sont pas homogenes dans la
fibre; on peut se demander si notre résultat peut s’appliquer a ceux-ci. En fait,
nous n'avons pas été capable dans cet article de mener des calculs qui nous
permettraient de relier pour un tel hamiltonien I'indice de I'action lagrangienne
et I'indice de Lefschetz d’une application de premier retour. Par contre, dans
le cas d’'un lagrangien optique superlinéaire défini sur le fibré tangent d’'une
variété compacte, a partir d’'un certain niveau d’énergie, nous sommes capable
de modifier le lagrangien de maniere a le rendre homogene dans la fibre et ayant
une orbite périodique minimisante qui est aussi une orbite périodique pour le
lagrangien originel, de méme type. Ceci nous permet d’'affirmer:

Corollaire 2. SoitM une variété compacte orientable de dimension paire et de
71 hon trivial etL: TM — R un lagrangien optigue superlinéaire, dual via la
transformation de Legendre d’'un hamiltoniéh : T*M — R. Alors il existe

¢ € R tel que toute hypersurface d’énergie de niveau au dessuspdete au
moins une orbite périodiqug qui:

— soit est dégénérée;
— soit a un multiplicateur de Floquet hyperbolique.

Ainsi, par exemple, si on s'intéresse a un lagrandienT M — R de la
forme: Vv € TuM, L(X, v) = V(X)+g(X)(v,v)ouV: M — R estun potentiel
de classeC? et g est une métrique riemannienne, si on pose max{L (x, 0);
X € M}, on verra que sM est compacte orientable de dimension paire etde
non trivial, toute hypersurface d'énergie correspondant a une valeur plus grande
quec porte une orbite périodique qui soit estdégénérée, soita un multiplicateur de
Floquet hyperbolique. Cette valegr,est ce qu’on appelle usuellement “valeur
critique de Mafié”; nous y reviendrons plus loin.

2 Différents espaces de lacets qui donnent la méme notion d’indice

Le but premier de cette section est de clarifier la notiomditeutilisée mais non
définie dans le théoréme 1. Pour ceci, il faut expliquer sur quel espace de lacets
on travaille. Ensuite, en utilisant une idée de type “géodésique brisée” (voir
[Cha] pour un autre usage de cette notion) nous montrerons que cet indice peut
étre défini sur un espace de dimension finie. Dans cette section, nous n'aurons
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pas besoin de supposer le lagrangien homogene dans la fibre, et donc les résultats
présentés sont valables pour tous les lagrangiens optiques.

Etant donné un lagrangien optique TM — R de classeC?, on cherche
les solutions périodiques du flot d’Euler-Lagrangd.dée. les lacetsgy, y) de
classeC?! qui vérifient I'équation d’Euler-lagrange:

d /o

) = Eewm.
gt (%(V( ), ¥( ))) = 3¢ Y O, v D).

Il se trouve que ces lacefs qui correspondent a une solutigp, y) du flot
d’Euler Lagrange sont les points critiques de I'action lagrangienne (ceci est
montré dans [Man]), que nous allons maintenant définir.

Définition.  Soit M une variété de dimensianetL: TM — R une fonction
de classeC?, appelédagrangienqui est strictement convexe dans la fibre (ou
optiqug i.e. tel quevV(x,v) € TM, ZZTIE(X, v) est définie positive.

Soit E un espace de lacétgacés suM, qui sera:
— soit la variété de Banadh; des lacets de clas€ tracés suM;
— soit la variété de Banadh, des lacets de clas€? tracés suM;

— soit une autre variét (qui pourra étre de dimension finie) que nous
définirons un peu plus loin dans cette section;

En tout lacet deE, I action lagrangienné\ (y) dey est définie par

1
ALy) = /0 Ly (1), y(®)dt.

L'espace tangent & est notéT E (voir [Du]). Un lacety € E est unpoint
critiquede A_ siV 8y € T,E, DAL(y)(6y) = 0. Il est classique que les
différentes notions de points critiques polir (que A_ soit définie surk,, E;
ou M que nous allons bientdt définir) coincident et donnent toutes les solutions
1-périodiques du flot d’Euler-Lagrange. Etant donné un point critjqde A,

I indice(dit aussi indice de Morse) de est défini par:

ie(y) = sup{ dimW; W sous-espace vectoriel dgE
sur lequeD? A (y) est définie négati\}e

2Sans autre précision, nos lacets seront toujours paramétrg® phidentifié aussi &/Z.
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Remarque. Un résultat classique (voir [Du]) affirme que pour les lagrangiens
optiquesj e (y) est toujours fini.

Quand on cherche les points critiquesAle on peut étre amené a minimiser
I'action lagrangienne sur divers types d’espace (voir par exemple dans [Man]
ol on considére pour montrer le théoréme de Tonelli les lacets tracéd sur
gui sont absolument continus). Mais, s'il s'agit du probléeme de recherche de
minimum, le lacet trouvé est évidemment un minimum sur un ensemble de lacets
plus petit. C’est pourquoi dans [Du], J. Duistermaat considéere I'ensemble des
lacets de class€! et se sert de cet espace pour définir une notion d’indice. Il
est & remarquer que dans le cadre étudié (lagrangien de €&sda solution
trouvée est toujours de clas€& (voir [Man]), c’est pourquoi cet indice peut
aussi étre défini en utilisant 'ensemble des lacets tracédsie classeC?, et
c’est pourquoi les choix dE; et E; faits dans la définition précédente d’'indice
sont pertinents.

Montrons maintenant que, etig, coincident.

Lemme 3. Soity un point critique deA_. Alors: ig,(y) = ig,(y).

Démonstration du Lemme 3. Par définition de I'indice et commE, C Eq,
on a: ig,(y) < ig(y). Soit maintenantéys, ...,y une famille libre de
T, E; telle que surF = Vect(8y1, ..., 8u), D?AL(y) soit définie négative.
Remarquons que:

D2AL(y)@y, 8y) =

Lra2L e o %L . . %L .
/O (W (v, y)@y,éy) + 28v8x (. V)@y.8y) + =5 (v. V) Oy 8)/))
Or, tout lacet de class@! s'écrit comme limite (pour la topologi€?!) d’'une
suite de lacets de clas€®. Ainsi, pour touti € {1, ..., Kk}, il existe une suite
(3y™men d’éléments d&, E, qui converge pour la topologi@! deT, E; vers
8y:. Lespace vectorieF, = Vect(8y,', ..., §y) converge alors (au sens des
grassmanniennes) vels et commeD?A, (y) est définie négative s, elle
est aussi définie négative sy pourn assez grand (ici, on utilise que est de
dimension finie). Ce qui prouve qug,(y) > k. Comme on pouvait choisir
k =g, (y), on trouve I'égalité cherchée. O

Bien entendu, cela implique que pour tout choixEleompris entreE; et E,,
on obtient la méme définition d’'indice.

Nous allons maintenant introduire une famille de variétés de Bafnaciui
contiennent touteg,, et nous allons successivement montrer que:
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— lindice de Morsed », défini a I'aide deM et I'indice de Morséeg, défini
a l'aide deE; coincident;

— étudiantD2A (y) sur T,M, on montrera que pour des choix judicieux
deM, T, M est la somme orthogonale (orthogonale ppédA, (y)) d’'un
espace de dimension infine sur leqDélA_ (y) est positive et d’'un espace
de dimension finieW; c’est ainsi qu'on se sera ramené a travailler en
dimension finie: I'indice d?A_ (y) coincide avec celui dB?AL (y)w-

Nous mettrons d’ailleurs en évidence une sous-variété de dimension finie
N deM telle queT, N = W.

Rappelons que : [0, 1] — M est un point critique dé\ .

Choisissons alors & t; < t; < --- < tx < 1 une subdivision (éventuelle-
ment vide) d€0, 1] et définissonsM (qui dépend du choix dg, .. ., ty) comme
I'ensemble des lacets continus,C? par morceaux, tels que la restriction de
n a chaque intervalle de la formg, tj ;1] (en posant,,; = t;) est de classe
C?; en d’autres termegy, 1) est continue par morceaux, les “morceaux” étant
les[ti, ti11] (rappelons que nous avons identiRéZ a [0, 1]) et la restriction
a chaque morceau étant de clag&e Commencgons par montrer le premier
résultat voulu, c-a-d qu’on garde la méme notion d’indice que précédemment
(la variété est munie de la topologi®):

Lemme 4. Soity un point critique deA_. Alors @ ig,(y) = in(y).

Démonstration du Lemme 4. CommeE, C M, on a: ig,(y) < iu(y).
De plus, on a:

D2AL(y)(y, 8y) =

/1 82|_( ')(3'5')+282L( 7)(8 5')+82L( )8y, 8y)
| Gz 767,87 + 2550 (v, )@Y, 87) + o7 (v, 1) Gy, by

Soitalors(§ys, ..., §y) une famille libre der, M telle queD?A_ (y) soit définie
négative sur = Vect (§y4, ..., 8y). En utilisant une métrique riemannienne
surM, on a une notion de convergenicédansT, M; il existe alors pour chaque

i €{1,...,k} une suite§y;")men d’éléments dd, E; telle que(§y")men con-
verge verssy; pour la topologiel2. Alors chaque suitéD2?A (5", 5yj”))neN
converge versD?A_ (3y;, 8yj). La matrice (D?AL (81, 8¥))) j)epiie €tant
définie négative, il en est de méme de la matGBEAL (51", §¥)) . j)elvkp
pour n assez grand. On en déduit gke< ig,(y), donc le résultat cherche
en prenank =i (y). O
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Nous allons maintenant expliguer comment nous choisissons les, ty afin
d’arriver un formalisme cherché.

CommelL est strictement convexe dans la fibre, I'application= L, =
g—t: TM — T*M est un difféomorphisme deM sur son imagé& (voir [Man]
ou [Fa]), appelé application de Legendre. Alors, le fl§) = (Lo ¢ o L71)
défini surU est un flot hamiltonien sw c T*M (pour la forme symplectique
standard qui est la dérivée extérieure de la 1-forme de Liouville) associé au
hamiltonienH défini par: H(x,r) = po £71(x,r) — L o £7X(x, 1) qui est de
classeC? et strictement convexe dans la fibre (voir [FaJConvenons alors de
noter, si(x,r) e T*M : fi(x,r) = (X, ry). De plus, on convient que toutes les
cartes symplectiques que I'on construira $tiM seront de la forme suivante:
on choisit des coordonnééy,, .. ., g,) surM, puis on choisit les coordonnées
restantesps, ..., pn) de maniére a ce que toute formes T*M du domaine
de la carte s’écrive:

n =Y p(ndg.
i=1

Une telle carte sera diteanonique Plus précisément, $V,, ¢j) est une carte
de M, la carte canonigue qui lui est associést (T*V;, ®;) ou ®;(X,r) =
(@i (X), 1 o (Dgj(x))™1) (dans cette écritur®" est identifié & son dual).

Nous allons montrer:

Lemme 5. SoitK une partie relativement compacte (ddd¥ deU. Il existe
go > 0 tel que pour touk €]0, go], il existe deux recouvrement finis depar
des cartes canoniquesy = {(V;, ®;);i € I} et W = {(W, ¥;);i € |} tels
que:

— les cartesV, et W, sont des cartes canoniques associées a des cartes
orientées dev;

— pourtouti € I, pourtoutt € [0, ], fi (V) C W;

(x',r"), l'application

— si on note®;(x,r) = (X, et yi(x,r) = :
= (X, x}) est un difféomor-

hi: Vi — R" x R" définie par: hj(x,r)
phisme sur son image.
Ce lemme permet de prendre comme coordonnées la “coordonnée horizon-
tale” de(x, r) et la “coordonnée horizontale” d&(x, r). C’est dans ces co-

ordonnées (en plusieurs points du lacet considéré) que nous arriverons a nous
ramener a un formalisme de dimension finie.

30n dit queH est le hamiltonien asossié avia la dualité de Legendre
4Ces cartes sont donc de la forme décrite précédemment
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La méthode consistant a utiliser ces “coordonnées horizontales” n’est pas nou-
velle (voir aussi remarque suivant la démonstration du lemme); dans le chapitre
7 du livre [Go] de C. Golé, par exemple, il est expliqgué comment décomposer
le temps 1 d’'un flot hamiltonien sur un compact d'un fibré cotangent comme
un produit dapplications twist” pour lesquelles on peut choisir de telles coor-
données (nous renvoyons le lecteur a cette réfeérence pour la définition exacte
d’application twist).

Démonstration du Lemme 5. Pour vérifier la premiére condition, on utilise

le fait queM est orientable. Il est facile de construire des cartes de taille aussi
petite qu’on le veut et de norn@' uniformément majorée (i.e. on peut diminuer

la taille des cartes sans changer ces noi@lesl suffit de restreindre les cartes)
qui vérifient la second condition pour un certagn> 0; pour chaquéx, r) € U;

et chaque € [0, o], notonsM; (X, r) la matrice (symplectique) dBfi (X, r)

dans les cartey;, V;; on peut I'écrire par bloca x n;

i G
My = (o' o
o <bt,i dt,i)
Alors, avec des abus de notation évidents (on écrit les différentielles en car-

tes), on a par les équation de Hamilto&;; = HpqCi + Hpp(ei(X, 1))0ki,
dont on déduit que:

— pour t > O petit detc;; > O puisque ¢;; ~ tHpp(er(X,r))d; ~
tHpp(X, 1);

— cette estimation dépend continument du péitr) puiquec,; dépend
de fagonC? du temps et de faco@? de la position(x, r)°: on écrit
C.i = tHpp(X, 1)+ R(t, X, 1) eton a une majoration uniforme "
par Taylor-Lagrange, qui nous donag > 0 uniforme tel que pour tout
(X,r) €V, ettoutt €]0, go], detc;; > 0.

Mais ce qui nous intéresse n'est pas la mathite de Df;(x, r) dans les cartes
Vi, Vi mais la matriceN;; de Dfi(x, r)dans les carte¥;, W;. Notons alors
(&,4(D&)™H: @i (Vi) = ¥i (W) le changement de cartes. Comme par hypo-
theseg; préserve l'orientation, sa matrice est de la forme:

_ (B 0
o= (Xi tIOF1>

SRappelons que le hamiltonien est de claGse
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ou detp; > 0. Donc:

N = PMy; = ( platm . plcit,l_l )
Xiagi +'p b XiCi +'p; 0
est encore telle que: dggc ;) > 0.

Considérons alors l'applicatioh; définie dans le lemme 5. Le théoreme
d’inversion locale nous dit alors que pour tawt]0, ], 'applicationh; est un
difffomorphisme local. Donc, si on fixeet si on a choisi la taille des cartes
assez petite, c’est un difftomorphisme. O

Remarque.

1. Dans la démonstration du lemme, nous avons été amenés a remarquer
gue le flot envoie (localement) les verticales sur des sous-variétés qui
se projettent bien (i.e. difffomorphiquement au moins localement) sur
I'*horizontale”. Nous renvoyons le lecteur a [Fa] pour une autre démons-
tration de ce résultat qui a le mérite d’étre uniforme pour]0, «] (ce
qui est crucial pour démontrer le théoreme de Weierstarss, a savoir que
les “petites” orbites sont minimisantes).

2. La détermination d’'un point par la coordonnée “haorizontale” de ce point
et la coordonnée horizontale de son image par une application “déviant
la verticale” est couramment utilisée dans un cadre un peu différent mais
pas trop éloigné de celui que nous considérons ici: il s’agit du cadre de la
théorie d’Aubry-Mather pour les applications qui dévient la verticale.

Retrouvons maintenant le point critiqyee E, de I'action lagrangienne qui
nous intéresse et I'orbite périodique, r;) = L(y (1), y (1)) du flot hamiltonien
qui lui correspond. Comm& = {(X, r¢);t € [0, 1]} est compact, on peut
lui appliquer le lemme 5. on recouvi€ par des carteV;, ®;) et (W, ;)
comme dans ce lemme et on choisik]0, ¢g] de la formes = % Remar-
quons que comme on a pris soin de choisir toutes les cartes canoniques (“duales”
de cartes dé), les changements de cartes préservent la fibration (dite “verti-
cale”) et leur restriction a I'*horizontale” (ce qu’on obtient en quotientant par
la verticale) sont des diffeomorphismes. Notons pour chgqa€0, ..., N}:
Qj, pj) = f%(x, r). Chaque(q;, pj) est dans une cartg; et par le lemme 5

I'application hy; : Vi, — R" x R" définie par: h;;(x,r) = (xij,xig") est un
difféomorphisme sur son image. A cause de la remarque que nous venons de
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faire sur les changements de cartes qui en restriction aux horizontales sont des
diffeomorphismes, on en deduitqge : U; = V;; N f_1 (V,Hl) — R" x R"
défini par: gj(y, o) = (i}, Ye,i;,,) €St aussi un difféomorphisme: en d’autres
termes, on utilise la cart(e/.Hl, ®;,,,) au voisinage déq; 1, pj+1) plutdt que
la carte(W,, ¥i;). Nous avons de plus déja remarqué que ce changement de
carte conserve la propriété “dgt> 0".

Nous pouvons maintenant expliquer comment nous choisissons la subdivi-
sion de[0, 1] qui permet de définiM: pour chaqué < {1,..., N}, on pose:
t = % De plus, on définit une sous-variété ouveiMeé de M de la maniéere
suivante:n € M est dansM’ si pour touti € {1,..., N}, L(n(t), n(t7)) € U;
et L(n(t), n(t")) € Ui. Ainsi, on demande qu’aux discontinuités (éventuelles)
t; de la dérivée de, (n, ) ne soit pas trop éloigné dg, y). Ceci définit bien
entendu un voisinage ouvert gledansM et ne change pas la notion d’indice
(qui est une notion locale).

Mettons maintenant en évidence une sous-variété de dimension fitlg;de
notons pour chaquec {1, ..., N}: U/ = g, (U;) (rappelons que; C R" xR"),
et donnons nous une suitg )1<i <y de points tels queéy:, yi+1) € U/. Posons
alors(x;, rj) = gi‘l(yi, yi+1). Par définition dév; etg;, le point(x, ri) lu dans
la carte(U;, ®;) a pour coordonnée horizontajeet le pointf%(xi, ri) lu dans
la carte(Uj 1, ®i1) a pour coordonnée horizontajg ;. Aussl, si on définit un
lacetn = n(yi, ..., yn) par:

. [
Vie{l,...,n}, Vte [T

our : TM — M est la projectionp est un élément de’ (qui en chaque,
passe par le point dg;-coordonnégy;). On appelle alorsV I'ensemble des tels
n; c'est une sous-variété d&’ de dimension Nn. Ce sont les élémentsile
qu’on appellesolutions briséege sont en effet des lacets @€ tels que chaque
restriction a un intervalle de la forni#, ti.1] est une solution des équations
d’Euler-Lagrange.

Nous allons maintenant montrer que notre varidtéde solutions brisées
joue le rdle que nous avions annonce, c-a-d est porteuse de toute I'information
concernant l'indice de la solutiop. Pour cela, précisons la forme @& A_
surm:

Lemme 6. Soity: St = R/Z — M un point critique deA_: M — R et
8y, dn € T, M. Alors D?A_(y)(8y, én) est égal & :

Iﬁ} nt) = rwo ft_i—Wl(Xi,ri)

N

Z i . d )
(va577|5)’) t+1 /Sl <LXX57’ + vaan - a(LXU(SU + Luu577)|5)/>

i=1
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i.e. est égal a:
ti+1

N
[(va(aﬁ(ti) - 5ﬁ(ti+))l5)/(ti))]
=1

ti
. d )
+ Lxxdn + Loxdn — — (Lxdn + Lywdn)[dy
sl dt

Démonstration du Lemme 6. Par définition,D2A, (y)(8y, 8n) est égal &:
1
/ (va(y’ V)(‘STI, 8)/) + LU,X(yv V)(SU’ 87/)
0
+ LX,U(V’ )))(57% 5))) + Lx,x()/, 7})(5”’ 8)/))

Explicitons le terme:

1
| = /O (Lw<8ﬁ,ay'>+Lx,v@n,ay')))

N Gt
-3 (Lw@ﬁ,ay') + La(on, 6y‘>)
i=1 7l

en faisant une intégration par partie (8i a été choisi assez grand, chaque
it .1 €St dans une méme carte et on peut considéer que nous travaillons
en carte):

N ) g iv1 /g .
= ([(va877+ Lxwdnléy)];™ — / <a (Loudn + LfoSn)I(SV))
i=1 §
ce qui donne le résultat voulu. O

L'espace tangent, N° = W est 'ensemble des laceds de T, ’M qui sont
des solutions de I'équation d’Euler-Lagrange linéarisée sur chaque intervalle
[ti, ti+1]; @ toussy; € Ty M correspond un uniquén € W tel quevi, én(t) =
3yi. Ausi, I'espace:

F = {6y eT, M vie{l ...,N},sy(t) =0}

est un supplémentaire €. De plus, la formule fournie par le lemme précédent
nous permet de dire que est orthogonal &V (ce n’est pas I'orthogonal &
car D2AL (y)w est dégénérée).
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Pour conclure cette partie en nous ramenant a travailler sur une \afiéig
dimension finie, il nous reste a justifier le fait que la restrictiodé\ (y) aF
est positive.

Or, le théoréme de Weierstrass (voir [Man] ou [Fa]) affirme qu'il exéste 0
tel que : pour tout € R/Z, y|it.t4e €St 'uniqgue minimum deA_ parmi les
courbes ayant mémes extrémités; ceciimplique que si on a dtheissez grand,
la restriction deD?A, (y) & F est positive.

3 Démonstration du Théoreme 1

Dans la section précédente, nous avons détermindouiel que siN > No,
sion pose pourtoute {1,..., N}: t = % et(x,ri) = L(y®), y)), alors:

1. il existe en chaquéx, ri) une carte canoniqu@/;, ®;) dans laquelle on
note les coordonnéds, p;);

2. ilexisteU; C V; voisinage deXx;, ri) tel que I'applicatiory; : U; — U C
R" x R" définie par:
WeU.g = @6 (fm)

est un difféomorphisme de clas€2 (i.e. y est déterminé par sa “co-
ordonnée horizontale” et la coordonnée horizontalé%jey)).

Si on note alordM; la matrice (symplectique) df% (i, ri) dans les coordon-
nées(Vi, ®;), (Viy1, i, 1) par blocan x n:

Y -
Mio = (bi di)
alors on a: det; > O.

On a alors définiM comme I'ensemble des lacetsontinus qui sont de classe
C2 par morceaux, les morceaux étantflest;11°, puis:M’ comme les éléments
n de M qui vérifient pour chaque L(n(t), n(t7)), L(n(t), n(t")) € U;. Puis
on a introduit une sous-variét®” de dimension finie deV’, qui est constituée
des éléments(yy, ..., yn) oU, siy; € U/, on pose:(z, pi) = g (¥, Yi11) et
pour chaque:

vt € [ti’ti+l]a U(YL e YN)(t) = Tmo ftfti (Zi’pi);

BRappelons qugn, 1] est identifié &R /Z et quetn41 =t
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oun: T*M — M est la projection. Le lacet(ys, ..., yn) Vérifie alors:

Si(m(Y1, ... YNM) = Wi, ),

est continu, et sa restriction a chaque interviilet 1] est une solution des
équations d’Euler-Lagrange: on dit qugys, ..., Yn) est unesolution brisée

On a vu que lindice deD?A, ()T, .m coincide avec celui de la restriction
de D?A.(y) AW = T,\; c’est pourquoi désormais nous allons étudier cette
restriction et essayer de la relier aux valeurs propred tig€xy, rq).

Commencons par expliguer comment on peut ramener larecherche des valeurs
propres deDf1(xy, r1) a I'étude d’'une forme quadratique. La régle de différen-
tiation des fonctions composées nous permet d’'écrire :

Dfi(xq, 1) = Dfs(Xn,rn) o -0 Df1(x,11)
donc la matrice d®f1(r1, r1) en coordonnée®/;, ®;) estMy ... M1. Or:
Lemme 7. Pour touti € {1,..., N}, il existe deux matrices symétriqugset

S telles que:
M — CiS/ Ci
" \sas-'¢?t so)’

De plus, si on a choisN assez grand§ et § sont définies positives.

Démonstration du Lemme 7. Si (X, r) est un point de l'orbite périodique,
la matrice (symplectique) dBf(x, r) dans des cartes canoniques Ss’écrit par

blocsn x n:
al ¢

Les équation de Hamilton linéarisées (et le fait dge= 1d) donnent alorsi

les deux cartes coincident' ~;_o tH; (X, r) etd' ~_o 1etal ~_ 1, ceci

étant uniforme si on prend un nombre fini de cartes et on considére tous les points
de l'orbite périodique.

Aussi, siN est assez grand et si la matrice éﬁ (X, ri) dans la cartey

est notée:
- & G
M = &«
b d

on peut écrire ques & etd ¢t sont de la formeN[Hy (xi, ri)]~* + o(N).
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Nous avons déja remarqué que ¢det- 0, ceci implique que l'image de
la verticale est un graphe au dessus de 'horizontale, donc un graphe lagran-
gien puisque la matrice est symplectique et la verticale lagrangienne. Il existe
donc une matrice symetrlqt& dont c’est le graphe; par définition, on a donc
d =S¢,ie.§ =d o ; par la remarque faite en début de démonstration, si
N est assez grands est, comme I'esN[H,, (x;, ri)]~%, définie positive.

CommeM; est symplectique, elle vérifie de plus les relations suivantes:
— &b and'&d; sontdes matrices symétriques;
— &d —hg = 1.
Donc:
tBi _ t&d_efl _ el téié _ g1

De plus, 5 b; est symétrique, |

1
é. S~é. —'5'¢ " est symétrique et donc
il eX|steS symétrique telle quec =g,

i.e: g = S On a donc:

. ( &S F).
S&S -ttt S¢

§ est définie positive pouN assez grand c& = ¢ 4.
Rappelons que la matrice cﬂkfﬁ (X, r;) dans les carte¥;, W. est notée:

- (2

Elle se déduit de celle dd; en multipliant & gauche par un changement de cartes
canoniques associées a des cartdd deientées; il existe donc une matrice n
notéep; telle que:

(e lses ™ <o)
xi 'pt)\Se§ gt Sg

( (pc)S (piG) )
Xig§+ptSphpes -6t xie + CptSphpte)

_QJ(D

Mi

ce qyi donne la conclusion du lemme paue= pi6, § = ~S ety = Xipi +
*1Stpfl (Xipi est uniformément borné alors que le second terme de cette
somme équivaut &' p[Hr, (X, 1)1~ p ). O
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Plutdét que de travailler dans les coordonriés, Vi), on va travailler dans

les cartegU;, g;). Alors:

Lemme 8. Pour touti € {1, ..., N}, la matrice deDf%(xi, ri) en coordon-
nées(U;, gi), (Ui41, Gi41) est:

R 0 1
B —Ci+1tci_1 G11(§1+9S) '

Démonstration du Lemme 8. Par définition deg;, la matrice deDg; (X, ri) o

D®; (x,r;) "t est:
1 0
P = :
(o5 <)

i ( 1 0 )
R = -1
- ¢

0 1
R = I3|+1Mi Pi_l = t—1 .
—Ci11¢G - G(§,+9)

Donc:

et

Notation. On note pour toukt € C*:

S+Sv —acgt 0 L. 0 —Iteyt
T. = | ¢t S+S -t 0 0
—acyt 0 e 0 SRl S+ S

Proposition 9. Pour toutA € C*, on a:
(_l)nk—nN

— = det(Dfi(xq,r1) — AN1) = detT,
HiN:ldet(Ci)
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Remarque. Avec certaines notations légerement différentes, cette matrice
n’est pas nouvelle; on la trouve dans [MacMe] dans le cas de la dimension 2
et dans [KoMe] pour toute dimension, @y s’exprime a I'aide de la hessienne
d’'une fonction génératrice, et elle est reprise dans [Go]; on aurait pu choisir
dans cet article de raisonner plutét avec les fonctions génératrices et utiliser
directement ce résultat, mais notre démarche a été autre pour deux raisons:

— il nous aurait fallu introduire le langage des fonctions génératrices, qui ne
sont pas nécécessaires ici pour comprendre ce qui se passe, et sans-doute
aurait-on allongé le texte avec cette introduction;

— dans [KoMe] tout comme [Go], seul le cas des vecteurs propres est traité, et
pas celui des sous-espaces caractéristiques (appelés aussi espaces propres
généralisés), ce qui pose des problémes quand les valeurs propres sont
multiples.

Démonstration de la Proposition 9. Par le lemme 8, on sait que la matrice
de Dfy(Xs, r1) dans les coordonné@sq, g;) estRy x --- x Ry. On note alors:

0 0 0 O Ry
RR 0 0 O 0
R = 0 R O O 0

0 O O Ry-1 O

Alors:

-1 0 . 0 Rn

R, —A1 . 0 0

detR—21) =det] 0 R, . 0 0

0 0 Rno1 —A1

1 0 0 0

IR 1 0 0 o0
X LRRy R 1 0 0
)\N_l—lRN—l---RZRl . A_:LZRN—lRN—Z %RN—l 1
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mrRNRN-1- -
0
= det 0

0

R2R1 -1 *
—-A1

0

0
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k
%

-1

0

% *
* *
* *
0 —A1

= det(Ry... R, — AN1) = det(Dfi(xs, ry) —ANId).

Rappelons que:

0

—Cit1'C

R

(
(5
o -
(5 2

0
0

0

Aussi, si on pose:

et

on constate que:

cIl 0

,)\' 1

0 c;
Q1
R-21 = C 0
0
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donc detR — A1) est égal a:

-1
,\(Cl 91> 0 0 Qn
0 c;
¢! 0
N Q1 Al 2 1 0 0
[ ] detci)?. det 0 o
i=1 0 Q2 . 0 0
' -1
0 0 . Qu-t —A<CN ‘_’1>
0 cN

En faisant des permutations sur les lignes et les colonnes, on trouve que

1
——dettR— A1
HiNzl det(ci)? ot )

est égal a deh; ou A; est égal a:

0 0 .. 0 ¢
gl o . o
2 ol o . o 0
0 0 ot
0 0 ot o
0 0 0 “tet et 0 0 S| + sy
tel o 0 0 S+s  -rt 0 0
0 o0 et 0 0 I A N T ve
Posons alors:
1
Xl 0
0 1 O
0O 10
N, =
1
0 1
1 ... 0O

e . nN z . . 1 z
: S = It —
Son determinant eat"". On en déduit que; 3 [T deto 2 det(R— A1) est égal

a de’(A,\ N,), ou AN, =:

0o o0 0 g
0 ol o 0 0
0 o ot o
S+sy et 0 0 ~Rtet
el g4y gl o 0 *
~1 0 0 Rl s +see

7)»CN
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ce déterminant étant égal a:

S+Sv -t 0 L 0 —dte !
=" 1t.—1 -1
—_— —ztc + —AC 0 0
HiN:1 det(c;) Pan 2te 2
et 0 0 et sy +sv-1
ce gui conclut la démonstration de la proposition. O

Proposition 10. Il existe un polyndme rédP de degrénN tel quedetT, =

P (2 A— —) Si2ny, désigne le nombre de valeurs propres strictement positives
et différentes d& de Df1(x1, r1), alorsn;, est le nombre de racines strictement
négatives de°.

Démonstration de la Proposition 10. Soit E le polyndme caractéristique de
Dfi(xg, ry); c’est un polyndme de degré2ui vérifie:

N
EN) = (=" [ det) detT;.

i=1

Remarquons que les zéros @éXN) sont les racinesl-iémes des racines de
2(X), doncZ(XN) a méme nombrerg, de racines strictement positives ¢Be
De plus:

(=1)" Hdet(c. o detT:

[1]
>
z| =
~
I

= (=" Hdet(c. T detth
i=1

1
= 8GN

)LZnN

2(XN) est donc un polynéme réciproque, i.e. il existe un unigue polynéme
Q de degréN tel que: iz E(AN) = Q(2— 1 — 1), et

=D
l_[iNzl det(c)
verlfle detT, =P(2-1—1). OnVA e C"2—21 -1 ecR & 1€
R%\{1}. Donc le nombre de racines strictement negatlveB,(mal au nombre
de racines strictement négatives@eest égal ay,. O
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On s’est donc ramené a compter le nombre de racines strictement négatives
du polyndmeP. Remarquons que par hypothéée, r1) est un point périodique
non dégénéré. Donc 1 est racine d’ordre Zgeonc aussi d& (XN) et donc 0
est racine simple dB. Pour trouver le coefficient dominant & on fait tendre
A vers+oo dans def; ; on trouve alors:

(_1)n(N—1)
[T, detc)

Le nombren;, de racines strictement négativesklieépend du signe dg; plus
précisément

P(X) = X (X"t 4+ .o+ p"Nto).

—siC>0, np=0(mod 2;
—siC<0,n,=1(mod 2.
Regardons ce qui se passe pbut €¢ avece > 0: 2— A — % =2(1—coseg) =
4sir? £. Aussi:
4Csir? &
l—[iN=1 det(ci)'

Pour trouver le signe dg, il suffit de trouver un équivalent de d&f: poure
tendant vers 0. Commencons par examiher

detTy. = P (4sin2 %) ~eo (=D)L

Lemme 11. Soient §yi,...,8yn € R"; alors il existe un uniquesn =
5n(dy1, ..., 8yn) € T, N tel que:

VI € {lv ceey N}v (Sn(tl)v Bn(tl-‘rl)) =
Dgi (%, Ti) o DLy (t), y () (8n(t), 87(t)).

Alors:
D2AL(Y)(1, 8n) = "(8Y1, ..., SYN)Ti(8Y1, - .., SYN) -

Démonstration du Lemme 11. Le lemme 6 nous permet d’exprimer:

N
DZAL()Gn.8m) = Y[ (L0 — iH)Isn(t)) I+

i=1

Si on note:
(06X, dr;7) = DLy ), y(t)(Gn(t), sn(t7))
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et
(8, 8r") = DL ), y ®)En(t), 87(H)

alors:or,” — 8ri" = L, (8n(t") — sn(t*)) donc:

N
D2AL(Y)@n.6m) = Y [or7 —or;tlox ],
i=1
N
=Y (6%, 8r7), (6, ;)
=1

ou w désigne la forme symplectique. Nous allons alors exprimer ces produits
symplectiques en coordonnées (symplectiq@gs)Notons(yi, sp; ) les co-
ordonnées désx;, (Srﬁ*) dans la cart&; (i.e:

(3. 8p"7) = D®; (%, 1) (8.8 )).

Alors:
w ((8%, 8r7), (6%, 8r")) = [8p7 — opIdyi] -

(o) = () = (e o) o)
oo e/ \sas-'¢t sa/ \epf

B ( G (S8y; +op; )
~ \(SaS —tg Yoy + Saop/

d'ou on tire: sp;" = ci*15yi+1 — §8y; etdp” = —'ci_18yi—1 + S_18y; donc:
@ (8%, 817), (8%, 8r")) =8y (—'¢8Yi—1 + S—_18Yi — G 1 — 8Yi1+ FoW)
donc:

Or:

N

D’AL()(n,8n) = Y _'8%i(S-1+ )8y — 26y G 8Yisa
i=1

= '8y, ..., SYyn)Ta(8Y1. ..., 8Yn)
Remarque. Supposons que nous nNous soyons intéréssés a des hamiltoniens

dépendant du temps 1-périodiques en le temps et non plus a des systémes au-
tonomes. Dans ce cas, génériqguement en topol@gji¢out point fixe def; a
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tous ses multiplicateurs de Floquet différents de 1, et la formule de la proposi-
tion 9 donne pouk = 1:

(="
HiNzl det(c)
Aussi, dans ce cas, I'indice de Lefschetz fleen (x,r) est(—1)"*P. Mal-
heureusement, le cas qui nous intéresse, autonome, est dégénéré et dans ce cas

detT; = O etil nous faut déterminer plus que le terme constam® deur trouver
l'indice de Lefschetz de I'application de premier retour dans une transversale.

det(Dfy(Xy,r1) — 1) = detTy

On déduit de ce lemme quB est d’'indicep. Par la formule démontrée
en lemme 6, on sait que le noyau BEA, (y) est constitué des solutions des
équation linéarisées d’Euler-Lagrange qui sont 1-périodiques. Or, ces solutions
engendrent un espace de dimension 1. En effet, comme I'orbite est supposée non
dégénéré, cet espace est de dimension au plus 2, et d’au moins un car il contient
8y1 = y. De plus, si on suppose le lagrangien homogéne dans |4, fipoar
touti > 0,t — y(At) est encore une solution des équations d’Euler-Lagrange
(mais de période non constante). En dérivant par rapppbyrtal en déduit
que(t € R — 8y»(t) =ty (1)) est une solution (non périodique) des équations
d’Euler-Lagrange linéarisées le long ge Les solutions correspondantes aux
3y; du flot linéarisé d’Euler-Lagrange sont:

1. Dgi(y (0), (0)(8y1(0), 871(0)) = (61(1), 831 (1)) = (¥ (1), y"(1));

2. Dei(y(0), y(0)(8y2(0), §72(0)) = (8y2(1), sy2(1)) = (ty (1), ty" (1) +
y'(t)); aussi:

De1(y(0), ¥ (0)(8y2(0), 672(0)) = (8y2(0), 572(0)) + (8y1(0), 5y1(0))

et donc(8y»(0), §y2(0)) est un vecteur caractéristique mais non propre
pour la valeur propre 1 dB¢;(y(0), y(0)), ce qui prouve que I'espace
propre associé ®¢1(y (0), y(0)) pour la valeur propre 1 est de dimen-
sion 1.

Finalement, la nullité (i.e. la dimension du noyau)ldeest 1, son indice egt
etT; a exactementN — p — 1 valeurs propres strictement positives. Q, est
une matrice hermitienne proche @gpoure proche de 0. Son déterminant ne
s’'annulant gu’aux racines N-iémes des valeurs proprel éxs, r1) qui sont
en nombre fini, il existeg > 0 tel que: Ve €]0, go[, detTge # 0. Aussi, sur

"Remarquons que c'est la premiére fois que nous nous servons de cette hypothése.
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10, &o[, l'indice de T4: est constant. Commg, est d’indicep et de nullité 1,
l'indice (constant) dd. poure €]0, go[ estp ou p+ 1. Nous allons maintenant
le déterminer précisément. Cela nous donnera alors le signe dig: ddbnt on
déduira celui de puis la valeur den, modulo 2.

Posons:
0 0 ... 0 fct
At 0o ... 0 0
0 ... 0 'ty ©
On a alors:

1 .
T = T1+(1—A)‘A+<1— X) A = T+ (1—cose)(A+'A)+i sine(A—"A).

On sait que la nullité d&; est 1. NotonsXg = (8ug, ..., uy) un générateur
de son noyau. On sait alors (avec les notations du lemme 11) que la solu-
tion brisée des équations linéarisées d’Euler-Lagrange qui lui correspond est
dn(duy, ..., 8uN) = y, qui est la solution 1-périodique des équations d’Euler-
lagrange linéarisées le long gte

Si on note:
S+S 0 0 ... 0
S— 0 S+ 0 0 ... 0
0 0 ... 0 0 S +Su

la matriceS est définie positive (puisque c’est le cas de chaguet chaques
d’aprés le lemme 7) et comnmé, € kerT;: SX = (A +'A)Xpi.e:

Vi, (S5 4 S)8Ui1 = ¢ 58Uz + ' U (%)

De plus, on a vu queDg (v (0), ¥ (0))(0, ¥ (0)) = (ty (1), ty" () + »'(1));
cette égalité lue dans les cartés, g;) implique que:

Vi e N, R (tidu;, ti116Ui41) = (t120Ui 41, ti128Ui12)
ce qui, vu la forme d€3; donnée au lemme 8, s’écrit:
—iCiaa'¢ U + (i + DGi41(S,1 + S)8U = (i + 28U

Ssoit:
—i'c U + (i + D(S 1+ S)Uiy1 = (i +2¢ 4 0Ui2
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ce qui joint a(x) donne:tc; 'su; = ¢ Uit soit: AXg = A Xo.

Notons alorsH I'hyperplan deR"N constitué des vecteurs orthogonauXg
(pour le produit scalaire usuel). La restriction Tiea H est non dégénérée et
d’indice p. Il en est de méme de la restriction e a H poure petit. Notons
alors X, = Xo + h, le vecteur orthogonal & pour la forme quadratique non
dégénéréd,: (avech, € #H). Comme la restriction d&,- a # est d'indice
p et que#H et X, sont orthogonaux pouly:, il suffit de déterminer le signe de
Ta: (Xe, X) pour connaitre I'indice d&g4.. On calcule donc:

Teis(xe» Xe) = Tl(xe» Xe) + (l - COS&‘)(A +tA)(X£’ Xs)
+ isine(A —'A)(Xq, Xe)

comme T1Xo=0= (A —'A)Xg et X, = Xo+ h,, ona:

Teis(xev Xe) = Tl(hsa hi-‘) + (1—cose)(A + tA)(Xe» Xe)

+ isine(A —='A)(h,, h,) Ce)

Evaluons alors la taille db,. Déja: lim._,oh, = O puisque pouk petit, Ty
est proche dd; et doncTy:H est proche d&dH = 7 et donc I'orthogonal
deH pourTg., qui est I'orthogonal d&:H pour le produit scalaire usuel est
proche deRXo, = H+. Onavu que:Tge = T; + (1 — cose)(A + 'A) +
i sine(A —'A); aussi: Tg-h, = Tih, + O(eh,). CommeT; est symétrique et
gue kerT; = R X, I'orthogonal H de Xq est invariant paify, et la restriction
T1 deT, a7 estinversible. De plus par définition dé eth,, si [T, désigne
la projection orthogonale sui (pour le produit scalaire usuel)i s/ (Tg:h,) =
—TIT47(Tge Xo) soit: IT4(T1h, + O(eh,)) = —TII4((1 — c0se)S Xy) puisque
Xo € kerTy, Xo € ker(A —tA) et SX = (A +'A)Xo. CommeT:h, € #H,
cela s’écrit:Tih, = —(1 — cose)I14(SX) + O(eh,); commdh, € H, cela
s'écrit: h, = —(1 — COSE)'I:fl o M4 (SX) + O(eh,) dont on déduit d’abord
queh, est uno(e), puis unO(e?). En remplacant dang=x), on trouve alors:
Ta: (Xe, Xo) = (1 — cose)S(Xg, Xo) + 0(¢?) ce qui implique, commes est
définie positive, qudg: (X,, X,) est positif et que dontg. est d’indicep.
Donc defT,: est du signe dé—1)P, doncC est du signe dé—1)""1-P et le
nombre de racines négatives modulo ZRlestn — 1 — p, ce qui implique bien
gue modulo 2n;, coincide avea — 1 — p.

4 Démonstration du Corollaire 2

Supposons que nous soyons sous les hypothéses du corollaire 2, i.e. que nous
considérions un lagrangidn optique et superlinéaire de clags2 défini sur le
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fibré tangent d’une variét®! compacte et orientable. Alors, on sait associer a
L la valeur critiquede Mafié notée(L), qui est la borne inférieure des valeurs
c € Rtelles que, sH est le hamiltonien d&*M associé & par la dualité de
Legendre, alorgH < c} contient un graphe exact lagrangien i.e. le graphe de
duouu: M — R est de class€>. Nous renvoyons le lecteur a [CIPP] pour
différentes caractérisations de cette valeur critique.

Nous allons montrer que pour taut- ¢(L), I'hypersurface d’énergigH = c}
porte une solution périodique qui est soit dégénérée, soit telle que sa dimension
hyperboligue réelle est congruema- 1 modulo 2. Pour cela, nous allons intro-
duire un hamiltonien auxiliaire dont nous allons maintenant détailler la construc-
tion. Nous détaillons cette construction car nous ne connaissons pas de référence
ou le détail de la construction est fait, mais nous tenons a signaler que ce genre
de construction est bien connu des spécialistes.

Soit doncu: M — R une application de clasge™ telle que: ¥x € M,
H(x,du(x)) < c. Lapplication®: T*M — T*M définie par®(x,r) =
(X, r +du(x)) est alors un difféomorphisme symplectique affine dans les fibres;
on pose alorsY(x,r) € T*M, K(X,r) = H o ®(x,r); si (f;) est le flot hamil-
tonien deH, le flot hamiltonien(g,) de K vérifie: g = ® 1o f; o . Aussi, Si
(y, p) est un pointT -périodique dgg;) contenu dan$K = c} qui admet 2y,
multiplicateurs de Floquet hyperboliques sans reflexignr) = ®(y, p) est
un pointT-périodique de f;) qui admet le méme nombre de multiplicateurs de
Floquet hyperboliques sans reflexion; de plus, dans cettés;r) = K(y, p)
= c. Aussi, chercher une orbite périodique pddirsur {H = c} revient a
chercher une orbite périodique pdkirdans{K = c}, et les deux orbites péri-
odigues ont alors les mémes multiplicateurs de Floquet pour leurs flots hamil-
toniens respectifs. Remarquons, dfie commeH, est strictement convexe
dans la fibre, et que sy, désigne la section nulle d&*M, alors Zy =
O L({(x, du(x)); x € M}) € ®X({H < ¢}) = {K < ¢}, i.e. pour chaque
X € M, 0 est dans l'ouvert conveXe € TM; K(x,r) < c}.

Nous allons alors construire un nouvel hamiltonienT*M — R qui est
convexe dans la fibre, superlinéaire et homogéne dans 14 ébtel que{J =
1} = {H = c}. Notre construction s'inspire fortement de celle développée
par |. Ekeland dans [EK]. Pour chagdee M, I'ensembleCy = {(x,r) €
T«M; K(x, ) < c} est convexe, compact, d'intérieur contenant 0. On peutalors
lui associer sa fonctiojauge jx: T*M — R, définie parvr € T*M, j«(r) =
jx,r) = min{x > 0; (x, ir) € C,} et j(x,0) = 0. La fonctionj est alors

8| lui correspondra via la dualité de Legendre un lagrangien convexe dans la fibre auquel nous
appliquerons les résultats précédents.
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positive et homogéne de degré 1 dans la fibre, i.e:
VA eR,, VX, 1) e T*M, j(X,Ar) = Aj(X,T).

L'ensemble de ses zéros est aldig. On définitd: T*M — R par: V(X,r) €
T*M, J(X, 1) = [j (X, )]

Proposition 12. La fonctionJ est de class€?! sur T*M et de classe&C? sur
T*M\Zy. De plus,2 elle est positivement homogéne de degré 2 et vérifie:
Y(X,r) e T"M\Zy, %T*j(x, r) est définie positive.

Démonstration de la Proposition 12. Le fait que J soit positivement ho-
mogeéne de degré 2 découle du fait quest positivement homogéne de degré 1.

Pour montrer quel est de class€? sur T*M\ Zy, montrons quejl est de
classeC® surT*M\Zy. Or, Tl est défini par:

K(x, . ! .r):c
J (X, 1)

Considérons alors la fonctiof: : (T*M\Zy) xR% — R définie par:F(x,r, 1)
= K (x, t.r); alorsF(x, r, .) est de class€?, strictement convexe dret atteint
son minimum au point dg;M qui est dans l'intérieur d€,, donc pas sur
{K = c}; aussi: V(x,1,t) € T*M\Zy, F(x,r,t) = ¢ = 2&(x,r,t) > 0.
Le théoréme des fonctions implicites donne alors %umncj et J sont de
classeC3 surT*M\Zuy.

De plus, commel est positivement homogéne de degré 2 dans la fibre, alors
% est homogéne de degré 2 dans la fibr%f—eest homogéne de degré 1 dans la
fibre. On en déduit que uniformémentere M:

. 0Jd . 0J
lim —(x,r)=0 et Ilim—(Xx,r)=0.
r—0 or r—0 0X

On en déduit alors successivement:

1. étant continue dans la fibre, de cla€3eailleurs que sur la section nulle
et sa dérivée partielle suivantse prolongeant par continuité en 0 sur la
section nulleJ est différentiable suivamten tout point de la section nulle
Z\ et sa différentielle partielle suivanten un tel point est nulle; cette
dérivée partielle dépend méme continument du point;

2. J étantnulle sur la section nulle y admet 0 comme dérivée partielle suivant
X; comme la dérivée partielle suivartest positivement homogéne de
degré 2 celle-ci est donc continue;
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3. admettant des dérivées partielles en tout point qui dépendent continument
du point,J est de class€* surT*M.

_1
> j(%r)

j(x,r) %<x - r) 5r—(%(x 1 r) r)(ﬂ(x r) 8r>
5 e ) = Y jeen” T ere

donc on redifférentiant:

ﬂSr/ oK . or +£(6r 6r)—— 8—J or’ 82 - (r,8r)
ar ar j \or

1 9°K dj dj 132K
__Fw(r )<a—5r><ar >+TW(M r)(— 5r)

+ ox. azj(ar’ or) + 8K8 i - 8r
ar arz -’ ar ar

dont on tire en faisarftr = or’;

K 02j 92K 1/9j 1 /9]
—r ) —=@r,ér)=—(or——| =or|r,ér — - —=6ér)Jr) >0
or or? or? j \ar j \ar

Oronavuquég?® .r) > 0(car (4€ -r) = 2&E(x,r,t) > 0), donc L(sr,8r) >

0. Etméme, comm%— est définie posmve pour todt ¢ Rr (6r sr) > 0.
Or, comme] = j?, on a:

En différentiant par rapportral’égalité: K (x r) = ¢, on trouve:

132

2 2
Vsr a J(ar 8r)_218—(8r 8r)+2( 8r)2

Sidr ¢ Rr, on avu que le premier terme de la somme est strictement positif,
donc %(Sr,ar) > 0; siér = r, commej est homogene de degré 1, par
I'identité d’Euler: 3—’ = j(r) # 0 donc le second terme de la somme est
strictement positif et le premier positif, do%% est bien définie positive. [

Etant donné une hypersurface d’énergie réguli&re’'un hamiltonienH,
on sait que les orbites du flot hamiltonien tracéesue dépendent que de la
surface d’énergie et pas du hamiltonien lui méme (en chaque pointZ,
le champ de vecteurs est dirigé par le noyau de la forme symplectique re-
streinte alyE, et donc sa direction est uniguement déterminée par I'hypersur-
face d’énergie). Deux hamiltonient$; et H, qui ont une méme hypersurface
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F d’énergie réguliere ont donc leurs flots restreintg gui se déduisent I'un

de l'autre par une reparamétrisation (du temps); aussix,si) € £ est un
point périodique pour le flot hamiltonien d#, c’est aussi un point périodique
pour le flot hamiltonien dé, (la période peut toutefois changer)®&tr) a les
mémes multiplicateurs de Floquet pour les deux flots hamiltoniens. Or, nous
avons vu qudK = ¢} = {J = 1}. On s’est donc ramené a trouver une orbite
périodique pourd sur{J = 1} ayant les multiplicateurs de Floguet recherchés
pour le flot(h;) de J. En fait, il suffit méme de trouver une orbite périodique
pour(g;) en dehors de la section nulle, comme le prouve le résultat suivant:

Proposition 13. Soitk > 0; alors (t — hy(x,r) = (x(t), r(t))) est une orbite

incluse dansJ~1(k) si et seulement s(t — (x (\/LR) , Jiir (\/LR») est une

orbite incluse dans ~1(1).

Cette proposition découle de 'homogénéité de degré 2 dans la fibre du hamil-
tonien. Si l'orbite décrite dans cette proposition est périodique et dans une
certains classe d’homotopie, il en est de méme de la nouvelle orbite obtenue
comme indiqué dans cette proposition. C’est pourquoi il suffit de trouver une
orbite périodique poufg;) dans une classe d’homotopie en dehors de la section
nulle pour en déduire une orbite paig;) dans cette méme classe d’homotopie
et tracée sufJ = 1}. De plus, les deux orbites considérées ont alors mémes
multiplicateurs de Floquet. Notre probléme est donc maintenant réduit a trouver
une orbite périodique pour le flgh,) de J qui soit en dehors de la section nulle
et dans la classe d’homotopie voulue.

Or, commeJ est de class€?!, on peut définir une applicatiofy T*M —

T M® par:
Lx,r) = (X, —8J(X,F)>
ar

L'application restreinte a *M\ Zy, est un difffomorphisme d’'image le com-
plémentaire dan$ M de la section nulle; de plug,est continue et vaut I'“iden-

tité” sur la section nulle; elle se prolonge donc en un homéomorphiséide

sur T M. Remarquons que cet homéomorphisme est positivement homogéne
de degré 1 dans la fibre. Le lagrangiemassocié & est défini par:Ly(x, v) =

r(v) — J(x,r)ouona:(x,v) = &(x,r)ie: (x,r) = £1(x, v). CommeJ est
homogeéne de degré 2, on peut utiliser l'identité d’Euler qui donngx, v) =

Ho o £71(x, v). On en déduit que o est positivement homogéne de degré 2
dans la fibre. De plus, les propriété générales de la dualité de Legendre per-
mettent d’affirmer qué_ est de class€? et strictement convexe en dehors de

a s’agit d’'une application réciproque d’application de Legendre
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la section nulle (voir [Man] par exemple: il y a une relation entre les dérivées
partielles del etLg); la méme démonstration que celle faite pdunontre que
Lo est de class€* surT M.

On peut alors écrire les équations d’Euler-Lagrange h@uen tout point en
dehors de la section nulle. 8i, vt)ic[0.1; €St une orbite périodique pour le flot
d’Euler-Lagrange dé& o qui ne rencontre pas la section nullé;(x;, vt))teo.1]
est une orbite périodique pour le flot hamiltonien #leen dehors de la sec-
tion nulle, qui est dans la méme classe d’homotopie Quevi)icjo.1. De
plus, par le théoreme 1, 6k:, vi)icj0.1) Minimise I'action lagrangienne, alors
(€71 (X, vr))tef0.1; €St Une orbite périodique pour le flot hamiltonienXgui est
soit dégénérée, soit a un exposant de Floguet hyperbolique sans réflexion si la
dimension deM est paire. Pour montrer le corollaire 2, il suffit donc de trouver
une orbite périodique qui soit minimisante de I'action lagrangieAnget en
dehors de la section nulle.

L'idée est alors d'utiliser le théoréme de Tonelli pour trouver un lacet mini-
misant dans la classe d’homotopie (non nulle) fixée. Il faut une version de ce
théoréme qui soit valable pour les hamiltoniens de cl&se&e qui est le cas
de la version donnée dans [Fa]. Ce résultat s’énonce comm® suit

“Soit L: TM — R un lagrangienC!, convexe dans la fibre et superlinéaire.
On suppose que le lagrangi¢nest minoré par une métrique riemannienne sur
M; alors dans chaque classe d’homotopie il existe un lacet minimisant parmi
les lacets absolument continus dans cette classe d’homotopie.”

Pour appliquer ce théoreme, nous devons juste vérifielLgest minoré par
une métrique riemannienne. Or, si on mukitd’'une métrique riemannienne
et si on posen = min{Lq(X, v); ||v|| = 1}, alors par homogénéité de), on a:
Y(x,v) € TM, Lo(X, v) > m|v||? ce qui donne le résultat cherché pouif.||.

Il nous reste a montrer que si la classe d’homotopie considérée n’est pas nulle,
le lacettrouvéy : [0, 1] — M estune solution des équations d’Euler-Lagrange
gui est en dehors de la section nulle.

Proposition 14. Soita une classe d’homotopie dafg etyy - [0,1] — M
un lacet absolument continu minimisant I'action lagrangienne dans cette classe
d’homotopie. Alorsy est de class€?, %—Lvo(yo, o) est aussi de clas<@! ety
vérifie les équations d’Euler-Lagrange pous:

d (dlo. o . o \_dLo oo
gt \ gy 0@ M) ) = ===, yo(D)).

10pour étre tout & fait honnéte dans [Fa] A. Fathi s'intéresse & la recherche de minima & extrémités
fixées, mais notre énoncé ne demande qu’une légére adaptation de sa preuve
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Démonstration de la Proposition 14. La variété étant compacte, on peut la
recouvrir par un nombre fini de cart€¥;, h;) dans lesquelles désormais nous
travaillerons (ce qui nous permettra de “soustraire des points”). Rappelons aussi
que nous I'avons munie d’une métrique riemannienne qui définit une distance
d sur M. On peut supposer qu’il existg > 0 tel que deux points d¥l &o-
proches sont contenus dans une méme a4rtet on écrira la soustraction dans
cette carte. Montrons alors:

Lemme 15. Il existe une constant® > 0 telle que, quels que soieqt, v)
e TMet(X,v) e TMtels qued(x, X") < &g, ON a:

ILo(X', v') — Lo(X, v) — aa—L%x, X = %) — =0, v = v)|
X dv

< R+ o]l + [IV'ID3(A(X, X) + [[v — V')

Démonstration du Lemme 15. Commel est positivement homogéne dans
la fibre,
9%Lo  9%Lo 9%Lo
_— — t ———
ax2 IXdv v2
sont aussi positivementhomogénes dans lafibre, de degrés 2, 1, O respectivement.
Posons alors:

9%Lo 3%Lo 9%Lg
Ci = maximaxy | —= (X, , X, , | —=(, : =1
1 { H 2 %V 5 Sv) | =R v) } lvll }
A cause de ces homogénéités, ovex, v) € T M,
HMJMOSWM,MmefQMNEJMW§Q(ﬂ

Soient maintenanix, v) et (x’, v") comme dans I'énoncé du lemme 15. posons
alors pour chaque € [0, 1]: (X, vy) = (X, r) +t(X' = x, v —v) et f(t) =
Lo(X:, v). Alors f est une fonction de clas€* sur[0, 1], et méme de classe
C? sauf en éventuellement un point ndg€ar soity, ne s’annule pas, soit est
identiguement nulle, soi ne s’annule qu’en un point. Soit algrsun majorant
de|f”|. On a alors:vt e [0, 1]\{to}, | f”(t)] < w. En intégrant, commd’
est continue, on obtientVt < [0, 1], | f’(t) — f’(0)] < ut donc en intégrant
encore:vt € [0, 1], | f () — f(0) — f/(O)t] < 4Z,

Evaluons alorg: f(t) = Lo(X, v¢) donc

oL oL
f/(t) = a—x°<xt, v (X — X) + a—v°<xt, W — v)
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donc:
92L
/) = —2 (%, v)(X' — X, X' = X)
X2
92Lo ) ) 92Lo ) )
+2 X, v))X =X, 0 =) + — X, v) (V' — v, v — V).
OXdv ov?

Aussi, a cause des inégalités donnéeggH:
| 7O < CalleelPd(x, X)? + 2Caf|ue | v = v'|d(x, X) + Caflv — V)12

Ceci donne le résultat voulu polt = C; si on remarque quévt| < |Jv]| +
"l O

Soitty € R/Z. Il existe alors un indiceé, un voisinagea, b] dety et un
voisinage convex@/ de 0 dan®¥™M tels que:vt € [a, b], Vv € W, yp(t)+v €
Vi. Pour toute applicatiody : [0, 1] — W de classeC* nulle en dehors de
[a, b], on peut définir:yp + 8y : [0, 1] — M par: Vt € [a, b], (o + 8y) () =
vo(t) + 8y (t) etVvt ¢ [a, b], (yo + §¥)(t) = yo(t). Alors yp + 8y est un lacet
absolument continu qui est dans la méme classe d’homotopigpilien est de
méme dey + A§y pour toutr e [0, 1]. Aussi, commey est minimisante, on
a:va € [0, 1], AL, (Yo + Ady) = AL, (yo) c-a-d:

1 1
/0 Lo(ro(t) + 28y (1), yo(t) + A8y (t)dt > /O Loo(t), 7o(®))dt.

Or, si||8y |l < &g, on peut déduire du lemme 15:
[Lo(yo(t) + Ady (1), yo(t) + Ady (1))
. aLo . aLO . .
—Lo(yo(1), yo(t)) — a_x(VO(t)’ Yo(D)ASy (1) — W(VO(I)’ Yo(D)ASy (D]

< AR+ 2llyo® [ + 8y O DSy 1l + 187 )I)?

En intégrant, on en déduit:
| AL, (Yo + Ady) — ALy (vo)
1 3L0 . al-0 . .
—k/ <a_(y0(t)’ Yo()dy (1) + —(Vo(t),Vo(t))SV(t)>dtI
0 X ov
< A% x constante

111y a une petite inexactitude dont nous ne tenons pas compte pour ne pas alourdir: la norme de
X" — x| dans la cart&/; n’est pasd(x, x’) mais on a ainsi des distances équivalentes.
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Comme:Vi, AL, (Yo + A8y) = AL, (o), ceci implique que:

Lo ) Lo . .
0= / <8—(yo(t), Yo(0)8y (1) + ——(o(t), Vo(t))Sy(t)> dt (s%)
0 X v

Or, on sait quey € L? (puisquey, est d’action bornée potirg qui est minorée
par une métrigue riemannienne), doé (yo, 7o) € L* (puisquel22(x, v)| <
Calv||? par (x)); aussi,

oL
(u,t) [0, 1% > a—xo()/o(tL Jo(1)8y (U)

est aussi dans®. En remarquent quéy (t) = [aya)}(s)ds, on peut appliquer le
théoreme de Fubini:

a+1l

a+1 oL L t
/ 8—°(yo<t>,y'o(t))8y(t>dt = / 2 (0(), yo(t)) / 8y (uydudt
a X aX a

a

a+1 a+1 oL
- / ( / 2000, y’o(t))dt>6y‘<u)du.
a u X

(x*) donne alors:

a+1 a+1 9L L
0= / (/ a—xo(yo(t), yo(H))dt + a_vo(yO(u)’ )?o(u))) 57 (udu;

cette égalité étant vraie pour tait: [0, 1] — V; de class&€*, nul en dehors
de[a, b] et tel que||dy | < eo. La fonction:

a1 9L, ) dLo .
€la,a+1]l— gt) = / a—(yo(t), yot)dt + —(yo(U), yo(u))
u X dv
est donc une fonction de? telle que pour tout tedy: faa“ gt)sy t)dt = 0.

La fonctiong est donc une fonction de! telle que pour tousy: [a, b] — W
vérifiant|dn|l. < &0 (ON adn = §y + constante) a support dafes b]:

b b
/(g(t)—/ g(s)ds)én(t)dt =0

ceci implique que pour presque tduk [a, b]: g(t) — fa“ g(s)ds =0 i.e.

queg est constante presque partout dem®]. Il existe donc un ensemblede
mesure pleine darig, b] et une constantetels que:

oL
vtel, o (Yo(t), yo(t)) = k — / ——(yo(U), yo(u))du ( * %)
v t 0X
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Le terme de droite de cette égalité est une fonction continue (puisqu’une primi-
tive d’une fonctionL'). On en déduit quét — %(yo(t), (1)) coincide sud

avec une fonction continue. Or, on@, o) = ¢ (%(yo, )}0)) avect continue,
doncyy coincide presque partout g, b] avec une fonction continue. Comme
de plusy, est absolument continue, on a (on peut écrire tout ceci en cartes):

t

vt € [a, bl, yo(t) = yo(@) + / yo(uydu

a

donc finalemeny, est de class€? sur[a, b]. L'égalité (x x *) est alors valable
sur[a, b] tout entier et son membre de droite est une fonction de cl@ss®n

en déduit quét < [a, b] — aﬁ(yo(t), Yo(1))) est de class€? et que:
d BLO . aLO .
vt bl, — — t t = — t 1)). ]
€ [a, b], dt( ™ (¥o(1), o( ))) % (Yo(1), Yo(t))

Finissons la démonstration du corollaire 2. Par la proposition 14, on sait que
yo Vérifie les équations d’Euler-Lagrange pduy:

d /oL oL
— (—"(yo(t), y'o<t>>) = a—x‘)wt), yo(t)).

dt \ dv
Aussi, si on poseéx, ;) = £~ 1(y(t), yo(1)), (X, ry) vérifie les équations de
Hamilton pourJ. C’est donc une solution des équation de Hamilton pbur
(t = J(X, ) = J o £71(po(b), y0(t))) est constant. Or, si cette constante était
nulle, le lacet serait constant donc homotope a un point. Forcément donc, cette
constante est non nulle et I'orbite ne rencontre pas la section nulle.

Remarque. Notre construction d’'un nouvel hamiltoniehqui a en commun

une hypersurface d’'énergie ay€@t qui est strictement convexe ethomogéne de
degré 2 dans la fibre est a rapprocher d’'une construction classique concernant les
systémes mécaniques. Considérons une fonttioM — R de class€3etune
métrique riemannienng sur T M; on définit alors un lagrangien: TM — R

par: L(X,v) = %g(x)(v, v) — U(X). La valeur critique de Mafné est alors

w = maxU. Il est usuel d’associer a tokt> © une métrique riemannienr,

dite métrique de Jacobi, définie par:

Y(X,v) € TM, G(X)(v,v) = %(k —UX)gx) (v, v).

Notons alordH le hamiltonien associélavia la dualité de Legendre ét; celui
associé &; un résultat classique (voir [Arno]) affirme que toute orbite du flot
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hamiltonien( f;) de H tracée sufH = k} est une orbite du flot hamiltonien
(géodésique)g;) de Hy. En fait, on a: {H = k} = {Hg = 1} et donc le
hamiltonienHy coincide, dans ce cas, avec le hamiltondeque nous avons
construit dans le cas optique général. La construction que nous avons faites
dans cette section peut donc étre vue comme une extension de la métrique de
Jacobi.
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