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Type des orbites périodiques des flots associés à
des lagrangiens optiques homogènes

Marie-Claude Arnaud

Résumé. Soit L : T M → R un lagrangien optique et homogène dans la fibre défini
sur le fibré tangent d’une variété orientable de dimensionn et γ un lacet régulier 1-
périodique qui est un point critique non dégénéré d’indicep de l’action lagrangienne
associée àL (il lui correspond alors un point périodique(x, v) du flot d’Euler-Lagrange
(ϕt )). SoitT une transversale en(x, v) au champ de vecteurs dans la surface d’énergie
et P l’application de premier retour de Poincaré dans cette transversale; on montre alors
que le nombre de Lefschetz pourP en(x, v) est(−1)n−1+p. On en déduit que si 2nh

est le nombre de multiplicateurs de Floquet réels strictement positifs et non nuls, alors:
nh = n − 1 + p (mod 2).
On explique comment déduire qu’un lagrangien optique quelconque défini sur le fibré
tangent d’une variété orientable compacte de dimension paire deπ1 non trivial a une
une orbite périodique qui est soit dégénérée, soit a un exposant de Floquet hyperbolique
dans tout niveau d’énergie au dessus du niveau critique de Mañé.

Mots-clés: Lagrangiens, orbites périodiques, multiplicateurs de Floquet, stabilité au
sens de Lyapunov, géodésiques brisées, métrique de Jacobi.

Abstract. Let L : T M → R be a Lagrangian function which is optical and homoge-
neous in the fiber of the tangent bundle of ann-dimensional orientable manifoldM . Let
γ be a 1-periodic loop which is a non degenerate critical point of the Lagrangian action
with index p (there corresponds toγ a periodic point(x, v) of the Euler-Lagrange flow).
Then the Lefschetz number of the Poincaré first return map in the energy hypersurface
near(x, v) is (−1)n−1−p, and thus if 2nh is the number of real hyperbolic Floquet
multipliers of(x, v) without reflection, thennh = n − 1 + p (mod 2).
Then we explain how to deduce from this result that every optical and superlinear
Lagrangian function defined on the tangent bundle of an compact orientable even-
dimensional manifold whoseπ1 is non trivial has on every energy level above the
so-called “critical one” at least one periodic orbit which is either degenerate or has
one Floquet multiplier which is hyperbolic.
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1 Introduction

Cette introduction générale fait appel à des notions mathématiques qui seront
définies précisément dans la suite de l’article.

Dans cet article, on s’interesse à l’étude dynamique des orbites périodiques des
flots d’Euler-Lagrange associés à un lagrangien de classeC3 autonome stricte-
ment convexe dans la fibre du fibré tangent d’une variétén-dimensionnelleM .
Un tel lagrangien (strictement convexe dans la fibre) sera dit “optique”.

Quand le lagrangien est de plus superlinéaire et la variété compacte, on sait,
grâce au théorème de Tonelli (voir par exemple [Man]) qu’un tel flot a au moins
une orbite périodique dans chaque classe d’homotopie deM , cette orbite réalisant
le minimum de l’action lagrangienne sur les lacets de classeC1 dans cette classe
d’homotopie. Il existe aussi bien entendu parfois des orbites périodiques qui
ne sont pas minimisantes dans leur classe d’homotopie (par exemple, dans le
cas du pendule simple (décrit dans [Che]), le point fixe du flot qui correspond
à un équilibre elliptique n’est pas minimisant pour l’action lagrangienne; si on
souhaite un exemple avec un lacet régulier, i.e. dont la dérivée ne s’annule pas, il
suffit de faire le produit avec le flot géodésique du cercle); le lecteur trouvera dans
[Jos] des résultats d’existence d’orbites périodiques qui ne sont pas forcément des
minima de l’action pour des lagrangiens proches des complètement intégrables
et dans [Man] des résultats analogues pour les systèmes mécaniques (énergie
cinétique plus énergie potentelle).

Or, les systèmes dynamiques conservatifs peuvent admettre différents types
d’orbites périodiques, les comportement des orbites de condition initiale proche
de l’orbite périodique étant radicalement différents suivant le type d’orbite con-
sidéré. Plus précisément:

– l’orbite est dite hyperbolique si tous ses multiplicateurs de Floquet princi-
paux sont de module différent de 1; dans ce cas, un point proche de l’orbite
périodique a son orbite qui va s’écarter “avec vitesse exponentielle” dans
le passé ou le futur de l’orbite périodique;

– l’orbite est dite complètement elliptique si tous ses multiplicateurs de Flo-
quet sont de module égal à 1. Dans ce cas, sous des hypothèses de généric-
ité en topologieC∞ (voir [Bos] ou [Dou]), on sait, grâce aux théorèmes
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K.A.M, trouver dans tout voisinage de l’orbite périodique des orbites qui
restent en tout temps proche de l’orbite périodique; de plus, un point de
l’orbite périodique est alors un point de densité (pour une mesure induite
par une forme volume invariante par le flot) de l’ensemble des points qui
sont sur une telle orbite;

– il existe aussi des orbites dites elliptique× hyperboliques, qui présentent
un mélange de ces deux comportements.

C’est pourquoi il est intéressant, une fois qu’on sait trouver des orbites péri-
odiques, de se demander si celles-ci sont d’un type particulier. L’existence
d’au moins un multiplicateur de Floquet de module différent de 1 par exemple
implique l’existence d’orbites qui vont s’éloigner en temps positif de l’orbite
périodique, i.e. le caractère instable de l’orbite périodique.

Or, si on sait trouver ces orbites périodiques comme points critiques de l’action
lagrangienne, on peut alors déterminer la “hessienne” de cette action lagrangi-
enne en ce point critique. Nous rappellerons qu’un tel point critique est toujours
d’indice fini (ceci est démontré dans [Mil] dans le cas géodésique et dans [Du]
dans le cas optique). Y a-t-il un lien entre cet indice et le type de l’orbite con-
sidérée? Certains résultats semblent aller dans ce sens et d’autres semblent aller
dans le sens contraire:

– un remarquable résultat de Poincaré (cf [Poi]) énonce que sur une surface
orientable, toute géodésique minimisante non dégénérée est hyperbolique
sans réflexion. Un résultat récent de D. Offin (voir [Off2]) généralise
ce résultat aux solutions régulières des lagrangiens optiques, et même
aux orbites périodiques d’indice pair; les deux démonstrations utilisent de
façon cruciale le fait queM est de dimension 2;

– dans [CI], G. Contreras et R. Iturriaga obtiennent eux aussi un résul-
tat d’hyperbolicité en faisant des hypothèses fortes de minimisation: ils
montrent en dimension quelconque que si une orbite périodique est “min-
imisante pour tout temps” (cela signifie que pour chaqueT > 0, elle est
minimisante à extrêmités fixées parmi tous les chemins de classesC1)
et si le lagrangien est en un certain sens générique, alors l’orbite est hy-
perbolique. L’hypothèse utilisée peut sembler assez forte, mais elle est
réalisée par exemple pour les obites périodiques contenues dans un en-
semble de Mather;

– d’un autre côté, il existe des lagrangiens (pour dimM ≥ 3) tels que le
minimum de l’action n’est pas hyperbolique, d’autres pour lesquels il est
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hyperbolique. Des exemples sont donnés dans [Arna] dans le cas lagrang-
ien et un exemple de V. Bangaert dans le cas géodésique est expliqué dans
[Off1].

Nous allons montrer que la “bonne” notion déterminée par l’indice de la hessi-
enne de l’action n’est pas letype(i.e. la donnée de la dimension hyperbolique
de l’orbite périodique) mais le nombre de Lefschetz de l’application de premier
retour dans une transversale à l’orbite périodique dans la surface d’énergie, où:

Définition. Soit p un point fixe d’une applicationf différentiable définie sur
un voisinage dep (dans une variété différentiable) et transverse enp à l’identité.
Le nombre de Lefschetz def en p est noté Lefp( f ) et est:

– 1 si, lu en carte, det(D f (p)− I d) > 0;

– −1 si, lu en carte, det(D f (p)− I d) < 0.

(cette notion est indépendante de la carte choisie; en fait, il existe une défini-
tion plus intrinsèque du nombre de Lefschetz pour les points fixes isolés des
applications continues, mais ceci ne nous sera pas utile par la suite).

Remarque. Avec les mêmes notations que dans la définition précédente, sup-
posons quef soit de plus symplectique. On sait alors que les valeurs propres
de D f (p) vont par paires: siλ est valeur propre,λ−1 est aussi valeur propre,
et de même ordre. Notons alorsλ1, . . . , λn, λ

−1
n , . . . , λ−1

1 ces valeurs propres
comptées avec multiplicité. Le nombre de Lefschetz dep est alors le signe du

produit desσ j = (1 − λ j )
(
1 − 1

λ j

)
= 2 − λ j − 1

λ j
. Or, examinons ce qui peut

se passer concernant ce signe:

– on ne peut avoirλ j = 1 car on a supposé quef est transverse à l’identité;

– siλ j 6= 1 est de module 1, on a:σ j = 2(1 − cosθ j ) > 0 oùλ j = ei θ j ;

– siλ j < 0, on a:σ j > 0;

– siλ j ∈ R∗
+\{1}, on a:σ j < 0;

– siλ j n’est ni réel, ni de module 1, son conjugué est aussi valeur propre, de
même ordre, et donc en regroupant lesσ j correspondant on voit apparaître
σ j ∙ σ j = |σ j |2 > 0 dans le produit.
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Finalement, ce qui détermine le nombre de Lefschetz def en p est le nombre
de valeurs propres strictement positives deD f (p). Plus précisément, siD f (p)
a exactement 2m valeurs propres strictement positives, alors le nombre de Lefs-
chetz def en p est Lefp( f ) = (−1)m. Or, un lagrangien optique est toujours
(au moins localement) dual d’un hamiltonien et le flot d’Euler-Lagrange qui lui
est asssocié est donc toujours conjugué (localement) à un flot hamiltonien, donc
symplectique (voir [Fa]).

Avant d’énoncer notre résultat principal, donnons quelques définitions:

Définition. Soit p un point périodique (de plus petite période notéeT) mais
non fixe d’un flot d’Euler-Lagrange(ϕt). Alors:

– les valeurs propres deDϕT (p) sont lesmultiplicateurs de Floquetde p;

– le champ de vecteurs étant invariant parDϕT (p), 1 est toujours valeur
propre double deDϕT (p); les autres valeurs propres deDϕT (p) (comptées
avec multiplicité, il peut y avoir de nouveau 1 si 1 est valeur propre d’ordre
au moins 4) sont lesmultplicateurs de Floquet principauxde p;

– p est ditnon dégénérési 1 n’est pas un de ses multiplicateurs de Floquet
principaux;

– on appellera nombre de multiplicateurs de Floquet hyperboliques sans
réflexion dep et on notera 2nh(p) le nombre de multiplicateurs de Floquet
réels positifs et distincts de 1 dep.

Notre résultat principal s’énonce alors ainsi:

Théorème 1.Soit M une variété orientable. SoitL : T M → R un lagrangien
optique et homogène dans la fibre de classeC3 et γ : [0, T] → M un point
critique non constant et régulier de l’action lagrangienne parmi les lacets de
classeC2 de même période qui est d’indice1 p et tel quex = (γ (0), γ̇ (0)) est
un point périodique non dégénéré pour le flot d’Euler-Lagrange. Alors:

nh(x) = dim M − 1 + p (mod 2).

Cet énoncé permet d’affirmer que sur une variété orientable de dimension paire,
tout minimum régulier non dégénéré de l’action lagrangienne d’un lagrangien
optique et homogène dans la fibre a une dimension hyperbolique non nulle, et

1L’indice sera précisément défini dans la section suivante
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donc ne saurait être ce qui s’appellestable au sens de Lyapunov( c’est à dire
avoir des voisinage invariants aussi proches de l’orbite périodique qu’on le veut).
Il s’agit donc d’un résultat d’instabilité.

Il existe beaucoup de lagrangiens “classiques” (par exemple ceux de la forme
“energie cinétique+ énergie potentielle”) qui ne sont pas homogènes dans la
fibre; on peut se demander si notre résultat peut s’appliquer à ceux-ci. En fait,
nous n’avons pas été capable dans cet article de mener des calculs qui nous
permettraient de relier pour un tel hamiltonien l’indice de l’action lagrangienne
et l’indice de Lefschetz d’une application de premier retour. Par contre, dans
le cas d’un lagrangien optique superlinéaire défini sur le fibré tangent d’une
variété compacte, à partir d’un certain niveau d’énergie, nous sommes capable
de modifier le lagrangien de manière à le rendre homogène dans la fibre et ayant
une orbite périodique minimisante qui est aussi une orbite périodique pour le
lagrangien originel, de même type. Ceci nous permet d’affirmer:

Corollaire 2. Soit M une variété compacte orientable de dimension paire et de
π1 non trivial et L : T M → R un lagrangien optique superlinéaire, dual via la
transformation de Legendre d’un hamiltonienH : T∗M → R. Alors il existe
c ∈ R tel que toute hypersurface d’énergie de niveau au dessus dec porte au
moins une orbite périodiqueγ qui:

– soit est dégénérée;

– soit a un multiplicateur de Floquet hyperbolique.

Ainsi, par exemple, si on s’intéresse à un lagrangienL : T M → R de la
forme: ∀v ∈ Tx M, L(x, v) = V(x)+g(x)(v, v) oùV : M → R est un potentiel
de classeC3 et g est une métrique riemannienne, si on posec = max{L(x, 0);
x ∈ M}, on verra que siM est compacte orientable de dimension paire et deπ1

non trivial, toute hypersurface d’énergie correspondant à une valeur plus grande
quecporte une orbite périodique qui soit est dégénérée, soit a un multiplicateur de
Floquet hyperbolique. Cette valeur,c, est ce qu’on appelle usuellement “valeur
critique de Mañé”; nous y reviendrons plus loin.

2 Différents espaces de lacets qui donnent la même notion d’indice

Le but premier de cette section est de clarifier la notion d’indiceutilisée mais non
définie dans le théorème 1. Pour ceci, il faut expliquer sur quel espace de lacets
on travaille. Ensuite, en utilisant une idée de type “géodésique brisée” (voir
[Cha] pour un autre usage de cette notion) nous montrerons que cet indice peut
être défini sur un espace de dimension finie. Dans cette section, nous n’aurons
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pas besoin de supposer le lagrangien homogène dans la fibre, et donc les résultats
présentés sont valables pour tous les lagrangiens optiques.

Etant donné un lagrangien optiqueL : T M → R de classeC3, on cherche
les solutions périodiques du flot d’Euler-Lagrange deL, i.e. les lacets(γ, γ̇ ) de
classeC1 qui vérifient l’équation d’Euler-lagrange:

d

dt

(
∂L

∂v
(γ (t), γ̇ (t))

)
=
∂L

∂x
(γ (t), γ̇ (t)).

Il se trouve que ces lacetsγ qui correspondent à une solution(γ, γ̇ ) du flot
d’Euler Lagrange sont les points critiques de l’action lagrangienne (ceci est
montré dans [Man]), que nous allons maintenant définir.

Définition. Soit M une variété de dimensionn et L : T M → R une fonction
de classeC2, appeléelagrangien, qui est strictement convexe dans la fibre (ou
optique) i.e. tel que:∀(x, v) ∈ T M, ∂

2L
∂v2 (x, v) est définie positive.

Soit E un espace de lacets2 tracés surM , qui sera:

– soit la variété de BanachE1 des lacets de classeC1 tracés surM ;

– soit la variété de BanachE2 des lacets de classeC2 tracés surM ;

– soit une autre variétéM (qui pourra être de dimension finie) que nous
définirons un peu plus loin dans cette section;

En tout lacet deE, l’ action lagrangienneAL(γ ) deγ est définie par

AL(γ ) =
∫ 1

0
L(γ (t), γ̇ (t))dt.

L’espace tangent àE est notéT E (voir [Du]). Un lacetγ ∈ E est unpoint
critique de AL si ∀ δγ ∈ Tγ E, D AL(γ )(δγ ) = 0. Il est classique que les
différentes notions de points critiques pourAL (que AL soit définie surE1, E2

ouM que nous allons bientôt définir) coïncident et donnent toutes les solutions
1-périodiques du flot d’Euler-Lagrange. Etant donné un point critiqueγ de AL ,
l’ indice(dit aussi indice de Morse) deγ est défini par:

i E(γ ) = sup
{

dim W; W sous-espace vectoriel deTγ E

sur lequelD2AL(γ ) est définie négative
}
.

2Sans autre précision, nos lacets seront toujours paramétrés par[0, 1] identifié aussi àR/Z.
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Remarque. Un résultat classique (voir [Du]) affirme que pour les lagrangiens
optiques,i E(γ ) est toujours fini.

Quand on cherche les points critiques deAL , on peut être amené à minimiser
l’action lagrangienne sur divers types d’espace (voir par exemple dans [Man]
où on considère pour montrer le théorème de Tonelli les lacets tracés surM
qui sont absolument continus). Mais, s’il s’agit du problème de recherche de
minimum, le lacet trouvé est évidemment un minimum sur un ensemble de lacets
plus petit. C’est pourquoi dans [Du], J. Duistermaat considère l’ensemble des
lacets de classeC1 et se sert de cet espace pour définir une notion d’indice. Il
est à remarquer que dans le cadre étudié (lagrangien de classeC3), la solution
trouvée est toujours de classeC3 (voir [Man]), c’est pourquoi cet indice peut
aussi être défini en utilisant l’ensemble des lacets tracés surM de classeC2, et
c’est pourquoi les choix deE1 et E2 faits dans la définition précédente d’indice
sont pertinents.

Montrons maintenant quei E1 et i E2 coïncident.

Lemme 3. Soitγ un point critique deAL. Alors: i E1(γ ) = i E2(γ ).

Démonstration du Lemme 3. Par définition de l’indice et commeE2 ⊂ E1,
on a: i E2(γ ) ≤ i E1(γ ). Soit maintenant(δγ1, . . . , δγk) une famille libre de
Tγ E1 telle que surF = Vect(δγ1, . . . , δγk), D2AL(γ ) soit définie négative.
Remarquons que:

D2AL(γ )(δγ, δγ ) =
∫ 1

0

(
∂2L

∂v2
(γ, γ̇ )(δγ̇ , δγ̇ )+ 2

∂2L

∂v∂x
(γ, γ̇ )(δγ, δγ̇ )+

∂2L

∂x2
(γ, γ̇ )(δγ, δγ )

)

Or, tout lacet de classeC1 s’écrit comme limite (pour la topologieC1) d’une
suite de lacets de classeC2. Ainsi, pour touti ∈ {1, . . . , k}, il existe une suite
(δγm

i )m∈N d’éléments deTγ E2 qui converge pour la topologieC1 deTγ E1 vers
δγi . L’espace vectorielFn = Vect(δγ n

1 , . . . , δγ
n
k ) converge alors (au sens des

grassmanniennes) versF , et commeD2AL(γ ) est définie négative surF , elle
est aussi définie négative surFn pourn assez grand (ici, on utilise queF est de
dimension finie). Ce qui prouve quei E2(γ ) ≥ k. Comme on pouvait choisir
k = i E1(γ ), on trouve l’égalité cherchée. �

Bien entendu, cela implique que pour tout choix deE compris entreE1 et E2,
on obtient la même définition d’indice.

Nous allons maintenant introduire une famille de variétés de BanachM qui
contiennent toutesE1, et nous allons successivement montrer que:
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– l’indice de MorseiM défini à l’aide deM et l’indice de Morsei E1 défini
à l’aide deE1 coïncident;

– étudiantD2AL(γ ) sur TγM, on montrera que pour des choix judicieux
deM, TγM est la somme orthogonale (orthogonale pourD2AL(γ )) d’un
espace de dimension infine sur lequelD2AL(γ ) est positive et d’un espace
de dimension finieW; c’est ainsi qu’on se sera ramené à travailler en
dimension finie: l’indice deD2AL(γ ) coïncide avec celui deD2AL(γ )|W.
Nous mettrons d’ailleurs en évidence une sous-variété de dimension finie
N deM telle queTγN = W.

Rappelons queγ : [0, 1] → M est un point critique deAL .
Choisissons alors 0≤ t1 < t2 < ∙ ∙ ∙ < tk < 1 une subdivision (éventuelle-

ment vide) de[0, 1] et définissonsM (qui dépend du choix det1, . . . , tk) comme
l’ensemble des lacetsη continus,C2 par morceaux, tels que la restriction de
η à chaque intervalle de la forme[ti , ti +1] (en posanttk+1 = t1) est de classe
C2; en d’autres termes,(η, η̇) est continue par morceaux, les “morceaux” étant
les [ti , ti +1] (rappelons que nous avons identifiéR/Z à [0, 1]) et la restriction
à chaque morceau étant de classeC1. Commençons par montrer le premier
résultat voulu, c-à-d qu’on garde la même notion d’indice que précédemment
(la variété est munie de la topologieC2):

Lemme 4. Soitγ un point critique deAL. Alors : i E2(γ ) = iM(γ ).

Démonstration du Lemme 4. CommeE2 ⊂ M, on a: i E2(γ ) ≤ iM(γ ).
De plus, on a:

D2AL(γ )(δγ, δγ ) =
∫ 1

0

(
∂2L

∂v2
(γ, γ̇ )(δγ̇ , δγ̇ )+ 2

∂2L

∂v∂x
(γ, γ̇ )(δγ, δγ̇ )+

∂2L

∂x2
(γ, γ̇ )(δγ, δγ )

)

Soit alors(δγ1, . . . , δγk)une famille libre deTγM telle queD2AL(γ ) soit définie
négative surF = Vect (δγ1, . . . , δγk). En utilisant une métrique riemannienne
surM , on a une notion de convergenceL2 dansTγM; il existe alors pour chaque
i ∈ {1, . . . , k} une suite(δγm

i )m∈N d’éléments deTγ E2 telle que(δγ̇m
i )m∈N con-

verge versδγ̇i pour la topologieL2. Alors chaque suite(D2AL(δγ
n
i , δγ

n
j ))n∈N

converge versD2AL(δγi , δγ j ). La matrice(D2AL(δγi , δγ j ))(i, j )∈[1,k]2 étant
définie négative, il en est de même de la matrice(D2AL(δγ

n
i , δγ

n
j ))(i, j )∈[1,k]2

pour n assez grand. On en déduit quek ≤ i E2(γ ), donc le résultat cherché
en prenantk = iM(γ ). �
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Nous allons maintenant expliquer comment nous choisissons lest1, . . . , tk afin
d’arriver un formalisme cherché.

CommeL est strictement convexe dans la fibre, l’applicationL = Lv =
∂L
∂v

: T M → T∗M est un difféomorphisme deT M sur son imageU (voir [Man]
ou [Fa]), appelé application de Legendre. Alors, le flot( ft) = (L ◦ ϕt ◦ L−1)

défini surU est un flot hamiltonien surU ⊂ T∗M (pour la forme symplectique
standard qui est la dérivée extérieure de la 1-forme de Liouville) associé au
hamiltonienH défini par: H(x, r ) = p ◦ L−1(x, r ) − L ◦ L−1(x, r ) qui est de
classeC3 et strictement convexe dans la fibre (voir [Fa])3. Convenons alors de
noter, si(x, r ) ∈ T∗M : ft(x, r ) = (xt , rt). De plus, on convient que toutes les
cartes symplectiques que l’on construira surT∗M seront de la forme suivante:
on choisit des coordonnées(q1, . . . , qn) sur M , puis on choisit les coordonnées
restantes(p1, . . . , pn) de manière à ce que toute formeη ∈ T∗M du domaine
de la carte s’écrive:

η =
n∑

i =1

pi (η)dqi .

Une telle carte sera ditecanonique. Plus précisément, si(Vi , ϕi ) est une carte
de M , la carte canonique qui lui est associéeest (T∗Vi ,8i ) où 8i (x, r ) =
(ϕi (x), r ◦ (Dϕi (x))−1) (dans cette écritureRn est identifié à son dual).

Nous allons montrer:

Lemme 5. Soit K une partie relativement compacte (dansU) deU. Il existe
ε0 > 0 tel que pour toutε ∈]0, ε0], il existe deux recouvrement finis deK par
des cartes canoniques4 V = {(Vi ,8i ); i ∈ I } etW = {(Wi , ψi ); i ∈ I } tels
que:

– les cartesVi et Wi sont des cartes canoniques associées à des cartes
orientées deM;

– pour touti ∈ I , pour toutt ∈ [0, ε], ft(Vi ) ⊂ Wi ;

– si on note8i (x, r ) = (xi , ri ) et ψi (x, r ) = (xi , r i ), l’application
hi : Vi → Rn × Rn définie par: hi (x, r ) = (xi , xi

ε) est un difféomor-
phisme sur son image.

Ce lemme permet de prendre comme coordonnées la “coordonnée horizon-
tale” de(x, r ) et la “coordonnée horizontale” defε(x, r ). C’est dans ces co-
ordonnées (en plusieurs points du lacet considéré) que nous arriverons à nous
ramener à un formalisme de dimension finie.

3On dit queH est le hamiltonien asossié àL via la dualité de Legendre
4Ces cartes sont donc de la forme décrite précédemment
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La méthode consistant à utiliser ces “coordonnées horizontales” n’est pas nou-
velle (voir aussi remarque suivant la démonstration du lemme); dans le chapitre
7 du livre [Go] de C. Golé, par exemple, il est expliqué comment décomposer
le temps 1 d’un flot hamiltonien sur un compact d’un fibré cotangent comme
un produit d’“applications twist” pour lesquelles on peut choisir de telles coor-
données (nous renvoyons le lecteur à cette réfeérence pour la définition exacte
d’application twist).

Démonstration du Lemme 5. Pour vérifier la première condition, on utilise
le fait queM est orientable. Il est facile de construire des cartes de taille aussi
petite qu’on le veut et de normeC1 uniformément majorée (i.e. on peut diminuer
la taille des cartes sans changer ces normesC1: il suffit de restreindre les cartes)
qui vérifient la second condition pour un certainε0 > 0; pour chaque(x, r ) ∈ Ui

et chaquet ∈ [0, ε0], notonsMi,t(x, r ) la matrice (symplectique) deD ft(x, r )
dans les cartesVi , Vi ; on peut l’écrire par blocsn × n:

Mt,i =
(

at,i ct,i

bt,i dt,i

)

Alors, avec des abus de notation évidents (on écrit les différentielles en car-
tes), on a par les équation de Hamilton:ċt,i = Hpqct,i + Hpp(ϕt(x, r ))dt,i ,
dont on déduit que:

– pour t > 0 petit detct,i > 0 puisque ct,i ∼ t Hpp(ϕt(x, r ))dt,i ∼
t Hpp(x, r );

– cette estimation dépend continument du point(x, r ) puiquect,i dépend
de façonC2 du temps et de façonC2 de la position(x, r )5: on écrit
ct,i = t Hp,p(x, r )+ R(t, x, r ) et on a une majoration uniforme deR(t,x,r )

t
par Taylor-Lagrange, qui nous donneε0 > 0 uniforme tel que pour tout
(x, r ) ∈ Vi et toutt ∈]0, ε0], detct,i > 0.

Mais ce qui nous intéresse n’est pas la matriceMt,i de D ft(x, r ) dans les cartes
Vi , Vi mais la matriceNt,i de D ft(x, r )dans les cartesVi , Wi . Notons alors
(ξi ,

t(Dξi )
−1) : 8i (Vi ) → ψi (Wi ) le changement de cartes. Comme par hypo-

thèseξi préserve l’orientation, sa matrice est de la forme:

Pi =
(

pi 0
Xi

t p−1
i

)

5Rappelons que le hamiltonien est de classeC3.
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où detpi > 0. Donc:

Nt,i = Pi Mt,i =

(
pi at,i pi ct,i

Xi at,i + t p−1
i bt,i Xi ct,i + t p−1

i dt,i

)

est encore telle que: det(pi ct,i ) > 0.
Considérons alors l’applicationhi définie dans le lemme 5. Le théorème

d’inversion locale nous dit alors que pour toutt ∈]0, ε], l’applicationhi est un
difféomorphisme local. Donc, si on fixet et si on a choisi la taille des cartes
assez petite, c’est un difféomorphisme. �

Remarque.

1. Dans la démonstration du lemme, nous avons été amenés à remarquer
que le flot envoie (localement) les verticales sur des sous-variétés qui
se projettent bien (i.e. difféomorphiquement au moins localement) sur
l’“horizontale”. Nous renvoyons le lecteur à [Fa] pour une autre démons-
tration de ce résultat qui a le mérite d’être uniforme pourε ∈]0, α] (ce
qui est crucial pour démontrer le théorème de Weierstarss, à savoir que
les “petites” orbites sont minimisantes).

2. La détermination d’un point par la coordonnée “horizontale” de ce point
et la coordonnée horizontale de son image par une application “déviant
la verticale” est couramment utilisée dans un cadre un peu différent mais
pas trop éloigné de celui que nous considérons ici: il s’agit du cadre de la
théorie d’Aubry-Mather pour les applications qui dévient la verticale.

Retrouvons maintenant le point critiqueγ ∈ E2 de l’action lagrangienne qui
nous intéresse et l’orbite périodique(xt , rt) = L(γ (t), γ̇ (t)) du flot hamiltonien
qui lui correspond. CommeK = {(xt , rt); t ∈ [0, 1]} est compact, on peut
lui appliquer le lemme 5: on recouvreK par des carte(Vi ,8i ) et (Wi , ψi )

comme dans ce lemme et on choisitε ∈]0, ε0] de la formeε = 1
N . Remar-

quons que comme on a pris soin de choisir toutes les cartes canoniques (“duales”
de cartes deM), les changements de cartes préservent la fibration (dite “verti-
cale”) et leur restriction à l’“horizontale” (ce qu’on obtient en quotientant par
la verticale) sont des difféomorphismes. Notons pour chaquej ∈ {0, . . . , N}:
(qj , pj ) = f j

N
(x, r ). Chaque(qj , pj ) est dans une carteVi j et par le lemme 5

l’application hi j : Vi j → Rn × Rn définie par: hi j (x, r ) = (xi j , x
i j
ε ) est un

difféomorphisme sur son image. A cause de la remarque que nous venons de
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faire sur les changements de cartes qui en restriction aux horizontales sont des
difféomorphismes, on en déduit quegj : Uj = Vi j ∩ f− 1

N
(Vi j +1) → Rn × Rn

défini par: gj (y, ρ) = (yi j , yε,i j +1) est aussi un difféomorphisme: en d’autres
termes, on utilise la carte(Vi j +1,8i j +1) au voisinage de(qj +1, pj +1) plutôt que
la carte(Wi j , ψi j ). Nous avons de plus déjà remarqué que ce changement de
carte conserve la propriété “detci > 0”.

Nous pouvons maintenant expliquer comment nous choisissons la subdivi-
sion de[0, 1] qui permet de définirM: pour chaquei ∈ {1, . . . , N}, on pose:
ti = i −1

N . De plus, on définit une sous-variété ouverteM′ deM de la manière
suivante:η ∈ M est dansM′ si pour touti ∈ {1, . . . , N}, L(η(ti ), η̇(t

−
i )) ∈ Ui

etL(η(ti ), η̇(t
+
i )) ∈ Ui . Ainsi, on demande qu’aux discontinuités (éventuelles)

ti de la dérivée deη, (η, η̇) ne soit pas trop éloigné de(γ, γ̇ ). Ceci définit bien
entendu un voisinage ouvert deγ dansM et ne change pas la notion d’indice
(qui est une notion locale).

Mettons maintenant en évidence une sous-variété de dimension finie deM′;
notons pour chaquei ∈ {1, . . . , N}: U ′

i = gi (Ui ) (rappelons queU ′
i ⊂ Rn×Rn),

et donnons nous une suite(yi )1≤i ≤N de points tels que(yi , yi +1) ∈ U ′
i . Posons

alors(xi , ri ) = g−1
i (yi , yi +1). Par définition dehi et gi , le point(xi , ri ) lu dans

la carte(Ui ,8i ) a pour coordonnée horizontaleyi et le point f 1
N
(xi , ri ) lu dans

la carte(Ui +1,8i +1) a pour coordonnée horizontaleyi +1. Aussi, si on définit un
lacetη = η(y1, . . . , yN) par:

∀i ∈ {1, . . . , n}, ∀t ∈
[

i − 1

N
,

i

N

]
, η(t) = π ◦ ft− i −1

N
(xi , ri )

où π : T M → M est la projection,η est un élément deM′ (qui en chaqueti
passe par le point de8i -coordonnéeyi ). On appelle alorsN l’ensemble des tels
η; c’est une sous-variété deM′ de dimension Nn. Ce sont les éléments deN
qu’on appellesolutions brisées; ce sont en effet des lacets deM′ tels que chaque
restriction à un intervalle de la forme[ti , ti +1] est une solution des équations
d’Euler-Lagrange.

Nous allons maintenant montrer que notre variétéN de solutions brisées
joue le rôle que nous avions annoncé, c-à-d est porteuse de toute l’information
concernant l’indice de la solutionγ . Pour cela, précisons la forme deD2AL

surM:

Lemme 6. Soit γ : S1 = R/Z → M un point critique deAL : M → R et
δγ, δη ∈ TγM. Alors D2AL(γ )(δγ, δη) est égal à :

N∑

i =1

[
(Lvvδη̇|δγ )

]ti +1

ti
+

∫

S1

(
Lxxδη + Lvxδη̇ −

d

dt
(Lxvδη + Lvvδη̇)|δγ

)
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i.e. est égal à:

N∑

i =1

[
(Lvv(δη̇(t

−
i )− δη̇(t+

i ))|δγ (ti ))
]ti +1

ti

+
∫

S1

(
Lxxδη + Lvxδη̇ −

d

dt
(Lxvδη + Lvvδη̇)|δγ

)

Démonstration du Lemme 6. Par définition,D2AL(γ )(δγ, δη) est égal à:
∫ 1

0

(
Lvv(γ, γ̇ )(δη̇, δγ̇ ) + Lv,x(γ, γ̇ )(δη̇, δγ )

+ Lx,v(γ, γ̇ )(δη, δγ̇ )+ Lx,x(γ, γ̇ )(δη, δγ )

)

Explicitons le terme:

I =
∫ 1

0

(
Lvv(δη̇, δγ̇ )+ Lx,v(δη, δγ̇ ))

)

=
N∑

i =1

∫ ti +1

ti

(
Lvv(δη̇, δγ̇ )+ Lxv(δη, δγ̇ )

)

en faisant une intégration par partie (siN a été choisi assez grand, chaque
γ|[ti ,ti +1] est dans une même carte et on peut considéer que nous travaillons
en carte):

I =
N∑

i =1

(
[
(Lvvδη̇ + Lxvδη|δγ )

]ti +1

ti
−

∫ ti +1

ti

(
d

dt
(Lvvδη̇ + Lxvδη)|δγ

))

ce qui donne le résultat voulu. �

L’espace tangentTγN = W est l’ensemble des lacetsδη de TγM qui sont
des solutions de l’équation d’Euler-Lagrange linéarisée sur chaque intervalle
[ti , ti +1]; à tousδyi ∈ Tpi M correspond un uniqueδη ∈ W tel que∀i, δη(ti ) =
δyi . Ausi, l’espace:

F =
{
δγ ∈ TγM; ∀i ∈ {1, . . . , N}, δγ (ti ) = 0

}

est un supplémentaire deW. De plus, la formule fournie par le lemme précédent
nous permet de dire queF est orthogonal àW (ce n’est pas l’orthogonal àW
car D2AL(γ )|W est dégénérée).
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Pour conclure cette partie en nous ramenant à travailler sur une variétéN de
dimension finie, il nous reste à justifier le fait que la restriction deD2AL(γ ) à F
est positive.

Or, le théorème de Weierstrass (voir [Man] ou [Fa]) affirme qu’il existeε > 0
tel que : pour toutt ∈ R/Z, γ|[t,t+ε] est l’unique minimum deAL parmi les
courbes ayant mêmes extrêmités; ceci implique que si on a choisiN assez grand,
la restriction deD2AL(γ ) à F est positive.

3 Démonstration du Théorème 1

Dans la section précédente, nous avons déterminé unN0 tel que siN ≥ N0,
si on pose pour touti ∈ {1, . . . , N} : ti = i −1

N et(xi , ri ) = L(γ (ti ), γ̇ (ti )), alors:

1. il existe en chaque(xi , ri ) une carte canonique(Vi ,8i ) dans laquelle on
note les coordonnées(qi , pi );

2. il existeUi ⊂ Vi voisinage de(xi , ri ) tel que l’applicationgi : Ui → U ′
i ⊂

Rn × Rn définie par:

∀y ∈ Ui , gi (y) = (qi (y)),qi +1

(
f 1

N
(y)

)

est un difféomorphisme de classeC1 (i.e. y est déterminé par sa “co-
ordonnée horizontale” et la coordonnée horizontale def 1

N
(y)).

Si on note alorsMi la matrice (symplectique) deD f 1
N
(xi , ri ) dans les coordon-

nées(Vi ,8i ), (Vi +1,8i +1) par blocsn × n:

Mi =
(

ai ci

bi di

)

alors on a: detci > 0.
On a alors définiM comme l’ensemble des lacetsγ continus qui sont de classe

C2 par morceaux, les morceaux étant les[ti , ti +1]6, puisM′ comme les éléments
η deM qui vérifient pour chaquei : L(η(ti ), η̇(t

−
i )),L(η(ti ), η̇(t

+
i )) ∈ Ui . Puis

on a introduit une sous-variétéN de dimension finie deM′, qui est constituée
des élémentsη(y1, . . . , yN) où, si yi ∈ U ′

i , on pose:(zi , ρi ) = g−1
i (yi , yi +1) et

pour chaquei :

∀t ∈ [ti , ti +1], η(y1, . . . , yN)(t) = π ◦ ft−ti (zi , ρi );

6Rappelons que[0, 1] est identifié àR/Z et quetN+1 = t1
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oùπ : T∗M → M est la projection. Le lacetη(y1, . . . , yN) vérifie alors:

8i (η(y1, . . . yN)(ti )) = (yi , .),

est continu, et sa restriction à chaque intervalle[ti , ti +1] est une solution des
équations d’Euler-Lagrange: on dit queη(y1, . . . , yN) est unesolution brisée.

On a vu que l’indice deD2AL(γ )|TγM coïncide avec celui de la restriction
de D2AL(γ ) à W = TγN ; c’est pourquoi désormais nous allons étudier cette
restriction et essayer de la relier aux valeurs propres deD f1(x1, r1).

Commençons par expliquer comment on peut ramener la recherche des valeurs
propres deD f1(x1, r1) à l’étude d’une forme quadratique. La règle de différen-
tiation des fonctions composées nous permet d’écrire :

D f1(x1, r1) = D f 1
N
(xN, r N) ◦ ∙ ∙ ∙ ◦ D f 1

N
(x1, r1)

donc la matrice deD f1(r1, r1) en coordonnées(V1,81) estMN . . .M1. Or:

Lemme 7. Pour touti ∈ {1, . . . , N}, il existe deux matrices symétriquesSi et
S′

i telles que:

Mi =

(
ci S′

i ci

Si ci S′
i − t c−1

i Si ci

)

.

De plus, si on a choisiN assez grand,Si et S′
i sont définies positives.

Démonstration du Lemme 7. Si (x, r ) est un point de l’orbite périodique,
la matrice (symplectique) deD ft(x, r ) dans des cartes canoniques s’écrit par
blocsn × n:

Mt =

(
at ct

bt dt

)

Les équation de Hamilton linéarisées (et le fait quef0 = I d) donnent alorssi
les deux cartes coïncident: ct ∼t→0 t Hrr (x, r ) et dt ∼t→0 1 et at ∼t→0 1, ceci
étant uniforme si on prend un nombre fini de cartes et on considère tous les points
de l’orbite périodique.

Aussi, si N est assez grand et si la matrice deD f 1
N
(xi , ri ) dans la carteVi

est notée:

M̃i =

(
ãi c̃i

b̃i d̃i

)

on peut écrire quẽc−1
i ãi et d̃i c̃

−1
i sont de la forme:N[Hrr (xi , ri )]−1 + o(N).
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Nous avons déjà remarqué que detc̃i > 0, ceci implique que l’image de
la verticale est un graphe au dessus de l’horizontale, donc un graphe lagran-
gien puisque la matrice est symplectique et la verticale lagrangienne. Il existe
donc une matrice symétriquẽSi dont c’est le graphe; par définition, on a donc
d̃i = S̃i c̃i , i.e. s̃i = d̃i c̃

−1
i ; par la remarque faite en début de démonstration, si

N est assez grand,S̃i est, comme l’estN[Hrr (xi , ri )]−1, définie positive.

CommeM̃i est symplectique, elle vérifie de plus les relations suivantes:

– t ãi b̃i and t c̃i d̃i sont des matrices symétriques;

– t ãi d̃i − t b̃i c̃i = 1.

Donc:
t b̃i = t ãi d̃i c̃

−1
i − c̃−1

i = t ãi S̃i − c̃−1
i .

De plus,t ãi b̃i est symétrique, i.e.t ãi S̃i ãi − t ãi
t c̃−1

i est symétrique et donc
il existe S̃′

i symétrique telle que:̃c−1
i ãi = S̃′

i , i.e: ãi = c̃i S̃′
i . On a donc:

M̃i =

(
c̃i S̃′

i c̃i

S̃i c̃i S̃′
i − t c̃−1

i S̃i c̃i

)

.

S̃′
i est définie positive pourN assez grand car̃S′

i = c̃−1
i ãi .

Rappelons que la matrice deD f 1
N
(xi , ri ) dans les cartesVi , Wi est notée:

Mi =
(

ai ci

bi di

)

Elle se déduit de celle dẽMi en multipliant à gauche par un changement de cartes
canoniques associées à des cartes deM orientées; il existe donc une matricen×n
notéepi telle que:

Mi =

(
pi 0

Xi
t p−1

i

)(
c̃i S̃′

i c̃i

S̃i c̃i S̃′
i − t c̃−1

i S̃i c̃i

)

=

(
(pi c̃i )S̃′

i (pi c̃i )

Xi c̃i S̃′
i + (t p−1

i S̃i p−1
i )(pi c̃i )S̃′

i − t c̃−1
i Xi c̃i + (t p−1

i S̃i p−1
i )(p−1

i c̃i )

)

ce qui donne la conclusion du lemme pourci = pi c̃i , S′
i = S̃′

i et Si = Xi pi +
t p−1

i S̃i tp
−1
i (Xi pi est uniformément borné alors que le second terme de cette

somme équivaut àNt p−1
i [Hrr (xi , ri )]−1 p−1

i ). �
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Plutôt que de travailler dans les coordonnés(8i ,Vi ), on va travailler dans
les cartes(Ui , gi ). Alors:

Lemme 8. Pour tout i ∈ {1, . . . , N}, la matrice deD f 1
N
(xi , ri ) en coordon-

nées(Ui , gi ), (Ui +1, gi +1) est:

Ri =

(
0 1

−ci +1
t c−1

i ci +1(S′
i +1 + Si )

)

.

Démonstration du Lemme 8. Par définition degi , la matrice deDgi (xi , ri ) ◦
D8i (xi , ri )

−1 est:

Pi =

(
1 0

ci S′
i ci

)

.

Donc:

P−1
i =

(
1 0

−S′
i c−1

i

)

et:

Ri = Pi +1Mi P
−1
i =

(
0 1

−ci +1
t c−1

i ci +1(S′
i +1 + Si )

)

. �

Notation. On note pour toutλ ∈ C∗:

Tλ =








S′
1 + SN −λc−1

1 0 . . . 0 − 1
λ

t c−1
N

− 1
λ

t c−1
1 S′

2 + S1 −λc−1
2 0 . . . 0

−λc−1
N 0 . . . 0 − 1

λ
t c−1

N−1 S′
N + SN−1








Proposition 9. Pour toutλ ∈ C∗, on a:

(−1)nλ−nN

∏N
i =1 det(ci )

det(D f1(x1, r1) − λN1) = detTλ
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Remarque. Avec certaines notations légèrement différentes, cette matrice
n’est pas nouvelle; on la trouve dans [MacMe] dans le cas de la dimension 2
et dans [KoMe] pour toute dimension, oùTλ s’exprime à l’aide de la hessienne
d’une fonction génératrice, et elle est reprise dans [Go]; on aurait pu choisir
dans cet article de raisonner plutôt avec les fonctions génératrices et utiliser
directement ce résultat, mais notre démarche a été autre pour deux raisons:

– il nous aurait fallu introduire le langage des fonctions génératrices, qui ne
sont pas nécécessaires ici pour comprendre ce qui se passe, et sans-doute
aurait-on allongé le texte avec cette introduction;

– dans [KoMe] tout comme [Go], seul le cas des vecteurs propres est traité, et
pas celui des sous-espaces caractéristiques (appelés aussi espaces propres
généralisés), ce qui pose des problèmes quand les valeurs propres sont
multiples.

Démonstration de la Proposition 9. Par le lemme 8, on sait que la matrice
de D f1(x1, r1) dans les coordonnées(U1, g1) estRN × ∙ ∙ ∙ × R1. On note alors:

R =











0 0 0 0 RN

R1 0 0 0 0

0 R2 0 0 0

.

0 0 0 RN−1 0











Alors:

det(R − λ1) = det











−λ1 0 . 0 RN

R1 −λ1 . 0 0

0 R2 . 0 0

.

0 0 . RN−1 −λ1











×












1 0 0 0 0
1
λ

R1 1 0 0 0

1
λ2 R2R1

1
λ

R2 1 0 0

.

1
λN−1 RN−1 . . . R2R1 . 1

λ2 RN−1RN−2
1
λ

RN−1 1











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= det











1
λN−1 RN RN−1 . . . R2R1 − λ1 ∗ ∗ ∗ ∗

0 −λ1 ∗ ∗ ∗

0 0 −λ1 ∗ ∗

.

0 0 0 0 −λ1











= det(RN . . . R1 − λN1) = det(D f1(x1, r1)− λN Id) .

Rappelons que:

Ri =

(
0 1

−ci +1
t c−1

i ci +1(S′
i +1 + Si )

)

=

(
ci +1 0

0 ci +1

)

∙

(
0 c−1

i +1

−t c−1
i (S′

i +1 + Si )

)

.

Aussi, si on pose:

Qi =
(

0 c−1
i +1

−t c−1
i (S′

i +1 + Si )

)

et

C =















(
c1 0
0 c1

)
0 . 0 0

0

(
c2 0
0 c2

)
. 0 0

0 0 . 0 0
.

0 0 . 0

(
cN 0
0 cN

)















on constate que:

R − λ1 = C




















−λ

(
c−1
1 0

0 c−1
1

)

0 0 QN

Q1 −λ

(
c−1
2 0

0 c−1
2

)

. 0 0

0 Q2 . 0 0

.

0 0 . QN−1 −λ

(
c−1

N 0

0 c−1
N

)



















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donc det(R − λ1) est égal à:

N∏

i =1

det(ci )
2. det

















−λ

(
c−1
1 0

0 c−1
1

)

0 . 0 QN

Q1 −λ

(
c−1
2 0

0 c−1
2

)

. 0 0

0 Q2 . 0 0
.

0 0 . QN−1 −λ

(
c−1

N 0

0 c−1
N

)

















En faisant des permutations sur les lignes et les colonnes, on trouve que

1
∏N

i =1 det(ci )2
det(R − λ1)

est égal à det3λ où3λ est égal à:























−λ






c−1
1 0 . . . 0

0 . . . 0 c−1
N















0 0 . . . 0 c−1
1

c−1
2 0 . . . 0 0

0 . . . 0 c−1
N 0



















0 . . . 0 0 −t c−1
N

−t c−1
1 0 . . . 0 0

0 . . . 0 −t c−1
N−1 0



















−λc−1
1 0 . . . 0 S′

1 + SN

S′
2 + S1 −λc−1

2 0 . . . 0

0 . . . 0 S′
N + SN−1 −λc−1

N

































Posons alors:

Nλ =













1
λ
1 0











0 1 0 0

. . . 0 1 0

0 1

1 . . . 0 0











1













Son déterminant estλ−nN. On en déduit que: 1
λnN

∏N
i =1 det(ci )

2 det(R−λ1) est égal

à det(3λNλ), où3λNλ =:























0










0 0 . . . 0 c−1
1

c−1
2 0 . . . 0 0

0 . . . 0 c−1
N 0



















S′
1 + SN −λc−1

1 0 . . . 0 − 1
λ

t c−1
N

− 1
λ

t c−1
1 S′

2 + S1 −λc−1
2 0 . . . 0

−λc−1
N 0 . . . 0 − 1

λ
t c−1

N−1 S′
N + SN−1










∗























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ce déterminant étant égal à:

(−1)n
∏N

i =1 det(ci )
det










S′
1 + SN −λc−1

1 0 . . . 0 − 1
λ

t c−1
N

− 1
λ

t c−1
1 S′

2 + S1 −λc−1
2 0 . . . 0

−λc−1
N 0 . . . 0 − 1

λ
t c−1

N−1 S′
N + SN−1










ce qui conclut la démonstration de la proposition. �

Proposition 10. Il existe un polynôme réelP de degrénN tel quedetTλ =
P

(
2 − λ− 1

λ

)
. Si2nh désigne le nombre de valeurs propres strictement positives

et différentes de1 de D f1(x1, r1), alorsnh est le nombre de racines strictement
négatives deP.

Démonstration de la Proposition 10. Soit4 le polynôme caractéristique de
D f1(x1, r1); c’est un polynôme de degré 2n qui vérifie:

4(λN) = (−1)nλnN
N∏

i =1

det(ci ) detTλ.

Remarquons que les zéros de4(XN) sont les racinesN-ièmes des racines de
4(X), donc4(XN) a même nombre 2nh de racines strictement positives que4.

De plus:

4

(
1

λN

)
= (−1)n

N∏

i =1

det(ci )
1

λnN
detT1

λ

= (−1)n
N∏

i =1

det(ci )
1

λnN
dett Tλ

=
1

λ2nN
4(λN)

4(XN) est donc un polynôme réciproque, i.e. il existe un unique polynôme
Q de degrénN tel que: 1

λnN4(λ
N) = Q(2 − λ− 1

λ
), et

P =
(−1)n

∏N
i =1 det(ci )

Q

vérifie: det Tλ = P
(
2 − λ− 1

λ

)
. Or: ∀λ ∈ C∗, 2 − 1

λ
− λ ∈ R∗

− ⇐⇒ λ ∈
R∗

+\{1}. Donc le nombre de racines strictement négatives deP, égal au nombre
de racines strictement négatives deQ, est égal ành. �
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On s’est donc ramené à compter le nombre de racines strictement négatives
du polynômeP. Remarquons que par hypothèse,(x1, r1) est un point périodique
non dégénéré. Donc 1 est racine d’ordre 2 de4, donc aussi de4(XN) et donc 0
est racine simple deP. Pour trouver le coefficient dominant deP, on fait tendre
λ vers+∞ dans detTλ; on trouve alors:

P(X) =
(−1)n(N−1)

∏N
i =1 det(ci )

X
(
XnN−1 + . . . + (−1)nN−1C

)
.

Le nombrenh de racines strictement négatives deP dépend du signe deC; plus
précisément

– si C > 0, nh = 0 (mod 2);

– si C < 0, nh = 1 (mod 2).

Regardons ce qui se passe pourλ = ei ε avecε > 0: 2−λ− 1
λ

= 2(1− cosε) =
4 sin2 ε

2. Aussi:

detTei ε = P
(
4 sin2 ε

2

)
∼ε→0 (−1)n−1 4C sin2 ε

2∏N
i =1 det(ci )

.

Pour trouver le signe deC, il suffit de trouver un équivalent de detTei ε pourε
tendant vers 0. Commençons par examinerT1:

Lemme 11. Soient δy1, . . . , δyN ∈ Rn; alors il existe un uniqueδη =
δη(δy1, . . . , δyN) ∈ TγN tel que:

∀i ∈ {1, . . . , N}, (δη(ti ), δη(ti +1)) =

Dgi (xi , ri ) ◦ DL(γ (ti ), γ̇ (ti ))(δη(ti ), δη̇(t
+
i )).

Alors:

D2AL(γ )(δη, δη) = t(δy1, . . . , δyN)T1(δy1, . . . , δyN) .

Démonstration du Lemme 11. Le lemme 6 nous permet d’exprimer:

D2AL(γ )(δη, δη) =
N∑

i =1

[ (
Lvv(δη̇(t

−
i )− δη̇(t+

i ))|δη(ti )
) ]ti +1

ti

Si on note:
(δxi , δr

−
i ) = DL(γ (ti ), γ̇ (ti ))(δη(ti ), δη̇(t

−
i ))
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et
(δxi , δr

+
i ) = DL(γ (ti ), γ̇ (ti ))(δη(ti ), δη̇(t

+
i ))

alors: δr −
i − δr +

i = Lvv(δη̇(t
−
i )− δη̇(t+

i )) donc:

D2AL(γ )(δη, δη) =
N∑

i =1

[
δr −

i − δr +
i |δxi

]ti +1

ti

=
N∑

i =1

ω
(
(δxi , δr

−
i ), (δxi , δr

+
i )

)

où ω désigne la forme symplectique. Nous allons alors exprimer ces produits
symplectiques en coordonnées (symplectiques)8i . Notons(δyi , δp

+−
i ) les co-

ordonnées de(δxi , δr
+−
i ) dans la carte8i (i.e:

(δyi , δp
+−
i ) = D8i (xi , ri )(δxi , δr

+−
i )) .

Alors:
ω

(
(δxi , δr

−
i ), (δxi , δr

+
i )

)
=

[
δp−

i − δp+
i |δyi

]
.

Or:
(
δyi +1

δp−
i +1

)

= Mi

(
δyi

δp+
i

)

=

(
ci S′

i ci

Si ci S′
i − t c−1

i Si ci

)(
δyi

δp+
i

)

=

(
ci (S′

i δyi + δp+
i )

(Si ci S′
i − t c−1

i )δyi + Si ci δp
+
i

)

.

d’où on tire: δp+
i = c−1

i δyi +1 − S′
i δyi et δp−

i = −t ci −1δyi −1 + Si −1δyi donc:
ω((δxi , δr

−
i ), (δxi , δr

+
i )) = tδyi (−t c−1

i −1δyi −1 + Si −1δyi − c−1
i − δyi +1 + S′

i δyi )

donc:

D2AL(γ )(δη, δη) =
N∑

i =1

tδyi (Si −1 + S′
i )δyi − 2tδyi c

−1
i δyi +1

= t(δy1, . . . , δyN)T1(δy1, . . . , δyN)

�

Remarque. Supposons que nous nous soyons intéréssés à des hamiltoniens
dépendant du temps 1-périodiques en le temps et non plus à des systèmes au-
tonomes. Dans ce cas, génériquement en topologieC3, tout point fixe def1 a
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tous ses multiplicateurs de Floquet différents de 1, et la formule de la proposi-
tion 9 donne pourλ = 1:

(−1)n
∏N

i =1 det(ci )
det(D f1(x1, r1)− 1) = detT1

Aussi, dans ce cas, l’indice de Lefschetz def1 en (x, r ) est (−1)n+p. Mal-
heureusement, le cas qui nous intéresse, autonome, est dégénéré et dans ce cas
detT1 = 0 et il nous faut déterminer plus que le terme constant deP pour trouver
l’indice de Lefschetz de l’application de premier retour dans une transversale.

On déduit de ce lemme queT1 est d’indice p. Par la formule démontrée
en lemme 6, on sait que le noyau deD2AL(γ ) est constitué des solutions des
équation linéarisées d’Euler-Lagrange qui sont 1-périodiques. Or, ces solutions
engendrent un espace de dimension 1. En effet, comme l’orbite est supposée non
dégénéré, cet espace est de dimension au plus 2, et d’au moins un car il contient
δγ1 = γ̇ . De plus, si on suppose le lagrangien homogène dans la fibre7, pour
toutλ > 0, t → γ (λt) est encore une solution des équations d’Euler-Lagrange
(mais de période non constante). En dérivant par rappport àλ, on en déduit
que(t ∈ R → δγ2(t) = t γ̇ (t)) est une solution (non périodique) des équations
d’Euler-Lagrange linéarisées le long deγ . Les solutions correspondantes aux
δγi du flot linéarisé d’Euler-Lagrange sont:

1. Dϕt(γ (0), γ̇ (0))(δγ1(0), δγ̇1(0)) = (δγ1(t), δγ̇1(t)) = (γ̇ (t), γ ′′(t));

2. Dϕt(γ (0), γ̇ (0))(δγ2(0), δγ̇2(0)) = (δγ2(t), δγ̇2(t)) = (t γ̇ (t), tγ ′′(t) +
γ ′(t)); aussi:

Dϕ1(γ (0), γ̇ (0))(δγ2(0), δγ̇2(0)) = (δγ2(0), δγ̇2(0))+ (δγ1(0), δγ̇1(0))

et donc(δγ2(0), δγ̇2(0)) est un vecteur caractéristique mais non propre
pour la valeur propre 1 deDϕ1(γ (0), γ̇ (0)), ce qui prouve que l’espace
propre associé àDϕ1(γ (0), γ̇ (0)) pour la valeur propre 1 est de dimen-
sion 1.

Finalement, la nullité (i.e. la dimension du noyau) deT1 est 1, son indice estp
etT1 a exactementnN − p−1 valeurs propres strictement positives. Or,Tei ε est
une matrice hermitienne proche deT1 pourε proche de 0. Son déterminant ne
s’annulant qu’aux racines N-ièmes des valeurs propres deD f1(x1, r1) qui sont
en nombre fini, il existeε0 > 0 tel que: ∀ε ∈]0, ε0[, detTei ε 6= 0. Aussi, sur

7Remarquons que c’est la première fois que nous nous servons de cette hypothèse.
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]0, ε0[, l’indice de Tei ε est constant. CommeT1 est d’indicep et de nullité 1,
l’indice (constant) deTei ε pourε ∈]0, ε0[ estp ou p+1. Nous allons maintenant
le déterminer précisément. Cela nous donnera alors le signe de detTei ε , dont on
déduira celui deC puis la valeur denh modulo 2.

Posons:

1 =








0 0 . . . 0 t c−1
N

tc−1
1 0 . . . 0 0

0 . . . 0 t c−1
N−1 0








On a alors:

Tλ = T1+(1−λ)t1+
(

1 −
1

λ

)
1 = T1+(1−cosε)(1+ t1)+i sinε(1− t1).

On sait que la nullité deT1 est 1. NotonsX0 = (δu1, . . . , δuN) un générateur
de son noyau. On sait alors (avec les notations du lemme 11) que la solu-
tion brisée des équations linéarisées d’Euler-Lagrange qui lui correspond est
δη(δu1, . . . , δuN) = γ̇ , qui est la solution 1-périodique des équations d’Euler-
lagrange linéarisées le long deγ .

Si on note:

S =








S′
1 + SN 0 0 . . . 0 0

0 S′
2 + S1 0 0 . . . 0

0 0 . . . 0 0 S′
N + SN−1








la matriceS est définie positive (puisque c’est le cas de chaqueS′
i et chaqueSi

d’après le lemme 7) et commeX0 ∈ kerT1: SX0 = (1+ t1)X0 i.e:

∀i, (S′
i +1 + Si )δui +1 = c−1

i +1δui +2 + t c−1
i δui (∗)

De plus, on a vu que:Dϕt(γ (0), γ̇ (0))(0, γ̇ (0)) = (t γ̇ (t), tγ ′′(t) + γ ′(t));
cette égalité lue dans les cartes(Ui , gi ) implique que:

∀i ∈ N, Ri (ti δui , ti +1δui +1) = (ti +1δui +1, ti +2δui +2)

ce qui, vu la forme deRi donnée au lemme 8, s’écrit:

−ici +1
t c−1

i δui + (i + 1)ci +1(S
′
i +1 + Si )δui +1 = (i + 2)δui +2

soit:
−i t c−1

i δui + (i + 1)(S′
i +1 + Si )δui +1 = (i + 2)c−1

i +1δui +2
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ce qui joint à(∗) donne:t c−1
i δui = c−1

i +1δui +2 soit: 1X0 = t1X0.

Notons alorsH l’hyperplan deRnN constitué des vecteurs orthogonaux àX0

(pour le produit scalaire usuel). La restriction deT1 àH est non dégénérée et
d’indice p. Il en est de même de la restriction deTei ε àH pourε petit. Notons
alorsXε = X0 + hε le vecteur orthogonal àH pour la forme quadratique non
dégénéréeTei ε (avechε ∈ H ). Comme la restriction deTei ε àH est d’indice
p et queH et Xε sont orthogonaux pourTei ε , il suffit de déterminer le signe de
Tei ε (Xε, Xε) pour connaitre l’indice deTei ε . On calcule donc:

Tei ε (Xε, Xε) = T1(Xε, Xε) + (1 − cosε)(1+ t1)(Xε, Xε)

+ i sinε(1− t1)(Xε, Xε)

comme T1X0 = 0 = (1− t1)X0 et Xε = X0 + hε, on a:

Tei ε (Xε, Xε) = T1(hε, hε) + (1 − cosε)(1+ t1)(Xε, Xε)

+ i sinε(1− t1)(hε, hε)
(∗∗)

Evaluons alors la taille dehε. Déjà: limε→0 hε = 0 puisque pourε petit, Tei ε

est proche deT1 et doncTei εH est proche deT1H = H et donc l’orthogonal
deH pourTei ε , qui est l’orthogonal deTei εH pour le produit scalaire usuel est
proche deRX0 = H⊥. On a vu que:Tei ε = T1 + (1 − cosε)(1 + t1) +
i sinε(1 − t1); aussi:Tei εhε = T1hε + O(εhε). CommeT1 est symétrique et
que kerT1 = RX0, l’orthogonalH de X0 est invariant parT1, et la restriction
T̃1 deT1 àH est inversible. De plus par définition deXε et hε, si5H désigne
la projection orthogonale surH (pour le produit scalaire usuel):5H (Tei εhε) =
−5H (Tei ε X0) soit: 5H (T1hε + O(εhε)) = −5H ((1 − cosε)SX0) puisque
X0 ∈ kerT1, X0 ∈ ker(1 − t1) et SX0 = (1 + t1)X0. CommeT1hε ∈ H ,
cela s’écrit:T1hε = −(1 − cosε)5H (SX0)+ O(εhε); commeT1hε ∈ H , cela
s’écrit: hε = −(1 − cosε)T̃−1

1 ◦ 5H (SX0) + O(εhε) dont on déduit d’abord
quehε est uno(ε), puis unO(ε2). En remplaçant dans(∗∗), on trouve alors:
Tei ε (Xε, Xε) = (1 − cosε)S(X0, X0) + o(ε2) ce qui implique, commeS est
définie positive, queTei ε (Xε, Xε) est positif et que doncTei ε est d’indicep.

Donc detTei ε est du signe de(−1)p, doncC est du signe de(−1)n−1−p et le
nombre de racines négatives modulo 2 deP estn − 1− p, ce qui implique bien
que modulo 2,nh coïncide avecn − 1 − p.

4 Démonstration du Corollaire 2

Supposons que nous soyons sous les hypothèses du corollaire 2, i.e. que nous
considérions un lagrangienL optique et superlinéaire de classeC3 défini sur le
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fibré tangent d’une variétéM compacte et orientable. Alors, on sait associer à
L la valeur critiquede Mañé notéec(L), qui est la borne inférieure des valeurs
c ∈ R telles que, siH est le hamiltonien deT∗M associé àL par la dualité de
Legendre, alors{H < c} contient un graphe exact lagrangien i.e. le graphe de
du où u : M → R est de classeC∞. Nous renvoyons le lecteur à [CIPP] pour
différentes caractérisations de cette valeur critique.

Nous allons montrer que pour toutc > c(L), l’hypersurface d’énergie{H = c}
porte une solution périodique qui est soit dégénérée, soit telle que sa dimension
hyperbolique réelle est congrue àn − 1 modulo 2. Pour cela, nous allons intro-
duire un hamiltonien auxiliaire dont nous allons maintenant détailler la construc-
tion. Nous détaillons cette construction car nous ne connaissons pas de référence
où le détail de la construction est fait, mais nous tenons à signaler que ce genre
de construction est bien connu des spécialistes.

Soit doncu : M → R une application de classeC∞ telle que: ∀x ∈ M ,
H(x, du(x)) < c. L’application8 : T∗M → T∗M définie par8(x, r ) =
(x, r + du(x)) est alors un difféomorphisme symplectique affine dans les fibres;
on pose alors:∀(x, r ) ∈ T∗M, K (x, r ) = H ◦8(x, r ); si ( ft) est le flot hamil-
tonien deH , le flot hamiltonien(gt) de K vérifie: gt = 8−1 ◦ ft ◦8. Aussi, si
(y, ρ) est un pointT-périodique de(gt) contenu dans{K = c} qui admet 2nh

multiplicateurs de Floquet hyperboliques sans reflexion,(x, r ) = 8(y, ρ) est
un pointT-périodique de( ft) qui admet le même nombre de multiplicateurs de
Floquet hyperboliques sans reflexion; de plus, dans ce cas:H(x, r ) = K (y, ρ)
= c. Aussi, chercher une orbite périodique pourH sur {H = c} revient à
chercher une orbite périodique pourK dans{K = c}, et les deux orbites péri-
odiques ont alors les mêmes multiplicateurs de Floquet pour leurs flots hamil-
toniens respectifs. Remarquons, queK , commeH , est strictement convexe
dans la fibre, et que siZM désigne la section nulle deT∗M , alors ZM =
8−1({(x, du(x)); x ∈ M}) ⊂ 8−1({H < c}) = {K < c}, i.e. pour chaque
x ∈ M , 0 est dans l’ouvert convexe{r ∈ T∗

x M; K (x, r ) < c}.
Nous allons alors construire un nouvel hamiltonienJ : T∗M → R qui est

convexe dans la fibre, superlinéaire et homogène dans la fibre8 et tel que{J =
1} = {H = c}. Notre construction s’inspire fortement de celle développée
par I. Ekeland dans [Ek]. Pour chaquex ∈ M , l’ensembleCx = {(x, r ) ∈
Tx M; K (x, r ) ≤ c} est convexe, compact, d’intérieur contenant 0. On peut alors
lui associer sa fonctionjauge, jx : T∗M → R, définie par:∀r ∈ T∗M, jx(r ) =
j (x, r ) = min{λ > 0; (x, 1

λ
r ) ∈ Cx} et j (x, 0) = 0. La fonction j est alors

8Il lui correspondra via la dualité de Legendre un lagrangien convexe dans la fibre auquel nous
appliquerons les résultats précédents.
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positive et homogène de degré 1 dans la fibre, i.e:

∀λ ∈ R+, ∀(x, r ) ∈ T∗M, j (x, λr ) = λ j (x, r ).

L’ensemble de ses zéros est alorsZM . On définitJ : T∗M → R par: ∀(x, r ) ∈
T∗M, J(x, r ) = [ j (x, r )]2.

Proposition 12. La fonctionJ est de classeC1 sur T∗M et de classeC3 sur
T∗M\ZM. De plus, elle est positivement homogène de degré 2 et vérifie:
∀(x, r ) ∈ T∗M\ZM ,

∂2H
∂r 2 (x, r ) est définie positive.

Démonstration de la Proposition 12. Le fait que J soit positivement ho-
mogène de degré 2 découle du fait quej est positivement homogène de degré 1.

Pour montrer queJ est de classeC3 sur T∗M\ZM , montrons que1
j est de

classeC3 surT∗M\ZM . Or, 1
j est défini par:

K

(
x,

1

j (x, r )
.r

)
= c.

Considérons alors la fonction:F : (T∗M\ZM)×R∗
+ → R définie par:F(x, r, t)

= K (x, t.r ); alorsF(x, r, .) est de classeC3, strictement convexe ent et atteint
son minimum au point deT∗

x M qui est dans l’intérieur deCx, donc pas sur
{K = c}; aussi: ∀(x, r, t) ∈ T∗M\ZM , F(x, r, t) = c ⇒ ∂F

∂t (x, r, t) > 0.
Le théorème des fonctions implicites donne alors que1

j donc j et J sont de

classeC3 surT∗M\ZM .
De plus, commeJ est positivement homogène de degré 2 dans la fibre, alors

∂ J
∂x est homogène de degré 2 dans la fibre et∂ J

∂r est homogène de degré 1 dans la
fibre. On en déduit que uniformément enx ∈ M :

lim
r →0

∂ J

∂r
(x, r ) = 0 et lim

r →0

∂ J

∂x
(x, r ) = 0.

On en déduit alors successivement:

1. étant continue dans la fibre, de classeC1 ailleurs que sur la section nulle
et sa dérivée partielle suivantr se prolongeant par continuité en 0 sur la
section nulle,J est différentiable suivantr en tout point de la section nulle
ZM et sa différentielle partielle suivantr en un tel point est nulle; cette
dérivée partielle dépend même continument du point;

2. J étant nulle sur la section nulle y admet 0 comme dérivée partielle suivant
x; comme la dérivée partielle suivantx est positivement homogène de
degré 2 celle-ci est donc continue;
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3. admettant des dérivées partielles en tout point qui dépendent continument
du point,J est de classeC1 surT∗M .

En différentiant par rapport àr l’égalité: K
(

x, 1
j (x,r )r

)
= c, on trouve:

j (x, r ) ∙
∂K

∂r

(
x,

1

j (x, r )
r

)
∙ δr =

(
∂K

∂r
(x,

1

j (x, r )
r ) ∙ r

)(
∂ j

∂r
(x, r ) ∙ δr

)

donc on redifférentiant:
(
∂ j

∂r
δr ′

) (
∂K

∂r
∙ δr

)
+
∂2K

∂r 2
(δr ′, δr )−

1

j

(
∂ j

∂r
∙ δr ′

)
∂2K

∂r 2
(r, δr )

= −
1

j 2

∂2K

∂r 2
(r, r )

(
∂ j

∂r
δr ′

)(
∂ j

∂r
.δr

)
+

1

j

∂2K

∂r 2
(δr ′, r )

(
∂ j

∂r
∙ δr

)

+
(
∂K

∂r
∙ r

)
∂2 j

∂r 2
(δr ′, δr )+

(
∂K

∂r
δr ′

)(
∂ j

∂r
∙ δr

)

dont on tire en faisantδr = δr ′:
(
∂K

∂r
∙ r

)
∂2 j

∂r 2
(δr, δr ) =

∂2K

∂r 2

(
δr −

1

j

(
∂ j

∂r
δr

)
r, δr −

1

j

(
∂ j

∂r
δr

)
r

)
≥ 0

Or on a vu que
(
∂K
∂r ∙ r

)
> 0

(
car

(
∂K
∂r ∙ r

)
= ∂F

∂t (x, r, t) > 0
)
, donc∂

2 j
∂r 2 (δr, δr ) ≥

0. Et même, comme∂
2K
∂r 2 est définie positive, pour toutδr /∈ Rr , ∂

2 j
∂r 2 (δr, δr ) > 0.

Or, commeJ = j 2, on a:

∀δr,
∂2J

∂r 2
(δr, δr ) = 2 j

∂2 j

∂r 2
(δr, δr )+ 2(

∂ j

∂r
δr )2

Si δr /∈ Rr , on a vu que le premier terme de la somme est strictement positif,
donc ∂2J

∂r 2 (δr, δr ) > 0; si δr = r , comme j est homogène de degré 1, par

l’identité d’Euler: ∂ j
∂r δr = j (r ) 6= 0 donc le second terme de la somme est

strictement positif et le premier positif, donc∂
2J
∂r 2 est bien définie positive. �

Etant donné une hypersurface d’énergie régulièreE d’un hamiltonienH ,
on sait que les orbites du flot hamiltonien tracées surE ne dépendent que de la
surface d’énergie et pas du hamiltonien lui même (en chaque pointx ∈ E,
le champ de vecteurs est dirigé par le noyau de la forme symplectique re-
streinte àTxE, et donc sa direction est uniquement déterminée par l’hypersur-
face d’énergie). Deux hamiltoniensH1 et H2 qui ont une même hypersurface
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E d’énergie régulière ont donc leurs flots restreints àE qui se déduisent l’un
de l’autre par une reparamétrisation (du temps); aussi, si(x, r ) ∈ E est un
point périodique pour le flot hamiltonien deH1, c’est aussi un point périodique
pour le flot hamiltonien deH2 (la période peut toutefois changer) et(x, r ) a les
mêmes multiplicateurs de Floquet pour les deux flots hamiltoniens. Or, nous
avons vu que{K = c} = {J = 1}. On s’est donc ramené à trouver une orbite
périodique pourJ sur {J = 1} ayant les multiplicateurs de Floquet recherchés
pour le flot(ht) de J. En fait, il suffit même de trouver une orbite périodique
pour(gt) en dehors de la section nulle, comme le prouve le résultat suivant:

Proposition 13. Soitk > 0; alors (t → ht(x, r ) = (x(t), r (t))) est une orbite

incluse dansJ−1(k) si et seulement si
(
t →

(
x

(
t√
k

)
, 1√

k
r
(

t√
k

)))
est une

orbite incluse dansJ−1(1).

Cette proposition découle de l’homogénéité de degré 2 dans la fibre du hamil-
tonien. Si l’orbite décrite dans cette proposition est périodique et dans une
certains classe d’homotopie, il en est de même de la nouvelle orbite obtenue
comme indiqué dans cette proposition. C’est pourquoi il suffit de trouver une
orbite périodique pour(gt) dans une classe d’homotopie en dehors de la section
nulle pour en déduire une orbite pour(gt) dans cette même classe d’homotopie
et tracée sur{J = 1}. De plus, les deux orbites considérées ont alors mêmes
multiplicateurs de Floquet. Notre problème est donc maintenant réduit à trouver
une orbite périodique pour le flot(ht) de J qui soit en dehors de la section nulle
et dans la classe d’homotopie voulue.

Or, commeJ est de classeC1, on peut définir une applicatioǹ: T∗M →
T M9 par:

`(x, r ) =
(

x,
∂ J

∂r
(x, r )

)

L’application` restreinte àT∗M\ZM est un difféomorphisme d’image le com-
plémentaire dansT M de la section nulle; de plus,` est continue et vaut l’“iden-
tité” sur la section nulle; elle se prolonge donc en un homéomorphisme deT∗M
sur T M. Remarquons que cet homéomorphisme est positivement homogène
de degré 1 dans la fibre. Le lagrangienL0 associé àJ est défini par:L0(x, v) =
r (v) − J(x, r ) où on a:(x, v) = `(x, r ) i.e: (x, r ) = `−1(x, v). CommeJ est
homogène de degré 2, on peut utiliser l’identité d’Euler qui donne:L0(x, v) =
H0 ◦ `−1(x, v). On en déduit queL0 est positivement homogène de degré 2
dans la fibre. De plus, les propriété générales de la dualité de Legendre per-
mettent d’affirmer queL0 est de classeC3 et strictement convexe en dehors de

9Il s’agit d’une application réciproque d’application de Legendre
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la section nulle (voir [Man] par exemple: il y a une relation entre les dérivées
partielles deJ et L0); la même démonstration que celle faite pourJ montre que
L0 est de classeC1 surT M.

On peut alors écrire les équations d’Euler-Lagrange pourL0 en tout point en
dehors de la section nulle. Si(xt , vt)t∈[0,1] est une orbite périodique pour le flot
d’Euler-Lagrange deL0 qui ne rencontre pas la section nulle,(`−1(xt , vt))t∈[0,1]

est une orbite périodique pour le flot hamiltonien deJ en dehors de la sec-
tion nulle, qui est dans la même classe d’homotopie que(xt , vt)t∈[0,1]. De
plus, par le théorème 1, si(xt , vt)t∈[0,1] minimise l’action lagrangienne, alors
(`−1(xt , vt))t∈[0,1] est une orbite périodique pour le flot hamiltonien deJ qui est
soit dégénérée, soit à un exposant de Floquet hyperbolique sans réflexion si la
dimension deM est paire. Pour montrer le corollaire 2, il suffit donc de trouver
une orbite périodique qui soit minimisante de l’action lagrangienneAL0 et en
dehors de la section nulle.

L’idée est alors d’utiliser le théorème de Tonelli pour trouver un lacet mini-
misant dans la classe d’homotopie (non nulle) fixée. Il faut une version de ce
théorème qui soit valable pour les hamiltoniens de classeC1, ce qui est le cas
de la version donnée dans [Fa]. Ce résultat s’énonce comme suit10:

“Soit L : T M → R un lagrangienC1, convexe dans la fibre et superlinéaire.
On suppose que le lagrangienL est minoré par une métrique riemannienne sur
M; alors dans chaque classe d’homotopie il existe un lacet minimisant parmi
les lacets absolument continus dans cette classe d’homotopie.”

Pour appliquer ce théorème, nous devons juste vérifier queL est minoré par
une métrique riemannienne. Or, si on munitM d’une métrique riemannienne
et si on posem = min{L0(x, v); ‖v‖ = 1}, alors par homogénéité deL0, on a:
∀(x, v) ∈ T M, L0(x, v) ≥ m‖v‖2 ce qui donne le résultat cherché pourm‖.‖2.

Il nous reste à montrer que si la classe d’homotopie considérée n’est pas nulle,
le lacet trouvéγ0 : [0, 1] → M est une solution des équations d’Euler-Lagrange
qui est en dehors de la section nulle.

Proposition 14. Soit α une classe d’homotopie dansM et γ0 ∙ [0, 1] → M
un lacet absolument continu minimisant l’action lagrangienne dans cette classe
d’homotopie. Alorsγ0 est de classeC1, ∂L0

∂v
(γ0, γ̇0) est aussi de classeC1 etγ0

vérifie les équations d’Euler-Lagrange pourL0:

d

dt

(
∂L0

∂v
(γ0(t), γ̇0(t))

)
=
∂L0

∂x
(γ0(t), γ̇0(t)).

10Pour être tout à fait honnète dans [Fa] A. Fathi s’intéresse à la recherche de minima à extrémités
fixées, mais notre énoncé ne demande qu’une légère adaptation de sa preuve
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Démonstration de la Proposition 14. La variété étant compacte, on peut la
recouvrir par un nombre fini de cartes(Vi , hi ) dans lesquelles désormais nous
travaillerons (ce qui nous permettra de “soustraire des points”). Rappelons aussi
que nous l’avons munie d’une métrique riemannienne qui définit une distance
d sur M . On peut supposer qu’il existeε0 > 0 tel que deux points deM ε0-
proches sont contenus dans une même carteVi , et on écrira la soustraction dans
cette carte. Montrons alors:

Lemme 15. Il existe une constanteR > 0 telle que, quels que soient(x, v)
∈ T M et (x′, v′) ∈ T M tels qued(x, x′) < ε0, on a:

|L0(x
′, v′)− L0(x, v)−

∂L0

∂x
(x, v)(x′ − x)−

∂L0

∂v
(x, v)(v′ − v)|

≤ R(1 + ‖v‖ + ‖v′‖)2(d(x, x′)+ ‖v − v′‖)2.

Démonstration du Lemme 15. CommeL0 est positivement homogène dans
la fibre,

∂2L0

∂x2
,

∂2L0

∂x∂v
et

∂2L0

∂v2

sont aussi positivement homogènes dans la fibre, de degrés 2, 1, 0 respectivement.
Posons alors:

C1 = max

{
max

{∥
∥
∥
∥
∂2L0

∂x2
(x, v)

∥
∥
∥
∥ ,

∥
∥
∥
∥
∂2L0

∂x∂v
(x, v)

∥
∥
∥
∥ ,

∥
∥
∥
∥
∂2L0

∂v2
(x, v)

∥
∥
∥
∥

}
; ‖v‖ = 1

}

A cause de ces homogénéités, on a:∀(x, v) ∈ T M,
∥
∥
∥
∥
∂2L0

∂x2
(x, v)

∥
∥
∥
∥ ≤ C1‖v‖

2,

∥
∥
∥
∥
∂2L0

∂x∂v
(x, v)

∥
∥
∥
∥ ≤ C1‖v‖,

∥
∥
∥
∥
∂2L0

∂v2
(x, v)

∥
∥
∥
∥ ≤ C1 (∗)

Soient maintenant(x, v) et (x′, v′) comme dans l’énoncé du lemme 15. posons
alors pour chaquet ∈ [0, 1]: (xt , vt) = (x, r ) + t (x′ − x, v′ − v) et f (t) =
L0(xt , vt). Alors f est une fonction de classeC1 sur [0, 1], et même de classe
C2 sauf en éventuellement un point notét0 car soitvt ne s’annule pas, soitvt est
identiquement nulle, soitvt ne s’annule qu’en un point. Soit alorsμ un majorant
de | f ′′|. On a alors:∀t ∈ [0, 1]\{t0}, | f ′′(t)| ≤ μ. En intégrant, commef ′

est continue, on obtient :∀t ∈ [0, 1], | f ′(t) − f ′(0)| ≤ μt donc en intégrant
encore:∀t ∈ [0, 1], | f (t)− f (0)− f ′(0)t | ≤ μt2

2 .
Evaluons alorsμ: f (t) = L0(xt , vt) donc

f ′(t) =
∂L0

∂x
(xt , vt)(x

′ − x)+
∂L0

∂v
(xt , vt)(v

′ − v)
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donc:

f ′′(t) =
∂2L0

∂x2
(xt , vt)(x

′ − x, x′ − x)

+ 2
∂2L0

∂x∂v
(xt , vt)(x

′ − x, v′ − v)+
∂2L0

∂v2
(xt , vt)(v

′ − v, v′ − v).

Aussi, à cause des inégalités données en(∗)11:

| f ′′(t)| ≤ C1‖vt‖
2d(x, x′)2 + 2C1‖vt‖‖v − v′‖d(x, x′)+ C1‖v − v′‖2.

Ceci donne le résultat voulu pourR = C1 si on remarque que‖vt‖ ≤ ‖v‖ +
‖v′‖. �

Soit t0 ∈ R/Z. Il existe alors un indicei , un voisinage[a, b] de t0 et un
voisinage convexeW de 0 dansRdim M tels que:∀t ∈ [a, b], ∀v ∈ W, γ0(t)+v ∈
Vi . Pour toute applicationδγ : [0, 1] → W de classeC∞ nulle en dehors de
[a, b], on peut définir:γ0 + δγ : [0, 1] → M par: ∀t ∈ [a, b], (γ0 + δγ )(t) =
γ0(t) + δγ (t) et ∀t /∈ [a, b], (γ0 + δγ )(t) = γ0(t). Alors γ0 + δγ est un lacet
absolument continu qui est dans la même classe d’homotopie queγ0; il en est de
même deγ0 + λδγ pour toutλ ∈ [0, 1]. Aussi, commeγ0 est minimisante, on
a: ∀λ ∈ [0, 1], AL0(γ0 + λδγ ) ≥ AL0(γ0) c-à-d:

∫ 1

0
L0(γ0(t)+ λδγ (t), γ̇0(t)+ λδγ̇ (t))dt ≥

∫ 1

0
L0(γ0(t), γ̇0(t))dt.

Or, si‖δγ ‖ < ε0, on peut déduire du lemme 15:

|L0(γ0(t)+ λδγ (t), γ̇0(t)+ λδγ̇ (t))

−L0(γ0(t), γ̇0(t))−
∂L0

∂x
(γ0(t), γ̇0(t))λδγ (t)−

∂L0

∂v
(γ0(t), γ̇0(t))λδγ̇ (t)|

≤ λ2R(1 + 2‖γ̇0(t)‖ + ‖δγ (t)‖)2(‖δγ (t)‖ + ‖δγ̇ (t)‖)2

En intégrant, on en déduit:

|AL0(γ0 + λδγ )− AL0(γ0)

−λ
∫ 1

0

(
∂L0

∂x
(γ0(t), γ̇0(t))δγ (t)+

∂L0

∂v
(γ0(t), γ̇0(t))δγ̇ (t)

)
dt|

≤ λ2 × constante

11Il y a une petite inexactitude dont nous ne tenons pas compte pour ne pas alourdir: la norme de
‖x′ − x‖ dans la carteVi n’est pasd(x, x′) mais on a ainsi des distances équivalentes.
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Comme:∀λ, AL0(γ0 + λδγ ) ≥ AL0(γ0), ceci implique que:

0 =
∫ 1

0

(
∂L0

∂x
(γ0(t), γ̇0(t))δγ (t)+

∂L0

∂v
(γ0(t), γ̇0(t))δγ̇ (t)

)
dt (∗∗)

Or, on sait quėγ0 ∈ L2 (puisqueγ0 est d’action bornée pourL0 qui est minorée
par une métrique riemannienne), donc∂L0

∂x (γ0, γ̇0) ∈ L1 (puisque| ∂L0
∂x (x, v)| ≤

C1‖v‖2 par(∗)); aussi,

(u, t) ∈ [0, 1]2 →
∂L0

∂x
(γ0(t), γ̇0(t))δγ (u)

est aussi dansL1. En remarquent queδγ (t) =
∫ y

a δγ̇ (s)ds, on peut appliquer le
théorème de Fubini:

∫ a+1

a

∂L0

∂x
(γ0(t), γ̇0(t))δγ (t)dt =

∫ a+1

a

∂L0

∂x
(γ0(t), γ̇0(t))

∫ t

a
δγ̇ (u)dudt

=
∫ a+1

a

( ∫ a+1

u

∂L0

∂x
(γ0(t), γ̇0(t))dt

)
δγ̇ (u)du.

(∗∗) donne alors:

0 =
∫ a+1

a

(∫ a+1

u

∂L0

∂x
(γ0(t), γ̇0(t))dt +

∂L0

∂v
(γ0(u), γ̇0(u))

)
δγ̇ (u)du;

cette égalité étant vraie pour toutδγ : [0, 1] → Vi de classeC∞, nul en dehors
de[a, b] et tel que‖δγ ‖ < ε0. La fonction:

u ∈ [a,a + 1] 7→ g(t) =
(∫ a+1

u

∂L0

∂x
(γ0(t), γ̇0(t))dt +

∂L0

∂v
(γ0(u), γ̇0(u))

)

est donc une fonction deL1 telle que pour tout telδγ :
∫ a+1

a g(t)δγ̇ (t)dt = 0.
La fonctiong est donc une fonction deL1 telle que pour toutδη : [a, b] → W
vérifiant‖δη‖∞ < ε0 (on aδη = δγ̇ + constante) à support dans[a, b]:

∫ b

a
(g(t)−

∫ b

a
g(s)ds)δη(t)dt = 0;

ceci implique que pour presque toutt ∈ [a, b]: g(t) −
∫ a+1

a g(s)ds = 0 i.e.
queg est constante presque partout dans[a, b]. Il existe donc un ensembleI de
mesure pleine dans[a, b] et une constantek tels que:

∀t ∈ I ,
∂L

∂v
(γ0(t), γ̇0(t)) = k −

∫ a+1

t

∂L

∂x
(γ0(u), γ̇0(u))du (∗ ∗ ∗)
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Le terme de droite de cette égalité est une fonction continue (puisqu’une primi-
tive d’une fonctionL1). On en déduit que(t 7→ ∂L

∂v
(γ0(t), γ̇0(t)) coïncide surI

avec une fonction continue. Or, on a:(γ0, γ̇0) = `
(
∂L
∂v
(γ0, γ̇0)

)
avec` continue,

doncγ̇0 coïncide presque partout sur[a, b] avec une fonction continue. Comme
de plusγ0 est absolument continue, on a (on peut écrire tout ceci en cartes):

∀t ∈ [a, b], γ0(t) = γ0(a)+
∫ t

a
γ̇0(u)du

donc finalementγ0 est de classeC1 sur[a, b]. L’égalité(∗ ∗ ∗) est alors valable
sur[a, b] tout entier et son membre de droite est une fonction de classeC1. On
en déduit que(t ∈ [a, b] 7→ ∂L0

∂v
(γ0(t), γ̇0(t))) est de classeC1 et que:

∀t ∈ [a, b],
d

dt

(
∂L0

∂v
(γ0(t), γ̇0(t))

)
=
∂L0

∂x
(γ0(t), γ̇0(t)). �

Finissons la démonstration du corollaire 2. Par la proposition 14, on sait que
γ0 vérifie les équations d’Euler-Lagrange pourL0 :

d

dt

(
∂L0

∂v
(γ0(t), γ̇0(t))

)
=
∂L0

∂x
(γ0(t), γ̇0(t)).

Aussi, si on pose(xt , rt) = `−1(γ0(t), γ̇0(t)), (xt , rt) vérifie les équations de
Hamilton pourJ. C’est donc une solution des équation de Hamilton pourJ.
(t 7→ J(xt , rt) = J ◦ `−1(γ0(t), γ̇0(t))) est constant. Or, si cette constante était
nulle, le lacet serait constant donc homotope à un point. Forcément donc, cette
constante est non nulle et l’orbite ne rencontre pas la section nulle.

Remarque. Notre construction d’un nouvel hamiltonienJ qui a en commun
une hypersurface d’énergie avecK et qui est strictement convexe et homogène de
degré 2 dans la fibre est à rapprocher d’une construction classique concernant les
systèmes mécaniques. Considérons une fonctionU : M → Rde classeC3 et une
métrique riemannienneg surT M; on définit alors un lagrangienL : T M → R
par: L(x, v) = 1

2g(x)(v, v) − U (x). La valeur critique de Mañé est alors
μ = maxU . Il est usuel d’associer à toutk > μ une métrique riemannienneG,
dite métrique de Jacobi, définie par:

∀(x, v) ∈ T M,G(x)(v, v) =
1

2
(k − U (x))g(x)(v, v).

Notons alorsH le hamiltonien associé àL via la dualité de Legendre etH0 celui
associé àG; un résultat classique (voir [Arno]) affirme que toute orbite du flot
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hamiltonien( ft) de H tracée sur{H = k} est une orbite du flot hamiltonien
(géodésique)(gt) de H0. En fait, on a: {H = k} = {H0 = 1} et donc le
hamiltonienH0 coïncide, dans ce cas, avec le hamiltonienJ que nous avons
construit dans le cas optique général. La construction que nous avons faites
dans cette section peut donc être vue comme une extension de la métrique de
Jacobi.
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