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Formule de Pesin et applications méromorphes

Christophe Dupont

Résumé. Soit f une application méromorphe dominante définie sur une variété
compacte kählérienneX et μ une mesure invariante ergodique dont les exposants de
Lyapounov sont strictement positifs. On suppose que les fonctions quasiplurisoushar-
moniques sontμ-intégrables. Nous montrons queμ est absolument continue par rapport
à la mesure volume siμ satisfait la formule de Pesin.

Mots-clés: Formule de Pesin, exposants de Lyapounov, dynamique des applications
méromorphes.

Abstract. Let f be a dominant meromorphic self-map of a compact Kähler manifold
X andμ be an ergodic invariant measure with positive Lyapounov exponents. Suppose
also that the quasiplurisubharmonic functions areμ-integrable. We prove thatμ is
absolutely continuous with respect to the volume measure ifμ satisfies the Pesin’s
formula.
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1 Introduction

SoientX une variété compacte riemannienne de dimensionk, f un difféomor-
phisme deX etμ une mesure de probabilité invariante et ergodique. L’entropie
hμ( f ) et les exposants de Lyapounov(λ1, . . . , λk) deμ sont reliés par l’inégalité
de Margulis-Ruelle [Ru1]:

hμ( f ) ≤
∑

λi >0

λi .

De nombreux travaux s’intéressent aux mesures satisfaisant l’égalité, appelée
formule de Pesin. Pesin a montré dans [P2] que cette formule est satisfaite
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lorsqueμ est absolument continue par rapport à la mesure volume surX (cf.
aussi l’article de Mañé [Ma]). Ledrappier et Strelcyn [LS] ont ensuite généralisé
ce résultat: l’égalité a encore lieu lorsqueμ estabsolument continue par rapport
au feuilletage instable, i.e. lorsque les mesures conditionnelles deμ le long des
variétés instables possèdent une densité. Cette condition est en fait nécessaire,
comme l’ont démontré Ledrappier et Young [LY] (cf. aussi [L3]).

L’inégalité de Margulis-Ruelle reste valable lorsquef n’est plus inversible.
Dans ce contexte, Ledrappier a étudié le cas des transformations de l’intervalle
[L1] et celui des fractions rationnelles surP1 [L2]: ici encore, la formule de
Pesin est satisfaite si et seulement siμ est absolument continue par rapport à la
mesure de Lebesgue. Plus récemment, Qian et Zhu [QZ] ont étendu ce résultat
au cas d’endomorphismes de classeC2 dont le logarithme du jacobien estμ-
intégrable. Cet article concerne les applications méromorphes, nous obtenons la
généralisation suivante du théorème de Ledrappier [L2]:

Théorème 1.1. SoientX une variété compacte complexe de dimensionk mu-
nie d’une forme de Kählerω. Soient f : X → X une application méromor-
phe, μ une mesuref -invariante ergodique qui intègre les fonctions quasi-
plurisousharmoniques et dont les exposants(λ1, . . . , λk) sont strictement posi-
tifs. Si l’égalité hμ( f ) = 2

∑k
j =1 λ j est satisfaite, alorsμ est absolument

continue par rapport à la mesure volume surX.

Nous présentons à la section 2.2 une famille de systèmes(X, f, μ) vérifiant
les hypothèses de l’énoncé. Elle contient en particulier les systèmes(Pk, f, μ),
où f est un endomorphisme holomorphe dePk de degré algébriqued ≥ 2 et
μ la mesure d’équilibre def (cf. l’article de Sibony [S] pour une étude de la
dynamique de ces applications). La définition des fonctions quasi-plurisous-
harmoniques (qpsh) est rappelée à la section 2.1. Leur intégrabilité entraîne
l’existence des exposants deμ ainsi que l’intégrabilité des fonctions du type
log dist(., J)oùJ est un sous-ensemble analytique deX. Cette propriété découle
du fait queX est kählérienne (cf. section 2.1). Notons aussi que le facteur 2 dans
la formule de l’énoncé provient du caractère complexe des exposants deμ.

Dans le cas particulier des systèmes(Pk, f, μ), l’entropie deμ est égale à
k logd et ses exposants sont minorés par log

√
d [BD1]. Le théorème 1.1 montre

donc queμ est absolument continue lorsque ses exposants sont minimaux. Au
vu des résultats de [BDu] (théorème 1) et [DD] (corollaire 1.4), nous obtenons:

Théorème 1.2.Soient f un endomorphisme holomorphe dePk de degré algé-
briqued ≥ 2 et μ sa mesure d’équilibre. Les quatre assertions suivantes sont
équivalentes:
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1. La dimension deμ est maximale, égale à2k.

2. Les exposants deμ sont minimaux, égaux àlog
√

d.

3. La mesureμ est absolument continue.

4. f est un exemple de Lattès.

Rappelons que la dimension deμ est la borne inférieure des dimensions de
Hausdorff des boréliens deμ-mesure totale et qu’un exemple de Lattès est un
endomorphisme dePk faisant commuter un diagramme du type:

A
D

−−−−→ A

σ




y




y σ

Pk f
−−−−→ Pk

où A est un tore complexe de dimensionk, D une dilatation affine etσ un
revêtement galoisien fini. Il existe de tels endomorphismes en toute dimension
k et de tout degréd (cf. [D], remarque 4.5). Ils généralisent les fractions
rationnelles introduites par Lattès [La] en dimension 1 (cf. l’article de Milnor
[Mi]). Notons que Cantat [Ca] a étendu l’implication 3⇒ 4 au cadre des
transformations rationnelles (non inversibles) des surfaces complexes compactes
kählériennes, en adoptant une définition plus générale pour les exemples de
Lattès. Dans ce cas, il devient nécessaire de faire l’hypothèsedt = ρ2, où
dt désigne le degré topologique de l’application etρ le rayon spectral de son
action sur la(1, 1)-cohomologie réelle. On trouve aussi dans [Ca] un exemple
de transformation rationnelle sur une surface projective ne satisfaisant pas cette
condition de résonnance et pour laquelle l’assertion 3 n’implique pas la 4.

La démonstration du théorème 1.1 reprend la stratégie de Ledrappier [L1],
[L2] en dimension 1 (cf. aussi [L3], [LS], [LY] et [P1]). Nous travaillons dans
X̂, l’espace des orbites def , dont on notex̂ = (xn)n∈Z les éléments. Soient
π0 : X̂ → X la projection définie parπ0(x̂) = x0 et ν la mesure sur̂X vérifiant
μ = π0∗(ν) (cf. section 2.3). Il s’agit de montrer que les mesures conditionnelles
deν relativement à unepartition de Pesinη de X̂ sont absolument continues. Il
s’ensuit que la mesure imageμ = π0∗(ν) est elle aussi absolument continue.

La construction de la partitionη fait l’objet de la proposition 1.3 ci-dessous.
Elle repose sur l’existence des variétés instables locales def . Nous introduirons
celles-ci à l’aide des branches inverses des itérés def le long d’orbites typiques
(cf. section 3.1). En particulier, nous ne ferons pas appel à la théorie de Pesin.
Dans le cadre holomorphe, l’existence de ces branches inverses a été établie par
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Briend-Duval [BD1]. Dans le cadre méromorphe, une difficulté apparaît avec
l’ensemble d’indéterminationI de f . Nous la traitons grâce à la régularité de
μ: l’intégrabilité des fonctionsqpshnous assure qu’une orbite négative typique
s’approche lentement de l’ensemble analytiqueI (cf. [DD], et aussi [DS1]).

Notons que l’extension naturelle(X̂, g, ν) présente l’avantage d’être un sys-
tème dynamiqueinversible(g est le décalage à gauche). Nous appliquerons le
théorème de Birkhoff àg et à son inverseg−1 dans les démonstrations des propo-
sitions 4.1 et 1.3-(6). De plus, les égalitéshμ( f ) = hν(g) = hν(g−1) seront
cruciales dans la preuve de la proposition 1.3-(4).

Avant d’esquisser la démonstration, précisons comment est organisé l’article.
La deuxième partie est destinée à préciser les notations et le cadre de travail.
Nous introduisons dans le paragraphe suivant les variétés instables locales de
f . La construction de la partitionη et la démonstration de la proposition 1.3 ci-
dessous occupent le quatrième paragraphe. On donne ensuite la démonstration
du théorème 1.1. Nous conseillons le lecteur de commencer par l’appendice, où
sont rappelés les résultats classiques de théorie ergodique utilisés.

Donnons à présent quelques éléments de démonstration. La proposition suiv-
ante est au cœur de la preuve, les notations sont précisées juste après l’énoncé.

Proposition 1.3. Il existe une partition mesurableη de X̂ telle que pourν-
presque tout̂x et pour toutn ≥ 1 :

1. π0 est injective surηx̂.

2. f n est injective surπ0
(
g−nη

)
x̂
.

3. ηx̂ est constitué d’une famille dénombrable d’atomes deg−nη.

4. hν(gn) = H(g−nη | η).

5. La σ -algèbre engendrée par lesσ -algèbres(M(g−nη))n≥0 coïncide avec
M.

6. La fonction

L(x̂) :=
∫

π0(ηx̂)
1(x̂, σx̂(y)) dm(y)

vérifie0 < L(x̂) < +∞ pourν-presque tout̂x ∈ X̂.

La mesurem est la mesure volume induite par la forme de Kählerω sur
X, et la fonction Jacf est le jacobien de l’applicationf . On désigne parM
(resp. M(g−nη)) la σ -algèbre dêX engendrée par lesν-négligeables et par
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les boréliens (resp. par les boréliensréuniond’atomes de la partitiong−nη).
L’entropie conditionnelle d’une partitionζ par rapport à une partitionξ est notée
H(ζ | ξ). La fonction1(x̂, .) est définie par

1(x̂, .) :
ηx̂ −→ R+

ŷ 7−→ 1
(
x̂, ŷ

)
:=

∏
p≥1

Jac f (x−p)

Jac f (y−p)

oùηx̂ est l’atome de la partitionη contenant̂x. L’applicationσx̂ est l’inverse de
π0 en restriction à l’atomeηx̂ (bien définie par le point 1).

Nous verrons que la partitionη est définie comme le joint d’une famille de
partitions(gnξ)n≥0, où ξ est l’intersection d’une unionA de variétés instables
locales avec le tiré en arrière parπ0 d’une partitionP deX. L’endomorphismef
est injectif sur les atomes deP (par construction,cf. section 2.4), ce qui entraîne
les points 1 et 2. Le caractère générateur de la partitionξ (cf. lemme 4.1) donne
les points 4 et 5. Enfin, les points 3 et 6 découlent du fait que les atomes de
η contiennent des morceaux de variétés instables (cf. lemme 4.2-(3)). Notons
que la convergence du produit infini1 est assurée par la stricte positivité des
exposants deμ.

Voyons maintenant comment la proposition 1.3 entraîne le théorème 1.1. Con-
sidérons(νx̂)x̂∈X̂ une famille de probabilités conditionnelles pour la partitionη

(cf. théorème 6.1) etqx̂ la mesure de probabilité sur̂X “à densité” définie par:

∀B ∈ M , qx̂(B) :=
1

L(x̂)

∫

π0(B∩ηx̂)

1(x̂, σx̂(y)) dm(y).

Il s’agit dans un premier temps d’identifier les mesuresνx̂ et qx̂ pourν-presque
tout x̂. Par définition de l’entropie conditionnelle (cf. section 6.3), le point 4 de
la proposition 1.3 s’écrit:

hν(g
n) = H(g−nη | η) = −

∫

X̂
logνx̂

[(
g−nη

)
x̂

]
dν(x̂).

Par ailleurs, le caractère décroissant deη et la formule de changement de variable
entraînent (cf. lemme 5.3):

∫

X̂
log Jac f n(x0) dν(x̂) = −

∫

X̂
logqx̂

[(
g−nη

)
x̂

]
dν(x̂).

On identifie les quantités précédentes à l’aide de la formule de Pesin (notre
hypothèse), écrite sous la forme:

hν(g
n) =

∫

X̂
log Jac f n(x0) dν(x̂).
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On montre ainsi que lesmoyennesdes fonctionsx̂ 7→ logνx̂

[(
g−nη

)
x̂

]
et

x̂ 7→ logqx̂

[(
g−nη

)
x̂

]
coïncident. L’égalitéponctuelledécoule de l’inégalité

de convexité de Jensen (cf. lemme 5.5). On a donc pour toutn ∈ N et pour
ν-presque tout̂x:

qx̂

[(
g−nη

)
x̂

]
= νx̂

[(
g−nη

)
x̂

]
.

Puisque laσ -algèbre engendrée par la famille(M(g−nη))n≥0 coïncide avec la
tribu borélienneM de X̂ (cf. point 5), la ligne précédente entraîneqx̂ = νx̂ pour
ν-presque tout̂x. On a doncν =

∫
X̂ qx̂ dν(x̂). On exhibe ainsi une densité pour

la mesureμ = π0∗(ν) en terme de la fonction1 (cf. lemme 5.7), celle-ci est
donc absolument continue par rapport àm.

2 Généralités

2.1 Le cadre de travail

Soit (X, ω) une variété compacte kählérienne de dimensionk. On noted (ou
dist ) la distance,� la forme volumeωk et m la mesure volume induite par�.
Pour toutx ∈ X et r > 0, on désigne parBx(r ) (resp. Bx(r )) la boule ouverte
(resp. fermée) centrée enx et de rayonr . Le diamètre et la frontière d’une partie
A sont notés respectivement diam(A) et∂ A, la distance entre deux partiesA et
B est notée dist(A, B). On désigne par Lip(h) la constante de Lipschitz d’une
applicationh : U → X définie sur un ouvertU de X.

On se fixe f : X → X une application méromorphe. SoientC son ensemble
critique etI son ensemble d’indétermination. Le jacobien def est défini comme
la fonction Jacf vérifiant la relationf ∗� = Jac f.�, où f ∗� est l’extension
triviale de( f|X\I)

∗� à traversI. Cette fonction est positive et de classeC∞ en
dehors deI. On noteDxJac f sa différentielle au pointx. On suppose que
f est dominante,i.e. que la restriction de Jacf aux ouverts deX n’est pas
identiquement nulle.

SoitV : R∗
+ → R+ la fonction définie par:

V (t) := sup{|DxJac f | , x ∈ X , dist (x, I) ≥ t} .

Puisquef est méromorphe, il existe des constantesτ ∈ R∗
+ etδ ∈ N∗ telles que:

V (t) ≤ τ t−δ (1)

(cf. [DD], lemme 2.2). Cette inégalité est importante pour la convergence du
produit infini1 (cf. lemme 3.3).

Dans toute la suite,μ est une mesuref -invariante, ergodique et vérifie les
propriétés suivantes:
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1. Les fonctionsquasi-plurisousharmoniques (qpsh)sontμ-intégrables.

2. Les exposants deμ sont strictement positifs.

Rappelons qu’une fonctionu : X → R∪{−∞} estqpshsi elle estm-intégrable,
semi-continue supérieurement et vérifiei ∂∂̄u ≥ −cω, où c ≥ 0. Autrement
dit, u est localement la somme d’une fonctionpshet d’une fonction lisse. La
condition 1 entraîne que pour tout ensemble analytiqueJ de X, la fonction
log dist(., J) estμ-intégrable. En effet, puisqueX est une variété kählerienne,
cette fonction est minorée par une fonctionqpshsur X (cf. [DS2], App. A.1).
En particulier,μ(J) = 0 et les fonctions log

∥
∥ (Dx f )±1

∥
∥, log Jac f (x) sontμ-

intégrables. Cela se vérifie en majorant leurs valeurs absolues par une fonction
du typec1 − c2 log dist(x,F), oùc1 etc2 sont des constantes positives etF est
un ensemble analytique construit à l’aide deI etC (cf. [DD], §2.1).

Les exposants deμ sont en particulier bien définis (cf. [Ar], Chap. 3), nous
les noterons en ordre croissantλ1 ≤ . . . ≤ λk. Puisque les exposants du système
(X, f n, μ) sont(nλ1, . . . , nλk), on dispose des égalités suivantes (cf. [Ru2]),
importantes dans notre démonstration (cf. lemme 5.1):

2n(λ1 + ∙ ∙ ∙ + λk) =
∫

X
log Jac f n dμ. (2)

Signalons que la condition 2 est cruciale pour construire les variétés instables
locales def (cf. section 3.1). Dans toute la suite, on fixeε > 0 très petit devant
le plus petit exposantλ1.

2.2 Exemples

Soient(X, ω) une variété compacte complexe kählérienne de dimensionk et
f : X → X une application méromorphe dominante. On notedt le degré
topologique def et χ son(k − 1)-ième degré dynamique défini par (cf. [RS],
[DS3]):

χ = lim
n→∞

(∫

X
f n∗

ωk−1 ∧ ω

)1/n

.

Lorsquedt > χ , Guedj [G] et Dinh-Sibony [DS2] ont montré que la suite de
mesures

μn :=
1

dn
t

f n∗
ωk

converge vers une mesure de probabilité invariante et ergodiqueμ, d’entropie
logdt (cf. [RS] pour le cas de l’espace projectifPk). Cette mesure intègre les
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fonctionsqpshet ses exposants sont strictement positifs: les conditions 1 et 2
ci-dessus sont donc satisfaites. Plus précisément, ses exposants sont minorés par
log

√
dt/χ . Ainsi, sous l’hypothèse de minimalité des exposants, la formule de

Pesin est vérifiée si et seulement sidk−1
t = χk.

LorsqueX = Pk et f est un endomorphisme holomorphe de degréd ≥ 2,
on adt = dk et χ = dk−1. Dans ce cas, la minimalité des exposants entraîne
automatiquement la formule de Pesin.

2.3 Extension naturelle

Soit X̂ l’espace des orbites défini par:

X̂ =
{

x̂ := (xn)n∈Z , f (xn) = xn+1

}
⊂ XZ.

On munit cet ensemble de la topologie produit et de la tribu borélienneB. La
projectionx̂ 7→ x0 est notéeπ0 et g est le décalage à gauche surX̂, de sorte
que f ◦ π0 = π0 ◦ g. On désigne parν l’unique mesure de probabilité sur̂X
invariante parg vérifiantν(π−1

0 (A)) = μ(A) pour tout borélienA deX. Elle est
ergodique, carμ est ergodique. Notons que l’existence de cette mesure résulte
du théorème de prolongement de Kolmogorov (cf. [CFS], Chap. 10, §4).

On dit qu’une partie deX estν-négligeablesi elle est incluse dans un borélien
deν-mesure nulle. SoitM la σ -algèbre obtenue en complétant la tribuB rel-
ativement à la mesureν. Autrement ditM est engendrée par les boréliens et
les ensemblesν-négligeables. Cette complétion s’avère nécessaire pour que
la classe des partitions mesurables soit stable par l’opération deproduit ∨ (cf.
section 6.1).

Soit Ŷ le sous-ensembleg-invariant:

Ŷ =
{
x̂ ∈ X̂ , xn /∈ C ∪ I , ∀n ∈ Z

}
.

Ce borélien est deν-mesure totale carμ ne charge pas les ensembles analytiques.
Autrement dit, une orbiteν-générique éviteC et I. Pour ne pas alourdir les
énoncés, nous identifieronŝX et Ŷ.

Nous terminons cette section par deux lemmes élémentaires.

Lemme 2.1. Il existe deux fonctions mesurablesα, β : X̂ →]0, 1] telles que
pourν-presque tout̂x et pour toutn ≥ 0:

Jac f (x−n) ≥ α(x̂)e−nε et dist (x−n, I) ≥ 2β(x̂)e−nε.
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La preuve, laissée au lecteur, repose sur le théorème ergodique de Birkhoff
appliqué respectivement aux fonctions intégrablesx̂ 7→ log Jac f (x0) et x̂ 7→
log dist(x0, I) (cf. [DD], lemme 2.2).

Lemme 2.2. Soientc ∈ X et [a, b] un intervalle non trivial deR∗
+. Il existe

s ∈ [a, b] et une fonction mesurableγ : X̂ →]0, 1] tels que:

∀x̂ ν-p.p., ∀n ≥ 0 , |dist (c, x−n) − s| ≥ γ (x̂)e−nε. (3)

Autrement dit, les orbitesν-génériques négatives s’approchent lentement de la
frontière de la bouleBc(s).

Démonstration. D’après la proposition 3.2 de [LS], l’ensemble des réelss ∈
[a, b] qui vérifient:

∑

n≥0

μ
{
y ∈ X , |dist (c, y) − s| < e−nε

}
< +∞ (4)

est de mesure de Lebesgue(b − a). Fixons un tel réels. L’ invariancede ν

entraîne: ∑

n≥0

ν
{
ŷ ∈ X̂ , |dist (c, y−n) − s| < e−nε

}
< +∞.

Le lemme de Borel-Cantelli implique alors:

∀x̂ ν-p.p., ∃n0(x̂) ∈ N , ∀n ≥ n0(x̂) , |dist (c, x−n) − s| ≥ e−nε.

Il existe donc une fonction mesurableγ : X̂ →]0, 1] vérifiant (3). Notons qu’elle
est presque partout strictement positive, car la frontière deBc(s) est deμ-mesure
nulle (cf. ligne (4)). �

2.4 La partition P de X

Elle interviendra dans la construction de la partitionη. Rappelons queε est petit
devant le plus petit exposantλ1.

Proposition 2.3. Il existe une partition finieP = (P j ) j ∈{1,...,N} de X en ensem-
bles ouverts telle que:

1. L’application f est injective en restriction à chaque atomeP j .

2. Il existe une fonction mesurableδ : X̂ →]0, 1] vérifiant:

∀x̂ ν-p.p., ∀n ∈ N , d(x−n, ∂P) ≥ δ(x̂)e−nε
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où∂P désigne la réunion des bords des ouverts(P j ) j ∈{1,∙∙∙ ,N}. Autrement
dit, les orbitesν-génériques négatives s’approchent lentement de la fron-
tière des atomes deP.

On consultera l’article de Buzzi [B], §3 pour une démonstration (cf. [L2]
en dimension 1). L’idée est de découperX à l’aide d’hypersurfaces réelles
s’appuyant sur l’ensemble critiqueC et sur l’ensemble d’indéterminationI. On
perturbe ensuite ce découpage pour réaliser le point 2 (on peut utiliser à cet effet
la proposition 3.2 de [LS] comme dans le lemme 2.2).

Dorénavant,P est une partition deX vérifiant ces propriétés. On noteP(z)
l’atome deP contenant le pointz ∈ X et on appelleP-adresse dêx la suite
πP(x̂) définie par:

πP :
X̂ −→ {1, . . . , N}N

x̂ 7−→ (an)n∈N tel quePan = P(x−n).

Notons que laP-adresse dêx ne concerne que “le passé” dex̂.

3 Variétés instables locales

Nous les construisons à l’aide des branches inverses des itérées def . En parti-
culier, nous n’utilisons pas la théorie de Pesin.

3.1 Branches inverses

Pour toutx̂ ∈ X̂, on note (lorsqu’elle existe)f −n
x̂ la branche inverse def n définie

au voisinage dex0 vérifiant f −n
x̂ (x0) = x−n. La proposition suivante stipule que

pourν-presque tout̂x, les branches inverses le long dex̂ sont définies sur des
boules ouvertes non triviales. La stricte positivité des exposants deμ est ici
cruciale.

Proposition 3.1. Il existe des fonctions mesurablesr : X̂ →]0, 1] et C : X̂ →
[1, +∞[ telles que pourν-presque tout̂x et pour toutn ≥ 0:

1. f −n
x̂ est définiesur Bx0(r (x̂)).

2. Lip
(

f −n
x̂

)
≤ C(x̂)e−n(λ1−ε) sur Bx0(r (x̂)).

3. dist
(

f −n
x̂

[
Bx0(r (x̂))

]
, I

)
≥ β(x̂)e−nε .

4. f −n
x̂

[
Bx0(r (x̂))

]
⊂ P(x−n).
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Les points 1 et 2 ont été démontrés par Briend et Duval [BD1] dans le cadre
holomorphe, le cas méromorphe est traité dans l’article [DD]. Nous ne repro-
duisons pas la preuve. Les points 3 et 4 s’obtiennent en utilisant la décroissance
exponentielle des branches inverses et l’approche lente des orbites négatives vers
I et vers les frontières des atomes deP (cf. lemme 2.1 et prop. 2.3-(3)).

Nous posons pour tout̂x ∈ X̂:

W (x̂, r (x̂)) :=
{
ẑ ∈ X̂ / ∃t ∈ Bx0(r (x̂)) , ∀n ≥ 0 , z−n = f −n

x̂ (t)
}

⊂ X̂.

Ce borélien s’identifie à une variété instable locale. On définit demême
W (x̂, r (x̂)) en remplaçant la boule ouverte par la boule fermée. Nous utilise-
rons souvent l’observation suivante, qui découle de la proposition 3.1-(4):

Remarque 3.2.Les éléments deW (x̂, r (x̂)) ont la mêmeP-adresse quêx.

Il est clair qu’un pointẑ deW (x̂, r (x̂)) est entièrement déterminé par sa
condition initialez0. Ainsi, l’inverse de la restriction deπ0 àW (x̂, r (x̂)), noté
sx̂, est bien défini. Le lemme suivant stipule que la fonction1 introduite dans
la proposition 1.3 existe bien sur les variétés instables locales.

Lemme 3.3.Pourν-presque tout̂x, la fonction

1
(
x̂, sx̂(.)

)
:

Bx0(r (x̂)) −→ R+

y 7−→
∏

p≥1
Jac f (x−p)

Jac f ([sx̂(y)]−p)

est de classeC∞, strictement positive et bornée.

Démonstration. La preuve consiste à vérifier que la série de terme général:

vp(y) :=
Jac f

(
[sx̂(y)]−p

)

Jac f
(
x−p

) − 1

converge uniformémentsur Bx0(r (x̂)). Notonsŷ := sx̂(y). D’après l’inégalité
des accroissements finis, l’inégalité (1) et la proposition 3.1-(2),(3), on a:

|Jac f (y−p) − Jac f (x−p)| ≤ V (β(x̂)e−pε)d(y−p, x−p)

≤ τ ∙ (Crβ−δ)(x̂)e−p(λ1−(1+δ)ε).

Le lemme 2.1 entraîne alors:

∀y ∈ Bx0(r (x̂)) , |vp(y)| ≤ τ ∙ (Crβ−δ/α)(x̂)e−p(λ1−(2+δ)ε).

On a ainsi majoré la fonctionvp par le terme général d’une série convergente.
La stricte positivité de1 provient de l’injectivité des applications( f −n

x̂ )n≥0 sur
Bx0(r (x̂)). �
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3.2 Définition du borélienA de X̂

Il intervient dans la définition de la partitionη. Ce borélien est défini comme
une réunion de variétés instablesW (ẑ, r (ẑ)) dont le rayonr et la constante de
Lipschitz C (cf. lemme 3.1) sont uniformément bornés et dont les conditions
initialesz0 sont localisées. Fixonsρ assez grand etc ∈ X de sorte que le borélien:

V̂ := {C ≤ ρ} ∩ {r ≥ 1/ρ} ∩ π−1
0 [Bc(1/4ρ)]

soit deν-mesure strictement positive. Fixons égalements ∈ [1/4ρ, 1/2ρ] véri-
fiant la conclusion du lemme 2.2, ce choix s’avérera utile dans la preuve du
lemme 4.2. On définit le borélienA de X̂ par

A :=
⋃

ẑ∈V̂

W (ẑ, r (ẑ)) ∩ π−1
0 [Bc(s)] .

Sa ν-mesure est strictement positive (il contientV̂) et pour toutẑ ∈ V̂ , les
applications( f −n

ẑ )n∈N sont bien définies surBc(s) (on as ≤ 1/2ρ et r ≥ 1/ρ).
Le lemme élémentaire suivant permet de localiser les points deX̂ dans une

des variétés instables locales qui définissentA (la P-adresse dêx est définie à
la section 2.4).

Lemme 3.4.Soientẑ ∈ V̂ et ŵ ∈ W (ẑ, r (ẑ)). Si ŷ ∈ X̂ vérifie:

• ŷ et ŵ ont la mêmeP-adresse.

• dist (y0, c) < s (en particulier siŷ ∈ A)

alors ŷ ∈ W (ẑ, r (ẑ)).

La démonstration découle immédiatement de l’injectivité def en restriction
aux atomes deP (cf. prop. 2.3-(1)).

4 La partition η

4.1 Une partition intermédiaire ξ

SoientP la partition deX introduite à la section 2.4 etA le borélien dêX défini
à la section 3.2. On définit la partitionξ de X̂ par:

ξ = π−1
0 (P)

∨ {
A,Ac

}
. (5)

Nous poserons par la suiteη :=
∨

p≥0 gpξ . Pour toutn ≥ 1, soitξn la partition
g−1ξ ∨ ∙ ∙ ∙ ∨ g−nξ . Les partitionsξ et ξn de X̂ sont d’entropie finie (elles

Bull Braz Math Soc, Vol. 37, N. 3, 2006



“main” — 2006/10/19 — 17:13 — page 405 — #13

FORMULE DE PESIN ET APPLICATIONS MÉROMORPHES 405

possèdent un nombre fini d’atomes) et sont mesurables. De plus, elles vérifient
la propriété suivante:

Proposition 4.1.Pour toutn ∈ N, la partition mesurableξn est génératrice pour
l’automorphismeg−n.

Démonstration. Nous traitons le casn = 1, on procède de même pour un entier
n quelconque. Puisqueν(A) > 0, le théorème ergodique de Birkhoff entraîne:

∀x̂ ν-p.p., ∃(pj ) j ∈N , ∀ j ∈ N , gpj (x̂) ∈ A.

Par définition deA, il existe pour toutj ∈ N un élément̂aj ∈ V̂ vérifiant:

gpj (x̂) ∈ W (âj , r (âj )). (6)

Fixons ŷ ∈
[ ∨

p∈Z gpξ
]
(x̂) et montrons quêx = ŷ, i.e. que l’on a y−q =

x−q pour toutq ∈ N. Puisquegpj (x̂) et gpj (ŷ) sont dans le même atome de∨
p∈Z gpξ , alorsgpj (x̂) etgpj (ŷ) ont la mêmeP-adresse (carξ ≥ π−1

0 P) et cette
adresse est celle dêaj (d’après (6) et la remarque 3.2). De plus,gpj (ŷ) ∈ A
car gpj (x̂) ∈ A et

∨
p∈Z gpξ ≥ {A,Ac}. Le lemme 3.4 appliqué à̂aj ∈ V̂ ,

gpj (x̂) ∈ A et gpj (ŷ) ∈ A montre quegpj (ŷ) ∈ W (âj , r (âj )). On a donc par
définition des variétés instables:

∀q ∈ N , ∀ j ≥ 0 , d(y−q, x−q) ≤ d(y−q, (aj )−pj −q) + d((aj )−pj −q, x−q)

≤ 2C(âj )e
−(pj +q)(λ1−ε)

≤ 2ρe−(pj +q)(λ1−ε)

car âj ∈ V̂ ⊂ {C ≤ ρ}. On obtient alorsy−q = x−q lorsque j tend vers
l’infini. �

4.2 Définition deη et premières propriétés

Soitη la partition décroissante dêX définie par:

η :=
∨

p≥0

gpξ.

C’est une partition mesurable carξ est elle-même mesurable (cf. section 6.2).
Les propriétés suivantes seront utiles pour établir la proposition 1.3. Rappelons
queBc(s), V̂ etA sont définis à la section 3.2.
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Lemme 4.2.

1. Les éléments deηx̂ ont la mêmeP-adresse quêx.

2. Soientx̂ ∈ A et ẑ ∈ V̂ tels quex̂ ∈ W (ẑ, r (ẑ)). Alorsηx̂ ⊂ W (ẑ, r (ẑ)).

3. Il existe une fonction mesurabler ′ : X̂ →]0, 1] telle que pourν-presque
tout x̂,

a) 0 < r ′(x̂) ≤ r (x̂) ≤ 1,

b) ∀n ≥ 0 , f −n
x̂

(
Bx0(r

′(x̂))
)

⊂ Bc(s) ou Bc(s)c,

c)W (x̂, r ′(x̂)) ⊂ ηx̂.

Démonstration. Le point 1 est clair, car∨k≥0gkξ ≥ ∨k≥0gk(π−1
0 P). Le point 2

provient du lemme 3.4 appliqué aux élémentsŷ deηx̂: x̂ et ŷ ont mêmeP-adresse
(point 1) etŷ ∈ A (car x̂ ∈ A etη ≥ {A,Ac}).

Démontrons le point 3. C’est ici qu’intervient le choix du réels effectué à la
section 3.2: il nous assure que le diamètre def −n

x̂

(
Bx0(r (x̂))

)
décroît beaucoup

plus vite que la distance entrex−n et le bord de la bouleBc(s). Posonsr ′ :=
min{r, γ /2C}, où les fonctionsr, C sont définies à la proposition 3.1 etγ au
lemme 2.2. Pour toutz0 ∈ Bx0(r

′(x̂)) et pour toutn ≥ 0, on a:

d(x−n, f −n
x̂ (z0)) ≤ C(x̂)e−nλ1+nε γ (x̂)

2C(x̂)

≤
1

2
e−nλ1+2nε|d(c, x−n) − s|

≤
1

2
|d(c, x−n) − s|.

On en déduit que sid(c, x−n) > s (resp. <) alors f −n
x̂

(
Bx0(r

′(x̂))
)

⊂ Bc(s)c

(resp.Bc(s)). La fonctionr ′ réalise donc a) et b).
Vérifions que b) entraîne c), c’est à dire queg−nW (x̂, r ′(x̂)) est contenu dans

un atome deξ = {A,Ac} ∨ π−1
0 (P) pour toutn ≥ 0. Puisquer ′ ≤ r , les

éléments deg−nW (x̂, r ′(x̂)) ont la mêmeP-adresse (cf. remarque 3.2) et donc
g−nW (x̂, r ′(x̂)) est contenu dans un atome deπ−1

0 (P). Venons-en à la partition
{A,Ac}. D’après b), deux cas se présentent. Sif −n

x̂

(
Bx0(r

′(x̂))
)

⊂ Bc(s)c,
alorsg−nW (x̂, r ′(x̂)) ⊂ Ac par définition deA. Si

f −n
x̂

(
Bx0(r

′(x̂))
)

⊂ Bc(s) (7)

Bull Braz Math Soc, Vol. 37, N. 3, 2006



“main” — 2006/10/19 — 17:13 — page 407 — #15

FORMULE DE PESIN ET APPLICATIONS MÉROMORPHES 407

alors on dispose des implications:

g−n(x̂) ∈ A ⇒ g−nW (x̂, r ′(x̂)) ⊂ A et

g−n(x̂) /∈ A ⇒ g−nW (x̂, r ′(x̂)) ⊂ Ac.

Commençons par vérifier la première implication. Pour toutŷ ∈ W (x̂, r ′(x̂)),
g−n(x̂) etg−n(ŷ) ont la mêmeP-adresse (cf. remarque 3.2) et la ligne (7) entraîne
f −n
x̂ (y0) ∈ Bc(s). Le lemme 3.4 fournit alorsg−n(ŷ) ∈ A.
Passons à la deuxième implication. Supposons par l’absurde queg−n(x̂) /∈ A

et qu’il existe ŷ ∈ W (x̂, r ′(x̂)) tel queg−n(ŷ) ∈ A. Il existe alorsẑ ∈ V̂ tel
queg−n(ŷ) ∈ W (ẑ, r (ẑ)). Puisqueg−n(x̂) et g−n(ŷ) ont mêmeP-adresse et
f −n
x̂ (x0) ∈ Bc(s) (par la ligne (7)), on ag−n(x̂) ∈ W (ẑ, r (ẑ)) ⊂ A. Contradic-

tion. �

4.3 Démonstration de la proposition 1.3

1 –π0 est injective surηx̂. Soientŷ, ẑ ∈ ηx̂ tel quey0 = z0. Il s’agit de vérifier
quey−p = z−p pour toutp ≥ 1. Pourp = 1, on remarque quey−1, z−1 sont
dans un même atome deP (cf. lemme 4.2-(1)) sur lequelf est injective (cf.
proposition 2.3-(1)). On procède par induction pourp ≥ 2.

2 – f n est injective surπ0
(
g−nηx̂

)
. Pourn = 1, on observe queg−1η est plus

fine queπ−1
0 P et que f est injective sur les atomes deP. On traite encore le cas

général par induction.

3 –ηx̂ est constitué d’un nombre dénombrable d’atomes deg−nη. Puisque la
partitionη est décroissante, chacun de ses atomes est réunion d’atomes deg−nη.
Le point 1 montre quêz ∈ ηx̂ est entièrement déterminé par sa condition initiale
z0. Il suffit donc de montrer queπ0(ηx̂)est recouvert par une famille dénombrable
d’ensembles du typeπ0([g−nη]ẑ). C’est bien le cas puisque ceux-ci contiennent
des ouverts deX. En effet, le lemme 4.2-(3) entraîne:

∀ẑ ν-p.p., [g−nη]ẑ = g−n
(
ηgn(ẑ)

)
⊃ g−n

[
W

(
gn(ẑ), r ′(gn(ẑ))

)]

où r ′ est une fonction strictement positiveν-presque partout.

4 – hν(gn) = H(g−nη | η). Rappelons quehν(gn) = hν(g−n) (cf. section 6.3).
D’après la proposition 4.1, la partitionξn = g−1ξ ∨∙ ∙ ∙∨ g−nξ est un générateur
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d’entropie finie pourg−n. Le théorème 6.2 entraîne alors:

hν(g−n) = hν(g−n, ξn) = H
(
ξn|

∨
p≥1 gnp(ξn)

)

= H
(

g−1ξ ∨ ∙ ∙ ∙ ∨ g−nξ |
∨

p≥0 gpξ
)

= H
(

g−1ξ ∨ ∙ ∙ ∙ ∨ g−nξ ∨
(∨

p≥0 gpξ
) ∣

∣
∣
∨

p≥0 gpξ
)

= H(g−nη | η).

5 – La sous-algèbre
∨

n≥0M(g−nη) coïncide avecM. Il s’agit de vérifier que
la partition

∨
n≥0 g−nη est équivalente à la partition en pointsε (cf. section 6.2),

autrement dit, que les partitions(g−nη)n≥0 séparent les points d’un ensemble
ν-générique. Le caractère décroissant deη entraîne:

∀x̂ ν-p.p., ∀p ≥ 0 ,

p⋂

n=0

(
g−nη

)
x̂

=
(
g−pη

)
x̂

=

[
∨

n≥−p

gnξ

]

(x̂).

Lorsque l’on fait tendrep vers l’infini, on obtient:

∀x̂ ν-p.p.,
⋂

n≥0

(
g−nη

)
x̂

=

[
∨

n∈Z

gnξ

]

(x̂) =
{
x̂
}
.

carξ est un générateur pour l’automorphismeg (cf. proposition 4.1).

6.1 – La fonction L est finie ν-presque partout. Observons que d’après les
lemmes 3.3 et 4.2-(2),L est finie sur le borélienA. Soit maintenant̂x un pointν-
générique. D’après le théorème de Birkhoff, il existep ∈ N tel queg−p(x̂) ∈ A.
Commeηx̂ = gp

[
(g−pη)g−p(x̂)

]
, on obtient (σx̂ désigne l’inverse de la restriction

deπ0 àηx̂, cf. point 1):

L(x̂) =
∫

π0(ηx̂)
1(x̂, σx̂(y)) dm(y)

=
∫

π0◦gp
[
(g−pη)g−p(x̂)

] 1(x̂, σx̂(y)) dm(y)

=
∫

f p◦π0

[
(g−pη)g−p(x̂)

] 1(x̂, σx̂(y)) dm(y).

L’application f p est injective sur les projections (parπ0) des atomes deg−pη

sur X (cf. point 2). La formule de changement de variable et la relation de
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commutationf p ◦ π0 = π0 ◦ gp entraînent alors:

L(x̂) =
∫

π0

[
(g−pη)g−p(x̂)

] 1
(
x̂, σx̂( f p(w))

)
Jac f p(w) dm(w)

=
∫

π0

[
(g−pη)g−p(x̂)

] 1
(
x̂, gp ◦ σg−p(x̂)(w)

)
Jac f p(w) dm(w).

En utilisant la définition de1 et l’inclusion(g−pη)g−p(x̂) ⊂ ηg−p(x̂), on obtient:

L(x̂) =
∫

π0

[
(g−pη)g−p(x̂)

] 1
(
g−p(x̂), σg−p(x̂)(w)

)
Jac f p(x−p) dm(w)

≤
∫

π0

(
ηg−p(x̂)

) 1
(
g−p(x̂), σg−p(x̂)(w)

)
Jac f p(x−p) dm(w)

= Jac f p(x−p)L(g−p(x̂)).

Cette quantité est finie, carg−p(x̂) ∈ A.

6.2 – La fonction L est strictement positiveν-presque partout. Rappelons
quesx̂ est l’inverse de la restriction deπ0 àW (x̂, r (x̂)) (cf. section 3.1). D’après
le lemme 4.2-(3),sx̂ etσx̂ coïncident surπ0(W (x̂, r ′(x̂)) avec l’inverse deπ0 en
restriction àW (x̂, r ′(x̂)). Les lemmes 3.3 et 4.2-(3) fournissent alors:

L(x̂) =
∫

π0(ηx̂)
1(x̂, σx̂(y)) dm(y) ≥

∫

Bx0(r ′(x̂))

1(x̂, sx̂(y)) dm(y) > 0.

5 Démonstration du théorème 1.1.

Nous montrons que si la formule de Pesin

hμ( f ) = 2
k∑

i =1

λi (8)

est satisfaite, alorsμ est absolument continue par rapport à la mesure volumem
sur X. Les arguments qui suivent sont classiques (cf. par exemple [L3]). Nous
utilisons chacune des propriétés vérifiées par la partitionη. On note(νx̂)x̂∈X̂ une
famille de probabilités conditionnelles deν relativement àη et qx̂ la mesure de
probabilité sur̂X définie par:

∀B ∈ M , qx̂(B) :=
1

L(x̂)

∫

π0(B∩ηx̂)

1(x̂, σx̂(y)) dm(y)
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oùσx̂ désigne l’inverse deπ0 en restriction àηx̂ (cf. prop. 1.3-(6)).

Lemme 5.1.Si la formule de Pesin (8) est vérifiée, alors

∀n ≥ 1 , hν(g
n) =

∫

X̂
log Jac f n(x0) dν(x̂).

Démonstration. Puisque l’on ahν(gn) = hμ( f n) = nhμ( f ) (cf. section 6.3),
la ligne (8) entraînehν(gn) = 2n

∑k
i =1 λi . On dispose d’autre part de l’égalité

(cf. la ligne (2), section 2.1):

2n
k∑

i =1

λi =
∫

X
log Jac f n(x) dμ(x).

On termine en exprimant cette intégrale l’aide de la mesureν = π∗
0 (μ). �

Dans les deux lemmes qui suivent, nous exprimons les membres de l’égalité
du lemme 5.1 à l’aide des mesuresqx̂ etνx̂.

Lemme 5.2.Pour toutn ≥ 1, on a:

hν(g
n) = H(g−nη | η) = −

∫

X̂
logνx̂

[(
g−nη

)
x̂

]
dν(x̂).

Démonstration. La première égalité provient de la proposition 1.3-(4) et la
deuxième de la définition de l’entropie conditionnelle. �

Lemme 5.3.Pour toutn ≥ 1, on a:
∫

X̂
log Jac f n(x0) dν(x̂) = −

∫

X̂
logqx̂

[(
g−nη

)
x̂

]
dν(x̂).

Démonstration. Nous utilisons ici le caractère décroissant deη et la formule de
changement de variable. Pour simplifier l’écriture, nous traitons le casn = 1.
Puisque l’on a

(
g−1η

)
x̂

= g−1
(
ηg(x̂)

)
, la fonction9 définie par

9 :
π0

[(
g−1η

)
x̂

]
−→ π0

[
ηg(x̂)

]

x 7−→ f (x)

est surjective. D’autre part, la partitionη étant décroissante, on a l’inclusion(
g−1η

)
x̂

⊂ ηx̂. L’application9 est donc injective d’après la proposition 1.3-(2).
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On en déduit pourν-presque tout̂x:

qx̂

[(
g−1η

)
x̂

]
∙ L(x̂) =

∫

π0

[
(g−1η)x̂

] 1(x̂, σx̂(t)) dm(t)

=
∫

π0◦g−1[ηg(x̂)]
1(x̂, σx̂(t)) dm(t)

=
∫

9−1◦π0[ηg(x̂)]
1

(
x̂, g−1 ◦ σg(x̂)(9(t))

)
dm(t).

La formule de changement de variable entraîne alors:

qx̂

[(
g−1η

)
x̂

]
∙ L(x̂) =

∫

π0[ηg(x̂)]
1

(
x̂, g−1 ◦ σg(x̂)(u)

)
Jac9−1(u) dm(u)

=
∫

π0[ηg(x̂)]
1

(
x̂, g−1 ◦ σg(x̂)(u)

) [
Jac f

(
π0 ◦ g−1 ◦ σg(x̂)(u)

)]−1
dm(u)

=
∫

π0[ηg(x̂)]
1

(
g(x̂), σg(x̂)(u)

)
[Jac f (x0)]

−1 dm(u)

= L(g(x̂)) ∙ [Jac f (x0)]
−1 .

où le passage de la deuxième à la troisième ligne provient de la définition de1.
On en déduit l’égalité:

∀x̂ ν-p.p., log Jac f (x0) + log
L(x̂)

L(g(x̂))
= − logqx̂

[
(g−1η)x̂

]
. (9)

On termine la preuve en intégrant (9) par rapport àν et en utilisant l’invariance
deν. Comme la fonction logL n’est pas a prioriν-intégrable, nous faisons appel
au résultat suivant (on note log−(u) = min (logu, 0)):

Lemme 5.4 ([LS], Prop. 2.2).Soitϕ une fonction mesurable positive surX̂. Si
log− (

ϕ ◦ g−1/ϕ
)

estν-intégrable, alors:

∫

X̂
log

(
ϕ ◦ g−1

ϕ

)
dν = 0.

Vérifions queϕ = L ◦ g satisfait les hypothèses de ce lemme. La fonction
ϕ est positive et finieν-presque partout d’après la proposition 1.3-(6). Pour la
propriété d’intégrabilité, la ligne (9) fournit:

∀x̂ ∈ {L ≤ L ◦ g} , 0 ≤ − log
L(x̂)

L ◦ g(x̂)
≤ log Jac f (x0)
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carqx̂ est une mesure de probabilité. Puisque la fonctionx̂ 7→ log Jac f (x0) est
ν-intégrable (cf. section 2.1), on obtient:

∫

X̂



 log−

(
L

L ◦ g

) 

dν =

∫

{L≤L◦g}
− log

(
L

L ◦ g

)
dν < +∞.

Cela termine la preuve du lemme 5.3. �

Nous montrons maintenant que les mesuresqx̂ etνx̂ coïncident pourν-presque
tout x̂. On établit tout d’abord qu’elles sont égales sur les éléments de laσ -
algèbreM(g−nη), ceci pour toutn ≥ 0:

Lemme 5.5.Pourν-presque tout̂x et pour toutn ≥ 0, on a:

qx̂

[(
g−nη

)
x̂

]
= νx̂

[(
g−nη

)
x̂

]
. (10)

Démonstration. Les lemmes 5.1, 5.2, 5.3 et l’inégalité de convexité de Jensen
entraînent:

0 =
∫

X̂
log

qx̂

[(
g−nη

)
x̂

]

νx̂

[
(g−nη)x̂

] dν(x̂) ≤ log
∫

X̂

qx̂

[(
g−nη

)
x̂

]

νx̂

[
(g−nη)x̂

] dν(x̂). (11)

Une égalité dans (11) entraîne (10) car la fonction logarithme est strictement
concave. Vérifions donc que le membre de droite de (11) est nul. Comme
les mesuresqx̂ et νx̂ ne dépendent que de l’atomeηx̂, on a par définition des
probabilités conditionnelles:

∫

X̂

qx̂

[(
g−nη

)
x̂

]

νx̂

[
(g−nη)x̂

] dν(x̂) =
∫

X̂

[∫

ηx̂

qx̂

[(
g−nη

)
t̂

]

νx̂

[
(g−nη)t̂

] dνx̂(t̂)

]

dν(x̂).

D’après la proposition 1.3-(3), l’atomeηx̂ est une réuniondénombrabled’atomes
deg−nη. Si (Ai )i ∈N désignent ces atomes, on a:

∫

ηx̂

qx̂

[(
g−nη

)
t̂

]

νx̂

[
(g−nη)t̂

] dνx̂(t̂) =
∑

i ∈N

qx̂ (Ai )

νx̂ (Ai )
νx̂(Ai ) =

∑

i ∈N

qx̂ (Ai ) = qx̂ (ηx̂) = 1.

Il y a donc bien égalité dans la ligne (11). �

On utilise maintenant le fait que laσ -algèbre
∨

n≥0M(g−nη) coïncide avec
celle des boréliens dêX pour obtenir l’expression deν:
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Lemme 5.6.La mesureν vérifie:

∀B ∈ M , ν(B) =
∫

X̂
qx̂ (B) dν(x̂).

Démonstration. Notonsν̃ la mesure définie par le membre de droite de l’énoncé.
Il suffit de vérifier queν̃ et ν coïncident sur lesσ -algèbresM(g−nη) lorquen
parcourtN. En effet, cela implique que ces mesures coïncident sur laσ -algèbre
∨n∈NM(g−nη) qui n’est autre que l’algèbre des boréliensM (cf. prop. 1.3-(5)).
Rappelons queM(g−nη) est laσ -algèbre engendrée par lesg−nη-ensembles
et les ensemblesν-négligeables (cf. section 2.3). Puisquẽν est absolument
continue par rapport àν, les mesures̃ν et ν s’annulent sur les ensemblesν-
négligeables. Soit maintenantB un g−nη-ensemble,i.e. un borélien réunion
d’une famille(Aα)α∈A d’atomes deg−nη. D’après la proposition 1.3-(3), pour
toutν-presque tout̂x, B ∩ ηx̂ est constitué d’une famille dénombrable(Aα j ) j ∈N

de tels atomes. Puisqueνx̂ etqx̂ sont portées parηx̂, le lemme 5.5 entraîne:

νx̂(B) = νx̂(B ∩ ηx̂) = νx̂(∪ j ∈NAα j ) = qx̂(∪ j ∈NAα j ) = qx̂(B ∩ ηx̂) = qx̂(B).

On obtient alors̃ν(B) = ν(B) en intégrant par rapport àν sur X̂. �

Nous terminons la preuve du théorème 1.1 en exhibant une densité pour la
mesure de probabilitéμ = π0∗(ν).

Lemme 5.7. La mesureμ est absolument continue par rapport à la mesure
volumem sur X. Plus précisément, elle a pour densité:

φ(u) =
∫

A(u)

1
(
x̂, σx̂(u)

)

L(x̂)
dν(x̂)

où A(u) :=
{
x̂ ∈ X̂ , u ∈ π0(ηx̂)

}
.

Démonstration. Le lemme 5.6 montre que pour tout borélienB ⊂ X:

μ(B) = ν(π−1
0 B) =

∫

X̂

[∫

π0

[
π−1

0 (B) ∩ ηx̂

]
1

(
x̂, σx̂(u)

)

L(x̂)
dm(u)

]

dν(x̂).

Puisque l’on aπ0
[
π−1

0 (B) ∩ ηx̂

]
= B ∩ π0 (ηx̂), on obtient:

μ(B) =
∫

B

[∫

{x̂∈X̂ , u∈π0(ηx̂)}

1
(
x̂, σx̂(u)

)

L(x̂)
dν(x̂)

]

dm(u).

La mesureμ est donc absolument continue par rapport à la mesure volumem.�
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6 Appendice: rappels de théorie ergodique

Nous présentons dans cette section les outils de théorie ergodique utilisés dans
cet article. Les résultats fondamentaux sont le théorème de désintégration
d’une mesure sur les atomes d’une partitionmesurable, dû à Rokhlin, et le
théorème de Kolmogorov-Sinaï, stipulant qu’une partition mesurablegénéra-
trice et d’entropie finieréalise l’entropie. Les références générales sont les arti-
cles de Rokhlin [Ro1], [Ro2] et de Pesin [P2]. On consultera aussi l’appendice
du livre d’Anosov [An] et l’article de Coudène [Co].

Nous nous plaçons d’emblée dans le cadre du système dynamique(X̂, g, ν)

(cf. section 2.3). On rappelle queM désigne laσ -algèbre engendrée par la tribu
borélienneB et les ensemblesν-négligeables (cf. section 2.3). Notons que les
résultats présentés ici sont encore valables dans le cadre plus général desespaces
de Lebesgue(cf. [Ro2], §1).

6.1 Partitions

Unepartition de X̂ est une collection de sous-ensembles disjoints et non vides
recouvrant un borélien dêX deν-mesure totale. On noteε la partition en points de
X̂. Les éléments d’une partitionξ sont appelésatomeset on note indifféremment
ξx̂ ouξ(x̂) celui contenant̂x. Un ξ -ensembledésigne une réunion (quelconque)
d’atomes deξ . On dit que deux partitionsξ et ζ sontéquivalentessi il existe
un borélienZ deν-mesure totale tel queξx̂ ∩ Z = ζx̂ ∩ Z pour toutx̂ ∈ Z. On
confondra implicitement deux partitions équivalentes. Une partitionξ estplus
finequ’une partitionζ (notéξ ≥ ζ ) si on aξx̂ ⊂ ζx̂ pourν-presque tout̂x.

Étant donnée une partitionξ , on noteM(ξ) la sous-algèbre deM engen-
drée par lesξ -ensembles deB et les ensemblesν-négligeables. Autrement dit,
M(ξ) est la complétée (pour la mesureν) de laσ -algèbre engendrée par les
ξ -ensembles mesurables. Par exemple la sous-algèbreM(ε) coïncide avec celle
des boréliensM.

Soit (ξi )i ∈N une famille de partitions dêX. On note∨i ∈NM(ξi ) la plus petite
(i.e. l’intersection) des sous-algèbres deM contenant les éléments de la famille
(M(ξi ))i ∈N. On note∨i ∈Nξi la partition dont les atomes sont les sous-ensembles
∩i ∈NAi , où Ai ∈ ξi . Observons que l’on a(∨i ∈Nξi ) (x̂) = ∩i ∈Nξi (x̂).

Soitξ une partition dêX d’atomes(ξα)α∈I . On note indifféremmentg(ξ) ougξ

la partition d’atomes(g(ξα))α∈I . On a donc(gξ)x̂ = g
(
ξg−1(x̂)

)
. Une partition

ξ est ditedécroissantesi g−1(ξ) est plus fine queξ . La partition
∨

p≥0 gp(ξ) est
bien sûr décroissante. On noteξ− la partition

∨
p≥0 g−p(ξ).
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6.2 Partitions mesurables

Une partitionξ de X̂ estmesurablesi il existe une famille dénombrable(Bn)n∈N

deξ -ensembles mesurables telle que

∀ C, C′ atomes deξ, ∃n ∈ N, C ⊂ Bn et C′ ⊂ Bc
n

ou bien C ⊂ Bc
n et C′ ⊂ Bn.

La partition en pointsε est un exemple de partition mesurable. Si(ξi )i ∈N

désigne une famille de partitions mesurables, alors la partition∨i ∈Nξi est encore
mesurable et on aM (∨i ∈Nξi ) = ∨i ∈NM (ξi ) (cf. [Ro1], §3.3). En particulier,
si la partition∨i ∈Nξi est équivalente à la partition en pointsε, alors∨i ∈NM(ξi )

coïncide avecM.
On dispose du théorème fondamental suivant (cf. [Ro1], §3.1):

Théorème 6.1 (Rokhlin).Soitξ une partition mesurable dêX. Pourν-presque
tout x̂ ∈ X̂, il existe une mesure de probabilitéνx̂ sur X̂ telle que:

• νx̂ est portée par l’atomeξx̂ et ne dépend que de cet atome.

• pour tout borélienC de X̂, la fonctionx̂ → νx̂(C) est mesurable et on a
ν(C) =

∫
X̂ νx̂(C) dν(x̂).

Une telle famille estν-presque sûrement unique et on l’appelle une famille de
probabilités conditionnelles deν pour la partitionξ .

6.3 Entropie et générateurs

Soientζ et ξ deux partitions mesurables dêX. L’entropie deζ et l’entropie
conditionnelle deζ sachantξ sont définies respectivement par:

H(ζ ) := −
∫

X̂
logν(ζx̂) dν(x̂)

H(ζ |ξ) := −
∫

X̂
logνξ,x̂(ζx̂) dν(x̂)

où (νξ,x̂)x̂ est un système de probabilités conditionnelles deν pour la partitionξ
(cf. théorème 6.1). Par convention, on pose

∫
C ∞ dν = 0 (resp.∞) siν(C) = 0

(resp.> 0). On dispose de l’égalitéH(ζ ∨ ξ |ξ) = H(ζ |ξ).
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L’ entropie deν relativement àζ et l’entropie deν sont définies par:

hν(g, ζ ) := H(ζ |g−1ζ−) = H(ζ |
∨

p≥1

g−p(ζ ))

hν(g) := sup
{
hν(g, ζ ) , ζ partition mesurable dêX

}
.

Pour toutn ∈ N, on dispose des égalitéshν(gn) = hν(g−n), hν(gn) = hμ( f n)

et hμ( f n) = n.hμ( f ) (cf. [Ro2], §9).
On dit qu’une partition mesurableζ est ungénérateurpour l’automorphisme

g (ou g−1) si pourν-presque tout̂x, l’atome
( ∨

p∈Z gpζ
)
(x̂) est réduit à

{
x̂
}

(cf. [Ro2], §3.5). Autrement dit,ζ est un générateur si la partition
∨

p∈Z gpζ

est équivalente à la partition en pointsε. Nous utilisons le résultat fondamental
suivant (cf. [Ro2], §9):

Théorème 6.2 (Kolmogorov-Sinaï). Si ζ est un générateur d’entropie finie,
alors hν(g) = H(g, ζ ).

Notons que l’existence d’un générateur est assez fréquente, mais il est difficile
d’en trouver d’entropiefinie (cf. [Ro2], §10).
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