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Formule de Pesin et applications méromorphes
Christophe Dupont

Résumé. Soit f une application méromorphe dominante définie sur une variété
compacte kahlérienn¥ et u une mesure invariante ergodique dont les exposants de
Lyapounov sont strictement positifs. On suppose que les fonctions quasiplurisoushar-
moniques sonk-intégrables. Nous montrons quest absolument continue par rapport

a la mesure volume si satisfait la formule de Pesin.

Mots-clés: Formule de Pesin, exposants de Lyapounov, dynamique des applications
méromorphes.

Abstract. Let f be a dominant meromorphic self-map of a compact Kahler manifold
X andu be an ergodic invariant measure with positive Lyapounov exponents. Suppose
also that the quasiplurisubharmonic functions arntegrable. We prove that is
absolutely continuous with respect to the volume measuye shtisfies the Pesin’s
formula.
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1 Introduction

SoientX une variété compacte riemannienne de dimenkjoh un difféomor-
phisme deX et une mesure de probabilité invariante et ergodique. L'entropie
h,(f) etles exposants de Lyapoun@y, . . ., Ax) deu sontreliés par 'inégalité

de Margulis-Ruelle [Rul]:

hu(f) <) ai.
2 >0

De nombreux travaux s’intéressent aux mesures satisfaisant I'égalité, appelée
formule de Pesin Pesin a montré dans [P2] que cette formule est satisfaite
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394 CHRISTOPHE DUPONT

lorsquen est absolument continue par rapport a la mesure volumeX gaf.
aussi I'article de Marié [Ma]). Ledrappier et Strelcyn [LS] ont ensuite généralisé
ce résultat; I'égalité a encore lieu lorsquestabsolument continue par rapport
au feuilletage instabld.e. lorsque les mesures conditionnellesidke long des
variétés instables possédent une densité. Cette condition est en fait nécessaire,
comme I'ont démontré Ledrappier et Young [LYSf( aussi [L3]).

L'inégalité de Margulis-Ruelle reste valable lorsgie’est plus inversible.
Dans ce contexte, Ledrappier a étudié le cas des transformations de l'intervalle
[L1] et celui des fractions rationnelles sBt [L2]: ici encore, la formule de
Pesin est satisfaite si et seulement st absolument continue par rapport a la
mesure de Lebesgue. Plus récemment, Qian et Zhu [QZ] ont étendu ce résultat
au cas d’endomorphismes de clagsedont le logarithme du jacobien egt
intégrable. Cet article concerne les applications méromorphes, nous obtenons la
généralisation suivante du théoreme de Ledrappier [L2]:

Théoréeme 1.1. SoientX une variété compacte complexe de dimengionu-
nie d'une forme de Kéhle®. Soientf: X — X une application méromor-
phe, © une mesuref -invariante ergodique qui intégre les fonctions quasi-
plurisousharmoniques et dont les exposants . . ., Ax) sont strictement posi-
tifs. Si l'égalitéh,(f) = ZZLMJ est satisfaite, alorg: est absolument
continue par rapport & la mesure volume sxir

Nous présentons a la section 2.2 une famille de systé&Xes$, ) vérifiant
les hypothéses de I'énoncé. Elle contient en particulier les syst@hes, ),
ou f est un endomorphisme holomorphe®Bede degré algébrique > 2 et
wu la mesure d'équilibre dd (cf. I'article de Sibony [S] pour une étude de la
dynamique de ces applications). La définition des fonctions quasi-plurisous-
harmoniquesdpsh est rappelée a la section 2.1. Leur intégrabilité entraine
I'existence des exposants geainsi que I'intégrabilité des fonctions du type
log dist(., 7) ouJ estun sous-ensemble analytiquedeCette propriété découle
du fait queX est kahlériennecf. section 2.1). Notons aussi que le facteur 2 dans
la formule de I'énoncé provient du caractére complexe des exposanats de

Dans le cas particulier des system@, f, ), I'entropie deu est égale a
klogd et ses exposants sont minorés parJa[BD1]. Le théoréme 1.1 montre
donc queu est absolument continue lorsque ses exposants sont minimaux. Au
vu des résultats de [BDu] (théoreme 1) et [DD] (corollaire 1.4), nous obtenons:

Théoréme 1.2.Soientf un endomorphisme holomorphe Blede degré algé-
briqgued > 2 et u sa mesure d’équilibre. Les quatre assertions suivantes sont
équivalentes:
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1. La dimension de. est maximale, égale 2k.

2. Les exposants de sont minimaux, égauxlag+/d.
3. La mesurau est absolument continue.

4. f estun exemple de Lattés.

Rappelons que la dimension deest la borne inférieure des dimensions de
Hausdorff des boréliens ge-mesure totale et qu'un exemple de Lattés est un
endomorphisme d&* faisant commuter un diagramme du type:

A—D>A

Jfl

Pk — 5 kK

ou A est un tore complexe de dimensign D une dilatation affine et un
revétement galoisien fini. Il existe de tels endomorphismes en toute dimension
k et de tout degré (cf. [D], remarque 4.5). lls généralisent les fractions
rationnelles introduites par Lattés [La] en dimensiorcfl (‘article de Milnor

[Mi]). Notons que Cantat [Ca] a étendu lI'implication 3 4 au cadre des
transformations rationnelles (non inversibles) des surfaces complexes compactes
kéhlériennes, en adoptant une définition plus générale pour les exemples de
Lattés. Dans ce cas, il devient nécessaire de faire I'hypottiése p?, ol

d; désigne le degré topologique de I'applicationoglie rayon spectral de son
action sur la(1, 1)-cohomologie réelle. On trouve aussi dans [Ca] un exemple
de transformation rationnelle sur une surface projective ne satisfaisant pas cette
condition de résonnance et pour laquelle I'assertion 3 n'implique pas la 4.

La démonstration du théoréeme 1.1 reprend la stratégie de Ledrappier [L1],
[L2] en dimension 1¢f. aussi [L3], [LS], [LY] et [P1]). Nous travaillons dans
X, I'espace des orbites dE, dont on notex = (X,)nez l€s éléments. Soient
7o: X — X la projection définie paio(R) = Xo et v la mesure suK vérifiant
u = 1o, (v) (cf. section 2.3). Il s’agit de montrer que les mesures conditionnelles
dev relativement a unpartition de Pesim de X sont absolument continues. I
s’ensuit que la mesure image= o, (v) est elle aussi absolument continue.

La construction de la partition fait 'objet de la proposition 1.3 ci-dessous.
Elle repose sur I'existence des variétés instables localés teus introduirons
celles-ci a I'aide des branches inverses des itéréslddong d’'orbites typiques
(cf. section 3.1). En particulier, nous ne ferons pas appel a la théorie de Pesin.
Dans le cadre holomorphe, I'existence de ces branches inverses a été établie par
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Briend-Duval [BD1]. Dans le cadre méromorphe, une difficulté apparait avec
'ensemble d’indéterminatiofi de f. Nous la traitons grace a la régularité de
w: l'intégrabilité des fonctiongpshnous assure qu’une orbite négative typique
s’approche lentement de I'ensemble analytigyef. [DD], et aussi [DS1]).

Notons que I'extension naturell&, g, v) présente lI'avantage d'étre un sys-
teme dynamiquénversible(g est le décalage a gauche). Nous appliquerons le
théoréme de Birkhoff § et a son inversg—! dans les démonstrations des propo-
sitions 4.1 et 1.3-(6). De plus, les égalités(f) = h,(g) = h,(g™?) seront
cruciales dans la preuve de la proposition 1.3-(4).

Avant d'esquisser la démonstration, précisons comment est organisé 'article.
La deuxiéme partie est destinée a préciser les notations et le cadre de travail.
Nous introduisons dans le paragraphe suivant les variétés instables locales de
f. La construction de la partitiom et la démonstration de la proposition 1.3 ci-
dessous occupent le quatrieme paragraphe. On donne ensuite la démonstration
du théoréme 1.1. Nous conseillons le lecteur de commencer par I'appendice, ou
sont rappelés les résultats classiques de théorie ergodigue utilisés.

Donnons a présent quelques éléments de démonstration. La proposition suiv-
ante est au coeur de la preuve, les notations sont précisées juste aprés I'énoncé.

Proposition 1.3. Il existe une partition mesurable de X telle gue pourv-
presque touk et pour toutn > 1 :

. 7o est injective sumy.

. f" estinjective surr (97"n),.

. hy (@™ =H@ ™"y | n).

. Lao-algébre engendrée par lesalgébres(M(g—"n))n=0 coincide avec
M.

1
2
3. nyx est constitué d’'une famille dénombrable d’atomegd#;.
4
5

6. La fonction
LG0:= [ Aoy dmy)
7o
vérifie0 < L(X) < 400 pour v-presque touk € X.

La mesurem est la mesure volume induite par la forme de Kahdesur
X, et la fonction Jad est le jacobien de I'applicatiofi. On désigne pam
(resp. M(g—"n)) la o-algébre deX engendrée par les-négligeables et par
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FORMULE DE PESIN ET APPLICATIONS MEROMORPHES 397

les boréliens (resp. par les boréliadginiond’atomes de la partitiolg="7).
L'entropie conditionnelle d’'une partitionpar rapport a une partiticghest notée
H(¢ | £). LafonctionA(X, .) est définie par

AR Y T R
Y e AR =T gy

oung est 'atome de la partition contenank. L'applicationoy est l'inverse de

7o en restriction a I'atomey, (bien définie par le point 1).

Nous verrons que la partition est définie comme le joint d’'une famille de
partitions(g"&)n=0, OUE est I'intersection d’'une unio de variétés instables
locales avec le tiré en arriére payd’une partition? de X. L'endomorphismef
estinjectif sur les atomes d&(par constructiongf. section 2.4), ce qui entraine
les points 1 et 2. Le caractére générateur de la parti@fi lemme 4.1) donne
les points 4 et 5. Enfin, les points 3 et 6 découlent du fait que les atomes de
n contiennent des morceaux de variétés instaliedémme 4.2-(3)). Notons
gue la convergence du produit infini est assurée par la stricte positivité des
exposants dg.

Voyons maintenant comment la proposition 1.3 entraine le théoréme 1.1. Con-
sidérons(vg)4.x une famille de probabilités conditionnelles pour la partition
(cf. théoreme 6.1) el la mesure de probabilité st “a densité” définie par:

VB e M, gg(B) := A(X, oz (y)) dm(y).

LX) JroBrmg)

Il s’agit dans un premier temps d’identifier les mesurgst g; pourv-presque
toutX. Par définition de I'entropie conditionnellef( section 6.3), le point 4 de
la proposition 1.3 s'écrit:

ho(@ = H@g ™ | m) = — /? logvs [(g™n),] dv ().

Par ailleurs, le caractére décroissant @¢la formule de changement de variable
entrainentgf. lemme 5.3):

/?IogJacf”(xo)dv(f() = —/ilogq;( [(97"n),] dv(R).

On identifie les quantités précédentes a l'aide de la formule de Pesin (notre
hypothése), écrite sous la forme:

hu(g“)=/AlogJacf”(xo)dv(>A<).
X
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398 CHRISTOPHE DUPONT

On montre ainsi que lemoyennedes fonctionst — logvg [(97"n),] et
% — logag [(97"n), ] coincident. L'égalitéponctuelledécoule de Iinégalité
de convexité de Jenseof( lemme 5.5). On a donc pour tonte N et pour

v-presque touk:

Ak [(97"m);] = vx [(97"n)g] -
Puisque lao-algébre engendrée par la familld1(g—"7))n>0 coincide avec la
tribu borélienneM de X (cf. point 5), la ligne précédente entraiqe= vy pour
v-presque touk. On adonw = [5 gz dv(X). On exhibe ainsi une densité pour
la mesureu = mo,(v) en terme de la fonctionh (cf. lemme 5.7), celle-ci est
donc absolument continue par rapporha

2 Généralités
2.1 Le cadre de travalil

Soit (X, w) une variété compacte kahlérienne de dimengioi®©n noted (ou
dist ) la distance$2 la forme volumew* et m la mesure volume induite pa.
Pour toutx € X etr > 0, on désigne paBy(r) (resp. By(r)) la boule ouverte
(resp. fermée) centrée a&ret de rayom. Le diamétre et la frontiere d’une partie
A sont notés respectivement digi) et d A, la distance entre deux partidset

B est notée distA, B). On désigne par Ligh) la constante de Lipschitz d'une
applicationh: U — X définie sur un ouvett) de X.

On se fixef : X — X une application méromorphe. Soighson ensemble
critique etZ son ensemble d'indétermination. Le jacobienfdest défini comme
la fonction Jacf vérifiant la relationf*Q = Jacf.Q2, ou f*Q est I'extension
triviale de(fx\;)*2 a travers]. Cette fonction est positive et de clags® en
dehors def. On noteDyJacf sa différentielle au poink. On suppose que
f est dominantei.e. que la restriction de Jat aux ouverts dexX n’est pas
identiguement nulle.

SoitV: R* — R, la fonction définie par:

V() :=sup{|DyJacf|, x € X, dist(x,7) > t}.
Puisquef est méromorphe, il existe des constantesR?* ets € N* telles que:
V) <tt? 1)

(cf. [DD], lemme 2.2). Cette inégalité est importante pour la convergence du
produit infini A (cf. lemme 3.3).

Dans toute la suite est une mesuré -invariante, ergodigue et vérifie les
propriétés suivantes:
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1. Les fonctiongjuasi-plurisousharmoniques (gpstontu-intégrables.
2. Les exposants ge sont strictement positifs.

Rappelons qu’une fonctiam: X — RU {—o0} estqpshsi elle esm-intégrable,
semi-continue supérieurement et vérifldu > —cw, olic > 0. Autrement

dit, u est localement la somme d’une fonctipshet d’'une fonction lisse. La
condition 1 entraine que pour tout ensemble analytigue X, la fonction

log dist(., 7) estu-intégrable. En effet, puisque est une variété kahlerienne,
cette fonction est minorée par une fonctigpshsur X (cf. [DS2], App. A.1).

En particulier,.(J) = 0 et les fonctions log (D f)** ||, log Jacf (x) sont -
intégrables. Cela se vérifie en majorant leurs valeurs absolues par une fonction
du typec; — ¢y log dist(x, F), ouc, etc, sont des constantes positivesfeest

un ensemble analytique construit a I'aideZdet C (cf. [DD], §2.1).

Les exposants de sont en particulier bien définief{ [Ar], Chap. 3), nous
les noterons en ordre croissant< ... < Ax. Puisque les exposants du systeme
(X, " w) sont(nAy, ..., nAk), on dispose des égalités suivantek (Ru2]),
importantes dans notre démonstratiof emme 5.1):

2n(xl+---+kk)=/ logJacf"dpu. (2)
X

Signalons que la condition 2 est cruciale pour construire les variétés instables
locales def (cf. section 3.1). Dans toute la suite, on fixe- 0 trés petit devant
le plus petit exposarit;.

2.2 Exemples

Soient(X, w) une variété compacte complexe kéhlérienne de dimersien
f: X — X une application méromorphe dominante. On ndtde degré
topologique def et x son(k — 1)-ieme degré dynamique défini paf.([RS],

[DS3)):
1/n
x = lim (/ f”*a)k_l/\a)) )
n—oo X

Lorsqued; > x, Guedj [G] et Dinh-Sibony [DS2] ont montré que la suite de

mesures 1
— k
Wn 1= @ f"w
converge vers une mesure de probabilité invariante et ergogigd&ntropie
logd; (cf. [RS] pour le cas de I'espace projedHf). Cette mesure intégre les
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fonctionsgpshet ses exposants sont strictement positifs: les conditions 1 et 2
ci-dessus sont donc satisfaites. Plus précisément, ses exposants sont minorés par
log/d;/x. Ainsi, sous I'hnypothése de minimalité des exposants, la formule de
Pesin est vérifiée si et seulement$i = x.

LorsqueX = Pk et f est un endomorphisme holomorphe de deyré 2,
on ad = dX et x = d“1. Dans ce cas, la minimalité des exposants entraine
automatiquement la formule de Pesin.

2.3 Extension naturelle

Soit X I'espace des orbites défini par:
X = {)A( = (Xpnez» F(Xn) = Xn+1} c XZ.

On munit cet ensemble de la topologie produit et de la tribu borélighnea
projectionX — Xq est notéerg et g est le décalage a gauche SCr de sorte

que f o g = 7o 0 g. On désigne par I'unique mesure de probabilité s
invariante pag vérifiantv(no‘l(A)) = w(A) pour tout borélielA de X. Elle est
ergodique, can est ergodique. Notons que I'existence de cette mesure résulte
du théoréme de prolongement de Kolmogordiv [CFS], Chap. 10, §4).

On dit gu’'une partie dX estv-négligeablesi elle est incluse dans un borélien
de v-mesure nulle. SoiM la o-algébre obtenue en complétant la triBuel-
ativement a la mesure. Autrement ditM est engendrée par les boréliens et
les ensembles-négligeables. Cette complétion s’avere nécessaire pour que
la classe des partitions mesurables soit stable par I'opératipnodeit v (cf.
section 6.1).

SoitY le sous-ensembig-invariant:

Y={xeX, % ¢CUT,VneZ}.

Ce borélien est de-mesure totale car ne charge pas les ensembles analytiques.
Autrement dit, une orbite-générique éviteC et 7. Pour ne pas alourdir les
énoncés, nous identifieronset Y.

Nous terminons cette section par deux lemmes élémentaires.

Lemme 2.1. Il existe deux fonctions mesurablesg : X —]10, 1] telles que
pour v-presque touk et pour toutn > 0:

Jacf (x_n) > a(X)e™™ et dist(x_n, 7) > 28(X)e .
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La preuve, laissée au lecteur, repose sur le théoréme ergodique de Birkhoff
appliqué respectivement aux fonctions intégratiles logJacf (xp) etX —
log dist(xg, 7) (cf. [DD], lemme 2.2).

Lemme 2.2. Soientc € X et[a, b] un intervalle non trivial deR* . Il existe
s € [a, b] et une fonction mesurabje: X —10, 1] tels que:

VR v-p.p., ¥n > 0, |dist(c, X_n) — S| > y(X)e . (3)

Autrement dit, les orbites-génériques négatives s’approchent lentement de la
frontiére de la bouleB.(s).

Démonstration. D’aprés la proposition 3.2 de [LS], I'ensemble des réeks
[a, b] qui vérifient:

Y ufye X, |distc.y) —s| <e ™} < +oo (4)
n>0

est de mesure de Lebesg(e— a). Fixons un tel réek. L'invariancede v
entraine:
> v{yeX, [dist(c,y_n) —s| <e ™} < +oo.

n>0

Le lemme de Borel-Cantelli implique alors:
VX v-p.p., InNg(X) € N,Vn > ng(X), |dist(c, Xx_,) —s| > e .

Il existe donc une fonction mesurable X —10, 1] vérifiant (3). Notonsqu’elle
est presque partout strictement positive, car la frontieg.d® est deu-mesure
nulle (cf. ligne (4)). O

2.4 Lapartition P de X

Elle interviendra dans la construction de la partitiorRappelons que est petit
devant le plus petit exposani.

Proposition 2.3. Il existe une partition finie? = (Pj);c(1,...ny de X en ensem-
bles ouverts telle que:

1. L'application f est injective en restriction a chaque atofg
2. Il existe une fonction mesurabte X —10, 1] vérifiant:
VX v-p.p.,Vn € N, d(X_p, 9P) > §(X)e™"
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ou a7 désigne la réunion des bords des Ouvéms)jc1,... nj. Autrement
dit, les orbitesv-génériques négatives s'approchent lentement de la fron-
tiere des atomes dg.

On consultera I'article de Buzzi [B], 83 pour une démonstratici (L2]
en dimension 1). Lidée est de découp¢ra l'aide d’hypersurfaces réelles
s’appuyant sur 'ensemble critiguget sur I'ensemble d’'indéterminatidn On
perturbe ensuite ce découpage pour réaliser le point 2 (on peut utiliser a cet effet
la proposition 3.2 de [LS] comme dans le lemme 2.2).

DorénavantP est une partition d& vérifiant ces propriétés. On nof&z)
'atome de? contenant le poinz € X et on appelleP-adresse d& la suite
p(X) définie par:

> )

{1,..., NN
(

Tp .
? an)neN tel queP,, = P(X_n).

—>
—
Notons que l@’-adresse d& ne concerne que “le passé” de

3 \Variétés instables locales

Nous les construisons a I'aide des branches inverses des itéréedaeparti-
culier, nous n'utilisons pas la théorie de Pesin.

3.1 Branches inverses

Pour toutk € X, on note (lorsqu'elle existef), " la branche inverse d&” définie
au voisinage de vérifiant f, "(xo) = x_n. La proposition suivante stipule que
pour v-presque touk, les branches inverses le long Klesont définies sur des
boules ouvertes non triviales. La stricte positivité des exposanis el ici
cruciale.

Proposition 3.1. Il existe des fonctions mesurablesX —10, 1] etC : X —
[1, +o0f telles que poup-presque touk et pour toutn > O:

1. f," est définiesur By, (r (X)).
2. Lip (f;") < C()e 4179 sur By, (r (X)).
3. dist (f,"[ By, (X)) ] . 7) = (e,

4. £ By (r(R) ] € P(Xon).
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Les points 1 et 2 ont été démontrés par Briend et Duval [BD1] dans le cadre
holomorphe, le cas méromorphe est traité dans I'article [DD]. Nous ne repro-
duisons pas la preuve. Les points 3 et 4 s’obtiennent en utilisant la décroissance
exponentielle des branches inverses et I'approche lente des orbites négatives vers
7 et vers les frontiéres des atomesZ®écf. lemme 2.1 et prop. 2.3-(3)).

Nous posons pour totit € X:

WK, r(R) = {2e X/3t € B4,(r(X), ¥n>0, z_, = f,"(1)} c X.

Ce borélien s’identifie a une variété instable locale. On définitndfame
W (X,r (X)) en remplacant la boule ouverte par la boule fermée. Nous utilise-
rons souvent I'observation suivante, qui découle de la proposition 3.1-(4):

Remarque 3.2.Les éléments d&/ (X, r (X)) ont la mémeP-adresse qué.

Il est clair qu’un pointz de W (X, r (X)) est entiérement déterminé par sa
condition initialez. Ainsi, I'inverse de la restriction deg @ W (X, r (X)), noté
Sk, est bien défini. Le lemme suivant stipule que la foncttomtroduite dans
la proposition 1.3 existe bien sur les variétés instables locales.

Lemme 3.3.Pour v-presque touk, la fonction

( ) By (r (%)) —> R’
A (X, () : o
y — npzlm

est de class€, strictement positive et bornée.
Démonstration. La preuve consiste a vérifier que la série de terme général:

Jacf ([se(y)l-p)

-1
Jacf (X_p)

vp(y) =
converge uniformémermrﬁxo(r (X)). Notonsy := s;(y). D'aprés l'inégalité
des accroissements finis, I'inégalité (1) et la proposition 3.1-(2),(3), on a:

1Jacf (y_p) — Jacf (x_p)| < V(BER)EP)A(Y_p, X_p)
T - (Crg=%)(x)e Ph—+de)

A

Le lemme 2.1 entraine alors:
VY € By (r(R) , |vp(Y)| < 7 - (Crp~%/a)(R)e Phi=(H)e)

On a ainsi majoré la fonction, par le terme général d’'une série convergente.
La stricte positivité de\ provient de I'injectivité des applicatiord, ")n=o sur
By (1 (X)). O
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3.2 Définition du borélien A4 de X

Il intervient dans la définition de la partition Ce borélien est défini comme
une réunion de variétés instabl®s(2, r (2)) dont le rayorr et la constante de
Lipschitz C (cf. lemme 3.1) sont uniformément bornés et dont les conditions
initialeszy sontlocalisées. Fixonsassez grand ete X de sorte que le borélien:

V:={C < p}n{r = 1/p} Nmy [Be(1/4p)]

soit dev-mesure strictement positive. Fixons égalenseat[1/4p, 1/2p] véri-
fiant la conclusion du lemme 2.2, ce choix s'avérera utile dans la preuve du
lemme 4.2. On définit le borélied de X par

A= JW@r@)nmyt[Be(s)].
2eV

Sav-mesure est strictement positive (il contiéﬁ) et pour toutz € Vv, les
applications f,")ney sont bien définies suB.(s) (on as < 1/2p etr > 1/p).

Le lemme élémentaire suivant permet de localiser les poinﬁz dans une
des variétés instables locales qui définissganla P-adresse d& est définie a
la section 2.4).

Lemme 3.4.Soientz € V et € W(2,r(2)). Siy € X vérifie:

e ¥ etw ontla mémeP-adresse.

« dist(yo, €) < s(en particulier siy € A)
alorsy € W(z,r(2).

La démonstration découle immédiatement de l'injectivitéfden restriction

aux atomes de (cf. prop. 2.3-(1)).
4 La partition n
4.1 Une partition intermédiaire &

Soient? la partition deX introduite & la section 2.4 el le borélien deX défini
a la section 3.2. On définit la partitignde X par:

£=m'(P)\/ {4, A%} (5)

Nous poserons par la suite= \/pzo gPe. Pourjoum > 1, soit&, la partition
gl& v ... v g"E. Les partitionst et &, de X sont d’entropie finie (elles
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possédent un nombre fini d’'atomes) et sont mesurables. De plus, elles vérifient
la propriété suivante:

Proposition 4.1. Pour toutn € N, la partition mesurablé, est génératrice pour
I'automorphismeg™".

Démonstration. Nous traitons le cas = 1, on procéde de méme pour un entier

n quelconque. Puisqug A) > 0, le théoréme ergodique de Birkhoff entraine:

VX v-p.p., 3(P)jen, ¥j €N, gPI(R) € A.
Par définition deA, il existe pour toutj € N un élémeng; < V vérifiant:
gPi(R) e W&, r(&)). (6)

Fixonsy € [\/,z 9P§](%) et montrons qu& = ¥, i.e. que lonay ¢ =
X_q pour toutq € N. PuisquegPi (X) et gPi (y) sont dans le méme atome de
\/peZ gPg, alorsgPi (X) etgPi () ontla mémeP-adresse (car > yro‘lT) et cette
adresse est celle dg (d’apres (6) et la remarque 3.2). De plg®j(y) € A
cargPi(X) e Aet\/ ,gPs > {A, A°}. Le lemme 3.4 applique a; v,
gPi(X) € A etgPi(y) € A montre qugPi (y) € W(4;,r(4;)). On a donc par
définition des variétés instables:

Vq € N’ VJ 2 07 d(Y—an—q)

IA

d(Y—q, (@j)—pj—q) +d((@j)—p;—q, X—q)
2C(éj)e‘(pj +q)(h1—€)
26 (P +01-0)

A

IA

car 4 € V c {C < p}. On obtient alorsy_q = x_q lorsque j tend vers
Pinfini. O
4.2 Définition den et premiéres propriétés
Soitn la partition décroissante ¢ définie par:
n:=\/g%.
p=0

C’est une partition mesurable carest elle-méme mesurablef( section 6.2).
Les propriétés suivantes seront utiles pour établir la proposition 1.3. Rappelons
queBc(s), V et A sont définis a la section 3.2.
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Lemme 4.2.

1. Les éléments dg; ont la mémeP-adresse qué.
2. Soientk € A etz e V tels quex € W(Z, 1 (2)). Alorsng € W(Z 1 (2)).

3. Il existe une fonction mesurabté: X —10, 1] telle gue poun-presque
tout X,

a)0<r'(X) <rx <1,
byvn >0, ;" (By(r'(R)) C Bc(s) ou Bc(s)S,
c) W(X,r'(R) C ns.

Démonstration. Le point 1 est clair, cavy-og“€ > V=09 (; *P). Le point 2
provient dulemme 3.4 appliqué aux élémenteng: X ety ont mémeP-adresse
(pointl) ety € A (carX € A ety > {A, A°}).

Démontrons le point 3. C’est ici gu'intervient le choix du réaffectué a la
section 3.2: il nous assure que le diametref gé (BXO (r (ﬁ))) décroit beaucoup
plus vite que la distance entre, et le bord de la boul®.(s). Posong’ :=
min{r, y/2C}, ou les fonctiong, C sont définies a la proposition 3.1 gtau
lemme 2.2. Pour toudy € By, (r'(X)) et pour toun > 0, on a:

NA1+ne )/()2)
2C(X)

1
> e Mt d(c, X_p) — S|

1
5 |d(C, an) - Sl

d(x-n, f;"(20)) = C(X)e

A

A

IA

On en déduit que si(c, X_n) > s (resp. <) alors ;" (B, (r'(%))) C Bc(s)°
(resp. B.(s)). La fonctionr’ réalise donc a) et b).

Vérifions que b) entraine c), c’est a dire quié W (X, r’(X)) est contenu dans
un atome d& = {A, A%} v no_l(’P) pour toutn > 0. Puisquea’ <, les
éléments dg "W (X, r'(X)) ont la mémeP-adressedf. remarque 3.2) et donc
g "W(X, r'(X)) est contenu dans un atomezdgal(’P). Venons-en a la partition
{A, A°}). D'apres b), deux cas se présentent. fSf (on(r/(f())) C Bc(s)°,
alorsg™"W(X, r'(X)) C A€ par définition deA. Si

fe" (B (' (%)) C Be(9) (7)
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alors on dispose des implications:

g"X) eA=g"WEKrX)cA et
g"X) ¢ A= g "WEKr'x)cAC.

Commencons par vérifier la premiere implication. Pour fpat W (X, r'(X)),
g~ "(X) etg " (y) ontlamémeP-adressedf. remarque 3.2) etlaligne (7) entraine
f){”(yo) € Bc(s). Le lemme 3.4 fournit alorg™"(y) € A.

Passons a la deuxieme implication. Supposons par I'absurdg §u® ¢ A
et qu'il existey € W(X,r'(X)) tel queg="(y) € A. |l existe alorsz V tel
queg "(y) € W(Zr(2). Puisqueg "(X) etg "(y) ont mémeP-adresse et
fo"(X0) € Be(s) (par laligne (7)), on @ "(X) € W(2,r(2) C A. Contradic-
tion. O

4.3 Deémonstration de la proposition 1.3

1 —mg est injective surng. Soienty, 2 € g tel queyy = 2. Il s'agit de vérifier
quey_p, = Z_p pour toutp > 1. Pourp = 1, on remarque qu_i, Z_; sont
dans un méme atome de (cf. lemme 4.2-(1)) sur lequet est injective ¢€f.
proposition 2.3-(1)). On procéde par induction paue 2.

2 — f" est injective surmo (g™"ng). Pourn = 1, on observe qug™'n est plus
fine quer, *P et quef estinjective sur les atomes de On traite encore le cas
général par induction.

3 —ny est constitué d’'un nombre dénombrable d’atomes dg—"»5. Puisque la
partitionn est décroissante, chacun de ses atomes est réunion d’atogies;de
Le point 1 montre qué € 74 est entierement déterminé par sa condition initiale
Zo. Il suffitdonc de montrer guey (n5) estrecouvert par une famille dénombrable
d’ensembles du typeo([g—"7n];). C'est bien le cas puisque ceux-ci contiennent
des ouverts d&X. En effet, le lemme 4.2-(3) entraine:

vzv-p.p., [0 =97" (ng2) D 97" [W (9" (D, r'(0"(2)]

our’ est une fonction strictement positivepresque partout.

4—-h,(@") = H(@ "n | n). Rappelons qua,(g") = h,(g™") (cf. section 6.3).
D’aprés la proposition 4.1, la partitigy = g~ v - - - v g"& est un générateur
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d’entropie finie poug™". Le théoréme 6.2 entraine alors:

h(@™ = hu(@™ &) =H (&l Vo1 660
= H(g% Vv v gelV 0 0%)

= H (g*lg VeevgTiE v <\/p20 gps) | \/Piog%)
= H@""n|n.

5 — La sous-algébre\/,._, M(g~"n) coincide avecM. Il s’agit de vérifier que

la partition\/,,., 9 "n est équivalente a la partition en poiatécf. section 6.2),
autrement dit, que les partitiorig"n)n=0 Séparent les points d’'un ensemble
v-générique. Le caractére décroissanidmtraine:

p
VR v-p.p., ¥p =0, () (97"n),; = (97"n); = [ \/ g”s} (%).

n=0 n=-p

Lorsque I'on fait tendrep vers l'infini, on obtient:

V& v-p.p., [ (97"n); = {\/ g”%} ®) = {x}.

n>0 nez

caré est un générateur pour I'automorphisméf. proposition 4.1).

6.1 — La fonction L est finie v-presque partout. Observons que d’apres les
lemmes 3.3 et 4.2-(2), estfinie sur le borélier. Soit maintenart un pointv-
générique. D’apres le théoreme de Birkhoff, il exipte Ntel queg—P(X) € A.
Commeng = gP [(g_pn)g—l)(f()], on obtient ¢ désigne I'inverse de la restriction
demg ang, cf. point 1):

LX) = /( A(X, oz (y)) dm(y)
7o\ Mk
-/ AR, a2(y)) dm(y)
ﬂoogp[(gfp'l)gfp(x)
= / A(X, ox(y)) dm(y).
f pO”O[(gfpn)g*P(i)

L'application f P est injective sur les projections (pag) des atomes dg P
sur X (cf. point 2). La formule de changement de variable et la relation de
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commutationf P o 7o = 7 o gP entrainent alors:
LR = / A (%, o3 (fP(w))) Jacf P(w) dm(w)
ﬂo[(g‘pn)g—p(;@
= / A ()? gPo ag—p(;()(w)) JacfP(w)dm(w).

ﬂo[(gfpﬂ)gfp(x)}

En utilisant la définition de\ et I'inclusion (g=Pn)g-p) C ng-rx), ON Obtient:

LX) = / A (g"’(f(), ogfp(g)(w)) JacfP(x_p) dm(w)
NO[(g_p’))g—P(i)

/ A (97P(R), og-py (w)) Jac f P(x_p) dm(w)
”0(’79*P<X>)
= JacfP(x_p) L@ PXR)).

Cette quantité est finie, cgr P(X) € A.

6.2 — La fonction L est strictement positivev-presque partout. Rappelons
gues; estl'inverse de la restriction dg a W (X, r (X)) (cf. section 3.1). D’aprés
le lemme 4.2-(3)s; etoy coincident surro(W (X, r'(X)) avec l'inverse derg en
restriction aW (X, r’(X)). Les lemmes 3.3 et 4.2-(3) fournissent alors:

LX) = / A, ox(y)) dm(y) = /B A(X, sx(y)) dm(y) > 0.
7o\ M8

3o (1 (%))

5 Démonstration du théoréme 1.1.

Nous montrons que si la formule de Pesin

k
hu(f)=2> 2 (8)
i:l

est satisfaite, alorg est absolument continue par rapport a la mesure volame
sur X. Les arguments qui suivent sont classiqudsgar exemple [L3]). Nous
utilisons chacune des propriétés vérifiées par la partitiddn note(vg) . Une
famille de probabilités conditionnelles deelativement & etqg la mesure de
probabilité surX définie par:

VB e M, gz(B) := A(X, ox(y)) dm(y)

L ()A() o(BNng)
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ol oy désigne l'inverse deg en restriction &y (cf. prop. 1.3-(6)).

Lemme 5.1.Si la formule de Pesin (8) est vérifiée, alors

vn>1, h,(g") = /Alog Jacf"(Xg) dv(X).
X

Démonstration. Puisque I'on &, (g") = h,(f") = nh,(f) (cf. section 6.3),
la ligne (8) entraind, (g") = 2n Z!‘Zl Ai. On dispose d’autre part de I'égalité
(cf. laligne (2), section 2.1):

K
ZnZAi =/ log Jacf"(x) du(X).
i=1 X

On termine en exprimant cette intégrale I'aide de la mesuser; (). O

Dans les deux lemmes qui suivent, nous exprimons les membres de I'égalité
du lemme 5.1 a I'aide des mesugset vy.

Lemme 5.2.Pour toutn > 1, on a:

h, (@) =H@ " |n = —filogvx [(97"n),] dv(X).

Démonstration. La premiéere égalité provient de la proposition 1.3-(4) et la
deuxiéme de la définition de I'entropie conditionnelle. O

Lemme 5.3.Pour toutn > 1, on a:

/AlogJacf”(xo)dv(f() = —/;|qu§( [(97"n),] dv(X).
X X

Démonstration. Nous utilisons ici le caractére décroissantds la formule de
changement de variable. Pour simplifier I'écriture, nous traitons e casl.
Puisque 'on gg™'n), = g™* (ngw). la fonctionw définie par

e 770[(9_177);(] — 770[’7902)]
) X — f (%)

est surjective. D’autre part, la partitionétant décroissante, on a l'inclusion
(97'n), C nz. L'applicationW est donc injective d’apres la proposition 1.3-(2).
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On en déduit pour-presque touk:

G [(07Mn),] LB = / A(X, ox(t)) dm(t)
770[(9717/);(]
-/ AR, o3(1) dm()
7009 ng
= / A (R, g7 o ogy (W (1)) dm(t).
Wtomo[ g |
La formule de changement de variable entraine alors:
s [(9_177);(] LX) = / o] A ()2 g‘1 o ag(;()(u)) JacW‘l(u) dm(u)
770 Mg(%)
= f o] A (&, g o ogs (W) [Jact (00 g1 0 oy (W))] ™ dm(u)
7ol Ng(%)

_ / A (9(R). o (W) [Fac f (xo)] L dm(u)
7ol Ng(%)

= L(g®) - act (x)] .
ou le passage de la deuxiéme a la troisieme ligne provient de la définitian de
On en déduit I'égalité:
L(X)
LX)
On termine la preuve en intégrant (9) par rapporte en utilisant I'invariance

dev. Comme lafonction lod. n’est pas a prior-intégrable, nous faisons appel
au résultat suivant (on note logy) = min (logu, 0)):

VX v-p.p., logJacf (xg) + log

—logag [(@7'ms].  (9)

Lemme 5.4 ([LS], Prop. 2.2).Soitg une fonction mesurable positive SXir Si
log™ (¢ o g7*/¢) estv-intégrable, alors:

-1
/Iog(‘pc’g )dv:O.
X ¥

Vérifions quep = L o g satisfait les hypothéses de ce lemme. La fonction
@ est positive et finie-presque partout d’'aprés la proposition 1.3-(6). Pour la
propriété d'intégrabilité, la ligne (9) fournit:

L(X)
Loo® < log Jacf (xp)

Vke{L<Log}, 0<—log

Bull Braz Math Soc, Vol. 37, N. 3, 2006



412 CHRISTOPHE DUPONT

cargg est une mesure de probabilité. Puisque la fonctien log Jacf (xp) est
v-intégrable ¢f. section 2.1), on obtient:

_ L L
A‘Iog <—Log> ’dv_/{LSLOg}—Iog (—Log> dv < +o0.

Cela termine la preuve du lemme 5.3. O

Nous montrons maintenant que les mesggest v; coincident poup-presque
tout X. On établit tout d'abord qu’elles sont égales sur les éléments de la
algebreM(g—"n), ceci pour tout > O:

Lemme 5.5. Pour v-presque touk et pour toutn > 0, on a:

A [(97");] = ve[(97"n);]- (10)

Démonstration. Les lemmes 5.1, 5.2, 5.3 et I'inégalité de convexité de Jensen
entrainent:

R CON o [(97),]
0= /ilog—vX [(g s ] dv(X) < Iog/ (g s ] dv(X). (12)

Une égalité dans (11) entraine (10) car la fonction logarithme est strictement
concave. Vérifions donc que le membre de droite de (11) est nul. Comme
les mesuresl; et vy ne dépendent que de I'atomg, on a par définition des
probabilités conditionnelles:

% LG 4 g f[ ok [(9™"n)]

dvg(f) | dv(R).
% vz [(0 ;] v (@] V()} e

D’aprés la proposition 1.3-(3), 'atomg est une réuniodénombrablel’atomes
deg"n. Si(A)icn désignent ces atomes, on a:

CIx gz (A)
dvg(f 2(A) = R (A) =0g (ng) = 1.
/ (gn) = 20 (A ) = 2 (A) = )

Il y a donc bien égalité dans la ligne (11). O

On utilise maintenant le fait que te-algebre\/,_, M(g~"n) coincide avec
celle des boréliens d€ pour obtenir I'expression de:
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Lemme 5.6.La mesurev vérifie:

VB e M, v(B):qug(B)dv()A().
X

Démonstration. Notonsb la mesure définie par le membre de droite de I'énoncé.
Il suffit de vérifier queb et v coincident sur leg-algebresM(g—"n) lorquen
parcourtN. En effet, cela implique que ces mesures coincident swdlyebre
VhnenM(g™"n) qui n'est autre que I'algébre des boréliems(cf. prop. 1.3-(5)).
Rappelons queM(g—"n) est lac-algébre engendrée par lgs"n-ensembles
et les ensembles-négligeablesdf. section 2.3). Puisqué est absolument
continue par rapport a, les mesure$ et v s’annulent sur les ensembles
négligeables. Soit maintenaBtun g~"n-ensemblej.e. un borélien réunion
d’'une famille (A,)«ca d'atomes deg~"n. D’aprés la proposition 1.3-(3), pour
toutv-presque touk, B N ny est constitué d'une famille dénombraloh,; ) jcn
de tels atomes. Puisqueg etq; sont portées payy, le lemme 5.5 entraine:

v2(B) = ve (BN ng) = v2(UjenAg;) = Gz(UjenAg;) = Az(B Nng) = ax(B).
On obtient alorg/(B) = v(B) en intégrant par rapportu‘asur?. O

Nous terminons la preuve du théoréme 1.1 en exhibant une densité pour la
mesure de probabiliteé = o, (v).

Lemme 5.7. La mesureu est absolument continue par rapport a la mesure
volumem sur X. Plus précisément, elle a pour densité:

A (R, o) .
= —d
¢(U) ./A(u) I—()A() U(X)

oU A(u) := {X € X, u € mo(nw)}.
Démonstration. Le lemme 5.6 montre que pour tout boréliBnc X:

w(B) = v(rg'B) = / f ARaW) o dv
0 X ng[no_l(B) n n;(] L (),Z) '

Puisque I'on aro [, 1(B) N 1x] = B N 7o (11%), on obtient:

(B) f / AR o) 4oy | dmawy
= —Uy .
o B {)A(G)A(, ueno(r];()} L ()2)

La mesureu est donc absolument continue par rapport a la mesure vaiume
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6 Appendice: rappels de théorie ergodique

Nous présentons dans cette section les outils de théorie ergodique utilisés dans
cet article. Les résultats fondamentaux sont le théoreme de désintégration
d'une mesure sur les atomes d'une partitioesurable di a Rokhlin, et le
théoréme de Kolmogorov-Sinai, stipulant qu’une partition mesurgdbtetra-
trice et d'entropie finieréalise I'entropie. Les références générales sont les arti-
cles de Rokhlin [Ro1], [Ro2] et de Pesin [P2]. On consultera aussi I'appendice
du livre d’Anosov [An] et I'article de Coudéne [Co].

Nous nous plagons d’emblée dans le cadre du systeme dynaniqgev)
(cf. section 2.3). On rappelle qué désigne lar-algebre engendrée par la tribu
borélienneB et les ensembles-négligeablesdf. section 2.3). Notons que les
résultats présentés ici sont encore valables dans le cadre plus génésglates
de Lebesguéct. [Ro2], 81).

6.1 Partitions

Une partition de X est une collection de sous-ensembles disjoints et non vides
recouvrantun borélien dé dev-mesure totale. On notda partition en points de

X. Les éléments d’une partitignsont appeléatomeset on note indifféremment

& OUE(X) celui contenank. Un &-ensemblelésigne une réunion (quelconque)
d'atomes de&. On dit que deux partitions et ¢ sontéquivalentesi il existe

un borélienZ dev-mesure totale tel quig N Z = ¢x N Z pour toutk € Z. On
confondra implicitement deux partitions équivalentes. Une partitiestplus
finequ’une partitions (noté& > ¢) si on a&; C ¢z pourv-presque touk.

Etant donnée une partitich, on note:M(£) la sous-algébre déM engen-
drée par leg-ensembles d& et les ensembles-négligeables. Autrement dit,
M(§) est la complétée (pour la mesurg de lac-algébre engendrée par les
&-ensembles mesurables. Par exemple la sous-algébrecoincide avec celle
des boréliensM.

Soit (§)jen une famille de partitions dX. On notev;.nM(§) la plus petite
(i.e. l'intersection) des sous-algébres@tcontenant les éléments de la famille
(M(&))ien- Onnotevicnéi la partition dont les atomes sont les sous-ensembles
NienAi, OUA; € & . Observons que I'on avienéi) (X) = Nienéi (X).

Soité une partition deX d'atomeg&, )< . On note indifféremmerg(¢) ougé
la partition d’atomesg(£.))qe;- On a donagé); = g (&4-1%)). Une partition
£ est ditedécroissantsi g~1(£) est plus fine qué. La partition\/ p=0 gP(&) est
bien sOr décroissante. On ndte la partition\/IOZO g P(é). -
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6.2 Partitions mesurables

Une partitions de X estmesurablesi il existe une famille dénombrab{®,)nen
deé&-ensembles mesurables telle que

VC,C’ atomesdet, 3ne N,C C B, et C' C B
ou bien C c Bf et C' C B,.
La partition en points est un exemple de partition mesurable. (§)icn
désigne une famille de partitions mesurables, alors la partitiggg; est encore
mesurable et on M (Vienéi) = VienM (&) (cf. [Ro1], 83.3). En particulier,
si la partitionviné; est équivalente a la partition en poirtsalorsvinyM(&)

coincide avecM.
On dispose du théoréme fondamental suivahtfRo1], §3.1):

Théoreme 6.1 (Rokhlin).Soité une partition mesurable dX. Pourv-presque
toutx € X, il existe une mesure de probabilitg sur X telle que:

* g est portée par I'atomé; et ne dépend que de cet atome.

* pour tout borélienC de X, la fonctiong — v¢(C) est mesurable et on a
V(C) = [5 v2(C) dv(X).

Une telle famille est-presque srement unique et on I'appelle une famille de
probabilités conditionnelles depour la partition&.

6.3 Entropie et générateurs

Soient¢ et & deux partitions mesurables de L’ entropie dez et I'entropie
conditionnelle de& sachant sont définies respectivement par:

) = — /ﬁ logv(¢2) dv(®)

H(|§) := —/JOQ Vg 2 (¢z) dv(X)
X
ou (g 3)x est un systeme de probabilités conditionnelles geur la partitiont

(cf. théoréme 6.1). Par convention, on pgsec dv = 0 (resp.oc) siv(C) =0
(resp.> 0). On dispose de I'égalitél (¢ Vv £|&) = H(¢|§).
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L’ entropie dev relativement & et I'entropie dev sont définies par:

hv(9.2) == H(lg™¢ ) = Hl \/ g7P©)

p=1
h,(g) := sup{h,(g,¢) , ¢ partition mesurable dX} .

Pour toutn € N, on dispose des égalités(g") = h,(g™), h,(g") = h,(f")
eth,(f") =n.h,(f) (cf. [R02], §9).

On dit qu’une partition mesurableest ungénérateumpour I'automorphisme
g (ou g™') si pourv-presque toug, l'atome (\/ ., gP¢)(X) est réduit & X}
(cf. [R02], 83.5). Autrement dit; est un générateur si la partitidyipez gP¢
est équivalente a la partition en poiratsNous utilisons le résultat fondamental
suivant €f. [Ro2], 89):

Théoreme 6.2 (Kolmogorov-Sinai). Si ¢ est un générateur d’entropie finie,
alorsh,(9) = H(g, ¢).

Notons que I'existence d’'un générateur est assez fréquente, mais il est difficile
d’en trouver d’entropidinie (cf. [Ro2], §10).
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