Estudio Global de Sistemas Mecanicos*
ERNESTO LACOMBA ZAMORA
Seccion 1 - Introduccion

Este articulo tiene como propdsito el dar una descripcion de las variedades
invariantes en 3 sistemas mecanicos com simetrias, como una ilustracion
de la teoria de Smale para fales sistemas. Dicha teoria fué¢ desarrollada y
aplicada con éxito al problema de los n cuerpos en el plano (Mecéanica Ce-
leste), y outros problemas mas sencillos en Smale [10], [11]. Recientemente
han aparecido otras aplicaciones importantes en Iacob [4] y Lacomba Z. [6].

La mayoria de los resultados obtenidos son conocidos, pero los métodos
empleados permiten comprender la estructura topoldgica global de los pro-
blemas relativamente simples que aqui se estudian.

Usaremos el ienguaje de variedades diferenciables y su haz tangente, asi
como grupos de Lie y sus algebras de Lie. Todas las variedades y funciones
se dupondran C* diferenciables.

La idea del método de Smale se puede resumir como sigue:

Sea M una variedad que representa las configuraciones, posibles- de nuestro
sistema mecanico. Supongamos que sobre M actia un grupo (de Lie) G,
determinando las simetrias naturales del problema. Las ecuaciones de Newton
para nuestro sistema determinam un campo vectorial X en el haz tangente
TM. Se'define | =E x J: TM — R x W = W', donde E: TM — R es
la energia total del sistema, J: TM — W generaliza la nocion de momento
angular o de momento lineal (y depende esencialmente de la accion de G)
v W, W’ son espacios vectoriales sobre R.

*Recebido pela SBM em 20 de fevereiro de 1973.



Desde un punto de vista practico, las curvas integrales de X en TM des-
criben la evoluciéon de nuestro mecanico al transcurrir el tiempo (principio
de minima accion) para condiciones iniciales dadas.

Lo que interesa en el método topoldgico global es obtener una idea geomé-
trica de como dichas curvas integrales “llenan” el espacio fase, independien-
temente de sus posiciones precisas en €l, y de su parametrizacion con respecto
al tiempo. Esto es lo que se conoce en Sistemas Dinamicos como estudio
del retrato fase.

Ahora bien, es sabido que sobre cualquier curva integral de X, la energia E
y €l momento angular J son constantes (leyes de conservacion). Esto implica
que los conjuntos de energia y momento constantes I,, = I~ ! (w), we W son
“subvariedades” invariantes bajo el sistema dinamico determinado por X
en TM.

De esta propiedad de I, resulta que el estudio del retrato fase podria seguir
los siguientes pasos:

(1.1a). Dado un valor fijo para la energia-momento we W, determinar la
estructura topoldgica del I, correspondiente.

(1.1b). Determinar c6mo esta foliado el haz tangente TM por las I w > cuando
w recorre W. '

(1.1c). Determinar como llenan cada I, las trayectorias individuales corres-
pondientes.

Mas precisamente, Smale analiza este problema dividiéndolo en las seguien-
tes dos partes:

(1.2a). El estudio topoldgico de la funcion 1. Es decir, identificar el tipo topo-
logico del conjunto I, (en términos de espacios topologicos conocidos, o
dando bastantes invariantes topoldgicos), para cada we W, y encon-
trar el conjunto de bifurcacion X(I), a definirse en la seguiente seccion.
Este conjunto es importante porque esencialniente contiene a todos
los puntos de W donde I,, cambia de caracter topologico.

(1.2b). Es estudio de los sistemas dindmicos mas simples inducidos por X
en cada I,.

Ademas, las I, resultan invariantes bajo ciertos subgrupos G, del grupo de .
simetrias G, lo cual permite una reduccién ulterior de nuestro problema (esta
reduccion generaliza el método de Jacobi de “‘eliminacion del nodo” en Me-
canica Celeste). Depués de efectuar esta reduccion, nos queda exactamente
algo como en la reduccion anterior, pero donde los I,, pueden ser mas simples.

Aqui no nos ocuparemos de esta Gltima, puesto que se obtiene gran cantidad
de informacion de la primera reduccion cuando el grupo de simetrias no es
demasiado complicado, como es nuestro caso.

En este articulo se estudia topologicamente la funcion, I = E x J: TM ——
R x V (problema 1.2) para los 3 sistemas mecanicos que se describen a con-
tinuacion (ver Goldstein [3], para nociones elementares de Mecanica Clasica
sobre este tipo de sistemas mecanicos), encontrando el conjunto de bifurca-
cion X(I), e I,, para cada we W:

(1.3). Estudio del movimiento libre de una particula sobre el disco cerrado
unitario en el plano R% El grupo de simetrias es SO(2)..

(1.4). Estudio del movimiento de una particula que se mueve libremente
sobre un toro que se encuentra sumergido en R? con el eje Z como
eje de simetria, teniendo por conseguiente a las rotaciones respecto
“a un eje SO(2) como grupo de simetrias.

(1.5). Estudio del movimiento de una particula restringida a mover-se sobre
la superficie de una esfera de dimension 2 en R? que por lo demas
se pude mover libremente alli (desde un punto de vista practico se puede
suponer que sobre la particula sélo las fuerzas necesarias para manter-
nerla sobre la esfera). El grupo de simetrias es el de las rotaciones SO(3).

En Kaplan [5] se puede encontrar otra buena ilustracion del Analisis Global
en sistemas mecanicos para el problema de los 2 cuerpos y a nivel mas ele-
mental que el presente articulo.



En la proxima seccion se definen en forma mas precisa los conceptos a que
nos hemos referido, y en la siguientes secciones se atacan los ejemplos es-
pecificos.

Seccion 2. Sistemas Mecanicos con Simetria
2.1. Descripcion de un sistema mecdnico cldsico

Un sistema mecanico classico consta de 3 elementos (M, K, V) donde M
es el espacio de configuracion, K es la energia cinética y V la energia po-
tencial del sistema.

El espacio de configuracion M es una variedad diferenciable que representa
todas las “posiciones” posibles del sistema, y su haz tangente TM representa
los “estados” posibles del sistema, que contienen también informacion sobre
“velocidades” del mismo.

La energia cinética K es la norma al cuadrado correspondiente a cierta mé-
trica Riemanniana ¢ ,)x en M, o sea

K(X) ={X., X.)x pata X, e TM
(ver [10] y el capitulo 13 de [7]). K va a representar la energia almacenada

en forma de movimiento.

La energia potencial V es.simplemente una funcién diferenciable de M en los
reales y va a representar fuerzas externas que actiian sobre nuestro sistema.

La energia total del sistema es una funcion E: TM — R definida como la
“suma” de la energia cinética con la energia potencial: E = K + V . &, donde
n: TM — M es la preyeccion candnica.

EjempLo. Consideremos dos particulas de masas m; y m, que se mueven
en el plano, sujetas solo a la accion gravitacional entre ellas (problema de
los 2 cuerpos en el plano). j

El espacio de configuracion M se construye como sigue: tomemos dos copias
del plano R*: R?* x R* = R*, para que en cada una de ellas representemos
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la posicion de una de las particulas. Finalmente, debemos evitar la posibi-
lidad de que las dos particulas se encuentrem en la misma posicion, para
lo cual excluiremos el conjunto

A=1{41,92,91,9)eR*|(q,.9;) =}, )]

obteniendo finalmente nuestro espacio de configuracion como la variedad
diferenciable

M=R47A:{(qlaql’quﬁq/Z)IER“'ql;éq/l (,) qi_;éqlz}

(abierto in R*). (Si (g1, 92, 41> g5)€M, (41, 42) ¥ (4}, g>) representaran las
posiciones en el plano de la primera y segunda particula, respectivamente.)

En este caso TM es simplemente M x R*, y la energia cinética esta dada por

: SHESI SRTRRA R R e 1
K(ql,qz,ql,qz,ql,qz,ql,qz)=7m1(qf+q%)+7 my(dy* + 45°).

Es claro que K es una forma cuadratica definida positiva, para cada (q,,
425 41> 42) M.
Finalmente, la energia potencial V es simplemente el potencial gravitacional:

—km,m,
[(g: —41)* + (@2 - g2)* '

donde k es la constante gravitacional.

V@i, 42, 415 45) =

Se recominenda al lector ver Goldstein [3] para estos conceptos clasicos
de Mecanica, y el capitulo 13 de Loomis-Sternberg [7] junto con MacLane
[8] para el desarrollo formal de la teoria usando el lenguaje de variedades
diferenciables. ‘

(Cabe hacer notar aqui que en Goldstein esta implicito el uso de variedades
diferenciables como espacios de configuracion cuando se habla de problemas
con restricciones. Se utilizan, aunque en forma muy poco precisa y sin de-
cirlo explicitamente, variedades definidas como el conjunto de ceros de una
funcion diferenciable con dominio un abierto de R", en base al teorema de
la Funcion Implicita.)



2.2 Ecuaciones de movimiento

Regresemos a nuestro caso general de un sistema mecénico clasico (M, K, V).
Se puede definir un campo vectorial diferenciable X en TM, el cual puede
describirse localmente por medio del siguiente sistema de ecuaciones dife-
renciales (ecuaciones de Lagrange)

oLy oL _,
dE\B ) o aXy

d

s e it

dt i XI 1 ], Pl
donde L = K-V on: TM —R es el lagrangiano del sistema y (X, ,..., X,,
X,,..., X,) es un sistema cano6nico de coordenadas locales en TM.

Esto se llama las ecuaciones de movimiento del sistema, y sus trayectorias
describen la evolucion del mismo al transcurrir el tiempo.

En el presente articulo no trabajaremos con la forma explicita de estas ecua-
ciones, las cuales se pueden obtener también por medio de las ecuaciones

de Hamilton (o de Newton, en problemas mas clasicos), ver [3], [7], [8]

o también [1]. En [1] o [7] puede verse también la relacion entre campos
vectoriales y ecuaciones diferenciales, asi como los flujos locales por ellos
definidos.

2.3. Descripcion de un sistema mecdnico con simetria
Un sistema mecanico con simetria consta de 4 elementos (M, K, V, G), donde
M, K, V son los componentes de un sistema mecanico clasico como en 2.1,

y G es un grupo de simetrias del problema.

Mas precisarﬁente, G es un grupo de Lie que actiia por la izquierda como
grupo de transformaciones de M preservando K y V. —

Recordemos que una accidn es una funcion diferenciable G x M — M,
.denotada (g, a) — g-a y tal que (ver [2])
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i) e-a =a para todo ae M, donde ee G es la identidad.
ii) g, (92" a) = (9,9,)" a para todo g,, g,€G, ae M.

Para cada ge G, la accion induce un difeomorfismo I, de M por la regla
lya) = g a. Mediante las derivadas g, = Dl,;: TM — TM se induce tam-
bién una accion G x TM — TM por (g, X,) — g, X ;

El que la accién’ preserve V significa que dado ae M, V es constante en Or-
bitas bajo G, o sea
2.1) V(g-a) = V(a) para todo geG.

El que la accion preserve V, significa que cada g, €S una isometria con res-
pecto a la métrica de Riemann asociada, o sea

22, AKX 9.V x =X, ¥ou pora tode X., Y, TM, ac M.

2.4. Definicion del momento angular en un sistema mecdnico con simetria (M,
K, V, G)

Sea % el algebra de Lie de G, [2], que consideraremos identificada con el
el espacio tangente a G en la identidad, T,G.

El momento angular para nuestro sistema sera una funcion diferenciable
J: TM — %*, lineal en cada fibra T M y definida a continuacion, donde
%* es el dual de ¥ como espacio vectorial.

Para ae M, definimos la transformacion lineal «, : 4 — T,M como sigue:

Dado X €9, consideremos el subgrupo de transformaciones de G a un pa-
rametro que le corresponde, o sea el homomorfismo de grupos de Lie

¢x: R — G con las propiedades cy(0) = e, ¢x(0) = X (ver [2]). Entonces
' d
a(X) = It gife Cx(D)-ia

Para cada X € ¥ fijo, la correspondencia a — o,(X), para cada a € M define

un campo vectorial en M, llamado campo vectorial de Killing, correspon-
diente a X.



El momento angular se define por medio de la seguinte projeccion:
JX)Y ={X,, a(Y))x para X,eTM, Yed%.
Para el calculo de J en nuestros ejemplos, necesitaremos su representacion

siguiente (de Algebra Lineal):

(2.3) Dada una base fija {Y,..., Y,} de ¥, existe un isomorfismo ¥* ~ R",
definido enviando € %* en («(Y)),...,a(Y,)e R". Esto induce una re-
presentacion del momento angular como una aplicacion J: TM — R,
J(X) =U(X) Yy,....J(X,) Y,)

2.5. La energia, E v el momento angular, J como integrales del sistema
Enunciaremos sin demonstrar la siguiente proposicion (ver [10], [1] y [7]):

Leyes de conservacion de energia y momento angular: Si y(f) es una travec-
toria en TM de las ecuaciones de movimiento descritas en 2.2, entonces E(y(t)) =
const v J(y(t)) = const para todo real t en el dominio de definicion de y.

En otras palabras, la energia y el momento angular se conservan sobre tra-
yectorias del sistema. Otra forma de describir esta propiedad es diciendo
que las funciones E y J son integrales del sistema.

2.6. La funcion energia-momento angular

Ahora podemos definir la funcién I que sera objeto principal de nuestro
estudio:
[=ExJ: TM — R x 9%,
0 sea
I(X,) = (E(X,), J(X,)
junto con los conjuntos I, , =1~ '(c, p), para cada (¢, p)e R x 4*.

Definimos el conjunto de puntos criticos de I como el subconjunto de TM
donde la derivada DI: TM — T(R x %*) no es sobre, y el conjunto de

valores criticos de I se define como la imagen bajo I de los puntos criticos:
'(I) = {(c,p)e R x ¥*| DI(w) no es sobre, para algan we I '(c, p)}.

Al complemento R x %*—X'(I) se le llama el conjunto de valores regulares
de I

Por el teorema de Sard (Milnor, [9]), el conjunto de valores regulares de I
es denso en R x ¥*, y un teorema muy conocido qiie ‘generalmente se usa
en conjuncion con el de Sard ([9], de nuevo) asegura que siempre que (c, p) €
R x %* es un valor regular en la imagen de I, el correspondiente I, , resulta
una subvariedad de TM con dimensién igual a dim(TM)—-dim(R x.-%%*).
Por esta propiedad, diremos que los I., generalmente son subvariedades.

Nota. Aqui cabe el comentario de que desde un punto de vista pré_ctico,
entre mas simetrias del problema estemos considerando (a mayor dimensioén
de G), mayor dimension tendra R x %*, y por lo tanto menor dimension
tendran las I, ,. En consecuencia, mas simples sera los sistemas dinAmicos
reducidos que resultan en las I, .

Ahora bien, el grupo trivial G = Id actia sobre cualquier variedad M en
la forma obvia, y en este caso las I, , son las subariedades de energia cons-
tante que apenas tienen dimension una unidad menor que la de TM. Por
lo tanto se ve la importancia del grupo de simetrias como reductor de la
dimension de dichas subvariedades invariantes, a través del momento angular J.

So6lo nos falta definir el conjunto de bifurcacion de I, denotado X(I):

(1) = {(c, p)e Im(I) = (TM) [1 no es localmente trivial en (c, p)},

donde I localmente trivial en un punto (c, p) € Im(I) quiere decir que existe
una vecindad abierta W de (c, p) y una funcion diferenciable g: I~ (W) — I,
tal que h: 17" (W) — I, x W, h(x) = (g(x), I(x)) es un difeomorfismo.

En otras palabras, salvo por difeomorfismo, I funciona alli localmente como
la proyeccion de un producto cartesiano en uno de sus factores. En particular,
I~'(W) se encuentra “foliado por I, ,”, es decir, I~ (W) es la union disjunta
de las imagenes inversas de los puntos de W bajo I, cada una de las cuales

es difeomorfa a 1., (ver Auslander y Mac Kenzie, [2]).



La importancia capital de Z(I) reside en que contiene a los puntos (¢, p) donde
I., cambia de caracter topoldgico en el siguiente sentido: de la definicién
Z(I) es un subconjunto cerrado de Im(I) y atin mas, define un haz fibrado
(ver [2]) en cada componente conexa de Im(I)— 2(I). En particular, I, tiene
el mismo tipo topologico para toda (c, p) en la misma componente conexa.

Por-tanto, la imagen inversa de cada componente conexa se encuentra “fo-
s L
liada” por la I, , que le corresponde.

CoMENTARIOS. a) En general, el conjunto de puntos en Im(I) donde I, cam-
bia de caracter topoldgico esta contenido en Z(I), pero no es necessaria-
mente igual.

b) En general,

() < (1) < Im(I) = R x %*,

y Z'(I) resulta mas facil de calcular en la practica que X(I).

En ciertos casos particulares se puede asegurar que X(I) = X'(I), lo que sim-
plifica enormemente el calculo de X(I). Por ejemplo, si M es conexa com-
pacta, un teorema debido a Ehresman (Wolf, [12]) asegura que X(I) = Z'(I).
Por lo tanto, como para nuestros problemas a considerar M es compacta,
usaremos esta simplificacion (Secciones 3 y 4).

¢) Cuando el potencial, ¥ = 0, como sera el caso en los ejemplos por anali-
-zar, serd util considerar la funcion J* = J|T;M, donde T,M = K ~'(1). Esta
funcién *permite cierta reduciéon para el calculo de las subariedades inva-
riantes y de los conjuntos X'(I), Z(I) e Im(I) en virtud de las siguientes rela-
ciones (teorema 3.3 en [6] 'sigue siendo valido en este caso mas general):

]1,17 = J;‘;
I7'(A%,p) = J¥, 2# 0 (topologicamente)

(2.4 A(l) = {(A%, Ap)e R x 9* | pe A(J*)} U (0,0),

donde J¥ = J*~'(p), el simbolo A representa ya sea X', T 6 Im, y los con-
Jjuntos correspondientes a J* se definen exactamente como para I.
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2.7. Potencial modificado

Consideremos de nuevo nuestro sistema mecéanico con simetria (M, K, V, G).
Puesto que la energia total es una integral del sistema, deducimos que si
»(t) es una orbita en TM de las ecuaciones dé¢ movimento, que inicialmente
tiene energia toial c, este valor se conservara sobre toda la orbita. '

Por tanto ¢ = E(y(t)) = K(y(t)) + V o n(y(t)) a lo largo de y(t). Como K(X,) > 0
para todo X, e TM, tendremos V' < ¢ sobre y(f) y en general cualquier 6rbita
con energia ¢, de donde se sigue

E™ () = V(- ,c],

puesto que K es una norma en el espacio tangente a cada punto.

Esta ecuacion significa que el valor de ta energia nos da una estimacion sobre
la proyeccion de nuestra Orbita en M, por intermedio del potencial V.

Resulta que si ademas se conoce el valor p del momento angular del sistema,
se puede definir bajo ciertas condiciones un potencial modificado ¥, que nos
da una estimacion mas fina de la proyeccion de la orbita en M, como vere-
mos a continuacion. Todavia mas, bajo ciertas circunstancias V, permite
calcular de una manera practica los valores criticos X'(I) (Proposicion 6.5
en [10]). :

La unica desventaja es que V), no siempre podra definirse, y atin en caso afir-
mativo puede estar definido solo en cierta subvariedad abierta de M.

Definimos el conjunto de eclipses de nuestro sistema como. el seguiente sub-
conjunto cerrado de M

A= {deMlJa: T.M — %* no es sobre),
donde J, = J| T,M.

Si A # M, podemos definir para cualquier pe %* el potencial modificado
V,: M-A —— R, como sigue:

-Dado ae M —A, J;'(0) es un subespacio vectorial de T,M y J, '(p) es un

subespacio afin paralelo a J, !(0). Definimos

V,(a) = min{E(X,) | X,eJ; (p)}.
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La estimacion proporcionada por V, a que nos referiamos esta dada por la
siguiente modificacion de la parte e) en proposicion 6.5 [10]:

(2.5). Si dim G < dim M, entomce n(I, ) = V, '(~ o0, c], sobre M — A, formula
que aplicaremos en secciones 3 y 4.

2.8. Problema bdsico por estudiar

Dado un sistema mecénico con simetria, queremos estudiar topologicamente
la funcién energia-momento angular I = E x J, lo cual consta de dos partes
como .vimos en la introduccion (problema 1.2a):

1) Encontrar la estructura del conjunto de bifurcacion >(D):

2) Encontrar el tipo topoldgico de las subvariedades invariantes il

El objeto de las secciones 3, 4 y 5 de este trabajo serd precisamente estudiar
este problema basico para los 3 sistemas mecanicos descritos al final de la
introduccion. En cada uno de ellos se supondra V = 0 (no hay fuerzas externas),
razon por la cual las curvas integrales corresponderan precisamente al flujo
geodésico de la variedad de configuracion M.

Seccion 3. Movimento de una particula sobre un disco

Considere el siguiente sistema mecanico:

= 80(2), actuando como grupo de simetria en la forma obvia, sobre
M =D?={(xneR?|x* +y* < 1)},
variedad con frontera( , ) = producto interno euclidiano de R2.
Puesto que (x,v), para x> + »® <1 son coordenadas (globales) para D2
entonces (x, y, X, V) son coordenadas globales correspondientes para T(D?) =
= D? x R?, donde %% + % < 1, %, veR.

Es conveniente describir G como S! < R2, y entonces % es el espacio tan-
:
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gente a S' en (1,0), y la accién G x M — M esta definida analiticamen-
te como

g-a=(xcosf—vsen0,xsenf + vcos0)

para g = (cos 0, sen0)eS!, y a = (x, v)e D>

La accion inducida G x TM — TM esta dada por
9@, v) =(g-a, g-v),
para g = (cos 0, sen ), (a,v) = (x, v, X, V).
Como es de esperarse para un sistema mecanico con simetria, esta accion
deja invariante la energia cinética, definida por
K(x, v,x,v) = x2 + v2.

De la definicion de J y la propiedad 2.3, donde tomamos el vector unitario
(0,1)e % como base, encontramos que J: TM — %* =R es

(3.1) J(x, v, X, ¥) = xv - v%,

que es el momento angular usual con respecto al origen.
Encontremos ahora el potencial modificado V, :

En este caso A = (’\), 0) y para (x, WVEM-A y pe%* = R, tenemos
Jaii0) = {(x, v, %, ¥) e T, yM | xv - vx = pl.

Usando la definicion de ¥, y multiplicadores de Lagrange, encontramos
2
(3.2) V%) = b
. Ppy™d. . x2 + ‘Vz
Puesto que dim G < dim M en el caso presente, la formula 2.5 nos dice que
tull, ) =V, (- 0,c] sobre M-A.
El haz/tangente unitario en este caso esta definido por

T,(D?) = {(x, v, %, V) |x> + v <1, x> + ¥ =1} =D* x S,

el cual es un toro solido.



Considere J* = J | T; M. Calculando su Jacobiano en coordenadas locales
encontramos que a(J*) = y por lo tanto X'(J*) = &. De la férmula 24,
deducimos que trivialmente X'(I) = (0, 0).

La conservacion de energia y momento angular nos dice que se satisfacen
las siguientes ecuaciones a lo largo de cualquier oOrbita del flujo geodésico
en T;M (p es el valor constante del momento angular para la orbita dada):

33 x? +9% =1
XV v =ip.

Afirmamos que para pe R, J¥ = J*"!(p) esta dado topologicamente por

a) D' x §'; si |p| < 1, donde D! = [-1, 1] cR;

b) 8% {pl = 1;

oW, si|p|>1.

Prueba de la afirmacion: Si y(t) = (x(t), W) x(2), ¥(t)) es una orbita del flujo

geodésico en T;M para la cual J* = p, la distancia de m. y(f) al origen es
exactamente |p|. '

Esto se sigue, observando que y(t) estd contenido en J3 y haciendo ¢ =1
en 2.5 si moy(t) no pasa por el origen, o por un calculo directo si lo hace.
Obtendemos de 3.2 :

2
p
Vp(x,'V) =m <4 en DZ-O

esto es, |p| < /x* + v? en y(t), y la igualdad es alcanzada.
Consideremos ahora los diversos casos enunciados en la afirmacion

a) |p| < 1. La orbita y(f) a su maxima extensidn es como 7. 7(¢) una copia
de D'. Como S' acttia sobre T,M (restringiendo la accion en TM) preser-
vando J* (invariancia), tenemos

B=0 s . dele1

b) |p| = 1. Las érbitas son degeneradas y contienen solamente un punto.
Aplicando el grupo de simetria S', obtenemos J%, = S!.
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¢} |p| > 1. Puesto gue |J5%xv. %0 < Len T M, 0 sea Im(F*) = [-1,1],
tenemos

¥ =@ “{p] > 1. Q.E.D.
De este resultado vemos imediatamente que
SJ*) = {-1,1}.

La foliacion de T,(D*) por los conjuntos J% puede describirse topologica-
mente como sigue: T,(D?) = D* x S! es un toro sélido que puede generarse
rotando D? con respecto a un eje como se muestra en la siguiente figura.

Las J son generadas por la rotacion de los segmentos verticales indicados
(o puntos en el caso p = + 1):

1

ae
Il
e

D2

Generando ¥, ¥ e Im para la funcion I deacuerdocon formula 2.3,y las I, ,
de las dos formulas anteriores a 2.4, obtenemos

V= stex08pPP>c=20;
L, =880 =ts0
Y =Rk 8 o o <o
) I
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a) o(I) = secciéon cero de TM (trivial);
b) Z'(I) = (0,0);

<) Z(0) = {(, ) e R? | p? = c};

d) Im(l) = {(c. p) 9R? | p < c}.

OBSERVACIONES

a) Aqui los puntos de bifurcacion resultan principalmente porque M tiene
una frontera que corta abruptamente los conjuntos I.,, pero I sélo tiene
como punto critico a (0, 0).

b) Si cambiaramos la variedad de conﬁguramon de D? a R? completo con
accion por SO(2) y todo lo demas igual, obtendriamos los segumtes re-
sultados:

—®, sic<0 6 p# 0, c=0.;

1)l
I =1, sii¢=p=2:
16

ii
Ml =0 =8 fiebh

1)
1)
a) a(I) = seccion cero;
b) X =% = (0:0);
)

¢)Im={(c,peR*|lc>006c=p=0.

Seccion 4. Movimiento de una particula sobre el toro

Consideremos el siguiente sistema mecanico, donde G = SO(2), actuando
como rotaciones respecto al eje Z sobre el toro: M = S' x ! = T?, con-
siderado como una superficie de revolucion respecto al eje Z en R3, por
medio de la siguiente parametrizacién

x = (2 + cos ¢)cos 0

¥y =2+ cos¢)send

z =sen ¢

para 0, ¢€R, mod 2n y ( ,)x = produto interno de R>.
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La pareja (U, ) es un sistema coordenado local para M, donde U es cual-
quier intervalo abierto en R* de la forma

=(0,0)eR?[0, <0 <0;, po < ¢ < ¢y}
con0<0,-0,<2ny0< ¢~ <2m;yy ': U—y '(U)c M esta
definido por
W10, ¢) = (cos 0 (2 + cos 0), sen 0 (2 + cos ¢), sen ¢).

Para este sistema coordenado

ke

00

LS %__1

op 0
Suponga que (0, ¢, 0, ), para (0,$)eU y 0, eR son las coordenadas en

TM = M x R? asociadas con las funciones coordenadas (0, ¢) en M, de tal
manera que cualquier vector tangenteen TU = U x R? puede escribirse como

0, ) = (—sen 02 + cos q*j), cos 0 (2 + cos ¢), 0)

(0, ¢) = (—cos Osen ¢, —sen O sen ¢, cos ).

Bk BB o
y localmente como (6, ¢, 0, $).

La accion G x M — M se define analiticamente como sigue: Si

g = (cos a, sena) e S?

a = ((2 + cos¢)cos 0, (2 + cos ¢p) sen O, sen ¢)
entonces,
g-a= (2 + cos ¢)cos(d + ), (2 + cos ¢p)sen() + ), sen ).

Donde usamos la identificacion G = S!, como antes.

En términos de nuestras coordenadas locales K, J: TM—> R estandadas por

K(0, ¢,0,$) = 0*2 + cos $)* + ¢
J(6, ¢,0,d) =02 + cos p)>.
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Es claro que en este caso tenemos A = ¢, asi que para pe ¥* =R, V,: M — R
esta definido en toda la variedad. En términos de coordenadas locales, en-
contramos como en seccion 3, que

2

V.0, b) :@Tc—c)ls)W para (0, $)e M.

NoTAS

a) La funcién J es exactamente el momento angular usual con respecto al
eje z en R3, como era de esperarse.

b) Puesto que dim G < dim M, tenemos ty(I,,) =V, '(- 0, c] como en la
séccion 3.

En este caso el haz tangente unitario en términos de coordenadas esta de-
finido por
T,M ={(6,9,0,$)|0,eR; 0, mod 2m, 6*2 + cos p)* + > = 1).

Consideremos la funciéon J* = J | T; M. Calculando Jacobianos con coorde-
nadas locales como en la seccion anterior, encontramos

O-(J*) = {(9, ¢99’ 95)6 'TlMlSCn(f) = (f) == 0}
ZU* ={+1, +3}.

El conjunto o(J*) consiste de exactamente 4 curvas cerradas em T, M, una

para cada valor p e £'(J*). Su proyeccion sobre M consiste de las siguientes -

geodésicas:
p=11:30(t) = + ¢, $(t) =0 (paralelo interior de T?)
p=+3:30() = + 3¢, #(t) =n (paralelo exterior de T?),

todas ellas generadas por subgrupos a un parametro de SO(2).

Las ecuaciones de conservacion de energia y momento en un J# dado, pe R
son ahora ‘

022 + cos ) + % =1

4.1) .
02 + cos ¢)* = p.
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Afirmamos que para pe R, J* es topologicamente ;
qt T2 Zy. 8 g < 1
b).E si.|p| = 1;
g) .8, si |pl=73;
dy P28 L= lp| <3;
e) D, si |p| =
donde Z, es el espacio discreto consistente de 2 puntos y Y es un conjunto

singular consistente de 2 toros concéntricos, pegados mediante la identi-
ficacion de un circulo en cada uno.

Prueba de la afirmacion. Puerto que Im(J*) = [-3, 3], no hay movimiento
para |p| > 3 y e) es claro.

Sea pe[-3,3] un valor regular.

En este caso sabemos que J} es una variedad compacta orientable (ver Abra-
ham [1], teorema 11.15) de dimension 2, que es invariante bajo el flujo geode-
sico (un campo vectorial en T,M que nunca se-anula). Como es bien cono-
cido (teorema de Hopf en [9]), solo los toros satisfacen estas propiedades,
asi que J} es un toro 6 unién disjunta de toros.

Escribiendo las ecuaciones de conservacion 4.1 en la forma

y p
0—(2+cosqb)2

. e ‘pz
W i\/1(2+cosq’>)f’

vemos que cualquier J} tiene a lo mas dos puntos proyjectandose sobre cada
punto ae M.

El resto de la afirmacion se obtiene esencialmente usando. este hecho y la
nota b) acerca de V, (arriba) para cada uno de los distintos casos.. QE.D.

Para entender mejor como llenan T;(T?) los conjuntos J¥%, observe que

T,(T?) = T?> x S' es homemorfo al toro solido hueco T? x D' (donde
D! =[-1,1] = R) con las dos compoentes de su frontera propiamente
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identificadas. Otra forma de generar este espacio topologico es como la fi-
gura obtenida al rotar un anillo (regién cerrada comprendida entre dos
circunferencias concéntricas) con respecto a un eje como se indica en la si-
guiente figura,

después de identificar por parejas los puntos de la frontera situados sobre
la misma radial del anillo, como 4 y B en la figura.

Usando esta construccion, la “foliacion” de T;(T?) por los J¥ esta descrita
en la seguiente pagina como la obtenida al rotar la complicada figura con
respecto al eje indicado.

La circunferencia interna representa el espacio de configuracion M = T2,
y la curva punteada que le sigue, junto con la mas externa corresponden a
p = 0. En la terminologia de arriba, esas dos curvas punteadas son las com-
ponentes conexas de la fronterade nuestro anillo y deben identificarse como
se dijo para obtener T,(T?).

El siguiente resultado nos da el esquema final. Usamos las férmulas aso-
ciadas con la 2.4, y el hecho de que £ = X', puesto que M compacto.

TEOREMA. Para este sistema mecdnico

i) =0 st g2l 8 p 8% =0;

i) I, =S, si p?> =3%>0;

il .= T 8l g< pt= 3¢ d o=p=0;
iv) 1., =Y (conjunto singular), si p* =c > 0;

) Lo =50 ol W e
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Figura describiendo la “foliacién” de T;(T?) por los conjuntos J¥, para el toro como superficie
de revolucion.

—————————————— P =

————————— p=+05

Sl vt o 1 ot s |

Clave para las lineas en la figura — - — - — - — p =+ 1
p=-1

p=%15 £25
p=:3



Descripcion del flujo en las subvariedades invariantes. Para ambos casos iii)
y v) donde los I, , son toros, tenemos un flujo de traslacion que da vueltas
alredor de cada toro. Cuando p se aproxima a cero, el niimero de rotacion
(ver [10]) decrece y alcanza 0 cuando p = 0. Esto corresponde a que las
circunferencias meridianas 0 = constante, recorridas con rapidez contante c
son las geodésicas ‘c‘o'rrespondientes para p = 0.

En el caso iv), ya vimos que la circunfencia singular que une los 2 toros para
formar Y es una geodésica. Podemos pensar en Y como dos copias disjuntas
de D! x S' donde se identifican las cuatro circunferencias que constituyen
" la frontera para formar la circunferencia singular. Una geodésica en el in-
terior de cualquiera de las dos componentes se aproxima como espiral hacia
una de las componentes de la frontera cuando t va 4+ oo, y hacia la otra
cuando t va a —c0. Al hacer la identificacion, las geodésicas se aproximan
en espiral hacia la circunferencia singular.

Seccion 5. Movimiento de una particula sobre una esfera

Considere finalmente el siguiente sistema mecanico: G = SO(3), actuando
como rotaciones en la forma obvia sobre

M = S2, esfera unitaria en R?

{,>x » producto euclidiano de R>.
Denotemos por M(3) al grupo de matrices reales 3 x 3, y recordemos que
SO(3) es su subgrupo de elementos que satisfacen 4'A =1, det 4 = 1.

Usaremos la convencién de que una matriz de M(3) colocada a la izquierda
de un elemento a € R? indicara producto matricial, dondg a se considera como
vector columna 3 x 1. '

Entonces, la definicion precisa de la accion G x M — M y la inducida
G x TM — TM sera como sigue para A€ SO(3), (@, v)e TS*:
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A-a = Aa
y A(a, v) = (Aa, Av).
Donde estamos considerando TS? = {(a, v)e (R*)?|v-a =0, |a| = 1).

Es claro que la ultima accion deja invariante la energia cinética K(a, v) = lv|%,
puesto que el producto euclidiano usual es invariante bajo rotaciones. Esto
confirma que (M, K,V =0, G) es efectivamente un sistema mecanico con
simetria.

Es sabido que el algebra de Lie de SO(3) consiste de las matrices antisimé-
tricas 3 x 3

%(S03)) = {AeM(3)| A" =- A4} = Ant(3). -

y sera util considerar un isomorfismo de algebras de Lie de Ant(3) con R?
(donde R? se consid;:ra como algebra de Lie bajo el producto vectorial usual),
definido como sigue:

0: R® — Ant(3)
Hab = 5
para a,be R.

Por lo tanto, podemos hablar de elementos en 4(SO(3)) indistintamente como
vectores en R® o matrices antisimétricas de acuerdo a nuestra conveniencia.

Sean ey, e, , e3 los vectores unitarios a lo largo de los ejes en R3, y conside-
remos la correspondiente base {f(e;)} de ¥. Aplicando propiedad 2.3 para
esta base, lo que permite considerar a J: TS? — R3 resulta

(5.1 I(a,v) = (|v|?>, a x v) para (a,v)e TS>

Nortas

a) Obsérvese que J es precisamente la restriccion del momento angular
clasico en R3.

b) Para este sistema mecanico, el conjunto de eclipses es toda la variedad
A = M, puesto que dim G > dim M.
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c) En general si p =a x v para (a,v)e TS?, entonces |p| =|a||v| y por
tanto |p|2 = o]’ = ¢

El haz tangente unitario de S? es
1,8° = {(a, ) TS? |ac S?, |v] = 1}.

La aplicacion que manda (a,v)e T{M en la matriz de SO(3) que tiene como

filas, a, v y a x v respectivamente, es un difeomorfismo, asi que podemos
identificar T;S* ~ SO(3).

Consideremos J* = J| T;M. Por un calculo de Jacobianos y la nota c),
es facil verificar que J*: SO(3) — §? es sobre, no tiene valores criticos,
y ademas se puede escribir como

5.2) J*(A) = A0, 0, 1), A eSO(3).

De la definicion 5.1 y ¢) de nuevo, obtenemos las siguientes relaciones:
(5.3) J:=J, para Ip] =1;

(5.4) J,=I"%(p|%p)  para todo peR?;

(5.5) Im(I) = {(c,p)eR x R*|c =|p|*}.

Por otro lado, la linealidad de J en éspacios tangentes nos permite escribir
(56) 7N = 7).

Afirmamos que para el sistema mecanico en cuestion. se tiene

a) J,=S' para todo p #0;

b) J, =52~ M.

En effecto, como J*: SO(3) — S? no tiene valores criticos, J¥ es una sub-
variedad de dimension 1. De la ecuacion 5.2 deducimos que J} consiste de
rotaciones de la forma QP eSO(3), donde Q es una rotacion fija tal que
0'(0,0,1) = J*(Q) = p y P es cualquier rotacion de R*® dejando p fijo. Con-
cluimos que J¥ es topologicamente S' =SO(2).

Tomando en cuenta 5.6, esto prueba a), mientras que b) es trivial.

Finalmente, tomando en cuenta 54 y 5.6, tenemos
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TEOREMA. Para nuestro sistema mecdnico tenemos que
i) I, =S para |p]? = ¢;

i) Ioo = 5?; - '

iii) I, = & para |p|* # ¢;

iv) Z =% =Im = {{c,p)e R x B*| ¢ =|p|*%

OBSERVACION. Geométricamente hablando, las I, para(c, p) e Im—(0,0)son
exactamente las curvas velocidad de geodésicas en T'S?, asi que la reduccion
del sistema dinamico original es total en este caso.
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