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1. Introduction.

Dans un travail récent [1]. R. Baer a obtenu dintCressants résultats
sur le groupe dautomorphismes d'un corps algébriquement clos 4 de
caracteristique 0. et particulierement sur les incolutions (aviomorphismes
de periode 2) appartenant & un tel groupe: elles sont lices. comme on
sait. aux sous-corps ordonnés maximaux K de A tels que A= K(i). et
c'est en utilisant la théorie des corps ordonnés que R. Baer obtient ses
resultats. Je me propose dans cette Note de compléter sur certains points
les theoremes de R. Bacer. en utilisant des méthodes analogues.

Tous les corps dont il sera question seront supposés de caractéristique
0. Jutiliserai les notations ¢t la terminologic du chapitre des Eléments
de N. Bourbaki consacre aux corps ordonnés [2].

I. En vertu de la theorie d’Artin-Schreier. dans e groupe Aut(-1) des
automorphismes d'un corps algébriquement clos - de caractéristique 0.
les seuls clements autres que Tidentit¢ qui sont d’ordre fini sont les invo-
lutions: pour toute involution a & Aut(1). le corps E des invariants de
g ¢st ordonnable maximal ¢t A4 = E(i): Funique structure d’ordre sur E
st telle que les ¢iéments = 0 sont les carrés. et tout automorphisme de
conserve done cet ordre. Le groupe Aut(E) des automorphismes de E
est isomorphe au quotient du centralisateur Z(o) de o dans Aut(4) par le
groupe a 2 ¢cléments (e.a). Pour que deux involutions ¢. ¢ dans Aut(4)
soient conjuguces dans ce groupe. il faut et il suffit que leurs corps d'inva-
riants L ct £ soient isomorphes. La détermination des classes d'involu-
tions conjuguces dans Aut(-1) ¢quivaut donc au probléme suivant:
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Déterminer les classes d’extensions ordonnables maximales isomorphes du
corps @ des nombres rationnels qui ont une base de transcendance sur
de cardinal donné.

2. Soit L un ensemble quelconque: nous allons définir un corps ordonné
maximal E ayant une base de transcendance sur @ indexée par L. de la
fagon suivante. Soit M une partic de L. dont nous supposons seulement
que son cardinal soit au plus égal & celui de Rz il existe done dans R une
famille (1,);. ; algebriquement libre sur U2 soit E, la fermeture algébrique
dans & du corps €((1,),. ). qui €st évidemment un corps ordonné maximal.
Mettons ensuite une structure de bon ordre ayant un plus grand ¢lément
sur L — M. de sorte qu'on peut consid¢rer les indices de L — M comme
des ordinaux z=1: nous définissons alors pour chaque ze L —M un
corps ordonn¢ maximal E, de la fagon suivante: sur le corps Eo(X)
on prend la structure de corps ordonn¢ pour laquelle X est infiniment
grand par rapport a Ly: E; est par définition une extension algébrique
ordonnée de Ey(X ) qui est un corps ordonné maximal. Pour tout ordinal
72> 1 de L — M. on dc¢finit ensuite E, par récurrence:: on suppose que
les £, pour [ < zforment une suite croissante de corps ordonnés maximaux
dont chacun est extension ordonnée des précédents: leur réunion E
est donc un corps ordonn¢ maximal: on prend alors sur E(X,) la structure
de corps ordonn¢ pour laquelle X, est infiniment grand par rapport a
L, puis on prend pour E, une extension algébrique ordonnée de EL(X,)
qui est un corps ordonn¢ maximal.

3. Le corps ordonne maximal E ainsi construit a les deux propri¢tés sui-
vantes:

I Tout automorphisme u de E laisse incariants les éléments de Eq,. En effet.
il laisse invariants les nombres rationnels, et tout ¢lément x de E, non
dans @ d¢termine une coupure de Dedekind (S, D),ou S (resp. D) est I'en-
semble des nombres rationnels - < x (resp. 1> x). et I'on a donc u(x) > r

pour e S ctulx) <rpourreD. Silonavait u(x) # x, par exemple u(x) > x.

I/ (u(x) — x) serait infiniment grand par rapport a @ et le corps u(E) ne
serait pas archimédien. ce qui est absurde puisque u préserve la relation
d’ordre: on a donc nécessairement u(x) = x.

1L Il existe un automorphisme v de E tel que Ey,y soit lensemble des éléments
de E invariants par v. On definit ¢ dans ¢haque E, par récurrence transfinie.
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de fagon que v(E,) = E,: il suffit de prendre ¢(X,)= X2, ce qui définit
un isomorphisme de E(X,) sur son sous-corps E,(X?2): la théorie d’Artin-
Schreier montre que cet isomorphisme se prolonge en un automorphisme

de E,. Montrons alors qu'il ne peut exister d¢Ilément x n'appartenant

- pas a Ey etinvariant par v. En effet. soit « le plus petit ordinal > I tel que

x € E,. Supposons d’abord que x € E)(X,). de sorte que x est algébrique
de degré n > 1 sur E,(X,);.si q estle polyndme minimal de x sur E,(X,).
le polyndme /" obtenu en appliquant v aux coefficients de /'est le polynome
minimal de x par rapport d E,(X3); mais cela est absurde, car
RS, 52 5 0 0 = [ B o) SR BB, T 2 EAxo)] = 2m

On doit donc avoir x € EY(X,). et par suite aussi x € EL(X?2) et par récur-
rence .\'elj;(l\'fk). Mais en vertu du théoréme de Liiroth. I'intersection
des E;(Xf") est ES. puisque E(X,) est de degré fini sur tout corps intermé-
diaire entre E} et E5(X,): on aurait donc x € Ej,. et par suite x € E; pour
un ff < %z contrairement a la définition de =

4. A toute extension ordonnable maximale E du corps @ on peut attacher
un invariant. a savoir le plus petir degré de transcendance sur @ du corps
des invariants d’'un automorphisme de E. La construction du n.° 2 mon-
tre donc que pour tout entier r au plus égal au degré de transcendance de
A sur Q. il existe aie moins r 4 1 corps ordonnés maximaux E non isomorphes
contenus dans A et tels que A = E(i). donc au moins r+ | involutions
non conjuguces dans Aut(4). En particulier, les involutions de A4 ne
peuvent €tre toutes conjuguces que si A est algébrique sur Q. et les cen-
tralisateurs des involutions de 4 ne peuvent &tre tous finis que si 4 est
algebrique sur Q: ce sont la deux propri¢tés démontrées par R. Baer
sous I'hypothese supplémentaire que le cardinal de 4 est au plus égal a
celui de R. et T'on voit que cette hypothése est superflue.

5. Dans T'article [1]. R. Baer montre que pour tout corps algébriquement
clos A de caractéristique 0, le centre de Aut(A) est réduit a I'élément neutre.
On peut légerement améliorer ce résultat en prouvant qu'en fait [intersec-
tion des centralisateurs des involutions de A est réduite a I'élément neutre.
On peut en effet se borner au cas ou A nest pas algébrique sur @: R.
Baer montre alors que si aeA est transcendant sur @ et si ueAut(A)
permute a toutes les involutions. a et u(a) sont algébriquement dépendants
sur O pour toute extension algébrique E de @Q(a) qui est un corps ordon-
nable maximal, on a nécessairement u(a) € E. car si E' est une extension
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ordonnable maximale de E telle que E'(i) = 4, on a par hypothése u(E")=E’,
et E est I’ensemble des éléments de E’ algébriques sur @(a). Cela étant,
en prenant dans la construction du n.° 2 les ensembles L et M réduits a
un seul élément, on voit qu’il existe des extensions algébriques E de Q(a),
qui sont des corps ordonnables maximaux et tels que la restriction de u
a E soit nécessairement l'identité¢; on a donc u(a) = a, d’ou I'on conclut
comme R. Baer que u laisse invariants, non seulement les éléments de A
transcendants sur Q, mais aussi les ¢léments algébriques sur @, donc
est I'identité. '
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