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Singularites generiques des equations differentielles multiformes

Lak Dara
Introduction

Etant donnée unc équation différentielle:

(L.1) F(x,y,y) =0

ou F est une fonction C*® de trois variables réelles x, y et p, on appelle point
singulier pour une telle équation tout point de R* qui annule la dérivée de F
par rapport a p. Au voisinage d’un point singulier, ’équation n’est pas résolue
en ', on dit alors qu’il s’agit d’'une équation différentielle multiforme.

L’objet de ce travail est essentiellement I’étude locale de toutes les singu-
larites generiques de ces équations différentielles.

Historiquement, le lieu singulier de (1.1) (la courbe J formée des points
tels que F = 0F/0p = 0, ou plutét sa projection dans le plan R? des couples
(x, y)) a d’abord été appelée “solution singuliére” de (1.1), et I’on croyait qu’en
general, elle représentait 'enveloppe des “solutions générales” de (1.1); I'exem-
ple type est celui des équations de Clairaut et c’est plus généralement le cas
pour les équations différentielles attachées a une famille de courbes du plan.
Darboux [1] a, le premier, mis fin a cette illusion, en montrant qu’en général
J est lieu des points de rebroussement des solutions de (1.1). La premiére étude
systématique des singularités a été faite par W. Dyck [2]. Il a donné une clas-
sification qualitative (pas tout a fait compléte) des singularités les plus simples.
Récemment, Thom [4] a repris cette question en la placant dans le contexte
moderne de la théorie des singularités; la classification qu’il propose des
singularités génériques de (1.1) est elle aussi incompléte.

Le présent travail peut se résumer en deux points suivants:

1) Nous démontrons, par application du théoréme de transversalité de
Thom, que ’équation (1.1) présente six types de singularités génériques; cette
partie représente une mise au point des travaux antérieurs.

2) Nous cherchons & donner des prototypes des différentes singularités
génériques. La liste d’équations différentielles suivantes représente probable-
ment, du point de vue topologique, toutes ces singularités:

Recebido em 10 de Agosto de 1975.
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G = i . pli simple

b r=207"tx) a7 el 3

. pli-col s1 7 <0
.pli noeud s1 0 <y <3

: pli-foyer si § < 1.

c) x =)"7 — ) : fronce elliptique

x =12 4+ yy : fronce hyperbolique.

En fait, nous montrons seulement que la premiére équation de cette liste
est un modéle différentiable de la singularité qu’elle représente.

Il est amusant d’observer que plusieurs de ces exemples ne figurent pas
dans le traité de Kamke (Differentialgleichungen, Losungsmethoden und
Losungen; Akad. Verl. Becker & Erler Kom-Ges. Leipzig, 1942).

Nous présentons aussi quelques remarques au sujet des équations de
Clairaut, et montrons que I'¢quation y = y'* est un modele (différentiable)
de la singularité la plus simple.

Monsieur Jean Martinet est a l'origine de cette étude et m’a donné
les moyens de la mener & bien. Je suis heureux de lui exprimer ici toute ma
gratitude.

I — Generalites

§ 1. Equations differentielles du premier ordre.
1.1 D’une maniére classique, on appelle équation différentielle ordinaire
du premier ordre a une fonction inconnue y, toute relation de la forme:

(1) F(x,y9,y) =0
ou F est une fonction suffisamment différentiable, que nous supposons pour
simplifier de classe C® de trois variables x, y et p.

Usuellement, on appelle solution de (1.1), toute fonction f de la variable
x, de classe C! au moins, telle que la fonction:

x — F(x, f(x), f'(x)

soit identiquement nulle.
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Dans la suite, on ne suppose pas que (1.1) soit résolue en y’, i.e. il n’existe
pas nécessairement de fonction ¢ de classe C® de deux variables telle que
I’équation (1.1) puisse se mettre sous la forme y' = ¢(x, y); on dira alors que
(1.1) est une equation differentielle multiforme.

1.2. Méthode de Lie.

Lespace R® des triplets (x, y, p) peut étre considéré comme I’espace
JYR, R) des 1-jets de fonctions différentiables définies dans R et a valeur
dans R. Il est muni d’une structure de contact canonique, celle définie par la
forme différentielle:

w =dy — p dx.

La méthode de Lie consiste a remplacer I’équation (1.1) par le systéme
différentiel de R* défini par:

dy — pdx =0.

Ce systéme n’est autre que le champ de droites tangentes a la surface S
de R® définie par ’équation F(x, y, p) = 0, induit par la forme w. Dans la
suite, on suppose toujours que S est une surface sans singularité soit, plus
précisément, que 0 est une valeur régulicre de F.

1.3. Definition. On appellera solution de (1.1), toute feuille de I’équation:

w|S =0.

§ 2. Singularites des equations differentielles.
2.1. Soit F(x,y,y’) = 0 une équation différentielle multiforme et S la
surface correspondante. Posons:

n:S — R?

la restriction de la projection canonique n de R® dans R? : (x, y, p) — (x, »).
Dans la méthode de Lie, en remplacant (1.1) par (1.2), il apparait deux
notions de singularités qui sont les suivantes:

a) Singularité de la projection n:S — R?
b) Singularité de o]
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Le cas a) représente les points de S ou le plan tangent est vertical i.c.
paralléle a I'axe Op. Le cas b) représente les points M de S tels que | (M) =0,
ie. le plan tangent em M a S est contenu dans le plan w(M) = 0, donc égal a
ce dernier. Or, comme w(M) = 0 est un plan vertical, il en résulte que S est
a plan tangent vertical en M, donc le cas b) est contenu dans celui de a).

OdF (>

NG
uJ\\\]\
Fig. V& Eigaib;

2.2. Definition. On dit qu'un point M de S est singulier pour I'équation
(1.1) si le plan tangent a S en ce point M est vertical. Si, en plus, il est une sin-
gularité de w|s, on dit qu’il est un point singulier d tangent non-transverse
(@ w = 0). Dans le cas contraire, il est dit singularité a tangent transverse.

2.3. Expression analytique d’une singularité.

En tout point M de S, le plan tangent a S est défini par ’équation:
dF(M) = F (M)dx + F (M)dy + F (M)dp =0

ou F, F, F, sont respectivement les dérivées de F par rapport a x, y, p. (Dans
tout ce qui suit, nous adopterons cette notation pour toutes fonctions défi-
nies dans un espace numérique quelconque.)

Donc, M est singulier pour I’équation (1.1) si et seulement si F »(M) = 0.
Et dire que M est une singularité a tangent non-transverse revient a dire que,

o(M) A dE(M) = 0.

Donc, on a simultanément:

F (M) =0
F M)+ pF M) =0

ou p est la cote du point M.
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2.4. Equation de Clairaut.

1) Nous allons considérer ici le cas des équations dont tous les points
singuliers sont a tangent non-transverse. Ceci signifie que les solutions du
systetme d’équations:

(qui deéfinit le lieu singulier I" de la projection  : S — R?) vérifient I’équation:
F.+pF, =0

La situation la plus simple est celle ou les fonctions F et F » sont indépen-
dantes en tout point de I'ensemble singulier I'. Dans ce cas, la condition pré-
cédente €quivaut trivialement au fait que la fonction F_ + p F , appartienne a
'idéal engendré par F et F , dans I'anneau des fonctions C* sur R>. On a alors
la:

Proposition. Si les fonctions F et F, sont indépendantes sur T, le feuilletage
défini sur S — T par w| ¢ = 0 se prolonge naturellement en un feuilletage F non
singulier sur S; de plus, ce feuilletage est transverse a T.

Démonstration: Soit V le champ de vecteurs défini par:

F,(x,y,p)
V(x,y,p) =|p F,(x, 5 p)
—(Fx+PFy)(X,y,P)

On vérifie facilement que dF(V) = o(V) = 0. Donc toutes les trajec-
toires de V'dans S sont les solutions de ’équation F(x, y, y') = 0. Or F s T B,
appartient a I'idéal engendré par F et F » 1l existe donc deux fonctions C®,
A et B telles que:

—(F,+pF)=A.F + B.F,

Par conséquent, en restriction a S, Vest de la forme F ,- Vou Vest le champ
de vecteurs de composantes (1, p, B) dans le systéme de coordonnées cano-
niques de R3. Il est donc clair que toutes les trajectoires de V'dans S en-dehors
de T coincident exactement avec celle de V et réciproquement.

La premiere partie est donc démontrée. B

Pour voir que I est transverse aux orbites de V; il suffit de montrer que
dF (V) # 0 sur I. Sur §, on a:
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dF (V) =F, +pF, + BF,.

Or la relation —(F, + pF)=A.F + B,Fp donne en dérivant par
rapport a p:

F, +pF, +BF,=—F,—(4,.F + A.F, + B,.F).

Sur I', on a donc dF (V) = — F,.

Comme 0 est une valeur reguhere de Fetque F, +pF, = F, =0 sur
I' alors nécessairement dF (V) est sans zéro sur I

La proposition est demontree

On déduit immédiatement de cette proposition que les projections dans
R? des feuilles de # sont tangentes a la courbe J projection de I' (contour
apparent de S). Dans ce sens, J apparait comme “enveloppe des solutions
geénérales” de I'équation différentielle considérée; elle est appelée classique-
ment “solution singuliére”.

2) Definition. On appelle équation de Clairaut toute équation différen-
tielle multiforme F(x, y, y') = 0 telle que la fonction F_ + p F , se trouve dans
I'idéal de C*(R3, R) engendré par les fonctions F et F o

Proposition. Soit F(x, y, y') = 0 une équation de Clairaut(*). Si l'on suppose
en plus que F_+ p F se trouve dans l'ideal engendré par F » alors il existe une
submersion ¢ de R® dans R? telle que F = G o ¢ ot G est une fonction C* de
deux variables. En particulier, si F, + p F, =0 alors F =0 est de la forme
y=xy 4+ g()) ou g est une fonction C® telle que g(0) = g'(0) = 0.

Démonstration: Par hypothese sur F, il existe une foriction B de classe
C>"telletque! !

F.+pF,+ BF,=0.
Donc F est une intégrale premiére du champ de vecteurs:

_6_+ i+B-6_
Bxcs = o ap

Par conséquent, F peut étre mise sous la forme:

*On suppose ici que F(0) = F,(0) = 0.
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ou I, et I, sont deux intégrales premieres linéairement indépendantes de ce
champ de vecteurs.

Lorsque la fonction B =0 ie. F, + pF, =0, alors on peut prendre
I, =y — px et I, = p. Sous hypothese que 0 est une valeur réguliére de F,
on vérifie que 0G/01, est non nul sur I'. Il existe donc une fonction g de classe
C® telle que:

y=xy + g0).

C’est cette équation y = xy" + ¢()') qui est connue classiquement sous
le nom d’¢quation de Clairaut.

§ 3. Definition intrinseque d’une equation differentieile multiforme.

Soit M une variété C*® de dimension 2. Soit P — M le fibré des élements
de contact de M, c’est-a-dire 'ensemble des couples (m, dyoum e Metd < T (M)
est une droite passant par 'origine; la variété P s’identifie canoniquement au
fibré projectif P(T*M) associé au fibré cotangent T M ; elle admet une structure
de contact canonique o.

Une équation difféerentielle (multiforme) sur M est par définition une
sous-variété S = P de dimension 2. Les solutions de S sont par définition les
feuilles du champ de directions défini par la restriction de o a S.

En particulier, lorsque M est le plan R* des couples (x, y), on retrouve
toutes les équations différentielles (1.1). En effet, pour ce cas particulier, notons
par

7 : PX(R?) — R?

le fibré des éléments de contact de R? et  sa structure de contact canonique.
En munissant R? du systéme de coordonnées naturelles (x, y), I'space R* des
triplets (x, y, p) s’identifie canoniquement a un ouvert de P*(R?) ot un élément
(x, y, p) s’interpréte comme couple (m, d) dans lequel m € R? est de coordonnées
(x, y) et d est la droite de pente p. En prenant (x, y, p) comme systeme de coor-
données dans R* = P*(R?), la structure de contact canonique est donc définie
par la forme w = dy — p dx. Dans ce contexte, ’équation (1.1) n’est autre
que celle défine par la surface S ou:

S = {(x,y,p) € R¥/F(x, y, p) = 0} = R?® = P*(R?).
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§ 4. Equivalence des equations differentielles.

) 4.1. Soit G, le groupe des difffomorphismes de R? et G, le groupe des
difftomorphismes de P*(R?).
l?our tout diffeomorphisme ¢ dans G,, il existe un difffomorphisme
® unique dans G, tel que

1) §(w) A o=0
i) pom = 7o .

' Le diffeomorphisme ¢ s’appelle la transformation de contact de P*(R?)
induite par .

L’application qui a ¢ fait correspondre @ identifie canoniquement G
a un sous-groupe de G,. r

4.2. Expression analytique de @.

On se place toujours dans 'ouvert R* < P*(R?) du systéme de coordonnées
naturelles x, y, p.

Soient g, h les composantes de ¢ dans R?. D’aprés ii), $ aura pour com-
posantes g, h et k ou g et h sont celles de ¢ et k est une fonction qui dépend de
toutes les variables x, y, p. Les calculs dans R® = P*(R?) donnent:

¢ (w) = (h, — kg,)dy + (h, — kg.) dx.
Dire que §*(w) A w =0 équivaut a dire que:

h,—kg, = — p(hy = kgy). "
D’ou l'on tire:
hyx, ) + phix.y)

KNS T p) = :
galekn)ats pigilan)

?

4.3. Definition. Soient S et S” deux équations différentielles de R? et M.
M’ deux points de S. S’ respectivement. On dit que S en M est équivalente
a S en M', sl existe: '
1) un voisinage U de niM) et U’ de m(M’) dans R?,
i) un difféomorphisme @ de U dans U’ tel que:
a) M) =M’
b8 TR =S A/ i L)
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4.3.1. Remarque: Pour étudier localement une équation au voisinage
d’un point M(x,, ¥, Po) de R3, grace au diffefomorphisme du type:

(X,y, P) = (x _ xo» y —)’0 s po(x Eg x())a P p())
on peut toujours supposer que M est origine de R3.

4.4. Remarque: Soit G, le sous-groupe de G, des difftomorphismes de
P*(R?) qui respectent les verticales relatives a la projection 7:

G, ={peGy/3peG, tq nop =@on}.
On a, de facon évidente:
B, e b

On remarque que G, est strictement contenu dans G, car un difféeomor-
phisme de la forme:

= (x,»,p) — (x, 7, 2p)
est un élément de G, qui ne se trouve pas dans G,.

Dans la suite, le groupe des diffeomorphismes qui nous intéresse est G,
et non pas G).

II — Classification qualitative des singularites generiques
§ 1. Exemples de singularites a tangent transverse.
1.1. Singularités avec pli simple.
Soit I’équation:
Y=o
En chaque point du demi-plan des x > 0, on a deux tangentes possibles.

Ces deux tangentes deviennent confondues et horizontales lorsque x = 0.
Dans le demi-plan des x < 0, on n’a aucune tangente possible.
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Y En intégrant, on obtient:

2
Y = i?xs/z =y

Les courbes intégrales présentent donc des points de rebroussement le
long de l'axe des y.

Pour cet exemple, considérons la surface S définie par 'équation x — p? =
= 0 dans R*. Les coordonnées naturelles sur S sont alors (p, ). Et la projection
n s’écrit n(p, y) = (p?, y). Donc

i) 0 est un point pli pour 7.
D’autre part, la forme w restreinte a S est égale a dy — 2p*dp. Donc
ii) 0 est un point régulier de w sur S.

D’une maniére générale, nous disons qu’un point M de R? est une sin-
gularite a tangent transverse avec pli simple (ou seulement une singularite avec
pli simple) pour une équation F(x, y, y’) = 0 si i) et ii) sont satisfaites en M
pour la surface S.

1.2. Proposition. 1) O est une singularité avec pli simple pour equation
F(x,y,y) = 0 si et seulement si la fonction F verifie les conditions suivantes:

F(0) = F,(0) = 0 et F,(0) F,,(0) # 0.

2) Si ¢ est un element de G, et @ la transformation de contact de R induite
par @, alors léquation F o~ ! = 0 présente encore une singularite avec pli
simple au point @(0).

Démonstration: 1) est évident compte tenu de la définition d’une sin-
gularité avec pli simple.

2) est aussi tres facile: en effet, @ respecte les verticales, donc il transforme
une singularité de n: S — R? en une singularité de ©: @(S) — R En plus,
un pli sera transformé en un pli car lorsque 0 est un point pli sur § alors la
verticale passant par 0 est transverse a la ligne de pli dans S et comme la trans-
versalité est concervée par diffeomorphisme, cette affirmation est claire.

D’autre part, dire que 0 est un point régulier de @ dans S veut dire que le
plan tangent en 0 a S est transverse 4 w = 0 en ce point. Par la méme raison
que tout a I’heure et en tenant compte du fait que @ laisse invariant @ = 0,
ceci démontre la proposition.

!
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1.3. Premiére espéce de singularité avec fronce (elliptique).

Soit I’équation:
x =y

La surface S dans ce cas, a pour équation p® — py — x = 0 sur laquelle

équation @ = 0 s'écrit dans le systéeme de coordonnées naturelles (p, y), de

la maniére suivante:

(1 4+ p*)dy — p(3p* — y)dp =0.

On a donc un feuilletage sans singularité sur S dont les feuilles sont:

p=1tgt
= a cost +tg*t— 2

. T, T ;
oﬁtvanantde—;a?etade — o0 a + o0.

La projection n est définie par n(p, y) = (p® — oy, y). §0n lieu singulier
T est la parabole y — 3p> =0 dont la projection dans R?* est la pa}rabol?
semi-cubique (x = 2t3, y = 3t?), n présente donc une fror.xce de Whl.tney a
I'origine. Pour les solutions de I'équation dans R2, on obtient la famille des

courbes suivantes:

x =tgt.(2 — a cost)
y = tg*t — (2 — a cost).

La solution passant par 0, celle qui correspond a la valeur de a = 2 est
une sorte de parabole dont la concavité est tournée dans le sens de l'axe des
y > 0. Donc par rapport a I'axe des x, elle est située du méme cHté que le con-

tour apparent de la surface S (cf. fig. 2).

R VA o
|
|
0l
/oo _
i
Fig. 2.a.
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iii) lorsque 1 — p? < 0:

| {5 coth (t — t,)
= bsh(t — t;)— 2'—coth(t — t,).

Dans ce cas, la projection © a pour équation n(p,y) = (p*> + py, »). Son
lieu singulier est la courbe y + 3p* =0 qui se projette elle aussi en un re-
broussement classique (x = 2t3, y = — 3t?). Et la projection des courbes
intégrales donne respectivement:

— deux droites y = + x — 1,

— deux familles indexées par a et b des courbes:

coth(t — t,) . (b sh(t — ty) — 2)
b.sh(t —t,) — 2 — coth(t — t,).

th(t — t,).(a ch(t — t,) — 2) o {:Vc
)

=ach(t —to) — 2 — th’(t — t,

o
= x
Lo

La solution passant par 0, celle qui correspond & a =2 et le contour
apparent de S sont situés de part et d’autre de I'axe des x (cf. fig. 3).

Figl 23 Figi38.bs

1.5. Commentaires et définitions.

Premons les équations de 1.3. et de 1.4. Considérons un voisinage con-
nexe U de 0 assez petit dans R2. Les solutions passant par 0 partagent respecti-

N p g Vemelﬂ ‘) en (Ie]]x (:()Illl)() .

On considére maintenant I'é¢quation: nexe, on a un feuilletage sans singularité, alors ‘que dans la seconde, celle qui
contient le contour apparent de S, la situation est plus compliquée que dans la
x =y%+ yy. + premiére. Chaque courbe intégrale fait une queue d’aronde dont les points de
) rebroussement se trouvent sur le contour apparent de S. Ces deux points de
; Sur la surface S = {(x, y, p) € R*/p* + py — x = 0} munie des coordon- rebroussement ainsi que le point double de la queue d’aronde se rapprochent
nces naturelles (p, y), 'équation différentielle prend la forme: de plus en plus et finissent par devenir confondus lorsqu’on s’approche de

lorigine en restant dans cette composante connexe.
(1 = p*)dy — p(3p* — y)dp = 0. Dans ces deux exemples, sur la surface S, la forme w ne présente pas de

y singularité a l'origine.
Par un procédé classique d’intégration, on obtient comme courbes in-

tégrales la famille des courbes suivantes: Definition. On dit qu'un point M de R*® est une singularité a tangent

transverse avec une fronce (ou simplement une singularité avec fronce) pour
I'équation F(x,y,y") =0 si

— M est un point fronce de Whitney pour n: S — R?,

—  restreint a S n'est pas singulier en M.
{p =ithipi-y) Une condition nécessaire et suffisante pour que l'origine soit une sin-
y=ach(t—t)—2—th(t —¢,), gularité avec fronce pour Iéquation F(x,p,)) =0 est que:

i) les courbes définies par p = + 1,
ii) lorsque 1 — p? > 0:
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F(0) = F0) = F,(0) = 0 et (F,(0) F,,(0) — F,(0) F,0) F,{0) F(0)#0.

La démonstration de cette affirmation est évidente.

Proposition. Si 0 est une singularite avec fronce pour léquation F = 0,
alors le signe de lexpression:

s WFLOY B0\
st <F,,x(0) F,,y(0)> AR

est invariant sous laction de G,.

Definition. On dit qu’une singularité avec fronce est une singularité
(avec fronce) de premiére espéce ou de type elliptique si et seulement si p est
positif. Dans le cas contraire, on dira que la singularité est de seconde espéce
ou de type hyberbolique.

Avec cette définition la proposition précédente s’énonce de la maniére
suivante:

Si 0 est une singularité avec fronce de type elliptique (resp. hyperbolique)
pour I’équation F(x,y,)") = 0, alors quel que soit @ dans G, = G,, §(0) est
une singularité avec fronce de type elliptique (resp. hyperbolique) pour I’équa-
tion Fspati=i0]

Démonstration de la proposition: Il suffit de montrer que le signe p a
une interprétation géométrique naturelle.

On remarque d’abord que ce signe (s g(p)) ne dépend que de la surface
S représentative de I'équation: sg(p(F)) = sg(p(f.F)) dés que B est une fonction
C* sans zéro. 2

L’interprétation géométrique de sg(p) réside dans la comparaison des
singularites, a 1’origine, des courbes J (contour apparent de S) et y (projection
de la solution  de w|y =0 passant par lorigine).

D’aprés la définition d’une singularité avec fronce et le théoréme de
fonctions implicites, ’équation peut étre supposée, au voisinage de 0, de lg
forme:

x — G(p,y) =0,

ou G(0,0) =G0,0) = G,.(0,0) =0 et G,(0,0).G,(0,0) # 0.
Dans ces conditions, la courbe I' < §, lieu singulier de 7, a pour équation:

£ {x - G(p,y) =0
G,(p,») = 0.
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Compte tenu des conditions sur G, J est alors défini paramétriquement, au
voisinage de 0 par:

x = G(p, h(p))
&
{y = h(p)

ou h(p) est l'unique solution de I'¢quation implicite G (p,y) =0 vérifiant
h(0) = 0.
D’autre part, la solution y de |4 = 0, passant par l'origine vérifie par
définition I’équation différentielle:
(1-pGy)dy—pG,dp = 0.
Cest le graphe d’une fonction:
y =f).

Et y est définie paramétriquement par:

x = G(p,f(p))
= f(p).

Un calcul simple fournit alors pour J et y les développements limités
suivants:

" 3aC;y(O) 7
J
1y = —3b—a-p2+
x=ap®+A.p* + ...
7
y=2pts

oua = Gy0),b=G,(0) et ) est une constante arbitraire qui n’interviendra
pas dans la suite. Remarquons que p = — b.



110 L. Dara

Soit ¢ :(R?,0) — (R, 0) la projection sur une transversale quelconque
de y en 0 qui annule le vecteur tangent (1, 0) 4 y en ce point. Alors, d’apres le
développement limité de y, g restreint a y définit une singularité (R, 0) — (R, 0)
d’ordre égal a 4. De facon plus précise, g restreint a y a pour développement
limité: ‘

3a
q - (p) =I'qy(0)-p4+---

(car ¢ (0) =0, du fait que g annule le vecteur (1, 0)).
D’autre part, en restriction a J, g est singulier d’ordre 2 a lorigine et
son développement limité d l'origine s’écrit:
3a
5 =N T e
q-J(p) b
Et dire que p est positif équivaut a dire que les images de y et J par la projection
q coincident au voisinage de l'origine.
La proposition est donc démontrée.

4,0).p% + ...

Remarque: En fait le signe de p est méme un invariant topologique. En
effet, on voit sans difficulté que pour p > 0 (resp. p < 0) le point double d’une
solution passant par 0 qui rencontre J se trouve a I'extérieur (resp. a l'intérieur)
du triangle curviligne AOB.

//BA
5 o

p<o

§ 2. Exemples de singularites a tangent non transverse. Classification des
equations y = ay'? + fxy + px>.

2.1. Considérons une équation

F(x,y,y) =0,

dont 0 est une singularité a tangent non transverse. Alors F (0) = F (0) = 0.
Par hypothése sur S, dF(0) # 0, donc F (0) est nécessairement non nul. Et
on peut alors écrire I'équation F =0 sous la forme:

i
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y = G(x,Y),

ou G est une fonction C* de deux variables (x, p) telle que G(0) = G (0) =
= G,(0) = 0. Pour simplifier, on suppose dans la suite que G ,(0) # 0, Cest-
a-dire que la projection n:S — R? présente un pli & l'origine.

Les coordonnées naturelles sur S sont (x, p). Dans ce systéme, ’équation
sur S s’écrit:

o =w|y=(G,—pdx+ G,dp =0.

Par construction, la forme ' s’annule a I'origine.

Remarquons que dw'(0) = — dp A dx # 0; ceci signifie que I'équation
différentielle ' = 0 n’admet jamais d’intégrale premiére locale au voisinage
du point singulier.

La partir linéaire du développement de Taylor de ' a I'origine ne dépend
que de la hessienne de G. (Notons que le déterminant y de cette partie linéaire
est un invariant a 'équation.) Ceci suggére I'étude détaillée des équations de
la forme:

y =oy? + Bxy + yx°

correspondant au cas ou G est une forme quadratique.
Nous ferons cette étude sous les hypothéses additionnelles, qui seront

1) « #0; n:S — R? a une singularité pli 4 I'origine.

. [G(0) G,x(0) L B 2a
2) x = dét (_ G0 1 — pr(O)) = det (—Zy N ﬁ) # 0

Ceci signifie que la jacobienne de w’ en O est inversible.
Commencons par regarder les trois exemples suivants:

2.2. Singularité du type pli-col.

On considére I'équation:
i ’
y=y*°+2xy.

La surface S est dans ce cas définie par I’équation p> + 2px — y = 0. La pro-
jection m s’écrit n(x, p) = (x, p* + 2px), donc le lieu singulier est la droite
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x + p = 0. Et les courbes intégrales sont engendrées par le groupe a un para-
meétre:

N\

Fig. 4.a. Fig. 4.b.

o |
\

p

|

Fig. 5.a. Fig. 5.b.
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(3% G 2p)eXt =2per"
3

px, p) =
pet.

On a donc un point col sur S.

En projetant dans le plan (x, y), on obtient:

x(t) = (x, — 2a)e* + 2ae™"
(t) = 6a2a — x,)e' — 3a* e™*

ou a est racine de I’équation 9a* — 6x,a — y, = 0 lorsque la solution passe
par le point (xo, yo) & l'instant t = 0. A I'intérieur du domaine y + x2>0
par un point passent deux courbes intégrales qui se groupent en deux familles,
la premiére est formée par des courbes qui font des rebroussements sur le
contour (cf. fig. 4) et les autres sont des courbes qui planent au-dessus du
contour. Les deux séparatrices du col se projettent respectivement en solutions
y=0cety=—3x*4.

Désormais, nous appellerons singularite de type pli-col tout point d’une
équation S qui est un point pli pour = et un point col pour  restreint a S.

2.4. Singularités de type pli-noeud.

Cette fois, on se donne I'équation:
2 1 0
Y= it 3 xy.

L’équation de S est p> + 1/3 px — y = 0 et celle de la projection = est
dans ce cas n(x, p) = (x,p? + 1/3 px). On a donc un pli 4 I'origine. Avec ces
coordonnées (x, p) de S, I'équation a pour courbes intégrales, les trajectoires
du groupe a un parametre:

2p e*3 4 (x — 3p) &3
(pt(x9 p) = p e2t/3

Le lieu singulier de 7, 1a droite x + 6p = 0 se projette dans R? en donnant
la parabole 36y + x2 =0 et les projections des courbes intégrales sont de-
venues:
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x(t) = (x, — 3a) € + 3a &*'?

a(x, — 3a)

Wt) = PP 40002 o3

ou a est une racine de 'équation a®> + x,a/3 — y, = 0 quand x(0) = x, et
3(0) = y,. Comme dans le cas précédent par un point intérieur au domaine
36y + x2 > 0, il passe deux solutions (cf. fig. 5).

Definition. On appelle singularité de type pli-noeud toute singularite
M de I'équation F(x, y,y’) = 0 qui est un point pli pour 7 et un noeud pour la
forme w sur S.

2.4. Singularité de type pli-foyer.

SOlt l’équation:
1 /2 2

S est la surface d’équation y = 1/2(p* + x?) sur laquelle le lieu singulier
de la projection est I'ensemble p = 0 qui se projette en la parabole y = x2/2.
Les courbes intégrales sur cette surface sont engendrées par le groupe a4 un
paramétre:

(x cos wt + 2p2— X sin ot) €2
(Pt(xs P) = ) B
(p cos wt + p ; i sin wt) ' avec v = %
®
Y
i A
J
ZZ
. () G
N2
Fig. 6.a. Fig. 6.b.
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Y

Fig. 7.a. Fig. 7.b.

Elles se projettent dans le plan (x, y) en donnant:

2
x(t) = (x, cos wt + “Po — %o i wt) e'?
2w
1 2
y(t) = _2‘ || (p[(xO’ po) “

ou p, = *+ /2y, — x5 lorsque la courbe passe par le point (x,, y,) pour
t = 0. Il est donc clair que par un point du domaine y — x%/2 > 0, il passe
deux solutions et deux seules. Sur le contour apparent, on observe, en-dehors
de 0 des singularités avec pli-simple et 0 est le point limite de toutes les autres
solutions (cf. fig. 6).

Definition. On appelle singularite de type pli-foyer toute singularite M de
lequation F(x, y, y') = 0 telle que M soit a la fois un point pli pour m et un foyer
pour w =0 sur S.

2.5. Proposition. Toute equation y = ay’> + Bxy’ + yx* ou a # 0, est
equivalente a l'une des equations suivantes:

LAt
y=—2—(yz+xx2)

ou y est un nombre reel arbitraire.
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Démonstration: C’est trés facile, en effet, en posant:

X =i

' 20
o(x,y) = ,
y B x
Y=2+L 5
20 2 40

on vérifie qu’il transforme I'équation donnée a la forme voulue.

Remarque: Par un changement de variables approprié, les équations de
2.2. et 2.4. peuvent se mettre respectivement sous la forme:

1 2 2
= N2
y 2(y x*)

_L 12 _2_2,
y—2( +9x>

Cependant, pour des raisons de commodité de calcul, jai préféré les présenter
sous leur forme initiale.

2.6. Discussion générale.

Si, dans I'énoncé précédent:
y < 0: on reconnait qu’on a affaire a un pli-col; la situation est analogue
a celle de I'exemple 2.2,

0 << % - on a un pli-noeud, analogue a 2.3, .

x> % - on a un pli-foyer, analogue a 24.

Si y = 1/4, 1a jacobienne de w| g en 0 a une valeur propre double; il sagit
donc d’un cas dégénéré illustré par la figure 7.

Remarque: Dans le cas des plis-cols et des plis-noeuds, la jacobienne’
de w| en 0 admet deux directions propres de pentes respectives:

=1+\/1—4Xetm2—_1_:____ \/1—4X’

2 2

my

lorsque S est muni des coordonnées naturelles x, p. Donc, les hypothéses o # 0
et y # 0, dans I'équation donnée, suffisent a impliquer que ces directions pro-
pres sont transverses au lieu singulier de 7 qui est la droite p = 0.
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§ 3. Rappel du lemme de transversalite.

On désigne classiquement par:
JYR3 R) = R® x R x PYR? R)

Pespace des k-jets de fonctions définies dans R, ou PR’ R) est l'espace
des applications polynomiales de R* dans R de degré inférieur ou égal a k
et sans terme constant. J¥R3, R) est considéré ici comme fibré trivial sur R3.

Pour toute fonction F dans C*(R?, R), 'application j*F : R* — J*(R*, R)
définit une section canonique de ce fibré. Dans ce contexte, le lemme de trans-
versalité de Thom s’énonce:

Lemme de transversalite. Pour toute sous-variete fermee T de JXR? R),
Iensemble des fonctions F dans C*(R?, R) telle que j*F soit transverse a X est
un ouvert partout dense pour la C’-topologie, quel que soit r > k + 1.

La topologie considérée est la topologie fine de Whitney.

Un cas particulier est celui ot codim (Z) > 4 dans JYR>, R). Dans ce
cas, le lemme signifie trivialement que *F(R’) nZ = (.

§ 4. Genericite.

4.1. Theoreme. Lensemble des fonctions F dans C*(R3, R) telles que les
seules singularités de I'équation:

F(x,y,y) =0

soient l'un des six types suivants:

— singularité avec pli simple,

— singularités de type pli-col, pli-noeud, pli-foyer,

— singularités avec fronce de type elliptique ou hyperbolique,
est un ouvert partout dense dans C*(R3, R) pour la C'-topologie, quel que soit
ri=>3.

On exprime ce fait en disant que les singularités évoquées dans ce théo-
réme sont les singularités génériques des équations F(x, y,)) = 0.

La démonstration de ce théoréme exige d’abord quelques préliminaires.

4.2. L'espace JX(R3, R) est isomorphe 4 R'> muni du systéme de coor-
données suivantes:

(xa Y, Ds Ca Cp Cza C3a Cl 12 622, C33a C237 C31a Clz)
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de telles sortes que les composantes de jF, pour un F dans C*(R>, R) soient
exactement:

(x’y’paF’Fx5Fy’Fp,Fx2,Fy2>Fp2aF F ny).

yp’~ px’
Considérons dans J%(R3, R) les quatres sous-variétés fermées suivantes:

Z={C=C3=€33=0}

ZI={C=C3=C1+pC2=O} '
Z”={C=C1=C2=C3=O} :
Z”’=ZOZ’={C=C3=C1+pC2=C33=0}.

Soit, d’autre part, le sous-ensemble fermé (réunion finie de sous-variéteés
de codimension supérieure ou égal a 4):

ZO={C=C3=Cl+pC2=C§ 1
% 4[({31 +D C23) (§2 + C31 D) C23)
— {3384y + 2085, + p (0] = 0}.

Le groupe G, opere sur J*(R3, R) de la facon suivante, pour tout ¢ dans
G, et a dans J*(R®, R), on associe le jet d o j* @' de facon canonique.

Lemme. Les sous-varietes =, X', ", T ainsi que I'ensemble ferme X,
sont invuriants sous laction de G, ainsi définie.

Preuve: Soit @ un élément de G, = G,.

Appelons (g, h, k) les composantes de § ~*. Sid est un élément de J 2(R3, R)
de coordonnées: ;

(g(xa y)7 h(x7 J’), k(X, Vs P), C’ Cl, Cza C3s Cl 1> sza C33a C23s C31, Clz)

1

alors d.j*p ! sera @’ de coordonnées:

(xa ya p’ C’ Clp C,25 C’3a Cllp C’22’ C’339 /237 61317 (12)

avec (je m’écris que les composantes qui interviennent dans T et X)

§y =gy, (g G
{, =9,-C+h,. 0+ k.04
C,3= kp‘C3
lyy = ki Aok By
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11 est donc clair que X et £” sont deux parties invariantes. Pour X', on a:
(+pl,=0@.+pg)l; +(,+ph){,
Comme @ est une transformation de contact provenant du plan, on a:
kg, + pg,) = (h + ph).

Donc {; + p{, =0deés que {; + k{, = 0. Donc X’ est aussi invariante.
Et X =X NnX est aussi invariante.

On démontre de la méme facon que Z, est aussi invariante, seulement
le calcul est plus long que ceux que nous venons de faire.

4.3. Démonstration du théoréme: L’ensemble % des fonctions F de R?
dans R, de classe C® telles que:

2F 1 R® — JX(R3, R)

soit transverse simultanément 4 £, ', X", £ ainsi qu’a X, est un ouvert dense
de C*(R3, R) pour la C’-topologie pour tout r > 3.

C’est une conséquence triviale du lemme de transversalité.

Prenons une fonction F dans %.

1) Dire que j2F est transverse a £ signifie que j2F(R*) n X" = (. Donc
les équations F = F, = F, = F, = 0 ne sont jamais vérifiées simultanément
autrement dit, O est une valeur réguliére de F; ceci justifie I'hypothese faite
au paragraphe 1.2. du chapitre I que I'ensemble S = {F = 0} est une surface
sans singularité.

2) Considérons maintenant un point singulier de F(x, y,)’) = 0. D’apres
la remarque 4.3.1. du chapitre I, nous pouvons supposer que ce soit I'origine
x=ypy=p=0.

a) Si j2F(0) m’appartient ni 4 £ ni & X', il est clair que la singularité est
un pli simple.

b) Si j2F(0) se trouve dans X, alors j*F(0) n’appartient pas a X’ par trans-
versalité de j2F a £’ = £ N ¥’ qui est de codimension 4, donc évité généri-
quement. Ceci signifie que:

F(0) = F(0) = F,,(0) = 0 et F(0) # 0.

Remarquons que si j2F est transverse & X (resp. X', £, £, ) en 0, alors
pour toute fonction u dans C*(R3, R) telle que u(0) # 0, il est évident que
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Jj*(uF) est aussi transverse a T (resp. £, £, ', £,) en ce point. Par conséquent,
I'inégalité F (0) # 0 permet de supposer que F soit de la forme F(x,y, p) =
= G(p,y) — x.

Dans ce cas, la condition de transversalité 4 ¥ donne:

—1 G(0) 0
dét 0G,0 0 # 0,
* o« GL(0)

soit G 5(0) G,,(0) # 0. Ceci montre alors que 0 est 'une des singularités avec
fronce de type elliptique ou hyperbolique.

¢) Si j2F(0) appartient & X', alors par la méme raison que dans b), j>F(0)
n’appartient pas a X. Ceci signifie que:

F(0) = F,(0) = 0 mais F,(0) # 0;

donc la projection n: § — R? a une singularité pli a I'origine.

D’autre part, F (0) =0, donc il s’agit d’une singularité a tangent non
transverse. D’apres 1), F (0) est non nul et d’apres la remarque dans b), on
peut supposer F de la forme:

-

F(X, s P) = G(xa p) o7 e
La transversalit¢é a X’ se traduit par la condition:
0 -1 0
det | G,(0) 0 G,.(0) # 0 %
G.0 06,0 -1
par retour aux notations du paragraphe 2, ceci signifie que y # 0 et la trans-
versalité a X signifie y # 1/4 par définition de X, ceci montre qu’on a affaire

a une singularité pli-col, pli-noeud ou pli-foyer.

Le théoréme est donc démontré.

IIT — Recherche de modeles locaux

§ 1. Remarques preliminaires sur I’equivalence locale des equations diffe-
rentielles.
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1.1. On a défini au chapitre I la notion d’¢quivalence de deux équa-
tions différentielles, via un difféomorphisme du plan. Nous allons considérer
dans ce chapitre quelques problémes locaux de classification d’équations
différentielles, pour cette notion d’équivalence.

Nous travaillons donc sur I'espace des germes en 0eR3? de surfaces
S =*{F(x,y,p) =0}, (F(0) ='0). Le groupe H opérant sur cet espace est le
groupe des difffomorphismes locaux @ (R?,0y— (R?,0) tels que ¢ (trans-
formation de contact induite par ¢) conserve l'origine de R3; ceci signifie
que la jacobienne Dg(0) laisse invariante la tangente en 0 a I'axe des x. Un
germe @ = (g, h) se trouve dans H si et seulement si h(0) =0.

Pratiquement, on pourra parfois définir un germe en 0 € R d’equation
différentielle par un germe d’immersion f:(R?,0)— (R 0) (représentation
paramétrique de la surface S). Dans ce cas, il est clair que deux germes d’immer-
sion f et f* définiront deux équations différentielles équivalentes si et seule-
ment s’il existe un élément ¢ appartenant a H et un difffomorphisme local
¥ : (R?,0) — (R?,0), de la source de f a celle de f” tels que:

f=07 of o

1.2. Proposition. Soient f et f':(R? 0) - (R* 0) deux germes d’immer-
sions tels que les lieux singuliers de nf = 7o f et nf” soient respectivement des
germes d’ensembles fermés sans point intérieur. Alors pour que fetf' définissent
deux équations différentielles équivalentes, if faut et il suffit qu'il existe un dif-
féomorphisme Y de (R?,0) et un élément ¢ de H tels que:

(nf =@ tonf oy
V@) A (f o )" (@) = 0.

Démonstration: La condition nécessaire résulte immédiatement de la
définition d’équivalence et de celle d’une transformation de contact induite
par un difffomorphisme du plan. B

Pour démonter la condition suffisante, il suffit de montrer que si ¢ est
une transformation de contact induite par ¢ € H, alors le diagramme sui-
vant est commutatif:

IRZ—L-MR:*—R—»[RZ

Y 7

PN
Rz—f—PR3—1t—'>R2

¢
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Par construction de ce diagramme, on n’a qu’a vérifier la commuta-
tivit¢ du rectangle de gauche. Pour cela, les relations ¢*(w) A @ =0 et
(@) N (f' o) (w) =0 impliquent:

@ f) (@) N (f o ¥)*(w) =0.
Soient a, 3, y les composantes de ¢ - fet a, B, 7 celles de f” - . Alors,on a:
(@dp — ydx) N (B — y'da) = 0.

Or, par hypothese, en travaillant sur les représentants de f,f’ ... définis
dans un voisinage assez petit de 0, do A df est non nul dans un ouvert par-
tout dense. Donc y =9y’ dans cet ouvert dense, alors, par continuité y est
partout égal a y’. La proposition est donc démontrée.

§ 2. Modele local d’une singularite avec pli simple.

2.1. Theoreme. Toute singularité a tangent transverse avec pli simple
est équivalente a la singularité définie en 0 par léquation:

x =y

Nous exprimons ce théoréme en disant que les singularités avec pli
simple admettent un modéle local x = y’%. En outre, il est clair que si 0 est
une singularité avec pli simple pour une équation F(x,y,)’) =0, alors pour
toute fonction F’ suffisamment voisine de F, il existe un point Q voisin de 0
tel que I’équation F'(x,y,)’) =0 présente une singularité avec pli simple
au point Q: on exprime ce fait em disant que les singularités de ce type sont
différentiablement stables.

2.2. Lemme. Pour toute forme de Pfaff @ de R* de la forme:
@ = dv — 2u k(u, v)du

telle que k(0) = 0 et 0k/ou(0) # 0, il existe un difféomorphisme local del(Rz,'O)
de la forme

i = o(u?, v)u
7 = p’,v)
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tel que:
@ N yY*dv —2u*du) =0.

Démonstration: Considérons le difféomorphisme local de (R?0) qui

' transforme les courbes intégrales de @
Ao en droites paralléles a I'axe des u. Il est
de la forme:

(u, v) = (u,m)

n ou (0,n) est lintersection de la feuille
passant par (u,v) avec 'axe des v (dans
le systéme de coordonnées initiales).

n est donc une fonction de (u,v)
telle que 0n/dv(0) # 0. Par application
du théoréme de préparation, on peut

écrire:
n = ky(w?, o + ky(u?, v)

ou k, et k, sont des fonctions de classe C* de deux variables. Et, par hypo-
thése sur 7, on vérifie que 0k,/0v(0) # 0.

En écrivant que # est une intégrale premiére de @, on a:

dn = u@.

ou u est une fonction C® de (u,v) telle que p(0) # 0.

Considérons maintenant la courbe intégrale de @ passant par 0. Compte
tenu de la forme de @, elle est graphe d’une fonction v = h(u) ou h est de classe
C® en u telle que:

h(0) = K(0) =0

et que h'(u) = 2k(u, h(u))u.

En développant k a Tordre 2, on trouve que
W(u) = au® + u e(u) avec a # 0.

D’ou h"(0) =0et h"(0) # 0.
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En restreignant # a la trajectoire de @ passant par 0, on a:
0 = k,(? h(u)u + ky(u?, h(u)).
Donc, en écrivant que toutes les dérivées du second membre de cette

derniére égalité sont toutes nulles, puis en faisant u = 0 et tenant compte
du fait que:

ok
—2(0) et h"(0)
ov
sont simultanément non nuls, on s’apergoit que 7 est de la forme:

n = kyu? o) + k,(u?,v)

avec k, une fonction de classe C* de deux variables telle que k,(0) # 0.
Donc, en posant:

on obtient un difffomorphisme local  de la forme voulue tel que:

=3
n=y* (2'3‘ -7))_

Comme dn = u@, le lemme est donc démontré.

= F3/2 k0] P u
— k,(u?,v),

o=, =)
|

2.3. Démonstration du théoréme. Par hypothése, I'’équation donnée peut
étre mise sous la forme:

f:(u,0) = (9(u, v), v, u)
ou g est une fonction C* réguliere d’ordre 2 en u.
D’aprés [5], il existe des systemes de coordonnées dans le plan (u,v)
et (x,y)tels que:

7f (u, v) = > v).

Dans ces coordonnés, f devient:

B
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f1(u, 0) - @, v, k(u, v))
ou k est une fonction C* en u et v.
Comme S est une surface réguliere, on a dk/du(0) # 0.
Dans ce systtme de coordonnées (u,v), I’6quation différentielle sur la
surface s’écrit:

[H(w) =@ = dv — 2u k(u, v)du = 0.

Q“\D’aprés le lemme 2.2, il existe un diffeomorphisme

{

fHw) N y*(do — 2u? di) =0.

= o(u?, v)u

= p?,v)

<l R

tel que:

Prenons ¢ l'inverse du difféomorphisme local en 0 du plan (x, y) défini par:

X = o*(x, y)x

{y = B(x, y).

On obtient donc:
{nf= 0 onfyo ¥
fH @) AN (fo o) (@) =0

2

ou fo(u, v) = (u*, 7, u). La proposition 1.2. permet de conclure le théoréme.

Remarque: A priori, les difffomorphismes locaux du plan (x, y) utilisés
dans cette démonstration ne sont pas forcément permis i.e. ne se trouvent
pas dans H. Cependant une vérification élémentaire montre que c’est bien
le cas.

§ 3. Modele local d’une equation de clairaut ave un pli.

3.1. Considérons maintenant une équation différentielle

F(x,y,y) =0
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ou F_+ pF, se trouve dans l'idéal de C®(R3? R) engendré par F et F, et
F(0) = 0. Nous disons que F(x,y, ") =0 est une “équation de Clairaut avec
un pli” & Porigine 0 de R? si ce point est un point pli de la projection 7 : S — R?.

D’autre part, I’hypothése que O est une valeur régulicre de F montre
que F(0) est différent de 0 pour une telle équation. Elle peut donc s’écrire:

y = g(x,)")

ou g(x, p) est une fonction de classe C* telle que g(0) = g,(0) = 0 et g,.(0) # 0.
Pour les équations de ce type, on a le:

Theoreme. Toute équation de Clairaut avec un pli est équivalente a 'équa-
tion: ‘

el

3.2. Démonstration. On vient de voir que 1’®quation donnée peut se
mettre sous forme:

f(u,v) = (u, g(u, v), v)

ol g est une fonction réguliére d’ordre 2 en v, a I'origine. D’aprés [5], il existe
des coordonnées (u,v) et (x,y) telle que S soit 'image de I'application:

(u, v) = (u, v, k(u, v)).
Et dans ces coordonnées, I'équation différentielle sur S devient:
f*(w) = 2vdv — k(u, v)du = 0.

Mais I'hypothése sur F montre le lieu singulier I' de nf est aussi le lieu

des points critiques de f*(w) (cf. 2.4., chapitre I). Or, I n’est autre que I’en- ,

semble v = 0, ceci revient a dire que k(u,0) est identiquement nul. Donc,
k est de la forme:

k(u, v) = 2k, (u, v)v.
D’ou, en-dehors de v = 0, I’équation sur S se met:

®=dv—k, (uv)du =0.
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D’autre part, la régularité de S en 0 montre que k,(0) # 0. Avec ces
notations, on a:

Lemme. Il existe un difféomorphisme  de (R* 0) de la forme:

i = a(u, v?)
v = B(u, v
tel que:
{ @ N yY*(2dv — du) = 0.

La démonstration de ce lemme consiste, comme dans le cas du lemme
2.2. de ce chapitre, a décomposer une intégrale premiére de @ en fonction
paire et impaire.

Pour terminer la démonstration du théoréme, on pose:

—1 - (X(X, }’)
s {ﬁ(x, yPy.

Puis, on applique la proposition 1.2. pour tirer la conclusion.

§ 4. Remarques sur les autres singularites generiques.

4.1. Singularités composées avec un pli. On a vu au §2 du chapitre II
que toute équation de la forme:

2 avec a # 0

y=ay? + Bxy + yx
est équivalente a I'une des équations y = 1/2(y"* + xx?) ou yeR.

1l est clair que pour y' # x Iéquation y = 1/2(y'> + y'x?) n’est pas équi-
valente en 0 a I’¢quation y = 1/2(y'% + xx?); par conséquent, les singularités
de type pli-col, pli-noeud et pli-foyer ne sont pas stables différentiablement.

Par contre, pour la raison que les cols, noeuds et foyers sont structurel-
lement stables et que le pli est une singularité stable, il est probable que les
singularités de type pli-col, pli-noeud et pli-foyer sont topologiquement
stables.

4.2. Singularités avec fronce. Pour ces types de singularité, les ren-
seignements que nous avons sont encore trés incomplets. Cependant rien
n’empéche de penser qu’on a aussi la stabilité, au moins topologique dans
ce cas. Les raisons, bien que non suffisantes, sont les suivantes:
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) Avee les notations de L du chapitre T poest une tonctuon qui depend
continument de F: par cons¢quent, son signe l'est également. (On suppose
que 0 est une singularité avec fronce pour F(x,1,3') =0.)

Drautre part, si F’ est une autre fonction assez voisine de F, il est évident
qu’il existe un point Q voisin de 0 tel que Q est une singularité avec fronce
pour F'(x. v, ') = 0. et que Q dépend aussi continument de F'. Donc, le signe de
p ne change pas. ceci montre que Q pour F' =0 a le méme type que 0 pour
i =0

2) Pour une forme particuliere de la singularité fronce, on a la:

Proposition. Pour tous /. et p dans R*, les équations

F=y34+im—x=0
F=y3+uy —x=0

sont équivalentes si et seulement si ipu > 0, autrement dit p(F) et p(F')Nont
de méme signe.

Preuve: La condition nécessaire résulte de la définition de p. Récipro-
quement, si A = x*u, prenons ¢ le difffomorphisme:

=
=
i
G o
= =
Il
R
i
=

Il transforme F' en:

a3pd 4+ puapy —adx = a3 (p 4+ Apr — x).

I a proposition est donc démontrée.
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