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Deploiements Stables des Germes de Type Fini,
et Determination Finie des Applications Differentiables

Jean Martinet.

Introduction.

Cet article concerne la théorie locale des singularités d’applications
différentiables. I1 a un double but:

1) Exposer dans quelques détails la théorie relative aux déploiements stables
d’un germe de type de singularité fini (t. s. f)

2) Exploiter les mécanismes de cette théorie pour donner un théoréme de
détermination finie des germes de A codimension finie.

Le premier point est classique; il a ét¢ mis au point et utilisé par J.
MATHER [4] pour établir la densité des applications différentiables topo-
logiquement stables. Dans le cadre local considéré ici, les aspects essentiels
en sont les suivants:

Soit f; : (R%, 0) - (R, 0) un germe d’application t.s.f (nous dirons ici : de
V —codimension finie). I1 admet un déploiement stable F :(R? x R® 0)—
— (R? x R',0) ayant la propriété suivante: tout germe go, V —isomorphe
a fo (K —isomorphe au sens de J. Mather), est A —isomorphe a i*F, ou
i:(R,0)— (RP x R, 0) este une immersion convenable, transverse a F;
i*F a ici le sens d’un produit fibré. Si 'on connait I'application i — i*F d’une
part, et 'action du groupe d’isotropie de F (défini au 4) sur les sous-variétés
de R? x R, de dimension ¢ et transverses & F en 0, on est en mesure d’expli-
citer la A-classification dans la V-orbite (ou K-orbite) de fo.

C’est cette stratégie qui est mise en oeuvre pour aborder le second point,
qui est la partie originale de ce travail, au moins dans son aspect technique.
On y établit le résultat suivant:

Si fo : (R%,0) > (R, 0) est un germe de A —codimension finie, tel que:

1) Tyfo o M, (8,) (Tyfo este le A—espace tangent a fo)

2) J(fo) o M., ou J(f,) est I'idéal engendré par les composantes de
fo, et les mineurs t x t de la matrice jacobienne de £y, alors f; est déterminé
a lordre (r +2)l.

Le premier résultat relatif a la détermination finie des germes d’appli-
cations est celui de J. MATHER [6]; dans son théoréme, I'ordre de déter-
mination était mal contrdlé. Un énoncé beaucoup plus précis figure dans le
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beau travail de GAFFNEY [1], qui utilise des améliorations du théoréme
de préparation, et conserve par ailleurs la méthode de Mather. Le théoréme
obtenu ici est difficilement comparable a celui de Gaffney; son intérét prin-
cipal réside probablement dans la méthode employée, qui peut conduire a
des descriptions explicites de A—orbites.

1. Notations et Rappels.

1.1. Soit f: (R, 0) - (R,0) un germe d’application C*(f(0) = 0).

x—-y=f(x)

On désigne par &, (resp. &,) I'anneau des germes de fonctions C* a l'origine
de R® (resp. RY), et par f* : &, — & 'homomorphisme 1 — A.f. L’idéal ma-
ximal de &,(resp. &,) est noté .#, (resp. .#,); I'idéal de &, engendré par les
composantes de f sera désigné par I(f), ou f*.#,, et appelé idéal de f.

Si M est un &,—module, il hérite d’une structure de &, module via
f*;simy,...,m sont des éléments de M, le sous-6', module engendré par les
m; sera noté &,{my,...,m}, et le sous &, —module engendré par les m; sera
noté f*&,{m,,...,m} ou plus simplement &,{my, ..., m} lorsqu’aucune con-
fusion ne sera a craindre.

1.2. Soient deux germes d’applications:
f£9:(R,0) - (R, 0)

IIs sont dits V—isomorphes (ou K—isomorphes dans les notations de J. Mather)
si les germes de “variétés” f ~1(0) et g~ !(0) sont isomorphes dans R, c’est-a-dire
§’il existe un difffomorphisme local ¢ a l'origine de R° tel que:

e*[1(f)] = I(9)

Les germes f et g sont dits A—isomorphes s’il existe des difffomorphismes
locaux ¢ et ¥ a la source et au but, tels que

g=VYofop !

Deux germes A—isomorphes sont V—isomorphes, mais la réciproque
est fausse en général.

L’ensemble des germes V —isomorphes (resp. A—isomorphes) 4 un germe
f sera appelé la V—orbite (resp. A—orbite) de f.

L’étude des V—orbites est considérablement plus facile que celle des
A-—orbites; le but principal de cet article est de détailler une méthode d’étude
des A—orbites contenues dans une V—orbite donnée.

Deploiments Stables o1

1.3. Un des outils essentiels sera la notion de V—déformation verselle d’un
germe f; : (R, 0) - (R, 0), telle qu’elle est développée par exemple dans [2].
Rappelons rapidement ce dont il s’agit:

On appelle déformation de base R? dun germe f, : (R%, 0) - (R, 0) tout
germe f: (R? x R 0) — (R, 0) tel que (0, x) = fo(x).

(4, x) = f(u, x)

Deux déformations f et g, de base R?, de germes f, et go, sont dites V—iso-
morphes si f et g sont V—isomorphes (au sens de 1.2) via un difffomorphisme
local ® a lorigine de R? x R, de la forme:

D, x) = [u, p(u, x)]

Si f est une déformation de fo, de base RP?, et si h : (R% 0) — (R?, 0) est
une application de C* donnée, on désigne par h*f (image réciproque de f par h)
la déformation de base R? définie h*f(v, x) = f(h(v), x).

Une déformation f de f,, de base R?, est dite V—verselle, si toute défor-
mation de f,, de base R? (¢ quelconque), est V—isomorphe a h*f pour une
application h convenable de R? dans RP.

Voici le résultat essentiel concernant I'existence et la construction de
V —déformations verselles:

Le V-espace tangent au germe f, est le sous &,—module

Tf = &, {(fi ‘3f°} FIf) (6 <= (8
X1 0x;
La V —codimension de f, est la codimension de T,f, dans (&,), comme
sous-espace vectoriel sur R.
Avec ces définitions, f, admet une V—déformation verselle si et seule-
ment si il est de V-codimension finie; de plus, f:(R? x R®, 0) = (R, 0),
(u, x) = f(u, x) est V—verselle si et seulement si:

T;,fo =+ R{fl’---’fp} = (‘fx)t

ou ﬁ(x) = 0f/0u; (0, x) (“vitesses initiales” de la déformation f).

Si f, et go sont V—isomorphes, deux V-déformations verselles f et g de
fo et go, de méme base, sont toujours V—équivalentes: g est V—isomorphe a
h*f, ou h est un difféomorphisme local de la base; c’est le principe dunicité
des déformations verselles.

Rappelons enfim qu’un germe f, de V—codimension finie est de V—déter-
mination finie; plus précisément, si

T.fo 2 M5 (8
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alors tout germe go, ayant le méme (k + 1) jet quefo a 'origine, est V—isomorphe

a fo ([3] ou [2]).

1.4. L’étude de la A—classification des germes d’applications conduit a la
notion de déploiement. Un déploiement, de base RP, d’'un germe f, : (R%,0) —
— (R, 0) est un germe d’application:

F : (R? x R, 0) - (R? x R, 0)
(u, x) = (u, f(u,x)) ou f(0,x) = folx)
(F commute avec les projections canoniques de la source et du but sur la

base RP).
Deux déplojements F et G sont A—isomorphes si I'on a:

G=l//oFod)—l

ou @ (resp. ¥) est un diffeomorphisme local de R? x R* (resp. R? x R’) de la
forme ®(u, x) = (u, @(u, x)) (condition analogue pour ).

Un germe f, est dit stable si tous ses déploiements sont triviaux, i.e. A—iso-
morphes au déploiment constant de fo, ou suspension de fo.

On est amené naturellement & introduire le A—espace tangent & un germe
fo; Cest le sous-espace:

5 P
s e {%"T aj:)} X P vy £

ou ey,...,e désigne la base canomique de R'.

Remarquons que T, f, n’est pas, au contraire de T, fo, un sous &,—module
de (&.), mais seulement un sous &,—module, pour la structure induite via f¢F.

La A—codimension de f, est par définition la codimension de T,f, dans
(€,), comme sous-espace vectoriel sur R.

Si f, est de A—codimension finie, le lemme de Nakayama montre aisément
l'existence d’un entier k tel que:

Tufo 2 My (&)

Rappelons enfin que f, est stable si et seulement si il est de A—codimension
nulle, i.e. Tyfo = (&%)

Si f, est de A—codimension finie, il est a fortiori de V-codimension
finie, mais la réciproque est fausse; par exemple:

1) fo : R > R? (rebroussement “plat”)
x - (x2,0)
est de V—codimension 3, et de A—codimension infinie.
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Par contre, go : R = R? (rebroussement ordinaire)
x — (x2, x%)
qui est V—isomorphe a fj, est de A—codimension 1.
2) fo :R? > R?

(%1, %2) = (X%, x%)
est de V—codimension 4, et de A—codimension infinie.
Mais go : R? - R?

(x1,x2) = (x} + x3, x3 + x3)

est V—isomorphe a f,, et de A—codimension 2.

1.5. Considérons maintenant un germe f, : (R%, 0) —» (R’, 0) de V-codimension
finie.
Etant donnée une déformation quelconque de fy:

£:(RP x RS, 0) > (R, 0)
(1, %) = £ %)
nous poserons:
f:(RP x R x R%,0) - (R, 0)
(u, y, x) - —y+f(ux)
et F :(RP x R5,0) - (R? x R, 0)
(1 x) = o/ (1, X))
Rgmarquons que, par construction, le déploiement F a pour “graphe” la variété
{f = 0}; plus précisément, F s’identifie  la restriction & {f = 0} de la pro-

jection canonique de RP x R' x R® sur I'espace des paramétres RP x R'.
On a alors la facile, mais importante

Proposition ([2], chapitre III). Le germe F est stable si et seulement si
f est une V-déformation verselle de f.

On vérifie aisément que la valeur minimale de p réalisant ces conditions
est la V—codimension de f, diminuée du corang au but de f; en 0.

Soit maintenant g, un germe V—isomorphe a f; on peut donc construire
une V-déformation verselle de g, de la forme:

7:(RP x R x R%,0) - (R,0)
(“’,V»x) sh8 ) +g(u,x)
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Le principe d’unicité des V—déformations verselles (cf. 1.3) dit que? et g sont
alors V—équivalentes; ceci signifie qu'il existe un diagramme commutatif:

{f=0} = (R**' x R,0) 2 (R**' x R’,0) > {g = 0}
N n n G
(RP*,0) -k (RP*,0)

(ou h et @ sont des difféomorphismes locaux, m est la projection canonique)
tel que @ transforme la sous-variété {f =0} en la sous-variété {g = O}.
Mais ceci signifie que les déploiments F et G sont A—isomorphes (pas comme
déploiements, mais seulement comme germes d’applications de R?** dans
dans RP*Y). Soit alors T, = {0} x R' = R? x R'; posons X =h"'(Zo);
T est donc un germe de sous-variété de dimension ¢ dans (R?**, 0); il est claire-
ment transverse a F en 0, et S = F~!(Z) est un germe de sous-variété de di-
mension s dans {f =0} ~RP**; la construction ci-dessus montre que
Fy = F|s :(S,0) > (%,0) est un germe A-isomorphe a go. On peut aussi
dire que g, est A—isomorphe a i*F, au sens desproduits fibrés, ou i : (R',0) —
— (RP*!,0) est un germe d’immersion transverse a F.
Nous avons donc établi le

Theoreme  Soit fo : (R’,0) = (R',0) un germe de V—codimension finie.
Soit F : (R? x R*,0) - (R? x R, 0) un déploiement stable de f,, ou p = V-codi-
mension de fo—corang de fo au but. Soit 3 l'ensemble des germes de sous-variétés
de (R? x R',0) de dimension t, transverses a F. Lapplication £ — Fy est une
surjection de 3 sur la V—-orbite de fo, au A—isomorphismes preés.

1.6. Exemples.
1) Soitf, : R > R?
x — (0, x?)
Soit le déploiement stable (“parapluie de Whitney”)

F:Rx R—- R x R?
(4, x) > (u, &, 1) = (u, ux, x?)

Considérons par exemple go(x) = (x3, x2); on a
go =Fy ou X est la surface u —n =0

Si go(x) = (x°, x?), on a go = Fy ou X est la surface u — n* = 0.,
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2) Considérons f, : R? - R?
(x1, x2) = (x1, x3)

et le déploiement stable (ombilic hyperbolique):
F :R?2 x R? » R? x R?
(ug, Uz, X1, X2) = (U1, U2, x} + uyxg, X3 + uzxy)

Le germe go(x1, Xz) = (x} + x3,x3 + x3) est A—isomorphe a Fj, pour une
surface convenable du but; on peut choisir uy — y2 = 0,u, — y; = O(Exercice).

3) Soit fo : R? > R?
(x1, x2) = (1, x%)

La V-codimension est 2, le corang au but est 1. Soit le déploiement stable:

F:R x R? > R x R?
(u, x19x2)—)(u’x11x% + uxZ)

Le germe go(x1, X2) = (X1, x3 + x; x,) (fronce de Whitney) est égal a Fj,
ou X est la surface d’équation u — x; =0.

1.7. Reprenons les notations du paragraphe 1.5. Etant donnés Z, ¥’ €9, on
vérifie aisément que Fy et Fy sont A—isomorphes si et seulement si il existe
des difféomorphismes locaux ® et ¥ a l'origine de R?** et RP™, tels que
a) YoFo® ' =F

b) Y(&) =T

Désignos par Gr le groupe des difféomorphismes locaux y de RP** (but de F),
tels qu'il existe ®, difffomorphisme local de RP*s avec Yo Fo® ! =F;
ce groupe ser a appelé naturellement groupe disotropie de F; il opére sur 3.
La remarque ci-dessus, jointe au Théoréme 1.5. donne I'important.

Theoreme : Lapplication T — Fy définit une bijection entre P'ensemble des
A—orbites contenues dans la V—orbite de f,, et Pensemble des orbites de Gg
dans 9.

Le chapitre 2 va tendre & précise la nature de I'application X — Fy, en
en donnant une propriété de “continuité”.

Les chapitres 3 et 4 denneront des informations, sous certaines hypo-
théses, sur les orbites de Gy dans 3.
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2. Quelques Precisions Sur Les V-Deformations Verselles.

2.1. Soit fy : (RS, 0) > (R, 0) un germe d’application.
Nous avons déja considéré I'idéal de f,, I(fo) = &5, qui est, par définition,
un V-—invariant: deux germes V-isomorphes ont des idéaux isomorphes.
Un autre V-invariant important est I'idéal J(f,) = &, engendré d’une
part_par les composantes de f, (donc J(fo) = I(fo)), et d’autre part par les
mineurs dordre t de la matrice jacobienne de fy; bien sur, J(fo) = I(fo) si
s < t. La vérification de la V-invariance est facile et laissés au lecteur.
L’intérét de I'idéal J(f,) provient de la classique.

Proposition (cf. par exemple [7] p. 41-42) Un germe d application f, est de
V—codimension finie si et seulement si J(fo) est de codimension finie dans &.
Plus précisément, on a

T.fo 2 J(fo) - (&)
et T,fo > #Y% - (&) implique J(fo) > #Y.

Cet énoncé signifie “géométriquement” que f, est de V—codimension
finie si et seulement si:
a) fo !(0) est réduit & un point dans le cas s <t.
b) £~ (0) est une “sous-variété” admettant I'origine comme singularité isolée,
dans le cas s>t.

2.2. Exemples.

D.fo /R = B
x = (0, x2)
Alors J(fo) = I(fo) = -#2.
) f: REoR?

(%3] > (x1, x3)
J(fo) = -#% car cest I'idéal engendré par x2, x3, composantes de fo, et 4x,x,,
déterminant de la jacobienne de f5.
)f: RSR

(x1, x2) = x3 + x3

J(fo) est engendré par dfy/0x; = 3x2, dfy/0x, = 3x3 et f,; Cest donc en fait

I'idéal engendré par x? et x}; on a

J(fo) = 3.
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2.3. Les modules T} f.

Soit f: (R? x R®,0) - (R, 0)
(u, x) - f(u,x)

une déformation d’un germe f; : (R, 0) - (R',0).

Nous désignons par J(f) lidéal de &, . engendré par uy,...,u, et J(fo).
Remarquons que, si J(fy) > -#%, alors évidemment J( fo) © M1, quelle que
soit la déformation f de fo.

Définissons maintenant le sous-espace:

of of of of
= s (B + M Giii)
T = 6us {ax; ,6xs} + 1) (Bu) + {6141 | < 6w
Dans cette définition, les premiers termes sont des sous &, .—modules
de (£,); le troisieme est seulement un sous &,—module, pour la structure
induite par la projection canonique (u, x) — .
Nous allons établir la

Proposition Supposons que f soit une V—déformation verselle de fo.
Alors:
1) T est un sous &, —module de (8ux). Plus précisément:

K _ o of (8 ) (8 Y
nf_ gu,x {b‘;l‘s“-’ ﬁxs} + I(f) ((g’u,x) + /”fl ((gu,x)

2) TXf est un V—invariant, en ce sens que si f et g sont deux V —déformations
verselles a p paramétres de deux germes fo et go V—isomorphes, alors T et
T* sont isomorphes via un automorphisme de (£, )"

3) T est de codimension finie dans (8.x), et:

T = [J(N]* - (6.
Remarque Si J(fo) > #} alors J(f)>.#,,, donc To =ML (8 )

Démonstration de la proposition.

1) Comme f est V-verselle, on a ([2], lemme 6.2):

0 0
@) | it L o +a, iy L-er

Multipliant chaque membre par lideal #j < &,, en considérant tous
les espaces ci-dessus comme &,—modules, on obtient-
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jzz-g“{af af}+//z';~1(f)-((s”u,x)'+//z';{ﬁ£... af}:

Ox P ax, uy’n” L duy

Ajoutons a chaque membre le &, ,—module:
of of .
(gu,x {a‘x;, ceey Exz} oF I(f) (éﬁu,x) .

Nous obtenons, en tenant compte d’inclusions évidentes

s of of (&} B ¥
(2) Tka— évu,x {E7 ey g‘:} + I(f) ((g)u,x) ¥ R J”z (évu.x) .

Cest la formule que nous voulions établir; elle montre que T, est un
sous &, .—module de (&,.).

2) Soit g une V-déformation verselle, a p paramétres, d’'un germe g,
V-—isomorphe a f,. Nous savons alors que ([1], §2) que f et g sont V—équiva-
lentes, c’est-a-dire qu’on peut £crire

fu, x) = M(u, x) - g[h(u), o(u, x)]
ou D :(RF x R, 0) - (RF x R, 0)
(4, x) = (h(u), ¢(u, x))

est un difffomorphisme local, et

M : (R? x R 0)— GIR, t) (groupe linéaire de R)

est un germe d’application C* convenable.
Considérons alors I'application:

(Eux) = (64
M- (-D)

Il s’agit d’ un automorphisme de &, ,—module au-dessus de ®*, et d’un auto-
morphisme de &,-module au-dessus de h*.

11 laisse invariant .#% - (&, ,) quel que soit I'entier k; il transforme I(g) - (&, .
en I(f) (6., enfin, on a:

ofi+ WoM S dp; | dg
e I R T O(D M ‘—i < oq)
ox; Ox; (g-®) + Z 0x; [axj :|

is1

Ceci montre que &, ,{0g/0xy,..., 0g/0xs} +1(g)- (8., est transformé en

of of ;
éou,x {&';9 DR} Ex:} il I(f) (gu.x)t-
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Il en résulte que T¥g est transformé en T, ce que nous voulions démontrer.
Dans ce sens, TX < (&,..) ne dépend que de la V—orbite de f; (et du nombre
de paramétres de la déformation f).

3) L’égalité (1) ci-dessus signifie que le &, ,—module:

- ‘ of of , ‘
M = ((g]u,x) /(gu,x {5}:’ seey a_k:} -+ I(f) (éau,x)

est un &,—-module de type fini, engendré par les projections dans M de
of/duy, ..., Of/0u,; donc A% M est de R—codimension finie dans M; ainsi
TYf, image inverse de .#%- M, est de codimension finie dans (&, ).

Pour plus de précision, remarquons d’abord que la codimension de

1o [of of (8 ¥ , ‘
va_ éwu,x IE, eoy a_x: - I(f) (évu.x) = J”u (gu.x)

est évidemment égale a la V—codimension de fo; de plus, on a

3) (R AR

d’aprés la proposition 2.1.
On vérifie facilement que, plus généralement:

T > J(f) ¥~ 'f pour k > 1.
on a donc bien

TF = N @)

2.4. Proposition. Soit £ : (R” x R®,0) — (R, 0)
(u, x) = f(u, x)

une V—déformation verselle de f,; supposons que Tyf > M (&) pour un
certain entier |. Soient e . #}5' - (8..) et g(u,x) = f(u, x) + &u, x); alors g
alors g est V—isomorphe a h*f ou h : (R?,0) — (R?,0) est un difféomorphisme
local (k—1) plat en O par rapport a Tidentité de RP.

Ceci signifie que h — 1€ 4% . (8.).

Démonstration: Elle est, en partie, voisine de la démonstration du Théoréme
des V-déformations verselles (cf. [2]).
1) Considérons le germe d’application:

f:(RxRP xR, R x {0}) - (R, 0)
(A u, x) = (f(u,u) + Ae(u,x)
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Supposons avoir montré I'existence d’'un germe de champ de vecteurs
C® le long de R x {0} dans R x R? x R®, de la forme:

X(4, u,x)——+ Zé,(l u)——.+ ZX.{}. u,x)—

tel que

a) X.f=Df Xel(f).(6ru)
b) fje,llﬁ' JM, Xie-/”u,x-gl,u,x'

L’axe des 4 (R x {0}) est une trajectoire de X ; I'intégration de X définit donc
une famille de dlffeomorphlsmes locaux D, :(R? x R*,0) > (R? x R*, 0);de la

méme fagon, le champ ¢ = + Z Ei— 6 sur R x R? définit une famille de
Uj

difffomorphismes locaux h; :(R“, O) — (R?,0): comme les &; sont (k—1) —
plats le long de R x {0} = R x RP, les h; sont (k — 1) — plats a l'origine, par
rapport a I'identité, pour tout A (théorie de I’équation aux variations). Enfin,
comme X est un relévement de champ &, on a le diagramme commutatif:

(R? x R%,0) 4 (RP x R, 0)

(RP, 0) e o)
et la condition a) signifie que ®%[I(f})] = I(f), ou fi(u, x) = fi(A, u, x); donc
f est V—isomorphe a h%f;. La proposition est alors établie en prenant A =1.

2) Reste a établir I'existence du champ X utilisé ci-dessus. Il suffit en
fait de montrer, pour tout A € R, I'existence d’un germe de champ au point
(4,0,0)e R x R? x R satisfaisant a) et b); on pourra alors conclure par un
argument de partition de I'unité le long de R x {0}. Nous allons indiquer
briévement le raisonnement pour 4 =0; nous montrerons ensuite qu’il est le
méme pour les autres valeures de A.

La condition a) s’écrit:

0l AT o ’
X.f=¢ +,§1 éja‘; * Elxi a—xﬁiel(fl(éax,u.x)

La propriété désirée sera établie si 'on montre que:
53 of of ‘ k e ndtodie
E=M,8ux {E,..., ax} + I(f) . (Eanx) + & .8 Loas
ML (B
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Or, on a:

E '/”ux (g’lux{aafan-aaaf}+I(j)-((gl.u,x)'+ z'(gl,u,x)'

Ceci se démontre par un argument analogue a celui de 2.3.1).
L’inclusion énoncée résulte ensuite facilement du lemme de Nakayama,
et de 'hypothése TH > A, .. (8.,
3) Posonsf; o(x) = f3(0, x). On vérifie, en utilisant le lemme de Nakayama,
et la caractérisation des V-déformations verselles, que:
- Pour tout 4, f 2,0 est V—isomorphe a fo, et T, f“, ="Tyfo
f; est une V-déformation verselle de fm
kal 2 /”u,x (gu,x) s

Ainsi, 'argument de 2) peut étre repris pour toutes les valeurs de 4, et ceci

achéve la démonstration de la Proposition.

2.5. Nous sommes maintenant en mesure de préciser le comportement de
I'application £ — Fy de 1.7.
Soient donc f; : (R%,0) — (R, 0) un.germe de V-codimension finie, et
f :(RP x R x R%,0) - (R, 0)
(u’ Y, x) g Y +f(u’ x)
une V-déformation verselle de fj.
Définissons I(k), pour k > 1, comme le plus petit entier tel que
Tk f:)/”l(k) 1 ((g’u,y,x)l

La fonction (k) ne dépend (Proposition 2.3) que de la V—orbite I" de fo.
Si J(fo) @ A% on a (cf. 2.3)

k) < k.q+1

la croissance de l(k) est donc au plus linéaire.
Ceci posé, soit e .#1® . (&,), et posons

gu, y,x) =f (u,y,x) + &(x)

D’aprés la proposition 2.4., g est une V—déformation verselle de go =f5 + &;
et elle est V—isomorphe & h*f, ot h est un defféomorphisme local de R?*",
(k— 1) — plat par rapport a I'identité.

Ceci signifie que les germes stables F (F(u, x) = (u, f (4, x))) de fo et
G (G(u, x) = (u,f(u, x) + &(x))) de go sont isomorphes:

F=hoGo(P“1
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ou ¢ est un difféfomorphisme local de R?**, et h un difffomorphisme local de
RP** (k — 1) — plat par rapport a I'identité.

En d’autres termes (voir 1.5), go est A—isomorphe a Fg, o £ €3 est un
germe de sous-variété de dimension ¢ ayant avec I, = {0} x R' (f, = Fy)
un contact d’ordre (k — 1) & 'origine; ceci veut dire que X a une équation de
la forme u = Y(y), ou Y € 4% . (&,

Le Théoréme 1.5. admet donc I'amélioration suivante:

Theoreme. Soit F : (RP x R®,0) - (R? x R, 0) un déploiement stable d'une
V-—orbite I" de codimension finie, ou P = codimension de I" — corang au but des
éléments de I'. Pour toute sous-variété T < (RP x R, 0), X € 3, limage du k—voi-

sinage de X, par lapplication £ — Fj, contient le l(k)—voisinage de Fx (au

A—isomorphisme preés).

2.6. Exemples.
1) Partons de f, : R —» R?

x = (0, x?)

Comme J(fy) = .#2% on a I(k) < 2k + 1.
Soit le déplacement stable

F : (u, x) > (u, ux, x?)

On obtiendra, a A—isomorphisme preés toutes les perturbations de fj a 'ordre
2k + 1, en faisant varier la surface ¥ dans R3 a l'ordre k par rapport a .

2) fo : R? > R?

(xh x2) 7 (X%, x%)
F:R?>x R?2> %2 x R?
(u, uz, X1, X2) = (U1, Uz, X3 + uy, X2, X3 + uzx,)

On a encore: I(k) < 2k + 1, car I(fo) o 42

3. Un Lemme Technique.

3.1. On se place ici sur un espace produit R? x R(u € R?, y e R").
On suppose donné un &, ,—module M de germes de champs de vecteurs C*,
nuls a lorigine de RP x R'; tout champ Z € M s’écrira
a t

i
m—+ ) V=—=m7)
7l ‘a“i jglja.}’]

M~

o
i
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oun = (ny,...,n,) désigne la composante “horizontale” de Z (sur le facteur RP?)
et y =(y1,...,7) la composante “verticale”, sur le facteur R".

On désigne par Gy le groupe de difféomorphismes locaux a P'origine de
R? x R, engendré par les diffeomorphismes obtenus de la maniére suivante:
On forme une combinaison linéaire finie quelconque

Z,=ZafAd,u,y)AeR

ou les Z; € M, et les a; sont des fonctions C* des variables A, u, y,; on intégre
le champ Z;, pour obtenir des difffomorphismes locaux ¢, de (R? x R’, 0);
ce sont les générateurs de G,,.

Soit 3 I'ensemble des germes de sous-variétés T = (RP x R, 0) de dimen-
sion t. On s’intéresse 4 I'action de Gy sur 9. Plus particuliérement, soit
Z, = {0} x R*€9; nous allons donner un critére simple assurant que l'orbite
Gu(Zo) contient le k—voisinage de X, k étant un entier donné. Répétons
que le k—voisinage de X, est constitué des sous-variétés T d’équation u = y(4),
ou Y ey (8,

Pour énoncer ce critére, introduisons le module:

M, < (&,

forme par les restrictions 4 £, = {0} x R' des composantes horizontales n des
¢léments de M (en langage intrinséque, ce sont les projections, dans le fibré
normal a X,, des éléments de M).

Proposition Si Mo > .#}~" . (6,), alors Gp(Zo) contient le k—voisinage
de Eo.

La démonstration est facile, et représente un joli exercice utilisant essentielle-
ment le lemme de Nakayama. Commengons par le

3.2. Lemme Soit X, € 9 (1 € R) une famille C* d'équation u — U4, y) =
Y(4, 0) = 0; soient Z; = (1,,74) une famille C* de champs de vecteurs nuls en
0eRP x R, et @, la famille de difféomorphismes locaux correspondante. Les
conditions suivantes sont équivalentes:

a) i(Zo) =X, pour tout AeR
b) O /0A = n;— Y /0y . ;| 5, (restriction & I,).

Démonstration On considére sur R x R? x R' le champ de vecteurs Z =9/0A +Z,,
comme germe le long de R x {0}, et la sous-variété £ d’équation u—y/(4, y)=0.
La condition a) équivaux trivialement au fait que Z est tangent & £ en tous
ses points, c'est-a-dire Z.(u—y(4, y) =0 sur Z, ce qui donne b).
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3.3. Démonstration de la Proposition 3.1.

Soit T une sous-variété d’équation u—y(y) =0 ol Y € .#% . (&,)". Formons
la famille £; :u—AY(y) =0, AeR.

Au vu du lemme précédent, la proposition sera démontrée si on trouve
une famille C*® Z, = (11, 72) € M telle que la condition b) ci-dessus soit vérifiee,
c’est-a-dire:

M) my):wg_*ﬁ.mn

Pour cela, considérons 'anneau & des germes de fonctions C* de 4, y le long
de R x {0} = R x R". Soit T'le sous £-module de &7 constitu¢ des vecteurs
de la forme n, — A-0y/dy . y A‘I,v ou (n;, 71) = Z, parcourt I'ensemble des champs
de la forme Zoyfi, u, y)Z; Z;e M.

Je dis que T > .#%~1£7; ceci achévera la démonstration, puisque ¥ € .45 . &7.
Soit donc & e .#%~1 . &P; pour A =0 on obtient &, € .#5~" . (&,)?; par hypo-
thése &o(y) =n(0,y), ou n(u, y) est la composante horizontale d’'un champ
Z =(n,7)e M. Considérons alors le vecteur ¢—[n-Ady/0y. 7|z,] € P
On - vérifie facilement que cette différence appartient a .47 . &%. On a donc
montré que

T> .#%!.8° modulo .#}.68"

et le lemme de Nakayama linclusion cherchée.
4. Groupe et Algebre D’Isotropie D’un Stable.

4.1. Soit f:(R%0)— (R,0) un germe d’application C®, quelconque pour
I'instant.

Un couple (¢, ¥) ou ¢(resp. ¥) est un difffomorphisme local a I'origine
de RS(resp. R") est dit f~isotrope si:

f=Vofop

Soit (@3, V) une famille C* de couples f—isotropes; soit X, (resp. yz)
la famille de germes de champs de vecteurs C* a l'origine de R® (resp. R'),
nuls en 0, définissant @, (resp. ¥,;) par intégration; il est trivial que

(1) Df. X, =7.0f pour tout A

La réciproque est aussi évidente.
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En particulier, si X et y sont des germes de champs de vecteurs (nuls
a lorigine de R*® et R') tels que Df. X =y of; les groupes a un parameétre ¢,
et Y, définis par X et y représentent un groupe a un parameétre de couples
f-isotropes.

On vérifie facilement que I'ensemble des couples (X, ) € (#,)° x (A,)
satisfaisant (1) constitue un &,—module et une R—algébre de Lie; cette algébre
est, heuristiquement, I'algébre de Lie du groupe des couples f—isotropes.

4.2. Pour nos besoins, cest en fait ce qui se passe au but de f qui nous inté-
resse; c’est pourquoi nous définirons le groupe d’isotropie de fcomme ’ensemble
des difféomorphismes locaux ¥ : (R, 0) — (R’,0) “relevables” (on considére
ici f comme une “fibration” éventuellement singuliére) en un difféomorphisme
local ¢ de R®, c'est-a-dire tel que fo @ =Y of.

De méme, nous définirons lalgébre d’isotropie de f comme le & —module
des germes de champs de vecteurs y, nuls a l'origine de R, tels c{u’il existe
un champ X, nul d lorigine de R®, avec Df. X =y of.(X est donc un “reléve-
ment” de y par rapport a la fibration f).

Nous noterons #(f) cette algebre de Lie.

4.3. Lemme. Soit f:(R50)— (R,0) un germe de V-codimendimension
finie. Pour qu'un germe de champ de vecteurs y nul en O appartienne a S(f),
il faut et il suffit qu’il existe un champ de vecteurs X a la source, tel que

Df.X =yof.

Démonstration. La seule chose a démontrer est que, si 'équation en X:
(1) Df. X = yof admet une solution non nulle en 0, elle en admet aussi
une nulle en 0. Or, (1) implique (2) fo @; =¥, of ou @, et Y, sont les groupes
locaux a un paramétre définis par X et y; ¥/;(0) =0 car y(0) =0; la trajectoire
de X passant par 0 est contenue dans f ~ 1(0), et (2) implique que le rang de o
est constant le long de cette trajectoire; si ce rang était inférieur a ¢, les points
de cette trajectoire seraient des points singuliers de f ~(0), ce qui contredit
le fait que f est de V—codimension finie (cf. 2.1); donc, f est un germe de sub-
mersion, et il est alors clair que (1) admet une solution nulle en 0.

4.4. Remarque Supponsons que f satisfasse de plus a la simple condition
de transversalité:

I'application jacobienne Df:(R°,0) —» L(R®, R) (espace des applications li-
néaires de R* dans R') est transverse a la stratification naturelle de cet espace,
définie par le rang.
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Dans ce cas, 3(f) est exactement I'ensemble des champs de vecteurs nuls
a lorigine de R, tels que, pour tout y € R', assez voisin de 0, on ait:

e U ImDf(x)
xef ()
En effet, si y vérifie cette condition, I’équation linéaire Df. X =y .f peut
étre résolue ponctuellement sur un voisinage de 0 dans R°; 'hypothése de
transversalité implique qu’elle admet une solution C*, griace a un Théoréme
de J. MATHER [5]; le lemme précédent acheve la démonstration.

Exemple Si f:R?* - R?
(u, x) = (u, ux, x*) = (u, &,1)

est le parapluie de Whitney, ce critére montre que l'algébre d’isotropie de f
est 'ensemble des champs de vecteurs tangents a la stratification naturelle au
but de f:

— lorigine comme O-strate

— le demi-axe des n > 0 comme 1-strate

— le “parapluie” &2 —nu® =0 privé de I'axe des n comme 2-strate

— le reste de l'espace comme 3-strate.

4.5. Lalgebre d’isotropie du déploiement stable dun germe de A—codimension
finie.

4.5.1. Considérons d’abord un germe f, : (R, 0) — (R’,0) de V—-codimension
finie; soit (cf. 1.5):

F:(RF x R®0) - (R? x R, 0)
(1, x) = (u, f (u, X))
un déploiement stable de fo.

Ceci équivaut a (voir par exemple [3] chap. XV §2)
of of of of| _ ;
(1) (su'x{ﬁ',...,axs}+é’}u_y {el,...,e,, alul,...,a‘; _(gu,x)

Cherchons a relier I'algébre d’isotropie de F aux éléments de ce déploiement.
Soit Z =(n, y) un germe de champ de vecteurs a l'origine de R? x R' (nous
utilisons ici les notations du § 3).

La résolution du systeme linéaire

Df.X =2
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ou X =(¢ X) est un germe de champ de vecteurs a l'origine de R? x R, est
équivalente a celle du systéme:

¢=noF
E 0 s 0
Zéjlf+ ZXiizyOF
j=1 Ouj =y Ox

soit E=noF

S

3 of t of
_jzi(r,joF)yuj'i")’oF = iZIXiax,-

On en déduit, compte tenu du lemme 4.3, que H(F) est constituée des champs
(M, Y)EMuy.(BuylPt" tels que:
of

p
(2) Z(ﬂjoF)——+'yoF€(gu,x{
j=1 6u,~

of af}

Ex—;, sy axs
4.5.2. Supposons maintenant que f, est de A—codimension finie, et, plus
précisément, que:
of. of. .
3) TJ0=6’X{&°T,...,E%}+é”y{e1,...,e,} > My (E)

le germe f, est donc a fortiori de V—codimension finie, et nous pouvons en
former un déploiement stable comme en 4.5.1.

Proposition Sous I'hypothése (3), GHZo) contient le (r + 2)—voisinage de
o, ot Lo ={0} x R* = R? x R', et Gf est le groupe disotropie de F.

Démonstration. Le groupe Gp contient évidemment le groupe Gs(p,; il suffit
donc de montrer que, avec les notations de 3:
HF)o = M. (8)F

le résultat annoncé sera alors conséquence de la Proposition 3.1.
Considérons le module

N'=(&u) 18 {ﬁf—, ﬂ} + Buylers....e)

5x1 ? axs

D’aprés (1) c’est un &, ,—module de type fini (via F *), engendré les projec-
tions de 0f/0us, ..., 0f/0u,.
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Formons ensuite:

No=N/M,.N =~ (8,)/E, {af",..., g£}+(5y{el,..., .

c’est d’aprés (3) un espace vectoriel de dimension finie sur R et 'on a:
/”; . No = O
Soit alors ne #;.(8,)°, 1 = (M1,...,7p); on a donc
L of
nj =— =0 dans N
; Ou; 0
En remontant dans N, il vient

P
Z I au € /” N OU Ni (u7 Y) ¥ '7.()’)
Jj

c’est-a-dire

P
f ﬂl Z l]ﬂ ou lje./l,,.(f,,_y
j=1 =1 Oy
P
soit Y (- 4) 3 8f =0 dans N
j=1
Ceci signifie qu’il existe un champ de vecteurs Z = (n, y) a Porigine de R? x R’
tel que:
3 of of of
j;l (’11 F)*az;""yoFe(g“,x {a—x—l,,é‘x's‘}

et fi(y) = mi(0, y)

On en déduit immédiatement que

HF)o = M*L (8, C.QF.D.

5. Un Theoréme de Determination Finie.

1. Theoreme. Soit fo: (R%0) = (R',0) un germe d application zie A—codi-
mension finie, tel que:

Tu(fo) = #5 . (&)
Alors fo est déterminé a Tordre I(r +2)— 1.
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La fonction | a été définie en 2.5.
SiJ(fo) o AL onallr+2)<(r+2).q+1 et fy est déterminé d Tordre
r+2).q.

Démonstration. On considére un déploiement stable F :(RP x R®, 0) —
— (R x R, 0) de fo, défini comme en 2.5.

Soit go =fy +¢&, ol e M 1+D (&,); par le théoréme 2.5, g, est A—isomor-
phe & Fy, ou X appartient au (r + 2)—voisinage de £, = {0} x R* = R? x R".
Maintenant, d’aprés la proposition 4.5, £ = @(Z,) ou ¢ est un ¢élément du
groupe d’isotropie de F; donc Fy est isomorphe a Fy =f, d’aprés 1.7.

C.Q.F.D.
5.2. Exemples.
1) fo:R— R?
x = (x3, x?)

On vérifie facilement que T, fo > -4 . (&)
Donc f, est certainement 6—déterminé (J(fo) = .#2)

) fo: R R
(xl’ X2) g (xll’ + x%a x% i x?)

On vérifie (moins facilement) que T,fo > .4} . (8,)?
(voir par exemple [3] chap. XIII §7).
Donc f, est au moins 6—(J(f,) = .#32).
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