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Uma Nota sobre a Geometria de Distribuicoes

C. E. Harle

1. Introducio

Um resultado classico da teoria das superficies do espago euclidiano
E3 afirma que toda superficie compacta desse espago possui pelo menos
um ponto elitico.

Este fato foi generalizado para dimensdes maiores, tendo-se estabelecido
que toda hipersuperficie compacta de um espago euclidiano E", n > 1 possui
pelo menos um ponto no qual uma das duas possiveis segundas formas fun-
damentais ¢ positiva definida.

E evidente que se uma distribui¢do integravel de E" possuir uma va-
riedade integral compacta entdo esta ultima, considerada como hipersuper-
ficie de E" terd a propriedade mencionada acima.

Nosso objetivo nesta nota é o de estender esse resultado para distri-
bui¢des diferenciaveis de codimensido 1 de [E", arbitrarias, isto €, ndo pos-
suindo necessariamente variedades integrais, mediante a introdu¢do de uma
nogdo apropriada de segunda forma fundamental.

2. A Segunda Forma Fundamental

Seja (M", <, >) uma variedade reimanniana de classe C*, dimensdo
n>2 e com conexdo riemanniana V e curvatura R.

Dada uma distribui¢do X de M", de classe C* e codimensdo 1 indique-
mos, para cada ponto pe M", por X, o hiperlano do espago tangente T,M",
induzido por essa distribuigdo.

Seja e,+; um campo de vetores de M" (localmente definido), unitario
e tal que e,.,(p)e X} para todo p.

Para cada ponto p do campo de definicdo de e,.; (supostamente de-
finido em uma subvariedade aberta de M", fica definida a aplica¢do linear:
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por meio de
(1) A,0) = — Veens1, Ve,

Conv‘em notar que a.a.plicacﬁo ffp ndo € em geral auto adjunta relaii-
vamente a estruEura} egchdlana de X, induzida pela métrica riemanniana
dada. De t;alto, nao ¢ dificil ver-se que uma condicdo necessaria e suficiente
para que A, seja auto adjunta em todos os pontos € que a distribuigio X
seja integravel. Nestas condigdes, ¢ claro, o operador ;1\,, ¢ a segunda forma
fundamental da variedade integral de X, passando por p, relativamente a
normal e, (p).

. Pefinigﬁo 2.1. Chamaremos de segunda forma fundamental da distri-
E)ulcao Z, no ponto p, relativamente a en+1(p), & parte simétrica de 4, TR
a transformagido linear

1 ™~ 7~
() A, = T(Ap + L)
A seguir mostraremos que é possivel construir-se uma hipersuperficie
de M", tangente a X,, naturalmente associada a distribui¢do X e cuja se-
gunda forma fundamental relativamente ao vetor normal e, (p) coincide

a transformagdo A, Tal hipersuperficie é uma extensdo natural da nogio
de subvariedade geodésica de uma variedade riemanniana.

3. Trajetorias da Distri¢io )

Defini¢do 3.1. Chama-se trajetéria de T, determinada por ve X, a curva
y = ¥(t), solugdo do sistema de equagdes diferenciais;

Vy .V
3) - + <)’,W€n+1>en+1(7’)=0

satisfazendo as condigdes:
4 70) = p, 90) = v.

Devemos notar que para toda trajetéria y da distribuicdo X, temos
que y(t)e X, para todo valor de t.

Como o sistema (3) ¢ homogéneo temos que se y for uma trajetOria entdo
para toda constante ¢, a curva

u(t) = yct)

também serd uma trajetoria de X.
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Utilizando este fato podemos definir uma imersio:
expP :D <X, > M"
de uma bola aberta de X, centrada em 0,€ X, da maneira habitual, ie
) exp P v = p(l)
onde y ¢ a trajetoria de X definida pelas condig¢des
10) = p, 70) = v.

Defini¢do 3.2. Ao par (D, exp'”) daremos o nome de hipersuperficie
X-geodésica no ponto p.

Com estas nogdes podemos enunciar o seguinte fato:

Proposi¢do 3. Em cada ponto pe M", o operador linear A, é a segunda
forma fundamental de qualquer hipersuperficie Z-geodésica neste ponto, segundo
a normal e, ((p)

Para estabelecermos este fato consideraremos certos campos de vetores
ao longo de trajetorias de X, obtidos por variagdes dessas trajetorias.

Estes campos sdo, portanto, analogos aos campos de Jacobi definidos
ao longo de geodésicas de uma variedade riemanniana.

4. Campos Variacionais

Defini¢cdo 4.1. Dada uma trajetérias y de Z, chama-se campo variacional
ao longo de y a todo campo de vetores diferenciavel J ao longo dessa curva,
satisfazendo a relagdo

2
) ‘;tj + (RUL T +

v/ V ey
SRS pro Ien+l > +<< V’E‘Vﬂ?nﬂ >)en+1 &

v
+ < )'?,—dt—enﬂ > Ve, =0
Nesta expressdo, (R(J,7)7)* denota a projecdo ortogonal do campo

R(J, y)y sobre a distribuicdo X ou, mais precisamente:

(R(Ja ?))’)2 = R(Ja ')))y — R(Js Y)% €nt1 > €n+1-
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A relagdo (6) permite afirmar que dados vetores v,weX, existe um e

um Unico campo variacional J ao longo da trajetoria v, satisfazendo as con-
digdes iniciais:

vJ
(7) J(0) = o, Bdural

A seguir verificaremos que podemos obter campos variacionais ao longo
da trajetdria y, por meio de variages dessa trajetoria.
Para isto consideremos uma variagdo (diferencial) de y:

f =19
tal que f(2,0) = y(t) e a curva /. definida por
10 = f(t¢)
seja uma trajetoria, para todo .

Seja J o campo ao longo de y dado por:

®) o=, ((%) =

Verificaremos a seguir que J é um campo variacional ao longo de 7.
Para isto re-escrevemos a equacdo diferencial das trajetorias de X:

\% 0 0 v
9 (T R e T o o J.
() dt f*<3t>+<f*<0t>’ dt (en+l f)>en+1 f
Por derivagdo covariante parcial relativamente a variavel € obtemos
a partir da relagdo (9):
VR 0 2 Jd\ V
o = an*<aT> +E<f*<a—t>we"-l°f Fae pheainy

0 \Y \Y%
+ <f*<—(3t->’ d—ten+1°f> E(en+l°f) =0.

O segundo termo do primeiro membro de (10) pode ser escrito:
v 0 v
(11) (11) E< f*(Tt)’ We,,+1of> =

v 0 \% 0 vV Vv
Z <Ef*(a“t>’ s d Dok <f*<z)’ et kel

Agora podemos re-escrever o segundo termo do segundo membro de
(11), utilizando a curvatura R:
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VAES Vi
(12) <f.<—57), b gptani ehi®

0
. <f*(a—t>’ TN T

0
+ < fe <_§F>,R<f* (ng):f* (E‘)) ent10f >.

O primeiro termo do primeiro membro de (10) pode ser substituido por:

0 vV Vv 0 0 0 0
05 35 (5) =5 k() + R[5 (E)~(&)~ (&)
Para ¢ = 0. obtemos de (12):
0 vV Vv
(14) < f* (6—1?)’ 78— 6—te,,+1 of > =0 =

Has %%(V‘len*—l) Zph < ?,R(""P)en+l >.

De (11) e (14) vem:

0 0 \Y _
(15)- E<f*<7t~ s '—ten+1°f)>£=0

vV
<dt’dt

O terceiro termo do primeiro membro de (10), para € = 0 € dado por:

ere1oD) > + <o (Vaewe) > + <% RU D enes >

\%
(16) <fogp grlenioN)> oo | =

=R ?a%(en+l 9 Y) > Vlen+l-
Por outro lado, a relagdo (13) nos fornece:
vV <V 0 v
(9 %= o\

3 7. 9.
& & R(J, )y
Finalmente, obtemos a equagdo variacional (6) a partir das relagdes
(10), (14), (15), (16) e (17).

=0
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Do fato de podermos obter campos variacionais, considerando varia-
¢0es de trajetorias e ainda do fato de um campo variacional J ser comple-
. vJ , . .
tamente determinado pelos vetores J(0) e 7 , concluimos imediatamente
t=0
que qualquer campo variacional J, satisfazendo as condigdes:

vJ

€Z,;(p = (0)

t=0

é tangente a qualquer hipersuperficie geodésica de * em p, ao longo da tra-
jetoria y.

Finalmente, a partir dessas observagdes, podemos determinar a segunda
forma fundamental de uma hipersuperficie geodésica de £, em um ponto
pe M", relativamente 4 normal e,, ;.

Para isso, indiquemos por N o campo de normais unitarias dessa hiper-
superficie; tal que N(p) = e,+; (p).

Devemos notar que, em geral, os campos N ¢ e,,; ndo coincidem em-
bora isto se dé no caso em que X é integravel.

Fixemos, entdo, uma trajetoria y, tal que y(0) = p e 7(0) = v.

Para todo campo variacional J ao longo de y satisfazendo as condigdes:

J
J(O) _O,W ,=0€ZP
temos:
(18) < N(y(¥)), J(t) > = 0, para todot.
Derivando-se covariantemente duas vezes ambos os membros de (18)
vira:
V2N VN VJ V3d
(19) <W’J>+2< dt’7>+<N’d2> 0.
Em particular, para t = 0:
VN VJ \%
(20) 2<—5 ¥ o + <en1 (P gz
Utilizando a equagdo variacional (6) teremos:
\&d]
@1 @) <ewi() > =
t=0
vJ
=h="% ar o dt (Vsens1) e > — <90), Vyoyln+1>
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De (20) e (21) vem:

e WM,
22 || i
| Vvl V s 4
=?I:< W’ Wen+1 >i=0 + <9, i Vieni1 >t=0:|-

Tendo em conta que J(0) =0, podemos escrever:

V —_—
(23) W(V.Ien-é-l) =V <VJ> Ot
g s

Assim, de (22) e (23) obtemos:

24 gy N vJ b
@y dt t=0 dt | (=0

1 vJ ~ . ] ~ (VJ )

=— e LA, (9(0)) > + < 9(0), 4, [ — >

B << dt 5 » (7(0) 70), 4, <dt >t:0

ou
VN vJ vJ .
_ el =< A, (7(0)) >

(25) < dt ,:0’ dt b p s = < dt L p(y( ))

Notando que os vetores 7(0) e VJ/dt|,=0 podem ser tomados arbitra-
riamente em X, e que — VN/dt|,—, ¢ o valor da segunda forma fundamental
da superficie geodésica considerada, no vetor y(0) fica provado que esta se-
gunda forma fundamental coincide com a parte simétrica de A4,.

c.q.d.

5. Dominios de Acessibilidade

Consideraremos agora uma nog¢do que para 0s nossos propositos, de-
sempenha, para distribuigdes arbitrarias, o papel das variedades integrais
de distribuigdes integraveis.

Defini¢ao 5.1. Uma curva diferencial p = u(t) de M" é dita uma curva
integral da distribuicdo X se:

u(t) € Z,,para todo t.
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Defini¢do 5.2. Dadoum ponto pe M", chama-se dominio de acessibili-
dade de p, ao subconjunto 2,y de M" formado por aqueles pontos que po-
dem ser ligados ao ponto p, mediante uma curva continua, diferenciavel
por partes de tal modo que cada segmento diferenciavel desta curva seja
uma curva integral de Z.

Com esta nogdo podemos enunciar o seguinte resultado para distri-
buigdes de R™:

Todo dominio de acessibilidade 2, de £ que é compacto contém um
ponto ¢, no qual a segunda forma fundamental (relativamente & normal
conveniente), ¢ positiva definida.

A demonstragdo desse fato € muito simples e segue as linhas habituais.
De fato, sendo 2, compacto a fungdo quadrado da distancia a origem admite
um ponto maximo que serd denotado por ¢q. Como 2, contém uma hiper-
superficie geodésica de £ em g segue que este ponto também sera um ponto
de maximo para a restrigdo da fungdo quadrado da distancia a origem a esta
hipersuperficie. Dai segue que a segunda forma fundamental A, € definida
positiva (para uma conveniente normal e, 1(q).
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