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Remarques sur un article de J. W. Robbin

D. Luna

Soit V' un espace vectoriel réel de dimension finie. Pour toute norme
sur V, on peut considérer le plus grand sous-groupe de GL(V) qui la
conserve. Dans [1] sont caractérisées les sous-algeébres de Lie de End (V)
qui son l'algébre de Lie de tels groupes.

Dans ce qui suit, on améliore cette caractérisation de deux fagons: on
I’étend aux groupes eux-mémes, et 'on montre qu’on peut choisir la
norme strictement convexe et analytique.

1. Soient V un espace vectoriel réel de dimension finie, G un sous-
groupe de GL(V). Le groupe GL(V) opere de fagon naturelle dans 1’ensemble
des fonctions réelles sur V; si f: V— R, on notera G(f) le sous-groupe des
¢léments de G qui fixent f Désignons par G 1’ensemble des éléments de
GL(V) qui conservent une a une les orbites de G dans V; c’est le plus
grand sous-groupe de GL(V) ayant mémes orbites que G dans V; si
G=G on dira que G est saturé. Il est clair que, pour toute fonction
f: V>R, GL(V)(f) est saturé.

Théoréme. Soit G un sous-groupe de GL(V). Les deux conditions
suivantes sont équivalentes:

(1) G est compact, saturé et contient — 1 (la symétrie par rapport a
Porigine);

(2) G est le groupe des isométries d’une norme sur V. De plus, dans
(2) on peut choisir la norme strictement convexe et analytique (en dehors
de lorigine).

2. Sitnunentier > 2. Désignons par Z = 2 (n, IR) 'algébre des fonctions
polyndmes sur R" a valeurs réelles; 2 est une algébre graduée par le degré
total, dans laquelle GL(n, R) opere en respectant le degré. Ecrivons ¢ pour
le polynéme ¢(x) = x? + ... + x2, x =(x,, ..., x,). Comme d’habitude, notons
|| || la norme euclidienne standard de R" (||x|| = \/a(—)f)), O=0n R) le
groupe orthogonal correspondant, S, | la sphére unité standard de R”
(S, _, ={xeR" ||x|]|=1}). Désignons par # Iensemble des polyndomes

n=1
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harmoniques (c’est-a-dire, les polyndmes annulés par le laplacien 6(1 -+
1
62

+ sz); A est un sous-espace vectoriel gradué de 2, stable par 0.

Lemme 1. Tout pe P sécrit d'une et d’'une seule facon
p=hy+h g+ ... +hg"

ou les h; sont des polynémes harmoniques. Lapplication qui, a tout pe€ P
associe p|S,_, (la restriction de p a S,_1), est injective en restriction a H .

Pour une démonstration du lemme 1, voir par exemple [2], §134.

Lemme 2. Soit G un sous-groupe compact et saturé de O(n,R). 1l
existe un polynéme harmonique h sans terme constant, tel que G = 0(n, R) (h).

Puisque G est compact, les fonctions polyndmes invariantes par G
séparent les orbites de G dans =" (soient T,, T, deux orbites distinctes de
G dans R"; puisque T, et T, sont compactes, d’apres Je théoréme de Weiers-
trass-Stone, il existe peZ voisin de 1 sur T, et voisin de ¢ sur T,; pour
obtenir un polynéme invariant par G avec les mémes propriétés, il suffit
de remplacer p par sa moyenne sur G par rapport 4 une mesure de Haar).
Il est également classique que les polyndmes invariants par G forment une
algebre de type fini sur R; désignons par p,, ..., p, un systéme de générateurs
de cette algebre. Puisque G est saturé, on a G=0(p,) N ... n0O(p,): en
effet, O(p,) n...n0O(p,) est un sous-groupe de GL(n,R) qui contient G et
qui a les mémes orbites que G dans R". Vu la facon dont ¢ opere dans 2
(lemme 1), il est clair qu'on a aussi

Op,) N ... 0 O(p)=0(h,) ... A O(h,),

ou h,,...,h, sont des polyndmes harmoniques homogenes non constants
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convenablement choisis. Montrons qu’il existe he# tel que
Oh)n...n0h,)=0(h).

Désignons par (gq) I'idéal de 2 engendré par gq. D’apres le lemme 1, l’appli—

cation naturelle # — 2/(q) est un isomorphisme qui commute a 'opération

de 0. Désignons par hy, ..., h, les images de hy, ..., h, dans 2/(q). 1 suffit
de montrer qu’il existe he 2/(q) tel que

O(h,) ... 0 Oh,) = Oh).
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Le polynome ¢ étant homogene, la graduation de 2 passe au quotient en
une graduation de 2/(q). et les éléments I1 » hm sont homogenes pour
cette graduation. Pour tout peZ/(¢q) et pour tout entier natural N, on a

O(p™) N OGN = 0(p);

en effet, cela résulte aussitét du fait que g est un polynéme irréductible si
n>2, donc que 2/(q) est un anneau intégre. Quitte a remplacer certains
hl par /1 et /1““, N grand, on peut alors supposer que les 7, .. /1
aient des degrés tous différents. Dans ce cas enfin, en posant h = h

+ ...+ h,, on a visiblement

O(h) = O(h,) ... A O(H).

Lemme 3. Soit G un sous-groupe compact de GL(n,R) (a priori non
nécessairement contenu dans O(n, R)). Soit p un polynéme, non divisible
par gq, et soit N un entier strictement positif. Si G fixe p/q~, alors G fixe
aussi g (C’est-a-dire G c O(n, R)).

Pour tout seG, on a s (p/q") = p/q", donc (s p)g" = p(s- q)". Puisque
g ne divise pas p, et que 2 est un anneau factoriel, g divise s- ¢, autrement
dit il existe A(s)eR* tel que s+ g = A(s)g. On vérifie sans peine que / : G —IR*
est un homomorphisme de groupes. Du fait que G est compact et que ¢
est une fonction positive, résulte alors aussitot que A =1. Autrement dit,
G fixe gq.

3. Démontrons maintenant le théoréme. Soit G un sous-groupe de
GL(V). On vérifie sans la moindre peine que (2)=(1).

Inversement, supposons que G vérifie (1). Il est bien connu et classique,
G ¢tant compact, que G laisse invariante une norme euclidienne dans V.
Quitte a choisir convenablement une base de V, on peut donc identifier V
a IR" et supposer que G = O = O(n,R). Le cas n = 0,1 étant trivial, on peut
¢galement supposer n > 2.

D’apres le lemme 2, G étant compact et saturé, il existe un polynéme
harmonique h sans terme constant, tel que G = ((h). Posons f.=q+eh, et

7 = { WA s 0
0 S1 x = 0.

Il est clair que 7, est analythue en dehors de l'origine et que f (~x)
= 2f.(x), quels que soient A €lR, et xelR" Puisque —1eG et que G—
= O(h), h est nécessairement une fonction symétrique par rapport a 'origine
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de IR*; par suite, il en est de méme de f, et j Par ailleurs, il est clair que,
pour & — 0, /. tend vers || ||, au sens de la topologie B* sur tout compact
de R" — {0}. D’un argument classique résulte alors que, pour & petit, f6 est
une norme strictement convexe.

Montrons que, pour ¢ petit, GL(n,R)( f)— f) Il est clair que
GL(n R) ( f ) 2 0( f ). Inversement, soit se GL(n, R) ( f ); s fixe alors également
f Ecrivons h=h, + h, + ... + h,,, ou les h, sont homogénes de degré
i et ol hyy#0 (le cas h O ne présente pas de difficultés). Alors

f2=a(@" +eh,g" ' + ... +eh,,)/q")

Puisque g ne divise aucun polyndme harmonique non nul (conséquence
facile du lemme 1), g ne divise pas g" +¢eh,g" ™! + . +¢h,y (du moins
si £ # 0, mais le cas ¢ =0 ne présente pas de d]fflcultes) Nous avons vu que,
pour ¢ petit, f est une norme, GL(n, R) ( f ) est donc compact; nous pouvons
alors appliquer le lemme 3: il s’ensuit que se@, d’ou Iinclusion

GL(n,R) (f) = O(f).

Montrons maintenant que O(f)=0O(h), si ¢#0. Soit se®. Puisque 7:
est homogeéne, s fixe f si et seulement si s fixe f |S (la restriction de f
a la sphere S,_,). Par définition de f, ona f|S,_, f |S,_,. Vu la forme
de f, pour que s fixe f,|S,_,, il faut et il suffit que s fixe h|Sn_1 Mais
cette derniére condition n’est remplie que si s fixe h, car Iapplication
h—h|S,_, est injective en restriction aux polynémes harmoniques (voir
le lemme 1).

En résumé, si ¢ est petit et #0, f: est une norme strictement convexe
et analytique en dehors de l'origine, et

GL(n, R) (f) = O(f) = O(h) =
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