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Sur quelques problémes de Géométrie Globale des Géodésiques
René Michel

1. Introduction.

Cet article a pour but essentiel de présenter ensemble trois résultats
sur le Géomeétrie Globale des Géodésiques ol apparaissent d’importantes
analogies. Les deux premier sont les remarquables théorémes de rigidité
de E. HOPF [1] et de L. W. GREEN [2]; ils correspondent respectivement
au cas tu Tore Euclidien T2 et du plan projectif canonique RP2. Précisons
bien-que les preuves de ces résultats [1] [2] ne souffrent d’aucune ambiguité
et que, mis 4 part de légeres modifications techniques, il s’agit essentiellement
de mettre en évidence leur parenté et leur genése aprés la résolution par
M. BERGER de la conjecture de Blaschke pour toutes les dimensions paires.
Le troisieme résultat est un. analogue dans le plan hyperbolique RH? de
ces deux théorémes; sa démonstration imite les précédentes. Précisons ces
théorémes:

L.1. Théoréme (E. HOPF) (1948). Toute métrique Riemannienne sur un
tore T?, telle qu'il n'existe pas de couple de points conjugués, est nécessairement
Euclidienne plate.

1.2. Théoréme (L. W. GREEN) (1963). Toute métrique Riemannienne sur
le plan projectif RP? telle que toutes les géodésiques soient simplement fermées
et de méme longueur m est nécessairement isométrique a la métrique canonique
g, de courbure constante 1.

Ce théoréme résoud la conjecture de Blaschke sur les “wiedersehensflichen”.

1.3. Cas hyperbolique. ~ Considérons RH? muni de sa métrique standart
g, & courbure constante — 1; soit f un difféfomorphisme C* de RH? qui
se réduise a l'identité en dehors d’'un compact K; si on pose g = f* g
devient une isométrie de (RH?, g) sur (RH?, g,) et on a les propriétés suivantes:

a) Pour toute géodésique y, de (RH?,g,), il existe un intervalle compact
I et une géodésique y de (RH? g) tels que y|[(R—1) =y, |[(R—1I).

b) g est sans points conjugués, tout comme g
L’analogue hyperbolique de 1.1 et 1.2 en est la téciproque.

1.4. Théoréme. Soit (RH?, g) tel que g coincide avec la métrique standart
g, en-dehors d’un compact K et tel que les propriétés a) et b) soient vérifiées.
Alors (RH?, g) et (RH? g,) sont isométriques.

o
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1.5. Remarque. Le Théoréme 1.4, pos¢ comme question dans [3] est vrai
aussi pour le plan Euclidien; il n’est dans ce cas qu’une application immédiate
du théoréme de E. HOPF: 1l suffit d’enfermer le compact K dans I'intérieur
d’'un parallélogramme et d’identifier les cotés paralleles, ce qui est permis
puisque la métrique est Euclidienne au vyoisinage du bord.

On peut donner une interprétation optique du Théoréme 1.4 en ima-
ginant le compact K comme un systéme optique introduit dans un milieu
homogeéne: si la vision lointaine d travers K est inchangée, le systéme
optique ne peut que coincider avec le milieu ambiant.

1.6 Plan de larticle. Au §2 on donne une description formelle de la méthode
des théorémes 1.1, 1.2 et 1.4. Au §3 on précise les notations en donnant les
propriétés essentielles du fibré unitaire, celles de la variété des Géodésiques
et particulier la relation entre leurs volutmes. On donne aussi une formule
utile d’intégration d’'un champ de polynomes sur le fibré unitaire (voir (3.5)).
Aux §4, §5 on donne les grandes lignes des démonstrations de E. HOPF et
L. W. GREEN. Au §6 on démontre le Théoréme 1.4. Au §7 on donne des
références sur les mémes problémes en dimension supérieure on égale a 3,
en particulier sur la résolution de la conjecture de Blaschke en dimension
paire (M. BERGER 1977) et sur la linéarisation des probléme précédents.
Au §8 on montre, en appendice, le résultat d’analyse géométrique suivant,
qui a un rapport formel avec le §7:

1.7. Théoréme. Dans lespace Euclidien E", un tore Euclidien T", lespace
projectif standart RP", I'espace Hyperbolique standart RH", toute 1-forme
différentielle de classe C*, a support compact, dont lintégrale est nulle sur
toutes les géodésiques est exacte.

1.8 L’auteur tient a remercier le CNPq, le CNRS et le Ministere des affaires
étrangéres. Il est trés reconnaissant a 'IMPA, et en particulier & M. do
CARMO, de l'accueil qu’il a regu et de la bonne ambiance de travail qu’il
y a trouvé.

2. Description formelle de la méthode.

La démonstration fonctionne dans le fibré unitaire U de M ou M désigne
T2, RP? on une boule convenable de RH?, correspondant a une métrique
g, dont le champ géodésique a des propriétés analogues au champ géodésique
canonique. Le fibré U a une struture naturelle de contact et est fibré d’une
part sur M les fibres étant isométriques a S,, d’autre part -sur la variét¢ C
des géodésiques qui a une structure symplectique naturelle. La formule de
Fubini pour les fibrations et la formule de Gauss-Bonnet pour les surfaces
sont les résultats utilisés pour conclure a la courbure constante; le théoreme
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de rigidité assure alors l'isométrie avec la structure canonique. En gros,
le méthode consiste dans un premier temps a obtenir une inégalité au sens
large le long de chaque géodésique y, I’égalité étant caractéristique du fait
que la courbure de Gauss doit étre constante le long de y; dans un deuxiéme
temps A obtenir par intégration suivant la fibration de U sur C de I'inégalité
correspondante sur U, I'égalité caractérisant la courbure constante sur M;
aprés application de la formule de Gauss-Bonnet cette inégalité équivaut a:

Volume (M, g) > Volume (M, g,) dans le cas elliptique, et a
(2.1
Volume (M, g) < Volume (M, g,) dans le cas hyperbolique.

Dans un dernier temps, en calculant Volume (U(g)) et Volume (U(g,)) suivant
les fibrations par les géodésiques, on montre qu'on a effectivement I'égalite
dans (2.1).

3. Le fibré unitaire et la variété des géodésiques.

On pourra se référer a [4] [S] [6]

3.1. On dénote respectivement par (M,g), T(M), U = U(g) une variété
Riemannienne, son fibré tangent et son fibré des vecteurs unitaires. On
appelle Q, Q x R". Q x R" x R" x R" des trivialisations de M, T(M),
T(T(M)); des éléments correspondant sont notés m, (m,a), (m,a,b,c). On
rappelle ici la définition des éléments essentiels de la géométrie de T(M)
et U, et leur écriture locale, sans en vérifier I'invariance: on caractérise T(U)
ainsi: (m, a, b, ¢) est dans T(U) si et seulement si g,(a,a) =1 et g,(a,c) = 0.
La variété T(M) a une métrique associée a g, soit g, qui en coordonnées
locales s’écrit: '

G.LY) g((m,a,b,c), (ma,b,c)) = g,(b,b) + g,(c, ¢);

la métrique induite sur U est notée g. La forme de Liouville 6 sur T(M) est
bien définie par I'expression:

(3.1.2) 0(m,a, b, c) = g,(a,b).

la 2-forme df est partout non dégénérée; elle définit la structure symplecti-
que de T(M) associée a g et s’écrit localement:

(3.1.3) dWmmhdAmmUw%¥
glc,b) — g, (b,c) — Y Tidb" — bibg,a*
i,j,k,l
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Appelons E la fonction Energie sur T(M): E(m,a) = g,(a,a). Puisque la
forme d0 réalise un isomorphisme j: T(TM) — T*(TM) il existe un unique
champ G sur T(M) tel que

1

(3.1.4) Jj(G) = — jdE cest a dire
Yze C*(T(T(M)), dOG,z) = — %dE(z);

localement G s’écrit
(3.1.5) G(m, a) = <m a,a, <—. ¥ il it I aja">>
ik A ikt

ce qui traduit le fait que G est une gerbe. Il est clair que 6(G) = E et que
G est tangent a U puisque dE(G) = 0; on note encore G cette restriction
a U Dautre part, le forme df est invariante par G car (avec les notations
classiques):

P (dO) = (i(G) o d) (dO) + (d ©i(G)) (dO) = d(i(G)dO) = — %dz E=0.

L

On consideére la restriction a« 8 U de 0 :a = H}U, donc o(G) = 1; la forme
o est invariante par la restriction a U de G:

Z5la) = (i(G) o d) (o) + (d i(G)) ()
donc pour tout champ z tangent a U:
L) (2) = do(G, z) + d((G)) (z) = 0.

Donc « définit une struture de contact sur U (voir [6] p. 123) et on sait que
la forme oA (do)"~' est non dégénérée et invariante par G (résultat connu
sous le nom de théoréme de Liouville de I'invariance du volume). De plus
aA (do)"?
(n—1)!
metrique g. On note (G,),., le groupe local 4 1 paramétre de difféomor-
phismes de U associ¢ a G, c.a.d le flot géodésique sur U; les propriétés
d’invariance de o et u sont équivalentes a:

la 2n —1)-forme u = sur U est une forme volume pour la

(3.1.6) Vtel. G*a = a et G*u = p.

t
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3.2. La variété des géodésiques.

32.1 On suppose maintenant que (M,g) est une C_-variété, c¢-a-d une
variété Riemannienne dont toutes les géodésiques sont simplement fermées
et de méme longueur que I'on normalise & @ comme pour les projectifs
standarts, ou une variété strictement géodésiquement convexe. L’ensemble
des trajectoires de G sur U, c.a.d. des classes de géodésiques orientées,
paramétreés par leur arc, a une structure naturelle de variété, soit C, de
dimension (2n —2) (voir par ex. [5] chap. 2) en sorte que la projection
n:U — C definit une fibration localement triviale telle que mo G, = & ‘et
qui est principale dans le cas ol (G,) est un groupe c.a.d. si M est compléte;
dans ce cas (G,) = R/nZ on (G) = R. 1l résulte de 3.1 que les distributions
definies par Ker x et Ker dx sont invariantes par G et respectivement trans-
verses et tangentes aux fibres; donc il existe sur C une 2-forme ¢, non
dégénérée, telle que n*¢ = do caad une structure symplectique et une
forme volume ¢" .

322 It est important de remarquer que si (M,g) est une C -variété la
forme —1~rx deéfinit une connexion sur le fibré principal (U, C, R/Z, n);
T

A. WEINSTEIN [18] utilise ce fait pour montrer que le rapport
vol(M, g)/vol(RP", g,)

est un entier k dépendant de n et g qui est tel que

1
7,[n*l ‘f (P”‘l = 2k.
c

De plus si n est pair alors k = 1 (voir [5] chap 2 pour une démonstration).
323 On fait un usage intensif par la suite d’'un théoréme d'intégration

qui est une variante du théoréme de Fubini, pour les fibrations (voir [7]
p. 169-170, [8] p. 298). Pour la fibration n: U — C on a la formule

(3.24) . J S @A (day™ 1) = j ( f f(x)-(oc}nfl(y»)-(p"‘l =
b C \Jrn—1(y) !

B L (ﬁ f(l’)dt> e

ou f est une fonction intégrable sur U, les orientations positives de U et C
étant fournies par aA (da)"~ ', " !.et les fibres ayant I'orientation induite.
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3.2.5 Considérons la fibration initiale p: U - M et explicitons la formule
correspondante d’intégration sur les fibres; ici on ne fait pas d’hypothése
spéciale sur g et M n’est pas nécessairement orientable; soit | o | I'élément
de volume de (M, g) et |w| la mesure Euclidienne de la fibre S"~!. Pour
une fonction intégrable f sur U, on a au sens de l'intégrale des fonctions
relativement a une mesure,

n—1 i
(3.2.6) ff@:)-%=f (J f(x)-|w|)lﬂl
U ’ M \Jp~limzsn—1

n—1
Il est montré¢ dans [4] (p. 163-166) que % est la mesure sur
U associée la structure Riemannienne g; il en résulte, si M est compacte:
n—1
(3.2.7) LA @] yoiu — vols, _,)- Vol M.
o o (= I &

3.3 On revient au cas d’une structure g de C, -variété sur RP> Vérifions
directement I’égalité:

(3.3.1) Vol (RP?, g) = Vol(RP?, g,).

Dans la preuve donnée par [2] ou [4] de ce résultat, est utiliseé une formule
de Santalo ou la variété¢ des géodésiques joue un role implicite.

Démonstration de (3.3.1): On vérifie d’abord par des arguments géomé-
triques qu'une C_-structure sur RP? n’a pas de couples de points conjugués
(p, q) avec p # q et que deux géodésiques distinctes quelconques se coupent
en un point et un seul: en fait les axiomes des plans projectifs sont alors
vérifiés (voir [4] p. 294). Il est commode ensuite de considérer (S2, g), le
revétement Riemannien de (RP? g); les géodésiques de (52 §) sont donc
fermées, de longueur 27 et la veriété des géodésiques C de (S2, §) coincide
avec celle de (RP? g). Soit S une géodésique orientée de (52, §) et I la
sous-variété de U formée des vecteurs tangents en un point de S et dirigés
dans une méme composante connexe de S? par rapport 4 S. On voit que
I' fournit une paramétrisation de C, privé de la trajectoire de S et de la tra-
jectoire opposée c.a.d. C — {S, — S}; de plus la forme do |T" est I'expression
dans I' de la forme symplectique ¢. Soit (S, n,) un champ de base ortho-
normale le long de S avec n(t)el, te[0,2n[; si xeT, on a x = (S(t), v)
avec v =cosf0-S(t) + sinf-n(t), 6]0,n[. Considérons les mémes élé-
ments S, I'; C,, Uo pour le sphére standart (S2, g,)- On réalise un difféo-
morphisme symplectique de I', sur I', et par continuité de C, sur C, en faisant
correspondre les points de mémes coordonnées (x, 0); d’autre part d’aprés
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(3.13) dp | T = sin0dbA dt =~ dg, | T,. On a donc:

2n T
Vol C = Vol C, = J (I sin 0d9>dt =4rn
0 0

et d’aprés (3.2.4) et puisque a(G) = 1:

VolU=jaAda=f< oc)zp=j <j a>(da|F)=n Vol C
U c\ =21y r \Jr=1p)

de fagon identique: Vol U, = n Vol C,.
Il en résulte (3.3.2): Vol U = Vol U, = 4n* et d’apres (3.7.2): Vol(RP?, g) =
=Vol(RP% g, = 2m.

3.4 De fagon un peu plus générale on a le résultat suivant: (Voir dans [9]
I'article de L. SANTALO).

Proposition. Soit B une sous-variété ouverte convexe bornée d’une variété
Riemannienne (M, g) de bord S. On suppose que chaque géodésique de B
coupe S en 2 points distincts. Soit U le fibré unitaire de B et T le sous-
ensemble du bord de U formé des vecteurs dirigés vers B; on a la formule
suivante:

1

(3.4.1) VolU = woDr Ler (longueur )| (d(a| D)) |"~*

ou vy, désigne géodésique de B tangente a X.

Démonstration. Soit I'application @ : U — I' définie par @(x) = y si et seule-
ment si il existe t > 0 tel que x = G(y); on vérifie que @ est une projection
telle que do = @*(da|T) et que (T, do|T) s’identifie en tant que variété
symplectique a (C, ¢). La formule (3.4.1) est ainsi une conséquence immé-
diate de (3.2.4) et (3.2.7).

3.42 Conséquence. Dans les hypothéses du Théoréme 1.4 on a de toute
évidence “coincidence” pour (RH,, g) et (RH,, g,) des variétés symplectiques
(C, @) et (C,9,): il résulte donc de ci-dessus que Vol(U, g) = Vol(U,, g ).
Il faut remarquer aussi que le 2° membre de (3.4.1) ne dépend que de la
fonction: longueur (y,) et, d’aprés (3.1.3), de la métrique g au voisinage du
bord.

3.5. Intégration d’une forme différentielle sur le fibré unitaire. On s’intéresse

au calcul d’une intégrale de le forme | @(x,...,x)u ou ¢ est un forme
U

différentielle de degré d sur M. D’aprés (3.2.6) ce calcul se reméne a
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j %, w0 5 X7 | D]
Sn*l

Cette intégrale s'exprime naturellement a I'aide des coefficient du polynome
¢ tel que ¢(x) = P(x, ..., ~) et de fagon moins évidente g I'aide des coeffi-
cients de ¢, qui eux sont tensoriels:

3.5.1. Théoréme. Lintegrale J X, x) | o| od ¢ est une forme
sn=1
d-linéaire sur R" est égale au produit du coefficient C(n,d) par le somme des
résultats de toutes les opérations de traces 2 a 2 possibles sur les coefficients
de ¢; on a
Vol(S,_,)

Cln,d) = nn+2) ... n+d—2)

Dans [13] on a justifié cette formule par des arguments sur les invariants
des groupes symétrique et orthogonal. La démonstration ci-dessous est
¢élémentaire.

Démonstration. Dans une base orthonormée ¢ s’écrit:

HXp o X)=%a, ., X .. X avec 1 < b ol GllEE B,

ig-eig d

3K X

ie.o/(d.n)

ou .o/(d, n) est I'ensemble des applications de {1, ...,d} dans e, nk d'ol

)= T axt. xe

i€.o/d n)

soit 4 < {0,1,...,d)" ainsi défini:
(ags oo, )e ANV, besii << ne o> 06t o+ e Bor=id.

On pose:
gy ooy = 2 0 POUr i€.9/(d, n) et card i™'(j) = o, 1

d’ou I’écriture:
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donc:

f $(X) - Za(aly"‘,an)J‘ (Xl)al---(Xn)n'|(ul

sn—1 A sn—1

or il est connu que (voir H. WEYL [19]):

(3.5.2) f XY XY o] =ay)...a) Cn,d)
sn—1

ou le symbole «) signifie:

o) (@—1)-(@—3)...3-1 si a est pair,

0) = 1et a)=0 si a est impair.

On a donc:

(3.5.3) $X) = Y ag.....y @) 0) Cln,d)
A

sh—1

Interprétons la quantité: s = ) a(ah,,,’an)-al) o 0): ON gz
A

N |: y ai-al)...a"):|
(%pseey ) €A i€ sdd. n)
Card i"Y(1) = a,

Card-i"'(n) = o,

Soit T I'ensemble des applications ¢ :{1,...,d} - {1,...,d} involutives et
sans point fixe.
Pour i fixé, on voit que le nombre d’éléments ¢ de T telsrque iot =i est

exactement a,)...o,); on a donc

5=y 5 ( > )= z( 3 )
A i€ .d(d,n) teT et teT ieo(d,n)

Card i7'(1) = a, i°t=1i et )
: i°t=i

Card i™'(n) = a,

Pour chaque te T le terme Y a; est le résultat d’'une opération de
ieoAd n)

it=i
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traces sur les indices accouplés 2 a 2 par t; d’ou finalment la formule:

(3.5.4) J #X,...,X) |o|=Cnd)- Z( b3 ai>
sn—1 teT \iesd(dn)
et
Il est clair que la formule est sans intérét si ¢ posséde de I'antisymétrie;
d’autre part si d est impair, T est vide; et l'intégrale est bien nulle.

3.5.5. Par exemple dans le calcul de l'intégrale

L}

f (Dp @ Dp) (X, X, X, X, X, X)" | @
§

ou Dp désigne la dérivée convariante du tenseur p de Ricci, il faut exprimer
15 traces: On ‘obtient pour l'intégrale dans chaque fibre:

J [Dyp(X, X)]* | 0] =
snl2p=lgm

Vol(S"™ 1) : i
= m[— 4(dp, dv),, + 40p|2 + |dt|2 + 2|Dp|2 + 4D, p,, D*p" ]

Dans le 2° membre ( , ), et | |, désignent les produits scalaires et les
Euclidiennes associées a ¢,, 6 I'opérateur de divergence et t la courbure
scalaire. Si 'on calculait

]

J {(DyR) (X, JX)X,JX)>* | ®
U

dans une veriét¢é Hermitienne (M, g, J) il faudrait patiemment écrire
945 =9 x 7 x 5 x 3 traces portant sur des tenseurs dérivés de la courbure.

4. Le théoréme de E. HOPF (Théoréme 1.1).

On considére (M,g) une surface sans couple de points conjugués.
Considérons I'’équation de Jacobi le long d’une géodésique y paramétrée
par l'arc de longueur:

(4.1) V'+ Ky=0
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~

K désignant la courbure de Gauss de la surface (M, g). D’aprés I'hypothese
de non conjugaison, pour tous a,beR avec a # b, la solution notée y(t; a, b)
est bien determinée par les conditions y(a;a,b) =1, y(b;a,b)=0. Les faits
remarquables suivants sont démontrés dans [1]:

— lim y(t;a, b) = y(t, a) existe pour Vt et Va dans R;

b— 0
—V teR, y(t,a) >0 et y(t,a) est solution de (4.1);

y'(t, a)
y (t,a)

ne dépend pas de a, mais seulement de y'(t).

— le rapport u(t) =

— u vérifie 'équation de Riccati:
4.2) u+u+K=0.

Ainsi u définit une fonction sur le fibré unitaire U, dont la restriction a
chaque géodésique est C*; il est de plus montré dans [1] que cette fonction
est mesurable et bornée. Dans le cas d'une métrique Euclidienne on a évide-
mment u =0 et yt,a) = 1. Lidée d’intégrer (4.2) sur tout segment de
géodésique de longueur 1:

1
YV xeU, J (' + u? + K o) (G(x))dt =0

0

donc
V xeU, u(G,(X)) — u(X) + Jl uz(G,(X))dt + J‘l (Ko m)(G(X))dt = 0.
0 0

On intégre cette égalité sur U relativement a la mesure de Liouville u en
supposant M compacte. On a donc:

j G, (X)u — J u(X)u + j <Jl u?*+ K on)(Gt(X))dt>y =0
U U U 0

or d’apres (3.1.6):
j u(G, (X)) =f UG (X = J u(X) GX() = J u(X)u;
U G1(U) U U

11 reste donc en utilisant le théoréme de Fubini sur U x [0, 1] et I'invariance
de u par G,;:
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1
j A X = f (J uZ(G,(X))dI>/1 = —f (K om)(x)u
U U 0 U

on encore:

(4.3) J (Kem)(X)u <0.
o

e

L’égalité dans la relation (4.3) équivaut a ce que f uz(Gl(X))dt et u soient
0

nuls presque partout; donc si u(X)=0 alors uG(X) =0, YVre[0,1] et

d’aprés (4.2), (K o) (G,(X)) = 0. Ainsi K s’annule sur un ensemble dense

de M et est donc identiquement nulle par continuité. Or, daprés (3.2.7),

f (Kon)(X),u=2nj K-|a|.
U M

Si on suppose que M est un 2-tore ou une bouteille de Klein, dont on sait
quils possédent une structure Euclidienne canonique, on a d’apreés le théo-
réme de Gauss-Bonnet:

j Kol =j 0-|o,| =0 =2n-y(M).
M M

Donc I'égalité a lieu dans (4.3), dou K est identiquement nul et (M, g) loca-
lement Euclidienne.

5. Le théoréme de L. GREEN (Théoréme 1.2).

(Voir [2] et [4] ou la démonstration de la conjecture de Blaschke sur
les “Wiedersehenflachen” est ramenée a celle du Théoreme 1.2).

Considérons sur (RP2,¢g) une C_-structure. On commence par utiliser
le fait que ¢ n’a pas de points conjugués en se servant du théoréme de
comparaison suivant (voir par ex. [9] p. 111): Soit y une géodésique sans
points conjugués sur l'intervalle [o,s[, J un champ de Jacobi normal 2 7,
Vun champ normal le long de 3 tels que J(0) = V(0) = 0, J(s) = V(s); dans
ces conditions

J.(

2

dF

(t=s)

‘DV

; ; 1 d ‘
= (R(Y:IV s V>>df = 5 T( 17,117
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de plus I'égalité a lieu si et seulement si J est identique a V. En prenant
V(t) = sin t- U(t), te[0, ], avec U(t) champ unitaire normal le long de y
on obtient I'inégalité: v

(5.1) J K(y(t) sin’t dt — % <0

0
avec égalit€ si et seulement si I’équation y” + Ky = 0 admet la solution
sin t, ce qui équivaut a4 K =1 le long de y. Par un changement d’origine
sur y cette inégalité s’écrit:

st+n .

(5.2) J K(e)sin®(t = s)dt — 5~ < 0.
En intégrant paf rapport a s sur [0,7] on a:

n (*stm ‘ 7!2
(5.3) f J K(y(¢))sin®(t — s)dt ds — 5 < 0;

0 s :
il reste en‘effectuant
(54) f (K((t) — 1)dt < 0

0

avec égalité si et seulement si K est identique a 1 sur 7. On intégre (5.4)
suivant le fibration de U sur les géodésiques d’aprés (3.2.4):

(5.5) J (Kem—1)(X)u = f(f (K(y(e) — l)dt)>u <0
U C ¥

avec egalité si et seulement la courbure vaut 1 sur RP%. On a d’autre part:

(5.6) Vol U = Vol U, d’aprées (3.3.2).

En appliquant le théoréme de Gauss-Bonnet et (3.2.7) on a aussi

(5.7) f (Kem)(X)u = 27zj ' K |o| = 271]’ lo,| = Vol U,.
v

RP? RP?

II résulte de (5.5), (5.6), (5.7) que (RP?, g) est & courbure constante 1 et donc
isométrique a (RP?,g,).
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6. Le cas hyperbolique (Théoréme 1.4).

L’idée est de reprendre la fonction u introduite par E. HOPF (Voir §4).
Dans le cas de (RH?, g,) et, pour |t| assez grand dans le cas de (RH?, g) on
a y(t,a) =" et u(t)= — 1; on utilise pour cela I'hypothese a) de 1.3. Soit
B une boule ouverte de (RH?, g,) qui contient le compact K et U (respecti-
vement U,) le fibré unitaire de (B, g | B) (resp. (B, g,|B)). On pose V = u+1
dans I’équation de Riccati (4.2) qui devient:

6.1) V'+V*=2V+ K+1=0.

Si la géodésique y coupe B, soient t, et t,, t, <t,, les valeurs correspon-

dantes du paramétre; on a donc en intégrant dans (6.1):
t T 1

Viydt + j (K + 1) () dt = 0

to

Vi, — v, + J

to

V) di — 2J

to

avec V(t,) = V() =0 et

t p 1 /
1 1 ‘y(t,a)
Vdt = u+1)dt = a + (t,—t) =
Jto Jto ( ) J:‘o y(t’ a) ( ' a)

= [log (A a)ll]t1 +@t,-t)y=(@—-t)—(@a—t)+t,—t,=0

to

1l reste: .

(6.2) J V() dt + J (K + 1) (y(t)) dt = 0.

On intégre la relation (6.2) sur U en utilisant (3.2.4):

63) jVZ(X)~u+f[(KH)on](X)-u:'o
v v

on a alors successivement:

(6.4) J‘ — (Kem) (X)u = Vol U, d’apres (6.3).
U

(6.5) j —(Kom)(X) u=VolU,
: U
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(6.6) VolU = Vol U, d’apres (3.4.2).

La relation (6.5) équivaut en effet d’apres (3.2.6) et (3.2.7) a

67) J(—K)]a|=j|00|.

Pour vérifier (6.7) il suffit de confronter les formules de Gauss-Bonnet avec
bord sur B pour g et g, tenant compte de ce que g et g, coincident dans
un voisinage de dB. Donc, d’aprés (6,3), (6.4), (6.5), (6.6), on doit avoit v
nul presque partout; on conclut que v est identiquement nul comme au
§4 et d’aprés Iéquation (6.1) on a K = — 1 pour (RH? g). C.Q.F.D.

7. Ridigité géodésique en dimension supérieure a 2.

On donne ici des indications sur la validit¢ du Théoréme 1.1 (resp. th
1.2), (resp. th 1.3) pour le tore T" (resp. I’espace projectif réel RP"), (resp.
I'espace Hyperbolique réel RH") avec n > 2. Pour le cas de RP" la question
est presque résolue par le

7.1. Théoréme (M. BERGER) (5) (App. D). Toute métrique Riemannienne
sur lespace Projectif RP", sans points conjugués, pour laquelle les géodésiques
sont simplement fermées et de longueur m, est isométrique d la métrique
standart si n est pair; Pour n impair le résultat est vrai si la métrique est assez
voisine de la métrique standard.

La technique utilise encore, mais de fagon bien plus fine, les mémes
théorémes de Liouville, de Fubini, et un argument plus général que le
théoréme de Gauss-Bonnet concernant I” invariant d’Euler du fibré principal:
R/Z - U — C (3.2.2). On utilise aussi une inégalité universelle sur les
fonctions conjecturée par M. BERGER et prouvée par J. KAZDAN.
(Voir. [10]).

Pour la généralisation du théoréme de E. HOPF on a le résultat suivants:

7.2. Théoréme (L. GREEN) [11]. Pour une variété Riemannienne com-
pacte sans points conjugués lintégrale de la courbure scalaire est négative
ou nulle; elle sannule si et seulement si la métrique est plate.

La méthode employée généralise celle de E. HOPF. On a aussi le

7.3. Théoréme (A. AVEZ) [12]. Toute métrique Riemannienne sans points
focaux sur un tore T" est nécessairement plate.
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D’autres résultats partiels figurent dans [12].
Pour le Théoréme 1.4 il est clair que le probleme tel qu’il est pos¢é — avec

des conditions au bord trés fortes — est de méme nature que celui de

E. HOPF. En décalquant la preuve du Théoré¢me 7.2, en dimension supé-
rieure & 2, on obtient, exactement comme au §6, le

7.4. Théoréme. Soit (RH",g) tel que g coincide avec la métrique standart
g, en dehors d’un compact K et tel que les propriétés a) b) soient vérifiées.
Alors pour une boule B qui contient K on a

i
VmwﬂJﬁafjﬁjg—ﬂWﬂ

ou t désigne la courbure scalaire de (RH",g); I'égalité implique que g est d
courbure constante — 1.

7.5. Le point de vue infinitésimal. Il s’agit essentiellement de considérer
les problémes de rigidité précédents sous la forme plus faible de la linéari-
sation autour du cas canonique g,: Si (g,) 210, €St une famille de métriques,
de classe C' en J, vérifiant une propriété (P), le fait pour g, d’étre rigide
signifie que g, = (d,)* g,, ou les d, sont des diffeomorphismes; en ‘particulier
on a

(16) 2@)|  =240)

=0

ou X est le champ de vecteurs engendré par (d,). La métrique canonique
est dite “infinitésimalement rigide” parmi les métriques vérifiant (P) si la
relation (7.6) est vérifiée pour toute famille & un paramétre de métriques
ayant la propriété (P). Il est démontré dans [13] [14] que, pourtout entier
n, (RP", g,) (resp (RH", g,)) sont infinitésimalement rigides dans les métriques
considérées dans le Théoréme 1.2 (resp. (th. 1.4)) (Voir une autre démons-
tration par J. P. BOURGUIGNON dans [5] chap 5).

D’ ailleurs I’hypothése d’étre sans points conjugués n’est pas nécessaire dans
ces cas.... D’autre part la rigidité infinitésimale pose des questions de
nature Analyse Géométrique sur les tenseurs symétriques de decré 2, dont
l'intérét peut sembler, & priori, indépendant des problémes globaux qui les
ont motivés; En généralisant on est amené a considérer 'espace des tenseurs
symétriques k de degré p a support compact vérifiant pour toute géodésique
7 (géodésique fermée, dans le cas compact) la condition

J k(). ..., y)dt = 0.
¥
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Le cas p = 0, celui_des fonctions, est du domaine de I’analyse éventuellement
associée a la théorie des groupes (transformation de Fourier, transforma-
tion de Radon). Dans I'appendice qui suit on s’intéresse au cas ou p = 1.
Voir assi [15].

8. Appendice. Le Théoréme 1.7 pour le cas de I'espace Euclidien E" est
prouvé de fagon simples dans [16]. Les cas de RP" et RH" s’y raménent
aproximativement car on peut appliquer un sous-ensemble dense de chacun
d’eux sur E" en sorte que les géodésiques se transforment en les droites de
E", non paramétrées linéairement, mais avec conservations de l'intégrale.
Voir par ex. [17], p. 156. Ainsi le théoréme est trivialement le méme pour
RH" que pour E". On vérifie ci-aprés de Théoréme 1.7 pour RP".

Théoréme. Une forme differentielle de degré 1 dont Iintégrale est nulle sur
toutes les géodésiques du projectif réel standart RP" est exacte (et récipro-
quement).

Démonstration. 11 suffit de la vérifier dans le cas de RP? ol on la raméne
immeédiatement; il est alors commode de considérer une forme ¢, invariante
par lantipodie de S? canonique, d’équation x?+ x}+x3=1. Soit Q
Pouvert de S? défini par x,>0 et H .le plan d’équation: x, =1 Soit
¢: H— U le difffomorphisme tel que pour tout M de H, les points M,
¢(M), 0 sont alignés; Papplication ¢! envoie les géodésiques y de U sur
les droites d de H. Soit Y = ¢*¢; on a alors

(8.1) J¢=0=f¢
7 d

Il suffit de montrer que y est exacte. Soit d une droite de H, on choisit un
systétme de coordonnées dans H, d’origine (0,0, 1) tel que d ait pour équa-
tion y = y,, y, >0, et le systtme de coordonnées polaires sur Q pour
que ¢ soit représentée par x =tgu-cost, y =tgu-sint, te | —=n, +=[,
ue]0,3[.

Soient les points A(—x,y,), B(x,y,), C(x,y), D(—x,y) et soit d' la droite

DC. Posons Y =, -dx + {,-dy; On écrit, en supposant d et d’' para-
métrées par x:

Ln// - fz// == f__xwl(x,mdx + J ¥, (5, y)dx + fmwl(x,mdw
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- ©

+ va v, (x, y)dx + J_xlpl(x, ydx + J v, (x, y)dx.

=100 X S,
On applique la formule de Green-Riemann sur ABCD, aprés avoir ajouté

et retranché J_lﬁ + j_ Y. 1l reste:

BC DA

X — 00

r W, (x, y)dx + Jm V(% y)dx + J ¥, (%, y)dx + j W, (x, y)dx +

[ Lrme
ABCD BC DA
Posons f(x,y) = % - 5@_!/;1 En dérivant par rapport a y en y, on
obtient:
X a X
£y )% 4 —5— ¥y (x, y)dx %
=% ( 5y © y=Yo

4 aiy (f__w ¥y (x, y)dx> ¥ ¥) + ¥(—x,y,) = 0.

Lorsque x — + oo, les 4 derniers termes tendent vers 0, et il reste

(8.2) J‘Jr ’ f(x, y,)dx =0.

— 00

En effet, si on exprime ¥, et Y, a l'aide de ¢ = ¢, -dt + ¢, - du, avec
@, et ¢, bornées, on voit simplement que pour (x,y)e R x [ - A4, + 4] on a:

lpl(x’y)’ < 5 vt

K K 0
3% 0y

lp(x’y) < e w(xay)sj, )
| 1 | x2+y2 | 2 | \/x2+y2 0_)/
Il s’ensuit qu’on peut commuter dérivée et intégrale généralisée dans la
derniére équation: On a donc, pour toute droite d de H, J fo=0. On

d
en déduit par transformation de Fourier que

) = rw e*“(f f> gt = 0.
- <x,&> =t
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Il en résulte par inversion de Fourier que la fonction f est identiquement
nulle. Par conséquent dyy = 0 et on sait, sur RP?, que i/ est nécessairement
exacte. C.Q.E.D.

8.3. Remarque. On peut vérifier de facon analogue une généralisation du
Théoréme 1.7 pour des p-formes différentielles extérieures dont lintégrale
est nulle sur tous les p-sous-espaces totalement géodésiques. de E", T",
RP", RH": une telle forme est nécessairement exacte (voir [16]).
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