Sobre Certas Classes de Sistemas Projetivos de Grupos
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1. Seja ® um (6°)-morfismo, i.e. ® ¢ uma aplicagio crescente 0 : (C, <) — (C, , <)
tal que (0°) para todo x € C, se o < 0(x), entdo existe um unico elemento de C, indi-
cado por 0% (0), tal que 0¥ (0) < x e 0(0¥ (0)) = o.

Uma parte X de C ¢ dita ®@-compativel se para todo (x, x)e X x X tem-se:
o infimo o A o' é definido e 0, (0 A 0') =0,. (0 A 0'), onde 0 =0(x) e o' = 0 (x').
Diremos que ® ¢ completo se além do mais: (6¢°) Se X ¢ uma parte ®-compativel
de C e se Sup (0 (X)) é definido, entdo existe um unico elemento de C, indicado por
sy, tal que 0(sy) = Sup(0(X)) e x = OQ‘X(O (x)) para todo xeX.

2. Um sistema projetivo (C,., u,,) relativo a um sistema de indices (E, <)
¢ dito soldado se C, e C_ sdo disjuntos se e # ¢, e se e € C, para todo e e E. Seja
E' CE e (s.|e€E) um elemento do produto cartesiano de (C,|e e E’). Diremos
que (s, |e€ E’) & p-compativel se para todo (e;, e;)eE' x E’ tivermos ¢; A €; = ¢;;
¢ definido e y,..,.(s,.) = U,.. .. (S,.). Diremos que (C,, u,,) € completo se para tdoda
parte E’ de E e para todo elemento u-compativel (s, |eeE) de I1(C,|ecE), s
Sup (E’) é definido, entdo existe um unico elemento se C, tal que e = Sup(E’) e
s (8)=1808e €ieBhy

3. LEMA. As nogoes de (°)-morfismo (completo) e de sistemas projetivos soldados
(completos) sdo equivalentes. Esta equivalencia é estabelecida por intermédio das
seguintes condigdes: (a) C é a reunido da familia (C,|ee C), onde C, = 07 '(e) se
eeCL;(b) ppo(s) =0,(€)see,eecC,,ee <e=0() Aléem do mais, se s, seC,
entdo s' <s se, e s0 se ' =, ,(s), seC, e e Ze.

4. Seja (C, +) um progrupdide, i.e. + ¢ uma lei de composigdo interna parcial-
mente definida sobre C tal que (n;) se h, g, fe Ce h + g, g + f sdo definidos, entdo
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(h+ g +f, h + (g + f) sdo definidos e iguais; (n,) se fe C, entdo existe f e C tal
que f+ ', f + f sdo definidos e f=f + f + f; (n3) se (0, )eC, x Cese o+ f
¢ definido, entdo f + o é também definido e 0 + f = f + 0, onde C, = {o | oe(C,
0 + o é definidoe o + o0 = o}. Se fe C, entdo existe um tinico elemento de C, indi-
cado por —f, tal que f + (—f), —f + f sdo definidos e f = f + H+f —f=—f+
+ f + (—f). Além do mais f + (-f) = —f + f, C, esta contido no centro de (C, +)
¢ o elemento 0, = f + (—f) pertence a4 C, . Se para g, fe C puzermos g < f se, e
s6 se 0, + 0, for definido e g = f + 0,, entdo f — 0, define um (¢°)-morfismo de
(C, =)para (C,, £)e(C,, )¢ sub-preindutivo, i.e. se 0, 0',0"€C, e o', 0" = 0
entdo o' A 0” € definido. Seja X uma parte de C. Diz-se que um elemento f de C
recola X se para todo x e X tem-se f + 0, é definido e x = f + 0, . Diz-se que X ¢
concordante se para todo x, ye X tem-se 0, + 0, é definido e x + 0,=y+0,.
Diremos que (C, +) é completo se tdda parte concordante X de C tal que {0, | x e X}
admita um unico recolado 0y admita também um tnico recolado rytalque0, = 0,.
Seja C[0] = {feCe0=10,}.Se(0,0eC, x C,,se 0’ <0e se feC[Oi entdo
0" + f ¢ definido, e 0' + fe C[0']. Seja o, a funcgio de C [0] para C[0] definida
por f -0 + f entdo g + f = py. 0.0 (8) + Ho' xo,0(f), onde 0' =0, ¢ 0 =0,.

TEOREMA. O processo de dedugio
(C, +)=>(C[0], po0)|0€C,, (O, 0)eC, x C, ¢ 0/ < 0)

define uma equivaléncia entre a espécie de estrutura de progrupoide (completo) e a
espécie de estrutura de sistemas projetivos soldados (completos) de grupos relativa-
mente a sistemas ordenados subpreindutivos. Este processo de dedugdo dd origem a
uma equivaléncia entre a categoria dos morfismos de progrupdides e a categoria dos
morfismos de sistemas projetivos soldados de grupos relativamente a sistemas ordenados
sub-preindutivos.

Para que a lei de composigio interna de um progrupoide (C, +) seja total-
mente definida é necessario e suficiente que (C, , =) seja um inf-reticulado; néste
caso (C, +) ¢ dito progrupo.

5. A nogdo de sistema projetivo soldado e completo (de grupos) é uma ade-
quada generalizagdo da nogdo de “faisceaux” (de grupos), ela é uma formulagio
abstrata desta nogdo quando o sistema ordenado dos indices é um reticulado aca-
bado inf-continuo ou inf-complementado.

6. Aos sistemas projetivos soldados (completos) de anéis unitarios e modulos

unitarios relativamente a inf-reticulados correspondem as nogdes de proanéis
unitarios e promodulos unitarios respectivamente.
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