Generalisation de la Formule de Riemann-Hurwitz
Par
NGO VAN QUE

Introduction: — Nombre de Chern.

Etant un polynéme ® e R [x;,...,x,] & n indeterminées, ®
est dit de poids homogene m si
(X vy B 2 R i KX o2, aveo
m = Z Zpap
1<p=i

Si E est un fibré vectoriel complexe de rang n (i.e. n est la dimen-
sion sur C de la fibre E,) sur une variété différentiable orientée com-
pacte M de dimension m, a tout polyndome ® 2 n indéterminées de
poids homogene m, on associe un nombre de Chern:

@ (E, M) = <D (E), [M])
=L@ (¢, (E),...,c,(E),[M])

ol [M] est le cycle fondamental défini par I'orientation de M et c;(E),
la i-eme classe de Chern de E. Dans le cas ou le poids homogene de
® est différent de la dimension de M, on pose: ®(E, M) = 0.

Il est utile de rappeler ([1], [2]) que si V est une connexion her-
mitienne sur E. i.e. V est un opérateur différentiel linéaire

VIAPT*® E - AP*! T* ® E, T* étant le fibré des I-Tormes com-
plexes sur M, tel que

Vio®s)=do®s+ (12w A V(s)
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pour toute p-forme complexe w et section s de E sur M, on définit
lopérateur de courbure

V2=V.V:E>A*T*QE

qui est un morphisme de fibré vectoriel. On peut considérer V> comme
une section sur M de A? T* ® End(E), et définir

det<1d+ V2;1V2> =1+c,(V)+ 4+ ¢, (V)

Alors pour tout i. ¢(V) est une 2i-forme réelle fermée dont la classe
de cohomologie est par définition c(E), la i-éme classe de Chern de
E. Ainsi donc on a

®(E, M) =J D(cy (V), ..., c, (V)

M

Formule de Riemann-Hurwitz généralisée:

(a) Soient donnés deux fibrés vectoriels complexes E et F de
rang n sur M. Soit ¢ un mornhisme de fibrés vectoriels complexes
sur M : ¢ : E > F. Supposons qu’il existe une sous variété différen-
tiable fermée N de M telle qu- restreinte sur M—N, ¢ :E|y_y —
— F|y_y soit un isomorphisme de fibrés vectoriels. ek

Considérons alors un voisinage tubulaire fermé B(N) de N et
son double différentiable

S(N) = By(N) |) B,(N)

0B(N)

obtenu de deux exemplaires distincts de B(N) et identifiant leur bord.
S(N) est un fibré sur N em spheres S”, r étant la codimension de N
dans M. Il est immédiat de montrer que M étant compacte orientée,
S(N) est aussi une variété compacte orientable de méme dimension m.

Sur S(N), il existe alors un fibré vectoriel complexe canonique
(E, @, F), construit en prenant respectivement sur B,(N) et sur B,(N)
la restriction de E et de F a B(N) et en identifiant sur B;(N) n B,(N)=
0B(N) par lisomorphisme de transition ¢ (dans la terminologie de
[3], ¢ est ce quon appelle “clutching function™).
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Ceci étant, pour tout polyndme ® de poids homogene m on a

Théoréeme I (Formule de Riemann-Hurwitz généralisée)
@ (E, M)-®(F, M) = ®((E, ¢, F), S(N))

le second membre étant défini par une orientation convenable de
S(N).
Preuve:

En effet, soit donnée une connexion hermitienne V, sur E. Soit
B'(N) un voisinage tubulaire de N, contenu dans I'intérieur de B(N).
A Taide d’une partition de l'unité on exhibe sur F une connexion her-
mitienne V, telle que sur M —B'(N) on ait ce diagramme commutatif

de faisceaux de sections

EVL T*QE
o v 1 1d® ¢
I st T5®F

D’ou:
Ci‘(Vl) 'M—B(N) = ci(Vy) leB(N)

Ainsi donc on a

(1) ®(E, M)-O(F, M) =

—_—J‘ DicniN gho o2 (V1) —@(c(V3), -, c,(V3))

=j D(cy (V) - (Vi) = @(c1(V2), -5 €u(V2)
B(N)

Or par la méthode standard de raccordement, on montre facilement
quil existe une connexion hermitienne V sur (E, ¢, F) telle que sur

(E, @5 F)|s,ay = Elsawy» V soit égale a V,
et sur

(Ea ®, F)le(N) >~ F|B(N)7 V soit égale a V2 2

23



D’ou le second membre de (1) n'est autre que
J D(cy(V), ..., ¢,(V) = ®(E, ¢, F), S(N)
S(N)

pour une orientation convenable de S(N). C.O.ED:.

(b) Supposons que sur N, ¢ est de rang constant, ce qui entraine
que sur N, nous avons une suite exacte de fibrés vectoriels

0—>K1—>E|N—>F|N—>K2—>0.

Nous désignerons par L le sous-fibré de F|y, qui est limage ¢(E|y).
Ainsi donc, on a ces isomorphismes

Ey~K, ®L
Fn~L@®K,

Désignons par 7 : B(N) > N, la fibration de B(N) sur N. Comme

N est un rétract par déformation de B(N), on a
o Elpaiocent K @ %L
Fla = n* K, @ n* L

ou n* L, n* K, , n* K, sont respectivement des fibrés induits par «
sur B(N). L'image par ¢ : E|gpy, — F g, du sous-fibré n* L de Elw
est un sous-fibré isomorphe a 7* L de F |, et dont le fibré quotient
est isomorphe a n* K, . Donc on peut supposer que modulo des iso-
morphismes de (2), 'isomorphisme ¢ soit de la forme

® 3E|aB(N) S FlaB(N)
[ 14
*K,®@n*L — n*K, ® n*L
(x, y) w L Gl(x) Y)

ou Y est un isomorphisme de fibrés vectoriels:

*
5 K1|aB(N) = kK, IaB(N)

Autrement dit dans le cas considéré, on a le Temme suivant:

Lemme: — Sur S(N), on a lisomorphisme de fibrés vectoriels
(E, o, F)~n*L @® (n*K,, ¢, n*K,) ou le second membre est la
somme directe de n* L, le fibré induit de L sur S(N) par la fibration
n:S(N)—> N et de (n*K,, ¥, n*K,), qui est le fibré construit sur

S(N) = B;(N) () B,(N) par une certaine fonction de transition v.
0B(N)
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Nous désignerens, pour simplifier, par 1+ ¢;(K)+ - + ¢,(K) la
classe totale de Chern sur S(N) de (n* K, ¥, n* K,). Et si 1 + ¢, (L) +
* + ¢,—,(L) est la classe totale de Chern de L sur N, n*(1 + ¢,(L) +
"+ ¢,—, (L)), la classe induite par 7 :S(N) — N, sera celle de n* L
sur S(N).
Supposons dans la suite que N est une sous-variété orientable
connexe de M.

On a la proposition suivante:

Proposition: — Soient @, et ®, des polyndmes respectivement
de p et de n—p indéterminées et de poids homogenes r et n—r
(r = codim N). On a

Dy (¢y (K)o oy cp (K) AT* Dy (cy (L), ..., o, (L); [SIN)]Y
= k®,(L, N)

ou k est une constante et ®,(L, N) est le nombre de Chern défini par
®, relativement a une certaine orientation de N.

Preuve: |
Il suffit de se donner des connexions hermitiennes V ‘sur
(WP Ry, Y ¥ K ) etV st Br@nta

(D,(cy(K), .., c)(KDAT* @y(cy(L), ..., c,— (L), [S(N)]>

=J Dy (c1(V), .oy HVIAT* Dy (cy(Vy), -.-, €4 p(Vy))
S(N)

Par intégration par partie le long des fibres S(N)|,.y de S(N) sur N,
le second membre est aussi

J‘ <J‘ (I)l(cl(v)’ ey Cp(V))> (I)Z(CI(VI)’ pes S Cn—p(Vl))
N M S(N)lxeN

Or
f Dy (c1(V), ..., (V) = @y(K,, S(N)|,)
S(N)IXEN

o K, = (n* K, |B(N)X » ¥, K, !B(I;J)x) est le fibré construit sur S(N)|,
a laide de la fonction de transition v, ,

Y.t Ky [z?B(N)x e %K 5 |6B(N)x

la restriction de Y a dB(N), .
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Or si ¢(x, y) est une courbe dans N, joignant deux points x et v,
Koy €t K|, sont triviaux. Donc on a des isomorphismes ver-
ticaux dans le diagramme suivant:

4
n* K, ‘OB(N)X —~0 SENK, |B(N)x

12 12
* y *
* K4 |0B(N)y —=Din® K |B(N)y

et modulo ces isomorphismes, y, et ¥, sont homotopes. Ainsi K,
et K,, considérés comme fibrés sur la sphere $™ ~ S(N)|, ~ S(N)|,,
sont isomorphes; ce qui implique @, (K, S(N)|,) = k, constante indé-
pendante de x, la variété N étant connexe par arc. Dol

f q D, (c1(V), -, Cp(V))> Dy(c1(Vi)s - -5 cup(V1))
N \J s,

= kj ®@,(c1(Vy), ---s €up(V1)) = kDy(L, N).

C.QF.D.
(c) Un cas important des considérations précédentes est lorsque
®=x,eR[xy, ..., x,]. Alors pour tout fibré complexe E de rang

n sur M, on a

®(E) = c,(E), la classe de Chern de plus grand degré de E. D’aprés
le théoreme de Gauss-Bonnet [2], ¢,(E) n’est autre que la classe d’Euler-
-Poincaré de E.
Si la dimension de M est deux fois le rang du fibré complexe E,
nous noterons
(eu(E), [MT> = 1(E, M)

Ceci dit, d’apres la formule de Whitney, on a, pour
(E, ¢, H=n*L® (n*K,, ¢, n*K,)
dans les hypotheses du lemme de la section (b),
clE, @, F) =m*c,_ (L) A c,(K).

Immédiatement, par application de la proposition de la section (b),
on a

Théoreme II (Formule de Riemann-Hurwitz)

Sous les hypotheses de la section (b) précédente, on a
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le rang (n—p) du fibré complexe L étant égal a la moitié de la dimen-
sion de N.
La formule est encore évidemment valable avec le second membre
nul lorsque

2(n—p) > m—r, dimension de N.

(d) Cas de fibrés réels: — Nous nous sommes restreints dans tout
ce qui précede a la catégorie des fibrés vectoriels complexes. Mais si
E et F sont des fibrés réels sur M, le morphisme ¢ étant alors un mor-
phisme de fibrés réels, avec des hypothéses identiques, on a de méme
la formule de Riemann-Hurwitz généralisée en considérant non plus
des nombres de Chern mais des nombres de Pontrjagin respective-
ment de E et F sur M et de (E, ¢, F) sur S(N).

En particulier, soient E et F des fibrés vectoriels réels orlentes
sur M. Dans les hypotheses de la section (b), supposons en plus que
L, étant I'image de

¢ :Ely - Fly

soit un fibré vectoriel sur M orientable.
Alors on a de méme la formule de Riemann-Hurwitz avec les nom-
bres d’Euler:

le rang de L étant égal a la dimension de N.
La formule reste encore valable avec second membre nul si le rang
de L est plus grand que la dimension de N.

Application:
Rappelons I'application bien connue de la formule de Riemann-
Hurwitz aux revétements ramifiés.

Soit m:M — S, une application différentiable surjective d’une
variété compacte orientée M sur une variété différentiable orientée de
méme dimension m. L’application 7 est un revétement ramifié, s’il
existe une sous-variété orientable N fermée de S, de codimension plus
grande ou égale a 2, telle que

1) n:M—-n"1(N) > S— N soit une submersion conservant l'orien-
tation et M —n~}(N) soit aussi un revétement connexe a q feuillets
de S—N.

2) n~Y(N) soit une sous-variété fermée de M et n:n '(N)> N
soit un diffeomorphisme.
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Remarquons alors que si N, est une composante connexe de N,
il existe un voisinage tubulaire B(N ) tel que n—'(B(N,) ) soit un voisinage
tubulaire de 7' (N,). Ainsi n : n = (B(Ny))—n~ ' (No) = B(N,)— N, est
tubulaire de n~ ! (N,). Ainsi n : ' (B(No))—7 ~*(No) ~ B(Ny)— N, est
un revétement connexe a q feuillets de B(Ny)— N,. Or si N, est de
codimension plus grande que 2, B(N,)— N, est simplement connexe,
Ce qui est impossible si ¢ > 1. Nous pouvons donc supposer que N
soit de codimension 2.

Ceci dit, considérons le morphisme tangent dr du fibré vectoriel
sur M.

T(M) i i, *(T(S))
N M P

Nous sommes dans les hypotheses de la formule de Riemann-Hurwitz:
D’ou

2T M), M)—yx(@*(T(S)), M) = ky(T(n"(N)), =~ '(N))
ou encore

x(M)—qx(S) = kx(N).

On démontre facilement que k est égal au signe pres & g — 1. De fait on a

} HOM) < 8y g l)x(Nﬂl

En effet k étant égal au signe preés a (g — 1), pour déterminer le signe,
comme la formule est évidemment universelle, il suffit de regarder sur
un exemple précis. Or on peut voir facilement qu’il existe un revéte-
ment ramifi¢ & deux feuillets de la sphere S? par un tore S* x S! avec
quatre points de ramification. D’oli:

x(S! x SY)-2x(S?) = 4k
O kN = 4k
k=-2=-(g-1).
Exemple:
Soit D une courbe algébrique non singuliere de degré q de I'espace
projectif P?(C). Rappelons que d’aprés Kodaira ([4], page 119)
D) = + (-q* + 39)
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D’autre part le diviseur [D] définit évidemment un fibré vectoriel
complexe sur P?(C) isomorphe a H® - ® H = H?, H %tant le fibré
universel de Hopf.
Soit un recouvrement de P?(C) par des ouverts U; de coordonnées.
Désignons par ¢; = 0, ’équation de définition de D n U; dans U,;.
Si ¢ est la coordonnée vectorielle de H |y;

Hiezl 20
x — (n(x), &ix))

ol 7 : H —» P%(C) est l'application de fibration, alors dans H|y;, I'equa-
tion ¢@; o m = &¢ définit une sous-variété V; < H |y;. Il n’est pas difficile
de montrer que V; se raccordent pour définir une sous-variété non
singuliere V de H et que V est revétement ramifié 2 g feuillets de P*(C),
ramifié le long de la sous-variété D de P?*(C). Ainsi on a

x(V)=qx(P*(C)) = —(q—-1)x(D)
x(V)-3q =-(q-1)(q-4%
x(V) = q(6-4q + ¢°).
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