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Resumo: 0 presente minicurso € direcionado, principalmente, a alunos de graduacdo que tenham
alguma familiaridade com cadlculo avancado, cdlculo numérico e fisica elementar. Seu objetivo prin-
cipal € mostrar ao aluno como resolver, no contexto do método das diferencas finitas, as equagoes
de Navier-Stokes para problemas envolvendo o movimento dos fluidos. A principal justificativa do
minicurso € a dificuldade em se aproximar corretamente (com sentido fisico) os termos ndo lineares
nessas equagoes. Qutra justificativa € dispor de uma metodologia numérica para simular computacio-
nalmente EDPs complezas. A introducao ao tema serd feita gradativamente por meio da apresenta¢ao
do método das diferencas finitas e da resolugao numérica de equacoes modelos, tais como equacao de
condugao do calor (parabdlica), equagao de advecgao de escalares (hiperbdlica) e equagdo de Poisson
(eliptica). A énfase do minicurso € mostrar ao aluno que, em geral, EDPs ndo lineares que modelam
fenomenos fisicos em dinamica dos fluidos podem ser resolvidas pelo método das diferencas finitas.
Por fim, uma variedade de simulagcoes numéricas de escoamentos prdaticos modelados pelas equagoes
de Navier-Stokes serd apresentada.
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Capitulo 1

Introducao

Uma variedade de problemas em fisica e engenharia podem ser modelados matematicamente.
Diversos escoamentos de fluidos podem ser observados em nosso dia-a-dia: o fluxo sanguineo, o ar
que é respirado para dentro dos pulmoes, a dgua dos rios escoando em direcao ao mar, a fumaca
que sai dos escapamentos dos veiculos, as correntes maritimas, o deslocamento da asa de um aviao
através da forca do ar, entre outros.

Através da modelagem matematica, é possivel a representacao dos conceitos e processos envolvidos
nesses tipos de escoamentos, o que leva ao entendimento completo do fenomeno fisico modelado.
Nesse contexto, a modelagem matematica nada mais é do que um conjunto de equagoes que devem
ser resolvidas computacionalmente, com o objetivo de simular numericamente o problema em questao.

O avanco computacional nos ultimos anos foi decisivo para o destaque da simulacao numérica
no estudo do movimento de fluidos. Essa area de conhecimento foi entao denominada dinamica dos
fluidos computacional (DFC), a qual estd em grande crescimento e desenvolvimento, sendo muito
utilizada em outras areas, principalmente em engenharia, medicina, meteorologia e mecanica. Em
geral, um pesquisador na area de DFC busca solucoes para velocidade, pressao e temperatura do
escoamento, o que pode ajudar, por exemplo, um engenheiro, a otimizar o projeto de uma obra,
diminuindo custos e ganhando eficiéncia.

Treés diferentes formas de abordagens podem ser utilizadas para resolver esses tipos de problemas:
a computacional, a experimental e a analitica. No entanto, sabe-se que a abordagem analitica
considera simplificagoes tedricas com o objetivo de poder encontrar uma solucao fechada para o
problema, o que nem sempre é possivel. A abordagem experimental é capaz de obter as solugoes
mais realisticas possiveis, contudo tem custo altamente elevado. Ja a abordagem computacional, além
da auséncia de limitagoes de ordem dimensional, fisica e espacial (fato que compromete a eficiéncia
da abordagem experimental), um nimero reduzido de simplifica¢oes é adotado. Além disso, tem-se
o cuidado de incorporar técnicas de estabilidade e de convergéncia no processo de solucao. E é essa
auséncia de limitacoes que faz da abordagem computacional a mais atrativa.

Com essas motivagoes, apresenta-se neste minicurso uma abordagem geral da simulagao numérica
de algumas aplicacoes de escoamentos de fluidos modeladas pelas equagoes de Navier-Stokes. Pri-
meiramente, faz-se uma breve introducao sobre o método das diferencas finitas, explicitando sua
ideia central e as aproximacgoes obtidas das diferencas finitas. Em seguida, apresenta-se a resolucao
numérica, utilizando o método das diferengas finitas, de equagoes parabdlicas 1D (equagao do calor),
de equagoes hiperbdlicas 1D (advecgao de escalares) e de equagoes elipticas (equacao de Poisson). E
finalmente, como aplicagao, sao apresentadas diversas simulacoes numéricas das equagoes de Navier-
Stokes para a resolucao de varios fenomenos complexos, como por exemplo, o fenomeno do salto
hidraulico circular, da quebra de barragem (broken-dam) e as oscilagdes fisicas em jatos oscilantes
(jet buckling).



Capitulo 2

Equacoes Diferenciais Parciais

Considere uma equagao diferencial parcial (EDP) dada por

2 2 2
agx(erbaigy+cgyf+d%+eg—z}+f¢+g=0 (0.1)
em que a, b, ¢, d, e, f e g podem ser funcoes das variaveis independentes x e y e da variavel dependente
¢, a qual é definida dentro de alguma regiao R do plano xy.
Definindo, a partir da Eq. (0.1), A = b*—4ac, a EDP acima pode ser classificada de trés diferentes

formas:

e se A <0, a equacao é denominada eliptica;
e se A =0, a equacao é denominada parabdlica;
e se A > 0, a equacao é denominada hiperbdlica.

Como mencionado anteriormente, neste trabalho sera considerado apenas um modelo de cada um
dos trés tipos de EDPs definidos acima. Sao eles:

e Equacao de Poisson/Laplace (EDP eliptica):

2 2
% + g—y?; =k, k constante; (0.2)

e Equagao do calor (EDP parabdlica):

ou . 0u

— +k— = :

ot dz? 0 (0.3)
e Equacao da onda (EDP hiperbdlica):

ou ou

Ainda, é muito importante considerar que, para resolver numericamente um problema modelado
por uma EDP, este deve ser bem posto, ou seja, a solucao deve existir, ser unica e depender conti-
nuamente das condigbes auxiliares (de contorno e iniciais). Para problemas modelados por EDPs,
trés tipos de condigoes de contorno sao utilizadas frequentemente, sendo u a solugao do problema e
g uma funcao conhecida:

e condicao de Dirichlet: u = g;

u
e condicao de Neumann: — = g;
on

ou
e condicao de Robin: au + I g, com « e (3 constantes.
n



Capitulo 3

Método de Diferencas Finitas

Em busca de resolver numericamente as EDPs, é necessario, primeiramente, expressa-las na forma
de operagoes aritméticas para que o computador possa resolvé-las. Para isso, basta representa-las
por expressoes algébricas, ou seja, discretiza-las em fungao dos pontos de malha, o que é denominado
de aproximacao por diferencas finitas. A equacao de diferencas finitas deve representar a solucao
exata da EDP em cada ponto da regiao discretizada em que se deseja obter a solu¢ao do problema.

O primeiro passo de qualquer método numérico na resolucao de EDPs ¢ discretizar a regiao onde
se procura a solugao (chamado de passo de discretizagao do dominio). Para isso defini-se uma malha,
que é um conjunto finito de pontos, os quais sao denominados nés da malha.

Seja u uma funcao de variaveis independentes x e t. Considere o plano x L t subdividido em
retangulos iguais de lados dx = h, 6t = k, conforme ilustrado na Figura 3.1. Considere também a
coordenada (z,t) do ponto de malha P. Assim, (z,t) = (z;,t;) = (ih, jk). Os indices i e j sdo inteiros
e os valores h e k sao, respectivamente, os espacamentos da malha nas diregoes x e t. Se h e k sao
iguais, entao a malha computacional é denominada malha uniforme. Portanto, o valor de u no ponto
P é denotado por

up = u(ih, jk) = u; ;. (0.1)

ij+1

P(ih.jk
o N o

jk | e
! =Li ] i+1

»
ij-1

w1

0 . ih
Figura 3.1: malha computacional.

Considere uma fungao u = u(x) continua e de derivadas continuas. Assim, é possivel expandir u
em série de Taylor da seguinte forma:

u(x + h) = u(z) + h'(z) + %h?u"(x) + %h?’u’”(x) + - (0.2)

4
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ou
1 1
w(x —h) = u(x) — hu'(z) + §h2u"(x) — ghgu"'(x) 4o (0.3)
Desprezando-se o termo $h%u”(2) + $h*u”(x) + - - - na equagao (0.2), obtém-se:
u(z + h) =~ u(x) + hu'(x), (0.4)

que pode ser reescrita por
u(x +h) —u(x
u'(r) ~ ( ) ( ), (0.5)
h
a qual é denominada aproximagcao progressiva (ou avancada) para a primeira derivada.
O Erro de Truncamento (ET) dessa aproximagao ¢ dado por

h " h2 n
ET = SU (x) + e () +--- = O(h). (0.6)

Considerando-se u”(x),u"” (x), ... limitadas e h — 0, entdao ET — 0. Nesse contexto, tem-se:

Defini¢ao 3.0.1. Uma funcao f = f(h) € da ordem de magnitude de uma fun¢ao g = g(h), quando
h — 0, se

}lliir(l) % = constante. (0.7)

Notacao: f(h) = O(g(h)).

Para a aproximagao progressiva, tem-se que ela é de primeira ordem, ou seja, O(h).
Analogamente, desprezando-se os termos O(h?) em diante na equagao (0.3), obtém-se:

u(x — h) =~ u(x) — hu'(z), (0.8)

em que, ao isolar o termo u/(z), define-se

u'(x)

(0.9)

Q

a qual é chamada aproximagao regressiva (ou atrasada) para a primeira derivada, cuja ordem também
é um, ou seja, O(h).

Ainda, uma outra aproximagcao é obtida subtraindo-se a equagao (0.2) da equagao (0.3), o que
resulta em

ooy u(z+h) —u(r—h)
u'(x) ~ 5 . (0.10)

Essa aproximagao é chamada de diferenca central para a primeira derivada e seu erro de trunca-
mento é dado por

h2 " h4
ET = i (x) + 190 u'(z) + - = O(R?). (0.11)
E possivel ainda, de maneira analoga, obter aproximagoes para as derivadas de ordem superiores.

Uma forma ¢, por exemplo, somar as expressoes (0.2) e (0.3), o que leva a:

h*
u(z + h) +u(z — h) = 2u(z) + h*u"(z) + EU(W) (x)+---, (0.12)
em que desprezando-se os termos }f—;u(i”) (x) + -+, obtém-se:
h)—2 —h

12
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a qual é denominada diferenca central para a segunda derivada.
O erro de truncamento dessa aproximagao é dado por

h? .
ET = ﬁu(“’)(x) + ... = O(h%). (0.14)
De maneira analoga, as aproximacgoes acima sao utilizadas para funcoes de vérias varidveis. Segue
a notagdo para esses casos.
Seja (z9,v0) = (0,0) e o valor de u no ponto de malha P(ih, jk) dado por (0.1), a aproximagao

por diferencas centradas para RTINS ponto P é dada por

Ox2
0%u Pup (i +1),5k) = 2u(ih, jk) + u((i — 1)h, jk)
ij h?2 ’

0x? ’P 0x?
ou ainda, numa notacao simplificada,

2
0“u -~ Uit1,5 — 2ui,j + Ui—1,5
ox? h? ’

cujo erro local induzido é da ordem de h%. De maneira andloga, tem-se que

2
Pu wiger — 2wy + Ui
otz k? ’
cujo erro local induzido ¢ da ordem de k2.
ou

Fazendo-se o uso desta mesma notagao, a aproximacao por diferengas progressivas para g em P
é dada por

@ o Wig41 — Uiy
ot k ’
com um erro local induzido de ordem O(k).
Para mais detalhes sobre a aproximacao de derivadas, pode-se consultar o livro de Anderson et

al. [3].

3.1 EDPs Parabdlicas

Conforme mencionado anteriormente, neste trabalho sera considerada a equacao do calor 1D para
representar as EDPs parabélicas, a qual é dada por

ou  0%*u
— = (1.15)
ot 0x?
Essa EDP fornece a distribuicao da temperatura u ao longo de uma barra de comprimento L e
de espessura 0, com § << L. As condigoes auxiliares para a solucao desta equacao sao

— Condicao inicial: em t = 0, u é especificada ao longo da barra;

— Condigoes de contorno: considera-se neste trabalho a condi¢ao de contorno de Dirichlet (a tempe-
ratura é especificada nos extremos da barra).

Método Explicito

Nesta secao, através de um método explicito, aproxima-se as derivadas temporal e espacial da
equagao (1.15) por diferencas avangada e central, respectivamente, da forma

ou Ujj+1 — Uiy

o HDgnl T Bg 1.16

ot k ( )
d*u Uip1,j — 2Ui 5 + Ui—1j
22 o Ly T I, 1.17
ox? h? ( )

II Coloquio de Matemdtica do Centro Oeste, 07-11/11/2011
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Substituindo as aproximacgoes acima na equagao (1.15), obtém-se

Ui = Wij _ Uig1y — 2Uij + Uiy,

5 1.18
2 2 (1.18)
a qual pode ser reescrita da forma
Uj j+1 = Ui 5 + ﬁ (ui—f—l,j — 2ui,j + ui_l,j) . (119)
Denotando r = h—kQ a relagao entre os espagamentos da malha e considerando (1.19), obtém-se
Ui j+1 = TUi41,5 + (1 — 27’)’&1"]' + TU;—1,5- (120)

Considerando que, para obter o método numérico acima, utilizou-se as equagoes (1.16) e (1.17),
facilmente observa-se que a ordem final do método é (k + h?).

Com o objetivo de verificar o desempenho do método explicito (1.20), resolve-se numericamente
a equacao do calor (1.15), definida no intervalo [0,1] e suplementada com as seguintes condigoes
auxiliares:

— Condicao inicial:

<zx<
u(z,t =0) = { 22, 0205 (1.21)

— Condicao de contorno (Dirichlet):
u(lx=0,t)=0 e wu(x=1,t)=0. (1.22)

A solugao analitica para este problema é dada por

N
Uz, t) = % Z %sen (%mrx) exp (—n’7’t), (1.23)
n=1

em que N é dado por N = L/h.

Busca-se, com isso, resolver numericamente a equagao (1.15) por meio do método explicito de-
finido por (1.20) e comparar os resultados obtidos com a solucao analitica dada por (1.23). Nesse
sentido, surge o seguinte questionamento: as solugoes numéricas obtidas pelo método (1.20) estao su-
ficientemente préximas da solugao analitica definida por (1.23) para quaisquer valores do parametro
r?

Para responder a essa pergunta, considera-se trés diferentes valores de r (propositalmente esco-
lhidos), a saber: r=0.1, r = 0.5 e r = 0.512.

e Caso 1: r=0.1

Neste caso, considera-se h = 5 ¢ k = 555 (logo, r = 0.1). Com esses dados a equacao (1.20)
torna-se igual a
Ui j+1 = 0.1’U,i+1,j + O.SUZ'J + O.lui,l’j. (124)

A Figura 3.2 apresenta uma comparagao qualitativa entre as solugoes analitica e numérica. Nota-
se que o resultado obtido pelo método numérico estd em boa concordancia com a solugao analitica.

e Caso 2: r=0.5

_ 1 _ 1 _ 5 . , .
Neste caso, adota-se h = 15 e k = 555 (logo, 7 = 75). Com isso, o método explicito torna-se

II Coloquio de Matemdtica do Centro Oeste, 07-11/11/2011
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Figura 3.2: comparacao entre as solugoes numérica e analitica nos tempos ¢t = 0.01, ¢ = 0.02 e
t =0.03 parar =0.1.

Figura 3.3: comparacao entre as solugoes analitica e numérica nos tempos ¢t = 0.01, ¢ = 0.02 e
t =0.03 para r = 0.5.

;i1 = 0.5ui11 ;7 + 0.5u;_1 ;. (1.25)

A Figura 3.3 ilustra as solugoes numérica e analitica obtidas neste caso. Novamente, o resultado
obtido pelo método numérico ¢é bastante consistente com a solugao analitica.

e Caso 3: r =0.5128

Neste caso, utiliza-se h = 1—10 e k= 1—55 (logo, = 0.512). Assim, o método explicito fica definido
por
Us j+1 = 0-512ui+l,j — 0024UZ,] -+ 0.512”&1'_17]'. (126)

A Figura 3.4 apresenta uma comparacao entre as solugoes numérica e analitica obtidas. Como
pode ser observado neste caso, a solugao numérica apresenta um comportamento oscilatério, nao
sendo uma boa aproximacao da solucao analitica.

Simulagoes com valores de r maior que 0.512 foram feitas, as quais mostraram que conforme o
valor deste parametro vai sendo aumentado, a amplitude das oscilagoes cresce.

Figura 3.4: comparacao entre as solugoes analitica e numérica nos tempos ¢t = 0.01, ¢ = 0.02 e
t =0.03 para r = 0.512.

Os trés casos acima investigados mostram claramente que o valor do parametro r é extremamente
importante na utilizacao desses tipos de métodos. Na subsecao 3.2 é mostrado que o método explicito
definido pela equagao (1.20) é vélido somente para 0 < r < %

Método Implicito de Crank-Nicolson

Apesar de o método explicito ser simples computacionalmente, ele apresenta uma consideravel
desvantagem: o passo temporal 0t = k deve ser muito pequeno para que ele seja convergente, uma
vez que o método é valido somente para 0 < r = % < %, isto é, k < %hQ.

Nesse sentido, apresenta-se aqui o método implicito de Crank-Nicolson como uma outra alterna-
tiva para resolver a equagao (1.15). Suas vantagens encontram-se no fato de reduzir o volume total
de célculos e de ser vélido (consistente e estdvel) para todo valor finito de r. No entanto, como todo
método implicito, requer a solugdo de um sistema linear a cada nivel de tempo (o que pode trazer
complicagbes dependendo do condicionamento da matriz).

O método consiste em avaliar a EDP no ponto P (ih, (j+ %)k‘) (ver Figura 3.5), aproximando a
derivada temporal por diferenca central e a derivada espacial pela média das diferencgas centrais nos
niveis de tempo j e j + 1, da seguinte forma:

“t|(z‘,j+%) = umﬁl(i,j—i—%) (1.27)

Ui jr1 — Ui (Uga|ijrr + Uaeliy)
—_ 2 = . 1.28
Z 5 (1.28)

II Coléquio de Matemdtica do Centro Oeste, 07-11/11/2011
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imel i imal

jmal

__________________ .__________________ jroee iy

Figura 3.5: diagrama esquematico para derivagao do método de Crank-Nicolson.

Sabendo que

U1 — 2U 541+ U1
Ugzlijr1 = 12 (1.29)
Uig1j — 2Uij + Ui
uxa:|i,j = 12 (130)

e substituindo (1.29) e (1.30) em (1.28), considerando novamente r = k/h?, obtém-se o método
implicito de Crank-Nicolson:

—TUi—1 541 + 2(1 + 1) i1 — U1 1 = T + 2(1 — 7w+ T, (1.31)
Vantagens do método de Crank-Nicolson:
— A ordem do ET é O(h?, k?);
— E teoricamente valido (consistente e estavel) para todo r.
Desvantagens do método de Crank-Nicolson:
— Resolve-se um sistema linear para cada nivel de tempo j;

— Problemas na resolugao do sistema linear caso a matriz seja mal condicionada (ver Quarteroni
et al. [31]);

— Apresenta comportamento oscilatorio nas vizinhangas das descontinuidades.

Com o objetido de verificar este método implicito, considera-se aqui o mesmo exemplo utilizado
no método explicito para trés diferentes casos, como segue:
e Caso 1: r = %
Neste caso, considera-se h = 1—10 e k = ﬁ (logo, r = %) Os resultados obtidos neste teste
sao apresentados na Figura 3.6, a partir da qual pode-se inferir que a solu¢do numérica aproximou

satisfatoriamente a solugao analitica.

Figura 3.6: comparacao entre as solucoes analitica e numérica obtida pelo método de Crank-Nicolson
nos tempos t = 0.01, £ = 0.02 e t = 0.03 para r = 0.5.

e Caso2: r=1

II Coléquio de Matemdtica do Centro Oeste, 07-11/11/2011
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Considera-se aqui h = 1—10 ek = 1—(1)0 (logo, r = 1). A Figura 3.7 apresenta uma comparacao entre

as solugoes numérica e analitica, deixando evidente que a solugao numérica esta bastante consistente
com a solucao analitica.

033 T

0.05

N s

Figura 3.7: comparacao entre as solucoes analitica e numérica obtida pelo método de Crank-Nicolson
nos tempos t = 0.01, £ = 0.02 e t = 0.03 para r = 1.0.

e Caso 3: r=10

Neste caso, considera-se h = 1—10 ek = % (logo, r = 10). Os resultados obtidos sao apresenta-
dos na Figura 3.8, a partir da qual pode-se observar que a solucao numérica obtida apresenta um
comportamento fortemente oscilatorio nas vizinhancas da descontinuidade, nao aproximando, dessa
forma, a solucao analitica.

numerica ————

r=10 amlitiea - omeemen

Figura 3.8: comparagao entre as solugoes analitica e numérica obtida pelo método de Crank-Nicolson
nos tempos t = 0.01, t = 0.02 e t = 0.03 para r = 10.

II Coloquio de Matemdtica do Centro Oeste, 07-11/11/2011
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Outras simulagoes foram feitas considerando-se valores ainda maiores do que r = 10, em que
observou-se que a amplitude das oscilagoes vai se tornando cada vez maior conforme aumenta-se o
valor do parametro r.

3.2 Analise Teorica dos Métodos Numeéricos

Ao se resolver numericamente uma EDP, um dos primeiros questionamentos que fazemos é se a
solucao numérica calculada se aproxima da solucao analitica da EDP. Esse conceito de quao proximo
esta relacionado matematicamente com o conceito de convergéncia, pois se a solu¢cao numérica con-
verge para a solucao exata, a analise da descricao do fendmeno estara mais proxima da realidade.

A seguir sao relatados os conceitos basicos relacionados a convergéncia da solucao da equacao
de diferencas finitas para a solucao de uma EDP, a saber, consisténcia, estabilidade e o Teorema de
Lax.

Consisténcia

Um esquema numérico é dito ser consistente com a EDP se quando a equacgao discretizada
aproxima-se, no limite quando h e k tendem a zero, da equagao original. Seja F; ;(u) = 0 a equacao
que aproxima a solugdo exata (U) por diferencas finitas no ponto (,7). Dessa forma, o erro de
truncamento local (ETL) 7} ; no ponto (7, j) é definido por

T, ; = F, ;). (2.32)

Definicao 3.2.1. Nesse sentido, diz-se que uma equacdo de diferencas finitas € consistente com uma
EDP se

T,; — 0 quando h— 0 e k— 0. (2.33)

Analisando-se o método explicito (1.20) e admitindo-se que as derivadas presentes na equagao

(1.15) existem e sao limitadas, entao

h};lgo EJ = 0. (234)

Com isso, tem-se que o método explicito é consistente com a EDP (1.15). Segue a anédlise dessa
afirmacao.
Para o método explicito, dado pela equagao (1.20), define-se 7; ; da forma
Uijs1 =Uij  Uipr; —2U;; + Uinyy
k h?
Utilizando-se o desenvolvimento em série de Taylor, pode-se obter a ordem do erro local cometido.

T,; = = 0. (2.35)

Exemplo 3.2.1. Verifique a consisténcia do método explicito definido na equagao (1.20).

Resolucgao: Utilizando a férmula do ETL dada por (2.35), através da série de Taylor obtém-se

1 k2 k3
Tm :E U+kUt+§Utt+§Uttt+—u

i?j

1 h? h?
- (U + hU, + ij + = Upge + )

h? 3!
0,J
h? h?
—2U + (U ~ WU + 5 Use = g7 Ussa + ) (2.36)
: ! i g
koo R h? i
CTZ'J(U) = Ut + EUtt + gUttt - sz - EUxam:m + O(h ;k ) (237)
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A partir da equagao (1.15), Uy — U, = 0, T; ; torna-se

k k2 h?
T;; = U —U,
tt T — 6 Ut T 19
Note que este método possui baixa ordem na discretizacao temporal. Ainda, tem-se que a parte

principal de T ; ¢

= Ussaw + O(K*, k%) = O(h2, k). (2.38)

k h?
EUtt - EU$$II (239)

Conforme visto anteriormente, para que um esquema de diferencas finitas seja consistente com
uma EDP, ele deve satisfazer a condigao

T;; =0, quando h—0 e k—0.

A partir da equagao (2.38), admitindo-se que as derivadas existem e sao limitadas, observa-se
claramente que o método explicito é consistente com a equagao do calor definida em (1.15) 0.

Exemplo 3.2.2. Considere a equacao

ou  o*U

a qual € aproximada no ponto (i,7) pelo sequinte esquema de diferencas finitas:

Uijl = Uig—1 U1y — 20Uijer + (1 — O)uiga] + uiy
2k h?
em que 0 € um parametro pertencente ao intervalo [0,1]. Analise a consisténcia desse esquema.

=0, (2.41)

Resolucgao:

U1 = Uijm1 - Uiy = 2[0U; 1 + (1 = Ui ja] + Ui
2k h?
Utilizando a expansao em série de Taylor, obtém-se:

1 k‘2 k;3 k,2 k3
ﬂJ — 2]{: (U + kUt + Utt + 3 Uttt + O(k4) U + kUt - EUtt + ?Uttt - O(k4)>

1 h? h? . k2 K? A
~3 U+ hU, + Um+3Um+O(h)—29 U+kUt+§Utt+§Uttt+O(/~c) +

k2 k3 h? h3
—2(1-10) (U + kU, + EU” + — Uy + O(k‘*)) +U — hUxEUm — —Upypw + O(h4)}

3! 3! g
1 k® 2k° 1 2h*
= o (kut + gUm + FUW“ + O(k7))i’j o {h2Um o ——Upyaw + O(1%)
2 kg 2 4 5
—(40 - 2)]€Ut - k Utt - (49 - Q)EUttt - Zk Utttt -+ O(k )
i 2 K 2.42
= U= U+ 33 (49 — 2)kU,; + U 41 Ak — (40 — 2)— 75 ) Ut (2.42)
h? k* k* k3
_ﬁwax:v + 52 1912 5 Unn + o 5l = Ute + O <ﬁ’ Kt h4)

k2 h? 2k k2 k
— Ut — Umc + EUttt — 12szxac + — 2 (29 )Ut + — 72 Utt + O (ﬁ,k‘l h4)

No entanto, ha dois casos para serem analisados: quando k = rh e quando k = rh?.
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e Caso 1: k=rh

Neste caso,

2h2 h2 2
L l@ﬁ'_ __lammr'+'_i(26'_’1)CQ'+'T2lat4—()(Th,T4h4,h4). (2;43)

E': — Ugx
J Uy — Upp + G D A

Para h — 0 e k — 0, tem-se:

2
Ty = Us = Usp + =-(20 = DUs + 12Uy (2.44)

1 1
Se 0 #£ 2 o terceiro termo tende ao infinito, e se = 3 entao

T2h2
Tij = TUttt +r?Uy (2.45)

e, portanto,
Tij — 72Uy, (2.46)

Assim, o esquema numérico (2.40) é inconsistente com a EDP (2.41) para k = rh.

e Caso 2: k =rh?

Nesse caso,

2h4 h2
T, = U, — Usy + %Um — 5 Ussas +20(20 = 1)U, + 12h2U; + O(PhY rhY ). (2.47)

Para h — 0 e k — 0, tem-se:

T, =U — Upp + 2r(20 — 1)U, (2.48)

1
Se 0 = 2 entao
T,; =0 (2.49)
e o esquema (2.41) é consistente com a equagao (2.40). Caso contrario,
e 0 esquema (2.41) nao ¢ consistente com a equagao (2.40), mas sim com a equagao:

Nesse caso, o esquema numérico (2.40) nao é consistente com a equagao (2.41). O

Estabilidade pelo Critério de Von Neumann

Diz-se que um método numérico é estavel se quaisquer erros ou perturbagoes na solucao nao sao
amplificados sem limite (ver Fortuna [17]). Se essas amplificagdes existem, o erro cresce a cada passo
de tempo e a solucao geralmente “explode”.

Para verificar a estabilidade de um esquema numérico, as ferramentas matematicas mais conheci-
das sao os critérios da matriz e de Von Neumann. Neste minicurso apresenta-se apenas o critério de
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Von Neumann, o qual mostra-se como um critério simples e bastante utilizado na determinagao da
estabilidade de um esquema numérico. Com esse critério obtém-se condicoes necessarias e suficientes
para a estabilidade do esquema de diferencas.

O critério de Von Neumann é baseado no principio de superposicao, isto é, o erro global é a soma
de erros mais simples, também conhecidos por harmonicos. Esse método expressa os valores iniciais
nos pontos da malha ao longo de ¢ = 0 em termos de uma série finita de Fourier, e entao considera o
crescimento do erro global de uma fungao que se reduz para essa série em ¢t = 0, por um método de
separacao de variaveis idéntico aos normalmente utilizados para resolver EDPs. A série de Fourier
pode ser expressa em termos de senos e cossenos e também em termos de exponencial complexa, o que
facilita os célculos. Assim, Y a,cos(nmz/l) ou > b,sen(nmx/l) sdo substituidos equivalentemente por
S Ae™m/l onde i = /—1 é a unidade imagindria e [ é o intervalo em z em que a funcdo é definida.
Convenientemente, a notacao usual u; ; deve ser substituida por u,, = u(ph, gk). Em termos dessa
notacao,

ZAneinmv/l _ ZAneinﬂph/Nh _ 2:14neiﬁnph7 (251)

em que (3, =nw/Nhe Nl = h.
Os valores inciais nos pontos da malha ao longo de ¢ = 0 sao definidos como

N
upo = u(ph,0) = ZAnew”ph, p=20,1,---, N. (2.52)

Esta equacao constitui um sistema de NV + 1 equacoes lineares a N + 1 incognitas Ay, A1, -+, Ay
cuja matriz dos coeficientes é do tipo Vandermonde (Quarteroni et al. [31]) e, portanto, nao singular.
Isso mostra que os valores iniciais podem, de fato, ser expressos na forma da equagao (2.52). Desta
forma, é possivel investigar a propagagao de um tnico valor inicial (ou um tnico harménico) do tipo
ePnPP  Para investigar a propagacdo desses termos, quando ¢ aumenta, faz-se:

Upg = BTt — eiPrhoadk — eiﬁph(eak)q. (2.53)

Definindo & = e®*, tem-se

Upg = PPEY, (2.54)

em que & é denominado fator de amplificacdo, i = v/—1, = 7/Nh e N é o niimero de espagamentos
h da malha computacional. De maneira sucinta, o critério de Von Neumann expressa os pontos da
malha u, , = u(ph, ¢k) em termos de uma série finita de Fourier por (2.54).

Definicao 3.2.2. Pela defini¢ao de Lax e Ritchmyer (ver Smith [36]), a equacdo de diferenca é
estdvel se |uy, 4| permanece limitado Vg < J quando h,k — 0, em que J € o nimero de espagamentos
k da malha computacional. Desta forma, a condi¢ao para a estabilidade € €| < 1.

Exemplo 3.2.3. Investigue a estabilidade do sequinte método numérico:

k h?

(Up,q+1 - up,q) _ (upfl,qul — 2up g1 + uP+1H+1) (2.55)

Resolugao: Substituindo u,, = ¢”P*£? na equagao (2.55), tem-se

(eiﬂph€q+1 o eiﬂphﬁq) (eiﬁ(p—l)hgq—i-l o 26iﬁph€q+1 + eiﬂ(p—i—l)hfq—i—l)
k - h?2
i —1 i e~ WBhE — 26 4 P
(e ﬂphéq) (5 - ) — (e ﬁph£q> ( f hf 5)
E—1 = r&(e7™h -2 4 ¢Ph), (2.56)
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onde r = k/h?.
Considere a relagao trigonométrica dada por

e—iBh | ciBh

cos(Bh) = 5

(2.57)
Substituindo-a em (2.56), obtém-se

€ —1=r&2cos(Bh) —2) = 2r&(cos(Bh) — 1). (2.58)
Sabendo que cos(Bh) — 1 = —2sen?(8h/2), tem-se

E—1=-2r¢ (286712 (%)) : (2.59)

3

a qual pode ser reescrita por

<1. (2.60)

14 4rsen2(ﬂ2—h)

Sendo assim, conclui-se que o método numérico dado por (2.55) é incondicionalmente estavel.[]

Convergéncia

Diz-se que um esquema numérico é convergente com a EDP original se o erro de discretizacao
tende a zero conforme h — 0 e k — 0. Apesar de o conceito de convergéncia ser extremamente im-
portante, ele ¢ dificil de ser demonstrado, pois a expressao final do erro de discretizagao é usualmente
conhecida em funcao de derivadas incognitas, para as quais nenhum limitante pode ser estimado. No
entanto, para o caso linear, tem-se o teorema de equivaléncia de Lax, o qual garante a convergéncia
do método.

Teorema 3.2.1. Teorema da equivaléncia de Lax. Para um problema linear de valor inicial e de
contorno, e um esquema de diferencas finitas que satisfaz a condi¢ao de consisténcia, uma condi¢ao
necessdria e suficiente para a convergéncia ¢ a estabilidade numérica.

Convergéncia = Consisténcia + Estabilidade

Exercicios

Exercicio 3.2.1. Implementar o método explicito para resolver a equacao do calor Uy = U,, sujeita
as sequintes condigoes iniciais e de contorno

U=0, =0, t>0
U=0, z=1, t>0
usando:
o r=0.01;
o r=0.1;
o r=10.5
o r=1;
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e comparar com a solugdo analitica dada pela equagao (1.23).

Exercicio 3.2.2. Implementar o método de Crank-Nicolson, aplicando-o a equacao do calor Uy = U,
sujeita as sequintes condigoes iniciais e de contorno

U=2x, 0<x<0b5, t=0
U=2(1-z), 05<z<1, t=0

U=0, =0, t>0
U=0, z=1, t>0

usando:
o r=0.1,
o r =0.5;
o r=1;
o r =10,

e compare com a solug¢ao analitica dada pela equagao (1.23).

2

Exercicio 3.2.3. Resolva a equacao = 9 satisfazendo as sequintes condicdes iniciais e de
x

contorno:
U=1, 0<z<1, t=0 (2.61)
aUu
— =U =0, t>0 2.62
dx v ’ (2.62)
aUu
— =-U =1, t>0 2.63
dx ! ’ (2.63)

usando um método explicito e empregando diferencas centrais para as condicoes de contorno. Con-
sidere:

o = 0.25;
o r = 0.5

Exercicio 3.2.4. A equa¢io U, — U,, = 0 € aprozimada no ponto (ih, jk) pela equacao de diferenca:

il — U Py 1
9(“#1%“,] _1> +(1-10) (—u K ku K 1) —ﬁéiui,j:()

, onde 02 = u; i1 — 2u;; + u;_1j. Mostre que o erro de truncamento local neste ponto é dado por

1 1
ﬂ,j = _ék(l - G)Utt - EhZU:va:m:c + O(l{?, h2)

e encontre o valor de 0 que reduz esse erro para O(k* h*).

Exercicio 3.2.5. Mostre que o erro de truncamento local no ponto (ih, jk) da aprorimagdo de Crank-
Nicolson para Uy = U, é O(h% k?).

II Coloquio de Matemdtica do Centro Oeste, 07-11/11/2011



Lais Corréa, Giseli Ap. Braz de Lima, Valdemir Garcia Ferreira 17

Exercicio 3.2.6. A equagao aU,+ U, — f(x,t) =0, a constante, é aprozimada no ponto (ih, jk) no
plano xt pelo esquema de diferencas finitas:

Q Uir1,; + Ui—1j Ujt1,j — Ui—1,j
T ui,jﬂ_%}L(%)_m:o

. Investigue a consisténcia desse esquema para:
e k=rh;
o k=rh%

com r > 0 constante.

Exercicio 3.2.7. A equacdio Uy = aU,, — pU, 0<x <1, t>0, ondea e sao constantes reais
positivas, é aproximada no ponto (ih, jk) pelo esquema de diferencas explicito

1 a

kAtUi’j = ﬁéi — ﬁui,j

. Dado que U tem walores iniciais continuos ao longo do intervalo 0 < x < 1, para t = 0, valores

de contorno conhecidos em x =0 ex =1 e que Nh = 1, encontre um limitante de estabilidade para
k

r=3i5.
h2

Exercicio 3.2.8. A equacio Uy = aU,,, 0<x <1, t>0, ondea >0, é aproximada no ponto
(ih, jk) pelo esquema de diferengas regressivas completamente implicito (backward Euler):
Uiga1 = Ui = Ta(Ui-1 5401 — 2Uij41 + Uigj41)

L

7z ¢ Nh=1. Assumindo que os valores iniciais e de contorno sao conhecidos, prove que:

,onder =
e 0 esquema € incondicionalmente estdvel;
e 0 erro de truncamento local é O(k, h?).

Exercicio 3.2.9. A equagio Uy = U, 0<x <1, t >0, é aprozimada no ponto (ih, jk) pelo
esquema

Ui i1 — Uiy = r[0(Uim1 jy1 — 204 i1 + Uigr 1) + (1= 0)(uimrj; — 2us 5 + tigr )

k

72, 0< 0 <1eNh=1. Assumindo que os valores iniciais e de contorno sao conhecidos,

, onder =
prove que:

e 0 esquema € incondicionalmente estdvel no sentido de Lax-Ritchmyer para 0.5 < 6 <1 e estdvel

0<6<0.5 dor < 1 -
para 0 < 60 < 0.5 quan 0T_2(1—20)’

e 0 método de Von Neumann fornece o mesmo resultado.
Exercicio 3.2.10. Use o método de série de Fourier para provar que:

o A aproximacdo progressiva explicita

Up g1 — Upg = T(Up—14 — 2Upg + Upy1,4)

)

N | —

para a equacao Uy = Uy, € estdvel para r <
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o A aproximagdo central explicita (Método de Richardson)
Upg+1 — Upg—1 = 27 (Up—1,¢ — 2Upg + Upt1,9)
para o equacao Uy = Uy, € instavel para r > 0;
e A aproximacao implicita
L 4
Up,g+1 — 2Upg + Up,g1 = 57‘ [(Up—1,4 = 2Upg + Up+1,g) + (Up—1,g-1 — 2Upg—1 + Upt1,4-1)]

para a equacao hiperbolica Uy = U,, € estavel parar >0, r =

SES

Exercicio 3.2.11. A equacao U; = Uy, + %Ux, 0<z<l1, t>0 ¢€aprorimada no ponto (ph,qk)
pela equagao de diferencas

1 1 1
EAtup,q = ﬁdgup,q + ﬂ(Aqu,qkunq)

use o método de Von Neumann para mostrar que as equacgoes de diferencas sao estaveis para x > 0
quando

k 2
h? — 4+p!

Em x =0, avalie esta equacao dado que U, =0 emx =0, t >0 eU € constante em x = 1.

3.3 EDPs Hiperbdlicas

Neste trabalho, a equacao representante desse tipo de EDP sera a equacao linear de adveccao,
conforme mencionado anteriormente. Essa equagao modela o transporte de escalares e é dada por

ou ou

em que a > 0 é uma constante (velocidade de convecgao). As condigdes auxiliares para a solugao
desta equacgao sao

— Condigao inicial:
u(z,0) = ug(x) (3.65)
— Condicao de contorno:
u(zp,t) =0, u(zg,t) =0, (3.66)

com x € [x,xR], t 0 tempo e u = u(x,t) a varidvel transportada.
A solucao exata para este problema linear é dada por

u(z,t) = up(x — at). (3.67)

A equacdo (3.67) mostra que a solucdo para este problema é obtida a partir de translagoes
(advecgoes) uniformes da condicao inicial com velocidade constante a (para a direita se a > 0 e para
a esquerda se a < 0). Isso se deve ao fato de que suas curvas caracteristicas sao dadas por x — at, ou
seja, sao semi-retas paralelas. Neste trabalho considera-se a = 1.

Para a discretizacao de EDPs hiperbdlicas pelo método das diferencas finitas, um cuidado maior
do que para o caso parabdlico deve ser tomado. O exemplo a seguir ilustra claramente essa afirmacao.
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Exemplo 3.3.1. Aprozimacao instavel para EDPs hiperbolicas.

Discretizando a derivada temporal de (3.64) por diferengas para frente e a derivada espacial por
diferencas centrais no ponto (i, j), obtém-se

ou ou (uin — Uij) (uz‘+1j — Uj—1 j)
— — ’ ’ - 22 = (). 3.68
Ot lij + ox lij k + 2h ( )
Na forma explicita, escreve-se:
1k
Uij4l = Uij — 57 (Wig1j — Uim1j) - (3.69)
Substituindo r = %, obtém-se
1
Uit = Uig + o7 (Wit1,5 — Ui-1,5) - (3.70)

Através do critério de estabilidade de Von Neumann, verifica-se a estabilidade do método (3.69).
Para isso, considera-se '
Up,q = €PED, (3.71)

Substituindo (3.71) em (3.69), tem-se

£ = 1—%r(eiﬁh—1)

= 1- %r (cosPh + isenfh — 1)
= (1 + %r(l — COSﬁh)) - %m’senﬁh.
Assim,
€1? = [1 + %T(l — cosﬁh)]2 + [%rsenﬁh]2
= 1+ (%7")2 (1 — cosBh)® + (1 — cosBh) + (%7’)2 sen?3h

= 1+ (%7’)2 2 (1 — cosph) +r (1 — cosph) + (%T’)Q
- 12 () (4 1)

1—cos(20)
2

Sabendo-se que sen?) = , tem-se

h (1
€|? = 1+27‘sen26— -r+1)>1
2 \2
Portanto |£|*> > 1. Logo, este esquema ¢ instavel. [J
Exemplo 3.3.2. Aprozimacao condicionalmente estavel para EDPs hiperbolicas.

Considerando um valor qualquer de a em (3.64), uma outra forma de discretizagao é obtida.
Utilizando-se diferencas para frente para as derivadas temporal e espacial, obtém-se

1 a
z (Uijr1 — wig) = ~7 (i — wi-1) - (3.72)
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Ainda, sendo r = aé, tem-se
ui,j—i—l = ui,j — T (Ui,j — ui_ld‘) . (373)
Analisando a estabilidade por Von Neumann, tem-se:
€= (1 —7) +reibh (3.74)
(1 —r) + (cosBh — isenfh)r. (3.75)
1€ = (1 —7)2+ (r’cos®Sh) + 2(1 — r)rcosBh + (r)?sen?Bh (3.76)
= 2rcosfBh — 2ricosBh +r + (1 —r)? (3.77)
_ 1429 (Losmsihy _ g (L) (3.78)
= 1+ drsen?Zt (r —1). (3.79)

Finalmente,

5
r<1— 6t <L,
a

Nota-se que esse esquema ¢ condicionalmente estavel. Este tipo de discretizagao possui primeira
ordem no tempo e no espago. Nas proximas sessoes sao apresentados outros exemplo de aproximacao

para as EDPs hiperbodlicas que sao estaveis e, no entanto, possuem ordem < 1. [

Método Explicito de Lax-Wendroff

Este método é derivado com base na férmula de Taylor e pode ser usado para aproximar (3.64)
por uma equacao de diferencas explicita com segunda ordem de precisao. A seguir, apresenta-se a

sua derivacao.
Por expansao em série de Taylor, tem -se

N ou 1 0%u
Uijer = ull, j + k) = uij +k (El] i §k2 (@)u '

A equagao (3.64) pode ser utilizada para eliminar as derivadas de ¢:

o2
=uy = (—auy); = —a(uy), = —a(—auy), = Ay, = a2—u

Ox?
ou 1 0*u
Uijy1 = Uij — ka (%) o+ §/€2a2 (@) R
%,] 2]

Substituindo-se as derivadas de x por aproximacoes de diferencas centrais, tem-se

o

Assim,

Uit1,j — Ui Uip1,; — 2uj +ut— 1,7

(u:p)z] = oh € (um)w = B2

Entao, tem-se o seguinte esquema de diferencas explicito:

ka k2a?
Uijp1 = Ui — ﬁ(uma — Ui—14) + ShE (Uiv1j — 2uij +uio1j),

ou ainda,
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ar ar

Ui i1 = 7(1 +ar)ui_1; + (1 — a®p*)u,; — ?(1 — ar)uit1,j, (3.81)
em que r = £,
Substituindo u,, = ¢"¢? em (3.81), obtém-se
2.2, 21 - 1 1
£ =1-—2a"r"sen §5h — 2iarsen §Bh Cos §ﬂh . (3.82)
Logo,
€]? = 1 — 4a*r*(1 — a*r*)sen*(Bh). (3.83)

Para que os erros niao crescam exponencialmente com j, |£]? < 1, isto ¢,
0 < 4a**(1 — a*r?) < 1.
Portanto, 0 < ar < 1. Ainda, pode ser mostrado que o erro de truncamento local é de

k2 ah?
Tij = EUttt + ?Uxxx +oeee
Dessa forma, conclui-se que o método explicito de Lax-Wendroff é convergente pelo Teorema de

Lax.

Termos convectivos e Dificuldades Numéricas

Nos tultimos anos, esforco consideravel tem sido feito para se obter solugoes numéricas de boa
qualidade para problemas gerais em dinamica dos fluidos computacional, as quais sao significativa-
mente afetadas pela escolha do esquema de discretiza¢do para os termos convectivos (em geral nao
lineares). A principal dificuldade é controlar o fendmeno da difusdo numérica, o qual se desenvolve
devido a discretizacao imprecisa das derivadas convectivas contidas nas equagoes que transportam
propriedades fisicas.

A difusao numérica pode ser de duas formas (ver Figura 3.9 (a) e (b)): dissipativa e dispersiva. A
Figura 3.9 (a) ilustra o efeito dissipativo (suavizacao de gradientes) de esquemas de primeira ordem
(por exemplo, o esquema FOU [10]), e a Figura 3.9 (b) mostra o efeito dispersivo (surgimento de
oscilagoes nao fisicas) de esquemas de alta ordem (por exemplo, o método de Lax-Wendroff [22]). De
fato, esses inconvenientes estao contemplados no teorema de Godunov [35], o qual afirma que nenhum
esquema de alta ordem linear pode ser monotonico. Neste contexto surge a motivacao pela busca
de esquemas convectivos upwind de alta ordem nao lineares, como aquele apresentado na Figura
3.9 (c¢), os quais ajustam a ordem de precisao de acordo com a soluc¢do local de modo a manter
comportamento limitado da solugao.

(a) Esquema de primeira ordem (b) Esquema de segunda ordem
£ 30
2k as |
1.8 L 1.5 !‘-——-J:"".
14 . . " i 1.0 " L L
-0 -0.5 1 11] 05 1.2 -1.0 06 Do 2.5 1.0

Uma aproximacao para os termos convectivos, a qual vem sendo muito utilizada, é obtida
utilizando-se a estratégia upwind. Nessa estratégia, o termo convectivo é aproximado de acordo
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(c) Esquema de alta ordem
A0 [r—
25 \

wl N

15
1.0 s I

-1.0 0.5 oo 05 1.0

Figura 3.9: efeitos de difusao numérica: comparacao entre o perfil caracteristico de esquemas de
primeira, segunda e alta ordem de precisao.

com o sinal da velocidade de conveccao local. Para isso, consideram-se trés nés computacionais adja-
centes ao ponto de discretizagao, isto é, o a jusante D (Downstream), o a montante U (Upstream) e o
mais a montante R (Remote-upstream). A Figura 3.10 ilustra esta estratégia, onde pode-se observar
que as posicoes de D, U e R sao adotadas de acordo com o sinal da velocidade local V7, na face f,
de uma varidvel convectada ¢;.

f f

R U D D u R
@ @ @ @ @ @
VI VI
-

Figura 3.10: posicao dos nds computacionais D , U e R.

Nesse contexto, utilizando-se os trés nés computacionais D, U e R, é possivel escrever um esquema
de conveccao upwind dependente destes trés pontos para avaliar ¢, através da seguinte relacao:

¢r = ¢¢(ép, v, Pr)- (3.84)

Estratégia Upwind

Apresenta-se aqui a estratégia upwind para aproximar os termos convectivos e em seguida alguns
esquemas upwind presentes na literatura, os quais serao utilizados em exemplos numéricos ao longo
deste trabalho. Nas aproximacoes upwind, as diferencas espaciais sao aproximadas no sentido upwind,
ou seja, no mesmo sentido do fluxo.

Para exemplificar esta estratégia, considera-se a equagdo de Burgers 1D (ver [5]) adimensional
definida por:

ou ou 1 0%u
- o+ wy = (3.85)
ot ox Re Ox
~—~ ~—~— N—
termo temporal termo convectivo termo difusivo

em que Re é o nimero de Reynolds ! e u é considerado, daqui em diante, a componente da velocidade
do fluido na direcao do eixo x.

Considerando o ponto P = (4, j) da malha computacional (ver Figura 3.1), aproxima-se o termo
temporal por diferenca avancada, o termo difusivo por diferenca central e para o termo convectivo

1Re = %, em que L o tamanho do dominio computacional, ug a amplitude da velocidade e v é a viscosidade do
fluido em unidades do S.I. Este nimero adimensional fornece a razao entre as forgas inerciais e as forgas viscosas ou
difusivas.
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aplica-se a estratégia upwind, como segue:

— Diferenca avancada para o termo temporal:

QU U1 — Uiy

3.86
ot k (3:86)
— Diferenca central para o termo difusivo (viscoso):

32u _ Uit1,5 — ZUZ'J‘ + Ui—1,5 (3 87)

0x? h?

— Estratégia upwind para o termo convectivo: inicialmente aplica-se diferenca central utilizando os
pontos (i + 3,7) e (i — 3, 7)

ou 0 (luu)
CONV = u— =2 7 3.88
(u) o o (3.88)
(4,9) (4,9)
U —uu
1 (i+1.) (i-1.9)
= = 3.89
5 - (3.89)
1 (Wi d gy = Uil %14
= = ) 3.90
S ( . (3.90)
As variaveis w, 115€ HF%J sao calculadas por:
- 1
U1 = §(Uz‘+1,j + uij), (3.91)
. 1
U1y = 5 Ui+ ticry). (3.92)

Aplicacao do esquema FOU para aproximar u,, 1€ U1

m Do GUu—9R _ o Wi Uiolg =
® Se Uyl j > 0Oeoy= op—on = Wij = ui e entao

Uiplj = Wiy

Wit1,j—Wit2,5

e Se i+%,j S Oe Uiy1,5 = m, entao
Wiplj = Wit1,j-
a7 > — Wil U2, a
® Deu, 1. e U1, — —1——=L entao
S 1=3,] > O i—1,5 Us j—Ui—2,5
ul—%,j - ul_l:]'

— ~ ;i —U; : ~
e Sew. 1.<0edq; =—21—"4bi_entiao
LY J Ui—1,5=Uit1,5’
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Figura 3.11: solu¢ao numérica obtida pelo esquema convectivo FOU.

Utilizando as discretizagoes definidas nas equagoes (3.86), (3.87) e (3.90), é possivel determinar
um método numérico explicito para resolver a equacao de Burgers 1D, da forma

Re Re
em que r = k/h?> e CONV (u) ¢ definido na equagao (3.90).

A Figura 3.11 ilustra a solu¢do numérica obtida com o método definido em (3.93), utilizando o
esquema FOU para o termo CONV (u). Percebe-se que o FOU capturou o choque (descontinuidade)
sem apresentar oscilagoes. Nessa simulacao numérica foi adotada uma malha com 1000 células com-
putacionais, Re = 1000, h = 0.00628 e k = 0.00314. As condigoes auxiliares consideradas foram:

Re — 2
Wﬁlz—%CONVUO+ééWHJ+(—i—l>um+~£m4w (3.93)

— Condicao inicial:
u(z,t =0) =1+ cos(z). (3.94)

— Condicao de contorno:
u(0,t) = 1+ cos(t) wu(l,t) = cos(t) + cos(2m). (3.95)

Os resultados numéricos foram gerados em intervalos de tempo de 0.25, com tempo final de
simulacao t = 3.25

Além do esquema de primeira ordem FOU, existem importantes esquemas de alta ordem na lite-
ratura. Como exemplos, podem-se citar os esquemas descritos abaixo (em todos os casos considera-se

¢f = ¢f<¢D7 ¢U7 (bR) ):
— ADBQUICKEST: Derivado por Ferreira et al. [15] e dado por

(2~ 16w A  0<du<a,
R R SRt b< b <1, |
¢U7 (bU ¢ [Oa 1]7
com
oy 2 —3]0] +6° o b —4 +3[] 4 6
T 9|0 + 262 =54 3|0] + 262
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em que # é o numero de Courant;
— TOPUS: Derivado por Queiroz et al. [32] e dado por

F { adl + (=2 + 1) + (272)0f + (=2522) dv, 0< ¢y <1, (3.97)
v, ¢u ¢ [0,1].
em que « € [0,2]. Em todo esse texto emprega-se o = 2 (ver Queiroz [32]).
— CUBISTA: Derivado por Alves et al. [1] e dado por
ZZQASU7 R 0< Q?U < g;
" s(3+60y), 2 <ov<j
=4 8 ST 8 47 3.98
¢U’ ¢U7¢ [071]
— SUPERBEE: Derivado por Arora et al. [4] e dado por
(9 7 1
2¢U7 R 0< (éU < 3
R %(A1+¢U)a %S?Uﬁ%?
=4 Su,  L<gu<t (399)
1A7 % S ¢U S 1a
\ ¢U7 ¢U¢[071]
— FDPUS-C1: Derivado por Lima [25] e dado por
Or+ (00 — Or) |—407, + 140 — 160}, + 607 + du |, ov € [0,1],
Of = (3.100)
ou, du & [0,1].
— SDPUS-C1: Derivado por Lima [25] e dado por
Or + (9 = Or) | (=24 +47)0f + (68 = 127)07, + (=64 + 139)0f
b = —(20 — 67)% + 0% + &U} o € [0, 1], (3.101)
ou, ou ¢ [0,1].
— EPUS: Derivado por Corréa [9] e dado por
Or + (6p — 0r) | — A\ — 24)8% + 16(\ — 23)97T, + (528 — 25)) %+
b — +(19A = 336)85, + (80 — TN + Adh + du du € [0,1],
¢U7 QASU ﬁé [07 1]
(3.102)

No caso da equacao de Burgers, a variavel ¢ representa a velocidade u. Assim, a varidavel norma-
lizada é dada por
N Uy — UR
uy = ——.
Up — UR
Por simplicidade e sem perda de generalidade, apresenta-se aqui apenas a discretizagao do es-
quema ADBQUICKEST para aproximar o termo convectivo dado em (3.90), a qual é dada por
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U O = —Sd "Wzl 3
® Set 1, >0ew;= , entao

1
3 Wit1,j—Ui—1,j

(2 — C)ui,j — (1 — C)uz’—l,j7 IALZ‘J' € (0, a),

apliv1; + Qulij — QpUi—1j, U € [a,b
1

U, 1, = ~
e (1 = CO)tiyr + Cuyj i € (b, 1).
ui:j’ uln? ¢ [ 71]’
o Sei, 1.<0edy, =025 entdo
it3d = LT Twg i —uigay

(2= C)uiyrj — (1= C)tiyay, Ty € (0,0),
L aplij + ity ; = QRUit2,5, Uiy € [a, 0],
3 (1 — C)ui,j + Cuiﬂ,j ﬁi—i—l,j € (b, 1),

WUit1,55 Uiy, ¢ [0,1],
e Se U1 >0ed; = %, entao

5] G sJ

(2-Clui1; — (1= Cuigj, W15 € (0,0a),
o apl;; + auui—1; — QRUi—2j, U1 € [a,b],
=30 (1 — C)Ufi’j + C’ui,u, ﬁi*l,j € (b, 1)

Ui—1,55 Ui, ¢ [0; 1]7

Ui,j —Wit1,5

e Set,_1.<0ewn,;; =—=1—4t entao
=32 J Ui—1,j—Uit1,5

(2 — C)U@j — (1 — C)“’H—Ljv QAL,'J‘ c (0, CL)7
[

w4 — apli—1j + aul;; — Rl 4, Uij € [a,bl,
=35 (1 — C)uifl,j —+ Cuid’ ﬁi,j c (b’ 1)
ui,j7 /&ZJ ¢ [07 1]7

Exercicios

Exercicio 3.3.1. A funcao U satisfaz a equacao Uy + U, =0, 0<z<oo, t>0 com condigoes
de fronteira e iniciais dadas por:
U,t)y=2t, t>0

U(z,0) =z(x—2), 0<zx<2
U(x,0) =2(x —2), z>2
Calcule:

e uma solucao analitica.

e uma solu¢cao numérica usando o esquema explicito de Lax—Wendroff.

e Use 0o método de Von Neumann para mostrar que o método de Laxr—Wendroff é estdvel para
0<ap<1.
k? ah?

Mostre que a parte principal do erro de truncamento local € T; ; = EUM + ?Uzm

2
e Prove que a solucao de Uy = alU,, com a constante, é a solugao da aproximacao de Lax—
E_ 1
Wendroff quando 3 = -.

a
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Leis de Conservagao 1D: Outros Exemplos

Muitos problemas em ciéncia e engenharia envolvem quantidades que se conservam e que condu-
zem a certos tipos de EDPs denominadas leis de conservacao hiperbodlicas. Essas leis sao geralmente
nao lineares e dependentes do tempo. No caso 1D sao definidas por

d¢  OF(¢)

ot ox

=0, (3.103)

em que ¢ = ¢(x,t) : R x R — R™ é um vetor m-dimensional de quantidades conservadas e F'(¢) =
F(¢(x,t)) : R™ — R™ é denominada funcao fluxo. Nesta segao s@o apresentados casos particulares
das leis (3.103), a saber: equagao de advecgao de escalares (ou simplesmente equagao de advecgao);
equagoes nao lineares de Burgers (com ou sem viscosidade), Bucley-Leverett, dguas rasas e Euler.
Essas leis sdo definidas em dominios fechados (x € [z, zg|) e suplementadas com condigdes iniciais
e de contorno.

Assim como ja mencionado nesse trabalho, problemas numéricos podem ser encontrados de acordo
com a escolha do esquema para aproximacgao dos termos convectivos. Nas leis de conservacao, o
termo convectivo é representado por 8{;—;@. As leis de conservagao 1D sao aproximadas, no contexto
do método de diferencas finitas (aplicando diferenga avancada no tempo e centradas no espaco), pelo

método numérico

Oy
¢i,j+1 = <Z5z',j - E (F(¢)i+%,j - F(@F%J) ) (3~104)
em que ¢;; = ¢(idy, jo;) é a solucdo numérica no ponto de malha (i,7j) = (id,, jo;), sendo J, e &
os espagamentos da malha (uniforme) nas diregoes x e t, respectivamente. Os termos F'(¢), L1 €
F (gb)if% j sao os fluxos numéricos nas interfaces f = i~|—% eg=1— % das células computacionais. Es-

ses fluxos numéricos sao estimados (interpolados) por esquemas upwind (neste trabalho, considera-se
os de alta resolugao).

¢ Equacao de Advecgao

A equacao linear de advecgao é o representante mais simples das leis (3.103) (veja, por exemplo,
LeVeque[24]). Porém, apresenta dificuldades semelhantes aquelas encontradas em sistemas mais
complexos. Nesse contexto, o modelo é formulado por (3.103), em que os vetores das varidveis
conservadas e da funcao fluxo sao dados, respectivamente, por

o=u (3.105)

F(u) = au. (3.106)

O fluxo é aproximado no ponto (7, j) da malha pela combinagao F(¢)i+%7]~ — F((ﬁ)i_%,j, que é dada
por

F(QS)H—%,]' - F(Cb)i—%,j = (au)|i+%,j - (au)|i—%,j Tyl Ul TG LU L g, (3.107)

em que a velocidade convectiva a (aqui considerada igual a 1) é constante para todo ponto do dominio
e a varidvel convectada u é aproximada nas faces f (u,, 1,=u f)eg (u_ 1= u,) pelos esquemas
upwind de alta resolu¢do. A estabilidade do método numérico explicito (3.104) - (3.107) é regida
pela condigao CFL (Courant-Friedrichs-Lewy), isto é, a marcha no tempo é selecionada de tal modo

queCFLsz%—‘itgl.
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Exemplo 3.3.3. Forma W-shape.

Neste caso é apresentado o problema proposto por Wei e Gu [46] (a famosa forma W-shape) que
corresponde a equacao de advecgao, suplementada com as seguintes condi¢ao adicionais:

— Condicao inicial:

1, 0<2x<0.2
4r — g, 02 <z <04,
u(r,t=0) =< —4dr + 1 5 , 04<2<0.6, (3.108)
1, 0.6 <z <0.8,
0, caso contrario.

\

— Condicao de contorno: tipo Dirichlet homogénea, ou seja,
u(zx =0,t) =u(z =1,t) =0. (3.109)

A solugao deste problema apresenta descontinuidades severas que sao dificeis de resolver (ver
Toro [43], Wei e Gu [46]). Para a simulagao sao considerados uma malha uniforme com 400 células
computacionais, # = 0.3 e t = 0.1. Na Figura 3.12 estao apresentadas as solucoes exata e numéricas
obtidas com os esquemas ADBQUICKEST, TOPUS, CUBISTA, FDPUS-C1 e SDPUS-C1. Pode
ser observado por esta figura que os dados numéricos gerados por esses esquemas apresentam boa
concordancia com a solucao exata, uma vez que os vales e os picos sao capturados satisfatoriamente
e livres de oscilagoes.

Exemplo 3.3.4. Ordem de convergéncia.

Este caso tem como propésito verificar a precisao dos esquemas ADBQUICKEST, TOPUS, WA-
CEB, CUBISTA, SDPUS-C1 (y = 12) e EPUS (A = 16) em regides suaves. Para tanto, considera-se
a equacao de adveccao definida no dominio [—m, 7] e suplementada com as condigoes adicionais:

— Condicao inicial:
u(z,t =0) = sen(z). (3.110)
— Condigao de contorno: Dirichlet homogénea no contorno, ou seja,
u(lx = —m,t) =u(zx =m,t) =0. (3.111)

Por meio dos resultados numéricos obtidos para este problema, sao determinados, para cada
método, os erros relativos (entre as solugbes exata e numérica) e uma estimativa para a ordem de
convergéncia. Os erros relativos Ej, entre as solugoes exata e numérica (ambas geradas em uma
malha de espacamento h), nas normas Ly, Ly e Lo, sao definidos, respectivamente por

ZN 1 ’uz exata Us numérica‘
B = == : (3.112)

z 1 |u1 exata|

2
— uz ,exata — Wi numérica
l|Enlla = \/z:Z . ) ) (3.113)

2
z 1 uz exata)

maX1<2<N|uz exata — U numérica|

[Enlloe = S : : (3.114)

maxi<;<nN |Ui,exata|

Uma estimativa para o erro ||Ep||x, com k = 1,2, 00, para as aproximagoes numéricas é dada da
seguinte forma (ver Thomas [25])
|1 Bl ~ ChP, (3.115)
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ADBQUICKEST TOPUS
— Exata - — Exata .
1%« ADBQUICKEST " i I x-x TOPUS """“':' |
i
= 05 : = 05+
r r
B 1l
0 (
L I 1 | L ‘ L 1 I L ‘ L | 1
-1 -0,5 0 0.5 1 -1 -0,5 0 0,5 |
X X
CUBISTA FDPUS-C1
k= Exata e’ k= Exata —
x-x CUBISTA T -« FDPUS-CI RE i
e !
= 05 = 051
4
0 (
L I 1 | L ‘ L 1 I L ‘ L | 1
-1 -0,5 0 0.5 1 -1 -0,5 0 0,5 |
X X
SDPUS-C1
L= Exata 1
«-x SDPUS-CI B
A B
¥
= 05
L
L
(I
| | |
| -0,5 0 0,5 |
X

Figura 3.12: comparacao entre a solucao exata e os esquemas ADBQUICKEST, TOPUS, CUBISTA,
FDPUS-C1 e SDPUS-C1 para a equagao de advecgao, com condigoes adicionais (3.108) e (3.111).

II Coléquio de Matemdtica do Centro Oeste, 07-11/11/2011



Lais Corréa, Giseli Ap. Braz de Lima, Valdemir Garcia Ferreira 30

em que C' é uma constante dependente dos dados do problema e p é uma estimativa para ordem de
convergencia.
Para o célculo de p, estima-se o erro relativo || Ex||x da forma
2

h p
||E%||k ~C (§> . (3.116)
Em seguida, divide-se (3.115) por (3.116), obtendo-se
| Enlls  h"
~ = o (3.117)
BN~

e aplica-se log em ambos os membros de (3.117) obtendo-se, assim,

E
P (log I "”’“) /log2. (3.118)

A

Considera-se neste teste duas aproximacoes temporais diferentes, a saber, Euler explicito e Runge-
Kutta TVD de terceira ordem. Também considera-se malhas com N = 20,40, 80, 160 e 320 células
computacionais, nimero de Courant § = 0.3 e tempo final de simulagao t = 1.0. Os resultados
obtidos para este teste seguem na Tabela 3.1, a qual compara o esquema EPUS com os demais
esquemas de alta resolucao. A partir de uma andlise desta tabela infere-se que o esquema EPUS
mostra-se competitivo com os demais métodos, apresentando maior ordem de convergéncia quando
combinado com Runge-Kutta para a marcha temporal, assim como para os demais esquemas.

Neste mesmo teste, faz-se uma outra andlise quantitativa, em que se calcula o tempo de CPU
utilizado pelos esquemas para resolver o problema aqui proposto. Nesta simulacao considera-se uma
malha com N = 400 células computacionais, nimero de Courant 8 = 0.3 e 0.5, tempos finais de si-
mulagao t = 10.0 e 20.0, no dominio x € [—m, 7] (dx = 0.01571). Os resultados obtidos para este teste
seguem apresentados na Tabela 3.2, em que é possivel observar que o esquema EPUS, comparado
com os demais esquemas polinomiais (SDPUS-C1 e TOPUS), é um pouco mais caro computacional-
mente, como era esperado, considerando que o esquema EPUS é dado por um polinémio de grau oito,
enquanto os outros dois sao dados por polinomios de grau seis e quatro, respectivamente. No entanto,
esse é 0 preco a se pagar para obter melhores resultados (principalmente em malhas grosseiras, onde
o EPUS mostrou-se melhor). Comparado ao esquema ADBQUICKEST, o EPUS é mais barato por
apresentar menos condicionais em sua formulacao.

e Equacao de Burgers sem Viscosidade

A equacao nao linear de Burgers modela uma variedade de problemas em dinamica dos fluidos
(ver, por exemplo, [47]), sendo propensa a formacao de choques, mesmo nos casos de dados iniciais
suaves. Ela serve, por exemplo, como um modelo simplificado para o entendimento da turbuléncia,
combinando convecg¢ao nao linear e difusao linear, o que a leva, atualmente, a ser também muito
utilizada no desenvolvimento de métodos numéricos (ver [24]). Seus vetores de varidveis conservadas
e funcao fluxo (F"(u) > 0 ou F"(u) < 0, Vu) sdo dados, respectivamente, por

¢=u (3.119)
€ 1 ,
F(u) = Ju (3.120)

)

O termo F(¢);,1; — F (o)

;1 ; ¢ aproximado por
27

2
U 1

— | = = —|U; 1 U 1 ; —U; 1 :-U; 1 3.121
i+, <2> i—3.j 2< thgd o Titgd g “W)’ ( )
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Esquema Euler Explicito Runge-Kutta
N Lo Ly L
Ey p En ] p En ] P Ep P
EPUS 20 | 0.129743 — 0.313360 — 0.032687 — 0.088860 —
40 | 0.051988 1.319413 0.313340 0.000092 | 0.004237 2.947580 0.029940 1.569460
80 | 0.012356 2.072989 0.249430 0.329094 | 0.000794 2.415378 0.016270 0.879859
160 | 0.003579 1.787605 0.249820 -0.002254 | 0.000109 2.860303 0.008170 0.993808
320 | 0.001505 1.249383 0.246570 0.018892 | 0.000020 2.431090 0.004010 1.026728
SDPUS-C1| 20 | 0.131333 — 0.325200 — 0.032989 — 0.075050 —
40 | 0.055304 1.247787 0.309710 0.070409 | 0.005519 2.579637 0.031220 1.265382
80 | 0.013098 2.077997 0.248910  0.315294 | 0.000779 2.824350 0.016120 0.953619
160 | 0.003194 2.035910 0.249880 -0.005611 | 0.000144 2.438288 0.008090 0.994640
320 | 0.001502 1.088688 0.247440 0.014157 | 0.000023 2.636047 0.003980 1.023371
TOPUS 20 | 0.125627 — 0.300040 — 0.041857 — 0.092270 —
40 | 0.049530 1.342779 0.250000 0.263227 | 0.007626 2.456376 0.035510 1.377636
80 | 0.013048 1.924508 0.250000  0.000000 | 0.000964 2.984664 0.016110 1.140269
160 | 0.002698 2.274025 0.250000 0.000000 | 0.000195 2.301580 0.008000 1.009885
320 | 0.001252 1.107132 0.250000  0.000000 | 0.000027 2.860690 0.003950 1.018147
ADB 20 | 0.023845 — 0.121090 — 0.129623 — 0.205110 —
40 | 0.006465 1.882878 0.135750 -0.164872 | 0.036191 1.840599 0.111830 0.875091
80 | 0.002068 1.644383 0.142170 -0.066665 | 0.009552 1.921738 0.058580 0.932828
160 | 0.000974 1.086607 0.144460 -0.023053 | 0.002452 1.962065 0.030050 0.963043
320 | 0.000458 1.087803 0.144820 -0.003591 | 0.000621 1.982272 0.015220 0.981396
WACEB 20 | 0.139407 — 0.345490 — 0.033652 — 0.141521 —
40 | 0.052389 1.411979 0.354650 -0.037752 | 0.004799 2.809938 0.055704 1.345154
80 | 0.012282 2.092712 0.250000 0.504468 | 0.000906 2.404461 0.027775 1.004018
160 | 0.003595 1.772582 0.250000 0.000000 | 0.000173 2.386474 0.013379 1.053760
320 | 0.001374 1.387510 0.245540 0.025970 | 0.000036 2.274018 0.006373 1.069952
CUBISTA | 20 | 0.130729 — 0.317830 — 0.043900 — 0.162302 —
40 | 0.067099 0.962211 0.330870 -0.058009 | 0.006595 2.734775 0.056310 1.527209
80 | 0.010881 2.624474 0.249920 0.404798 | 0.001053 2.646613 0.028006 1.007677
160 | 0.003380 1.686626 0.247480 0.014154 | 0.000204 2.365172 0.013475 1.055463
320 | 0.001594 1.084309 0.238680 0.052234 | 0.000039 2.404677 0.006411 1.071564

Tabela 3.1: erros relativos nas normas Ly e Lo, e ordem de convergéncia (p) calculados utilizando
como aproximacao temporal Euler explicito e Runge-Kutta TVD de terceira ordem.

Esquema t=10 t =20
§=03[0=05]6=03[0=05
EPUS 214 122 [ 346  2.00
SDPUS-C1 207 118 [ 338 19
TOPUS 199 1.04 | 332  1.82
ADBQUICKEST | 226 131 | 358  2.08

Tabela 3.2: tempo de CPU.

com as velocidades de transporte da varidavel u dadas pela médias

(3.122)

1
U1, = 5(“2] +ui—1j) e Uil j = §(Ui+1,j + Ui j)-

A varidvel convectada u nas faces f (u;, 1= ur) e g (u;,_ 1= ug) ¢ calculada pelos esquemas

upwind de alta resolucao. Nesse caso, a estabilidade é também regida pela condigao 6§ = g—; <1

Exemplo 3.3.5. Dados iniciais continuos por partes.
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Neste caso a equacao de Burgers é definida em x € [0, 0.6], suplementada com as condigoes adi-
cionais:

— Condicao inicial:

1 2=0
_ _ 2 5
u(z,t =0) = { 0. x>0 (3.123)
— Condicao de contorno:
1
u(z =0,t) = 5 © u(z =0.6,t) =0. (3.124)

Este problema ¢ interessante uma vez que possui solucao exata dada por

L 2r<
u(x,t):{é .

b (3.125)

NN
~+

As solugbes numéricas sao geradas em uma malha com 60 células computacionais, t = 0.9 e § =
0.9. A Figura 3.13 mostra a comparacao da solucao exata com os resultados numéricos gerados pelos
esquemas ADBQUICKEST, TOPUS, FDPUS-C1 e SDPUS-C1. Nessa mesma figura, confrontam-se
as solugdes numéricas obtidas com os esquemas anteriormente citados. Por essas figuras observa-se
que os resultados gerados pelos esquemas estao em boa concordancia com a solugao exata. Constata-
se ainda que o esquema SDPUS-C1 oferece o melhor resultado.

Exemplo 3.3.6. Ordem de convergéncia.

utilizando-se os seguintes dados: ma-
= 0.25 e dominio = € [—m, 7| (dz =

Neste teste, considera-se a condi¢ao inicial u = sen(z
lhas computacionais N = 20,40,80,160 e 320, § = 0.5,
0.31415, 0.15708, 0.07854,0.03927 e
0.01963). A comparagao dos resultados é apresentada na Tabela 3.3, a partir da qual pode-se concluir
que, em geral, os melhores resultados sao obtidos com o esquema EPUS. Observa-se também que
os esquemas ADBQUICKEST e SUPERBEE apresentam ordem de convergéncia inferiores aquelas
dos demais esquemas, sendo que na norma infinito a ordem observada foi negativa. Analisando-se
também os erros relativos, infere-se que o esquema WACEB, apesar de nao apresentar a maior ordem
de convergéncia, é aquele que apresenta menor erro relativo. Ja o esquema EPUS, dentre os esquemas
polinomiais, é aquele que apresenta maior erro relativo na primeira malha, mas com erro relativo
menor na ultima malha, o que era de se esperar pelo fato de apresentar maior ordem de convergéncia.

),
t

Exemplo 3.3.7. Problema com correcao de entropia.

Embora atengao especial seja dada pela comunidade cientifica em CFD para a captura da solucao
nas regioes de ondas de choques e altos gradientes, dificuldades numéricas aparecem na presenca de
ondas de rarefacdo, sendo uma delas a imprecisdo no ponto sonico (ponto em que a velocidade da
onda muda de sinal), em que um méximo e/ou um minimo local sao criados e a solugao deixa de ser
mondétona ao longo da onda de expansao.

Segundo Tang [39], esquemas TVD podem apresentar esses problemas préximo ao ponto sénico
(que para a equacao de Burgers é em u = 0). Ainda, este autor afirma que isso também pode ocorrer
com esquemas que utilizam a estratégia upwind. Uma técnica eficiente para resolver este fenomeno a
apresentada por Tang [39], conhecida como corre¢ao de entropia (no caso, é utilizada a corregao de
entropia de Harten [20]), a qual introduz uma viscosidade numérica no esquema de diferencas finitas.

Para a introducao desse efeito, considera-se um esquema geral de trés pontos da forma:

Qi1
= (6= di1), (3.126)

i+3
2

i = i — O(Fipr — Fiq) +

(Qbi—i-l - sz) -
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Figura 3.13: comparagao entre a solugao exata e os esquemas ADBQUICKEST, TOPUS, FDPUS-
C1 e SDPUS-C1 para a equacao de Burgers sem viscosidade, com as condigoes inicial (3.123) e de

contorno (3.124).
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Esquema N Iy Lo
En ] p En ] P
EPUS 20 | 0.078897 — 0.033576 —

40 | 0.017333 2.186443 0.011631  1.529454

80 | 0.005186 1.740887 0.005483  1.084940
160 | 0.000692 2.906027 0.001605 1.772381
320 | 0.000314 1.139525 0.001578 0.024476
SDPUS 20 | 0.072521 — 0.024405 —

40 | 0.016754 2.113902 0.009341  1.385533

80 | 0.004611 1.861411 0.005356  0.802423
160 | 0.000653 2.820935 0.001615 1.729599
320 | 0.000317 1.040141 0.001580 0.031646
TOPUS 20 | 0.070807 — 0.026128 —

40 | 0.017313 2.032027 0.008982  1.540492

80 | 0.004611 1.908829 0.005398  0.734609
160 | 0.000668 2.787919 0.001612  1.743591
320 | 0.000317 1.075243 0.001579  0.029804
ADBQUICKEST 20 | 4.485276 — 1.444864 —

40 | 2.238254 1.002823 1.456373 -0.011446

80 | 1.118915 1.000274 1.451798  0.004539
160 | 0.559377 1.000207 1.455630 -0.003803
320 | 0.279677 1.000059 1.456201 -0.000565
WACEB 20 | 0.069035 — 0.021577 —

40 | 0.016246 2.087238 0.009577  1.171848

80 | 0.004453 1.867334 0.005334  0.844363
160 | 0.000651 2.773919 0.001617 1.721902
320 | 0.000315 1.047434 0.001580 0.033404
SUPERBEE 20 | 4.487269 — 1.460789 —

40 | 2.238511 1.003299 1.465684 -0.004826

80 | 1.118840 1.000535 1.453763 0.011781
160 | 0.559342 1.000202 1.456630 -0.002843
320 | 0.279667 1.000020 1.456739 -0.000108

Tabela 3.3: erros relativos nas normas L; e L., e estimativa para ordem de convergéncia (p).

em que o termo ;1 € dado, neste caso, pela correcao de entropia de Harten, da forma:
2

jzf, |zl >

, lzl <e,

onde € é uma constante positiva dada.
Para ilustrar esse curioso fenomeno e mostrar como ele é solucionado através da correcao de
entropia, suplementa-se a equacao de Burgers com a condigao inicial

1, selz| <3,

up(r) = 3.128
o(@) -1, sey <|z[ <1, ( )
cuja solucao exata é
-1, se x < —t— %,
e se —t—Lft<r<t-1
u(z,t)y=¢ t 7 8 ) 37 (3.129)
1, set—35<x<g,
-1, se x > %

Para a simulagao deste problema, utiliza-se uma malha com N = 400 células computacionais,
0 = 0.5, t = 0.3, dominio computacional = € [—1,1] (6z = 0.005) e considera-se como escolha para
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a constante positiva da corregdo de entropia ¢ = 0.5 (escolha essa feita a partir de diversos testes
numéricos).

Os resultados obtidos para este teste seguem apresentados na Figura 3.14 para varios esquemas,
a qual apresenta uma comparagao entre as solugoes analitica e numéricas (estas calculadas sem e com
a corregao de entropia). Vé se claramente por esta figura que os resultados numéricos obtidos pelos
esquemas sem a corre¢ao de entropia apresentam efeito dispersivo (ndo monétono) préximo ao ponto
sonico, imprecisao essa que € solucionada pela adicao da correcao de entropia no esquema. Neste
teste, observa-se que todos os esquemas capturam a solugao quando ha a correcao de entropia, mas
pode-se inferir que os polinomiais apresentam melhor desempenho com relagao ao ADBQUICKEST,
que é um esquema linear por partes.

EPUS SDPUS-C1

— exata
o Sem correcao
=--e COM COITECan

— exata
«--o SEM COrrecao
=--a COM COITecao

ADBQUICKEST

. — exata
o Sem COIrecao
=—e COM COITECA0

. — exata
o $EM COIrecao
=—s COIN COITECA0

Figura 3.14: ilustracao dos resultados obtidos sem e com correcao de entropia.

¢ Equacao de Buckley-Leverett

A equacao de Buckley-Leverett é nao linear e possui fungao fluxo nao-convexa. Essa equacao
modela escoamentos (em meios porosos) de dois fluidos imisciveis tais como dgua e 6leo. Nesse caso,
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o vetor das variaveis conservadas e a funcao fluxo sao dados, respectivamente, por

¢ =u (3.130)

Flu) = -

R TowS (3.131)

Diferentemente das aproximagoes (3.107) e (3.121), em que os esquemas sao aplicados nas varidveis
conservadas isto é se ¢ é uma variavel conservada, entao ¢r = ¢¢(¢u, ¢p, Pr), 0 calculo da combinacao
F(),, 15— F(¢),_ 1, bara a equacao de Buckley-Leverett, é feito pela aplicagao direta dos esquemas
na funcao fluxo (3.131) isto é

F<¢)z+%] - F((Zﬁ)lf%] = Fy (F<UU)7 F(up), F(UR)) - F, (F(UU), F(up), F(UR)), (3.132)

em que F(uy), F(up) e F(ugr) sdo os valores da funcdo fluxo (3.131) avaliada em wuy, up e ug,
respectivamente. As varias sentencas matematicas que definem os esquemas, antes condicionadas
aos intervalos segundo o valor normalizado g%U, passam agora a serem condicionadas segundo a
normalizagao

" F(uy) — F(ug)
Fluy) = : 3.133
)= Flup) — Flun) (3153
As posicoes D, U e R sao definidas agora de acordo com o sinal das velocidades
(5 Fw),,, P,
_ 6 wipryui, 0 it # Wij,
Wit = (3.134)
. g_;F (u)‘z]’ Uit1,j = Uiy
e
(
F(u)| —Fu)|
~ g_:c J’»:'Yj'—ui—1 ‘;LJ’ Ui,j 7é Ui—1,55
Wity = (3.135)
6 /
\ iF (u)li—l,j’ Uij = Ui-1,5,
em que
F'(u) Su 80 (3.136)
u) = . ‘
(5u? — 2u + 1)?
Para o calculo da solu¢ao numérica desta equagao, também deve-se satisfazer a condicao 6 = g—; <
1.

Exemplo 3.3.8. Dados iniciais constantes por partes.

Neste caso a equagao de Buckley-Leverett é definida no dominio [—1, 1], suplementada com a
condicoes adicionais dadas por:

— Condicao inicial:

1, -05<z2<0
u(z,t=0) = . (3.137)
0, caso contrario.
— Condicao Contorno: tipo Direchlet homogénea, ou seja,
ulz=0—-1,t) =u(z=1,t) =0. (3.138)
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Para simulacao sao considerados uma malha de 800 células computacionais, § = 0.3 et = 0.4. A
solucao de referéncia é obtida com o esquema FOU em uma malha de 8000 células computacionais
e # = 0.5. Na Figura 3.15 apresentam-se a solucao de referéncia e os resultados numéricos dos
esquemas ADBQUICKEST, TOPUS, FDPUS-C1 e SDPUS-C1. Nessa figura, faz-se também uma
comparacao das solugoes numéricas obtidas com os esquemas anteriormente citados e apresenta-
se a ampliacao da area demarcada. De forma geral, pode-se ver que os resultados numéricos sao
satisfatorios. Salienta-se que o esquema FDPUS-C1 apresenta o melhor resultado.

Leis de Conservagao 1D: Outros Exemplos (Sistemas Hiperbdlicos Nao-Lineares)

Nesta subsecao sao considerados os sistemas hiperbdlicos de aguas rasas e de Euler, ambos for-
mulados pela lei de conservagao (3.103). As simulagoes desses sistemas hiperbdlicos sao feitas no
pacote computacional CLAWPACK (Conservation LAW PACKage) de LeVeque [24] equipado com
os limitadores de fluxo dos esquemas ADBQUICKEST, TOPUS, FDPUS-C1, SDPUS-C1 e EPUS.
Em sintese, este pacote computacional resolve leis de conservagao gerais 1D, 2D e 3D por meio do
método dos volumes finitos. As solucoes para essas leis podem ser computadas usando o método
de primeira ordem de Godunov (LeVeque [24]) ou por sua variante de segunda ordem de precisao
proposto por LeVeque [24] (Godunov de primeira ordem com termo de correcao).

e Equacoes de Aguas Rasas

Estas equagoes modelam o movimento hidrostatico de um fluido inxcompressivel com superficie
livre (no caso agua) em um canal de largura unitaria, com velocidade horizontal u(x,t) e velocidade
vertical desprezada (ver, por exemplo, [24]). Esse sistema hiperbdlico possui o vetor das varidveis
conservadas e da fun¢ao fluxo dados por

¢ =[h, hu]" (3.139)

T
F(¢) = [hu, hu® + %ghﬂ , (3.140)

em que h, hu e g sao, respectivamente, a profundidade do fluido no canal, a vazao e a constante
gravitacional. Esse sistema hiperbodlico ¢ suplementado com as condicoes iniciais

u(z,0) = ug(x) e h(z,0) = ho(x)

e com extrapolagao de ordem zero no contorno (ver LeVeque [24]).

Exemplo 3.3.9. Problema dam-break.

Neste caso o sistema hiperbdlico de dguas rasas é definido em x € [—5, 5]. No inicio da simulagao
uma barragem que divide o dominio em duas partes, a saber, o reservatorio a esquerda e um canal
de fuga a direita, é rompida. Esse problema é conhecido na literatura por dam-break problem e as
condicoes adicionais impostas sao:

— Condigoes iniciais: Dados constantes por partes (do reservatério e do canal de fuga, separados por
uma descontinuidade em x = 0), sao dadas por

3, <0,
ho(z) = { L 250 (3.141)
com velocidade inicial nula, ou seja,
up(z) = 0. (3.142)
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Figura 3.15: comparacao entre a solugao de referéncia e os esquemas ADBQUICKEST, TOPUS,
FDPUS-C1 e SDPUS-C1 para a equagao de Buckley-Leverett, com condigao inicial (3.137) e condigao
de Direchlet homogénea no contorno.
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— Condigoes de contorno: Extrapolacao de ordem zero (ver LeVeque [24]).

As solugbes numéricas sao geradas pelo método de segunda ordem (Godunov de primeira ordem
com termo de correcao, ver LeVeque [24] ), em que os limitadores de fluxo dos esquemas ADBQUIC-
KEST, TOPUS, FDPUS-C1 e SDPUS-C1 sao aplicados ao termo de correcao. Para simulacao sao
considerados t = 2, § = 0.9 e uma malha uniforme com 200 células computacionais. A solucao de
referéncia é calculada em 1000 células computacionais, pelo esquema de primeira ordem de Godunov
(ver LeVeque [24]), com 6 = 0.5.

Nas Figuras 3.16 apresentam-se as solugoes de referéncia e os resultados numéricos obtidos para
h (profundidade) e comparam-se as solu¢bes numéricas geradas por esses esquemas Por essas figu-
ras, ve-se que os resultados numéricos sao satisfatorios e estao préximos da solucao de referéncia.
Observa-se, com mais cuidado, que o esquema TOPUS sobrestima os valores da solugao préximo
as descontinuidades, os demais esquemas subestimam os valores nessas regides. Em geral, pode-se
afirmar que o esquema SDPUS-C1 apresenta o melhor resultado.

e Equacoes de Euler

Estas EDPs constituem um sistema hiperbélico nao linear de leis de conservacao que modelam

a dinamica de um material compressivel, tais como gases (ver [43]). Os problemas mais relevantes

modelados por estas equacoes sao os de tubo de choque, em que se estuda a interacao entre diferentes

gases. Nesse caso, o vetor das variaveis conservadas e da fungao fluxo sao dados, respectivamente,
por

¢=lp, pu, B (3.143)

F(¢) = [pu, pu*+ P, u(E+ P)|". (3.144)

Para fechar o sistema de equacoes, considera-se a equagao de gas ideal
1
P=(y-1)(E - ;). (3.145)

em que 7 = 1.4 é a razao do calor especifico. As condigoes inicias sao

]Tu € S Zo,

(3.146)

[,OLa ur, PL
7u 7P T -
[P0y, Fo] {[PRJLR, PR]T7 T > Zo

e a condicao de contorno adotada é a extrapolagao de ordem zero (para mais detalhes, ver [24]).
Exemplo 3.3.10. Problema do tubo de choque de blast.

Neste teste, simula-se o famoso problema Two Interacting Blast Waves proposto por Wood e
Collela [48]. E um problema muito interessante pelo fato de apresentar fortes interacoes entre choques,
além de ondas de rarefacoes e ondas de contato. Os dados iniciais consistem em duas ondas de choques
fortes propagando em direcoes opostas e que colidem uma com a outra. Sua condicao inicial depende
de trés estados constantes da forma

(1, 0, 1000)", se 0<z<0.1,
(po, uo, po)' =% (1, 0, 0.0)7, se 0.1 <x<0.9, (3.147)
(1, 0, 100), se 09<z<1.0.

Para esta simulacao considera-se uma malha com N = 1000 células computacionais, ntimero
de Courant 6 = 0.9, tempo final ¢ = 0.038 e dominio z € [0,1] (6= = 0.001). Para a solugao de
referéncia, os valores sao calculados com o limitador de fluxo MC em uma malha com N = 2000 células
computacionais. Os resultados obtidos para este teste sao mostrados nas Figuras 3.17, 3.18 e 3.19,
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Figura 3.16:

comparacao entre a solucao de referéncia e os esquemas ADBQUICKEST,
TOPUS,FDPUS-C1 e SDPUS-C1 para o sistema hiperbdlico de dguas rasas (varidvel h), com

condigoes iniciais (3.141)-(3.142) e extrapolagdo de ordem zero no contorno.
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Figura 3.17: solucoes de referéncia e numéricas para a densidade no problema Two Interacting Blast

Waves.
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Figura 3.18: solugoes de referéncia e numéricas para a energia total no problema Two Interacting

Blast Waves.
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Figura 3.19: solugoes de referéncia e numéricas para a velocidade no problema Two Interacting Blast
Waves.
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em que pode-se observar que o esquema EPUS captura o fendmeno satisfatoriamente, apresentando
melhor desempenho que os demais esquemas polinomiais. No entanto, em algumas regioes, o esquema
ADBQUICKEST foi o que se comportou melhor.

Considerando o quao reconhecido é este problema, faz-se neste teste uma avaliacao quantitativa
do esquema EPUS. Para isso seu erro relativo e ordem de convergéncia sao calculados, os quais sao
comparados com os obtidos pelos demais esquemas de alta resolucao. Ainda, calcula-se o tempo
de CPU utilizado por cada esquema para resolver este problema. Foram consideradas 4 malhas
computacionais, a saber, N = 125,250,500 e 1000. Os resultados obtidos seguem apresentados na
Tabela 3.4, em que observa-se que o esquema EPUS foi o que alcangou maior ordem de convergéncia
e também o menor erro relativo dentre todos os esquemas apresentados. No entanto, por ser derivado
de um polinémio de grau oito, nao é o que apresenta menor tempo de CPU para a execucao deste
teste. Levando em conta que bons resultados foram obtidos pelo EPUS, considera-se que o tempo de
CPU utilizado por ele seja aceitavel, sendo este o prego a se pagar para obter melhores resultados.

Esquema N ||Exl D Tempo de CPU
EPUS 125 0.186900 — 0.044
250 0.098291 0.927138 0.108
500 0.041372 1.248393 0.395
1000 0.012660 1.708353 1.360
SDPUS 125 0.202030 — 0.058
250 0.113256 0.834988 0.112
500 0.052581 1.106972 0.406
1000 0.019254 1.449361 1.322
TOPUS 125 0.219149 — 0.044
250 0.125732 0.801561 0.104
500 0.061682 1.027422 0.381
1000 0.024237 1.347674 1.271
ADBQUICKEST 125 0.202354 — 0.048
250 0.114087 0.826747 0.111
500 0.054632 1.062314 0.402
1000 0.022263 1.295119 1.273
WACEB 125  0.185689 — 0.033
250 0.104136 0.834427 0.117
500 0.046806 1.153707 0.367
1000 0.016414 1.511779 1.239

Tabela 3.4: erro relativo E} e estimativa para a ordem de convergéncia p, ambos obtidos na norma
L1, e tempo de CPU em cada malha.

Exemplo 3.3.11. Tubo de choque de Sod.

Neste teste apresenta-se o problema conhecido por tubo de choque de Sod [37]. Na Figura 3.20 é
ilustrado as condigoes iniciais para um tubo de choque deste tipo, em que a Regiao 1 esta a esquerda
do choque e a Regiao 2 a direita dele. Nota-se que devem ser satisfeitas as seguintes condigoes:
P> ey P> pre up = u. =0 (o fluido estd inicialmente em repouso).

Neste teste, as condigoes iniciais para o tubo de choque de Sod sao dadas por

(1,0,1)7, 2 <0.5,

3.148
(0.125,0,0.1)7, x> 0.5. (3.148)

(Po,uo,po)T = {

Para esta simulagao, considera-se uma malha com 500 células computacionais, niimero de Cou-
rant # = 0.9, tempo final de simula¢do ¢t = 0.1 e dominio computacional =z € [0,1] (6= = 0.002).
Para a solugao de referéncia, utiliza-se o limitador MC aplicado a uma malha com 2000 células com-
putacionais e numero de Courant § = 0.1. Os resultados obtidos seguem apresentados nas Figuras
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Figura 3.20: modelo do tubo de choque de Sod em t = 0.

3.21 e 3.22, em que sao apresentadas as solugoes para densidade e energia interna, respectivamente.
A partir destas figuras, é possivel concluir que o esquema EPUS tem bom desempenho ao simular
este problema de tubo de choque (tanto para os resultados da densidade quanto para a energia in-
terna), sendo, entre os esquemas polinomiais, o melhor deles. No entanto, em algumas regides, o
ADBQUICKEST mostrou capturar melhor a solucao.

3.4 EDPs Elipticas

As equacoes elipticas aparecem com muita frequéncia em problemas de equilibrio, isto é, em
problemas em que a solucao da EDP ¢ requerida em um dominio fechado sujeito a certas condicoes
de contorno. A equacao mais comum e mais conhecida é a equacao de Poisson, dada por

0?u  0*u
2, _
e também a equacao de Laplace, dada por
V2u = 0. (4.150)

O dominio de integracao de uma equacao eliptica em 2D é sempre uma area limitada pala fronteira
0f2. As condicoes de contorno usualmente especificam os valores da funcao ou os valores de sua
derivada normal ao longo do contorno 92, ou uma mistura de ambos, que sao, respectivamente,
as condigoes de Dirichlet (u é conhecida em 942), de Neumann (2% é conhecida em 9f2) e Robin
(au=p % conhecida em 9f2). Em particular, considera-se nesse trabalho os problemas de Dirichlet

e Neumann.

Problemas de Dirichlet

Considere a equacao de Laplace
0?u  O*u

@ + a—y2 =0 (4.151)

definida em um dominio 2 = {(z,y) € R,0 < 2z < a,0 < z < b} e com u = ¢g no contorno.
Considerando §, = h = € 0y =k = Niy, com N, = N, = 4, aproxima-se as derivadas da equagao
por diferencas centrais e obtém-se

1

1
ﬁ(uiﬂ,j — 2Ui,j + Uz‘—l,j) + ?(ui,jﬂ — 2“1] + ui,j_l) = 0, (4152)
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Figura 3.21: solugoes de referéncia e numéricas para a densidade no problema do tubo de choque de
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Figura 3.22: solugoes de referéncia e numéricas para a energia interna no problema do tubo de choque

de Sod.
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Figura 3.23: posicao dos pontos para os problemas de Dirichlet.

com i,5 =1,2,3.
Para o ponto 1, conforme Figura 3.23, tem-se ¢, = 1, entao

1 1

ﬁ(uzl —uig +upq) + ﬁ(ulz —ug +uip)+ (4.153)
1 1 1 1
m(um —up1) + ﬁ(um —uyg) = —ﬁgm — ﬁgm. (4.154)

Sem perda de generalidade, suponha que a = b = 1, entao h = k, assim
—4uy 1+ uro + Uz = —(go1 + g10)- (4.155)

Para o ponto 2, ou seja i =2e j =1, tem-se

1 1
ﬁ(u&l —2ug1 +urq) + ﬁ(uz,z — 2ug1 + ugp) =0, (4.156)
uz, 1 — 4us 1 + Uz + Ui = goo (4.157)
e assim por diante para os pontos 3,4, ---,9, conforme ilustrado na Figura 3.23. No caso de N, =4

e N, = 3, a forma matricial dessas equacoes ¢ dada por

4 —1 0 —1 0 0 (51 [ Jo,1 + 91,0 i

-1 0 -1 4 -1 0 (5] 92,0

0 0 0 -1 4 -1 us . g3,0

1 4 -1.0 0 0 w | T dio (4.158)

0 —1 4 —1 0 1 Us g5,0

. 0 0 -1 0 -1 4 | | ug | | 933 1+ 942 |
Problema de Neumann no Retangulo
Considere a equacao de Laplace

Pu 0%u
—+—=0 4.159
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definida em um domfnio 2 = {(z,y) € R,0 <z < 1,0 < z < 1} e com $* = g(z,y) no contorno.
Pode-se mostrar que o problema de Neumann tem solugao

/Lg(aﬁ, y)dL =0, (4.160)

onde L é o perimetro. A solucao sera a tnica, a menos de uma constante. A unicidade de U requer
que U seja especificada em algum ponto do dominio.

Como exemplo, sejam h =k = 3. Ainda:

— No contorno x = 0, tem-se

oU , 1
% 0 = g(O,j) — %(ufl,j — Ul,j) = gO,j — 'LL,L]‘ = 2hg07j -+ 'Lbl’j. (4161)
— No contorno x = 1, tem-se
ou , 1
a_],‘ 2 = g(O,j) > %(U&j — ul,j) = G2, > Us,; = 2hg2’j -+ Uy 5. (4162)
— No contorno y = 0, tem-se
oU , 1
9z lio =9(i,0) = %(ui,fl - Ui,l) = Gip = Ui -1 = 2kgi0 + Ui (4.163)
— No contorno y = 1, tem-se
oU _ 1
B o = 9062) = op(uis — win) = gi2 == wiy = 2kgis + uin. (4.164)
Para o ponto interior, tomando-se ¢ = 0 e 7 = 0, obtém-se
1
ﬁ(ULO — 2U070 + U_Lo) + E(UOJ - 2’&070 + U07—1)_ (4165)
—4'LL070 + 2U170 -+ 2“0,1 = —4h9070. (4166)

Observa-se que para o problema que apresenta apenas um ponto interior, ha nove equacoes que
devem ser resolvidas em que o sistema resultante ¢ dado por

4 -2 0 -2 0 O O 0 O Uy 2q1

-1 4 —1 0 —2 0 0 0 0 U9 [0

0O -2 4 0 0 -2 0 0 O us 293

-1 0 0 4 -2 0 -1 0 O Uy g4

o -1 0 -1 4 -1 0 -1 0 Us 2h | 0 (4.167)

o 0 -1 0 -2 4 0 0 -1 Ug J6

o 0 o0 -2 0 0 4 -2 0 uy g7

o 0 o o0 -2 0 -1 4 -1 ug Js

0 0 0 0 0 -2 0 -2 4 | ug | 299 |

Multiplicando a primeira, a segunda, - - -, a nona linha por 7, %, %, 13,7 % e %1, respectivamente,

obtemos uma matriz simétrica, a qual por sua vez ¢é singular.

Como consequéncia, o problema

numérico pode nao ter solucoes ou tem infinitas solugoes. Para obter uma tnica solugao, é necessario
especificar o valor de u em algum ponto do dominio.
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Exercicios

Exercicio 3.4.1. A funcao U satisfaz a equagao Uy, + Uy, — 32U = 0 em cada ponto dentro do
quadrado x +1 ey £ 1 e esta sujeita as condi¢oes de fronteira:

U=0emy=1, —-1<zx<1
U=1lemy=-1, —-1<x<1

1
Um:—§Uemx:1, -1<y<1

1
sziUemx:—l, -1<y<1

Tome h = k = }L e mostre que € possivel escrever as equacoes resultantes na forma de um sistema

linear Au = b, onde u € um vetor coluna do tipo 35 x 1 e b € um vetor 35 X 1 cujo vetor transposto
é¢bt =(0,0,..,0,—1,—1,—1,—1,—1)" e A € uma matriz que pode ser escrita na forma particionada

B I
I B I
I B I
I B I (4.168)
I B I
I B I
L I B_
onde
—6 2 1
1 -6 1 1
B = 1 -6 1 e I= 1 ) (4.169)
1 -6 1 1
2 - 1
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Capitulo 4

Equacoes de Navier-Stokes

Para o caso em que o fluido é considerado um meio homogéneo incompressivel (a massa especifica
nao varia durante o seu movimento) e as propriedades de transporte sdo constantes, as equagoes
matematicas das leis fisicas de conservacao sao as equagoes de Navier-Stokes e continuidade, dadas,
na forma adimensional, em coordenadas cartesianas e na notagao de Einstein, por

ou Ov

dx 9y
Ou  O(uu) = I(uw)
ot ox dy
Jv  O(vu)  O(vv)
ot ox dy

_ o, (0.1)
op 1 [(0*u 0O%u
op 1 [(0*v 0%

As grandezas dimensionais u = u(zx,y,t), v = v(x,y,t) e p = p(x,y,t) com unidades no SI sdo,
respectivamente, as componentes da velocidade, ao longo das direcoes = e y, e a pressao sobre o
elemento de fluido localizado na posigao (x,y) no instante ¢.

Estudando as equagoes (0.1)—(0.3) do ponto de vista fisico, classificam-se os seus termos da
seguinte maneira:

;

\

4.1 Discretizacao

ou

ot
~~

aceleragao temporal
ov
ot
~~~

termo transiente

ou v
or 0Oy N
——
divergente ou dilatagao
O(uu)  O(uw) dp L (82u 82u>
+ = p T e\ 52 T o
. ox g Jy ) ox ox dy (0.4)

aceleragao convectiva

gradiente pressao esforgos viscosos

termo convectivo

+ a(vu) + a<vv> @ + L 8_21} + 3_21)
o oy oy Re\ 9x2 = Oy?
N ~ . — —_—

gradiente pressao termo wviscoso

Resolver numericamente as equacoes de Navier-Stokes nao é nada trivial, pois essas equagoes
caracterizam-se pela necessidade da solugao de uma equacgao de Poisson para a pressao a cada passo

no tempo.

Nesta secao apresenta-se a discretizagao das equacoes de Navier-Stokes. Para a simulacao destes
escoamentos incompressiveis nao estaciondrios utiliza-se o cédigo Freeflow [6, 29]. A metodologia
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numérica de calculo utilizada neste cédigo é a técnica GENSMAC (Generalized Simplified MAC)
[42], sendo uma variante do método de projecao. Esta metodologia utiliza uma malha deslocada (ver
descrigao Segao 4.1) para a discretizagao do dominio de solu¢do. Ainda, neste método, a marcha no
tempo ¢é feita usando-se o método de Euler explicito. Por fim, nos termos convectivos aplica-se para
os fluxos numéricos, esquemas upwind de alta resolugao.

Malha Computacional

Conforme visto, o método GENSMAC ¢ implementado utilizando uma malha deslocada (ver
Figura 4.1 para o caso 3D). Isso se deve ao fato de que, caso a malha nao seja deslocada, a equagao da
quantidade de movimento na diregao x, por exemplo, em um ponto (7, j), é influenciada pela diferenga
de pressao p;+1; — pi—1,; 0 valor da pressao no préprio ponto (i,j) nao influencia diretamente essa
equacao, o que nao satisfaz o problema fisico, levando ao aparecimento de oscilagoes nao fisicas nas
solugoes (ver Fortuna [17]). Este tipo de malha foi apresentado por Harlow e Welch [19] e tem sido
muito utlizado no calculo de escoamentos incompressiveis. A malha deslocada, para o caso 3D, é
composta por células com arestas dx, dy e dz. As trés componentes da velocidade u, v e w sao
calculadas nas diregoes ilustradas na Figura 4.1.

dci

X

Figura 4.1: localizacao das componentes da velocidade numa tipica célula computacional de uma
malha deslocada 3D.

A equagdo da conservagdo do momento na diregdo x é discretizada no ponto (i + 1/2,j); a
equagao do momento na dire¢do y é discretizada no ponto (i, j + 1/2); ja a equagao da continuidade
é discretizada no centro da célula, ou seja, no ponto (4, 7).

A discretizacao temporal das equagoes de momento é feita pelo método de Euler explicito. Assim,
todos os termos que envolvem velocidades sao discretizadas no nivel de tempo n. O termo envol-
vendo a pressao é discretizado no nivel de tempo n + 1. Apéds o calculo das velocidades u™*! e v,
todas as varidveis do escoamento avancam no tempo. Ainda, a derivada temporal é discretizada por
diferencas progressivas.

e Discretizacao da equagao de momento na diregao x

A discretizagao da equagdo do momento na dire¢do = no ponto (i + 1/2, j) é feita de acordo com
a Figura 4.2.
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[Vi,j+1f2 P/’i+1,j+1f2

vy B Mgy Fag | Hivan)

[""'i,j-vz. [""i+1,j-1f2

Figura 4.2: a discretizagdo da equac¢do do momento na dire¢ao z é feita no ponto (i + 1/2, j).

Considera-se

n+1 n
Ot lix1/2,j ot '
o Uy Y (1.6)
0z lit1/2, ox '
J(uv) _ (wv)iv1/2,j4+1/2 — (W0)it1/2,5-12 (1.7)
Ay lit1/2, oy '
@ _ Pin1j —Piyj (1.8)
Oz lit1/2,5 ox '
P®u _ Wimj2 — Uity F Uits)o (1.9)
02 liv1)2,5 (6x)? ’
82 U; i — 2U1 -+ U; i
_Z _ +1/2,5+1 +1/22,J +1/2,j L (1.10)
y? liv1/2,5 (dy)
Substituindo (1.5)-(1.10) em (0.2), tem-se
un+1 —u® 2 2
i+1/2,j i+1/2,j 4 Uip1,; — Ui 1 (wv)iv1/2,44172 — (W0)iv1/25-172 _ _DPi15 7 Pij
ot ox oy ox
n Ui—1/2,5 — 2Uip1/25 + Wigs/a;  Uit1/2,541 — 2Uig1/2,5 + Uit1/2,5-1
(dx)? (0y)? '
Reescrevendo:
ot
n+1 n 2 2
ui—:rl/Q,j = U125 — 5r (Ui+1,j - “z])
ot ot
—@ ((UU)i+1/2,j+1/2 - (UU)i+1/2,j—1/2) - % (pz‘+1,j - pi,j)
ot ot
+v @(Uiﬂn,j — 2Uiq1/2,5 + Uit/ + 5—y2ui+1/2,j+1 — 2Uiq1/2,5 + Uip1/2,5-1 | -
Assim,
pn+1 _pn+1
n n n n i+1,5 1,J
Uz:11/2,j = Ui/ T 6t[-CON i+1/25 T VIS i+1/2,j] - 575#7 (1.11)
em que
CONV™ . .  — (u2>?+1,j - (U2)?g n <7~w)?+1/2,j+1/2 - (uv)?+1/2,j—1/2
+1/2,5 dx 5y ’
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o qual é denominado termo convectivo. Ainda,

+ v

n o n n
vVIscn Y2 2ui+l/2,j t Uiy g9
it1/2,5 — V

(0x)?

n . n n
|:ui+l/2,j+1 2ui+1/2,j U050

(dy)? ’

denominado termo viscoso.
. . : n
Determina-se uma equagao acoplada para esses termos, ou seja, denota-se por F /2.5 da forma

Reescrevendo (1.11), tem-se
n+1 n+1

Pit1; — Dij
i+1/2. 5t—j5$ L (1.13)

n+1 o n
Uiri05 =

e Discretizacao da equagcao do momento na direcao y:
A discretizagao da equagao do momento na dire¢do y, no ponto (i,j + 1/2), é feita de maneira
analoga ao apresentado para a discretizacao na direcao x, no entanto, aqui ela é feita de acordo com

a Figura 4.3.
["Ui,j+3fz

Ui, Uir1j2
1/2,j+1 o‘tij,j+‘l i+1/2,j+1

P"ijﬂ&

U112 .R,J.

["”i,j-uz

Figura 4.3: a discretizagdo da equagao do momento na diregao y é feita no ponto (i,j + 1/2).

Ui+1/2

Assim, obtém-se

w _ Uiz ~ Vi (1.14)
Ot lij+1/2 ot ’ ’
ov? Vi~ Uiy (1.15)
Oy lij+1/2 5y ’ ’
3(1“)) (UU)i+1/2,j+1/2 - (Uv)z;l/z,jﬂ/z (1 16)
Oxr lijri/2 ox ’ '
@ Dij+1 — Piyj (1.17)
Oy lij+1/2 5y ’
@ Vij—1/2 — 2V j41/2 + Vi j13/2 (1.18)
0y? lijj+1/2 (0y)? ’ '
@ Vic1j41/2 — 2Vi 4172 T Vig1,j41/2 (1.19)
0x? lij+1/2 (0x)? ’
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Entao,

n+l _  n+l
n+1 _ m o 5tpiaj+1 pivj
ij+1/2 = Y12 —5y ;

v (1.20)

em que
Glit1ja = Vijp1y2 + 6t [(=CONV o + VISCE L sl

em que sz +1/2 ¢é a equacao acoplada.
Ainda,

(02>Zj+1 - (02)% n (UU>?+1/2,J‘+1/2 - (UU)?—1/2,J'+1/2

CONV, ) = . . ,

representa o termo convectivo e

n _ n n n _ n n
VIsSCn _ Vij—1/2 2vi,j+1/2 t V4372 ny Yi—1,j+1/2 2Ui,j+1/2 1 Vi1 412
ijr1/2 =

(0y)? (0z)?

representa o termo viscoso.

As velocidades nessa etapa nao satisfazem a equagao da continuidade (0.1). Assim, ajusta-se as
mesmas de modo a garantir a conservacao da massa. Essa correcao é feita por meio da atualizagao
da pressao em cada célula (7, 7). Assim, a pressao é obtida por meio da solugdo de uma equacao de
Poisson, da forma

2 2 2,2 92,2 2 2 2
(8}7 8]9): oD au_ﬁv_za(uv) V(&D E)D). (1.21)

o2 Tar) T ot T o o Cowoy o2 o2

Para isso, discretiza-se a equagao (0.1) no nivel de tempo n + 1 por

n+1 o, n+l n+1 o+l
L Uiigeg T Yiciyey n Yigri2 — Yigo12

@
ox

n+1 an
+ -
ij Oy

1.22
i ox oy ( )

A discretizagao da equagao de Poisson (1.21) é feita através da substitui¢ao de (1.13) e (1.20),
das expressoes correspondentes para u”', e v?;r_ll /o €M (1.21), obtendo assim

i—1/2,
Py =20 P P -2 S
(6z)? (y)?
1 F;-L&-l/Q,j + F?—l/lj L G2j+1/2 - G?,j—l/2 (1.23)
ot ox oy ' '

Partindo do campo de velocidade V™ em ¢t = t", determina-se os valores para a velocidade e
pressao no nivel de tempo n + 1 da seguinte forma:

e Calcula-se o lado direito da equagao de Poisson (1.23). Escreve-se essa equagao para todos os
pontos do dominio computacional, obtendo-se um sistema de equacoes lineares;

e Resolve-se o sistema por um método iterativo para calcular p"*!;

e Substitui-se a pressao p"*! nas expressoes (1.13) e (1.20), atualizando os valores de u;1/2; €

Vij+1/2-
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4.2 Iteracao de Pressao

n+1 e ,UTL+1

Estimadas as componentes u;""; /2.7 € Vi j1/o PaTA todas as células, ajusta-se tais componentes por
meio da iteracao da pressao, como ¢é apresentado a seguir.

Calcula-se a dilatacao DZ;TI em cada célula (i, j), da seguinte forma:

n+1 o n+l n+1 _ ntl
Dl — Yitiy25 — Yic1/25 n Yijr1/2 ~ Yij—1/2 (2.24)
ij o : .
or dy

A dilatacao é proporcional ao fluxo de massa em cada célula, de modo que se a dilatagao for nula
em todas as células, a equagado da continuidade (0.1) é satisfeita em todo o dominio e o escoamento
é incompressivel. Para essa verificagao, limita-se a dilatagao por um determinado €, em geral ¢ =
%> sendo N o numero de células do dominio computacional. Entretanto, se D > ¢, ajustes sao
necessarios.

Inicialmente, ajusta-se a pressao em cada célula, de tal forma que

pit =i+ oy, (2.25)
em que
op = —BD (2.26)
e [ é dado por
p i (2.27)

- 1 1)’
20t (7 + 7 )

Bo é o fator de relaxacao e, para a estabilidade, é necessario que [, < 2. Neste trabalho utiliza-se

60 = 1.5.
As componentes da velocidade, exceto aquelas especificadas em pontos de fronteira, sao ajustadas

por meio das expressoes:

U?ffp,j = u?—:rll/Q,j + g_;(spi,j
u:‘il/zj = u?jll/Q,j - ;S_i(spi,j
itz = Uit 2_;51)2‘4‘
e = - g

Esse processo é feito incrementando-se sucessivamente ¢ e j, isto é, percorrendo as células da
esquerda para a direita e de baixo para cima. Apds a atualizagdo da pressao e das velocidades em
cada célula, repete-se o processo até que D < ¢, para um certo valor k. Quando esta condicao esta
satisfeita, o processo de iteracao da pressao esta concluido, ou seja, todas as variaveis do sistema
foram avancadas no tempo e entao passa-se para o préximo nivel de tempo. O processo é repetido
até que se atinja o estado estacionario.

4.3 Condicoes auxiliares

Para as condicoes iniciais, impoe-se valores somente sobre a velocidade. Inicialmente devem
satisfazer VV = 0, porém, pode-se empregar um campo de velocidades arbitrario e utilizar o método
GENSMAC, com incrementos no tempo, até que seja atingindo o estado estacionario.
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Para resolver as equagoes de Navier-Stokes é necessario impor condi¢oes de contorno, as quais
devem ser escolhidas de modo a respeitar o comportamento fisico da solucao. Neste trabalho, as
condicoes de contorno adotadas para resolver estas equacoes sao descritas a seguir:

— Entrada do fluido (injetor): considera-se condi¢ao de contorno prescrita, dada por
u, = Uy, 1w =0, (3.28)
em que u, ¢ a velocidade normal ao contorno e u; é a velocidade tangencial a ele.

— Saida do fluido (ejetor): considera-se que nao ha variagdo da velocidade na diregdo normal ao
contorno, de forma que

3un (9ut

—=—=0. 3.29

on on ( )
— Contorno rigido: aqui considera-se dois casos, a saber:

e No-slip (sem escorregamento): o fluido possui velocidade nula no contorno, isto é,

u, =0, wu =0. (3.30)

e [lree-slip (com escorregamento): nao ha perda friccional no contorno, de forma que

. aut o
=0, SL=0. (3.31)

— Superficie livre: considera-se que o fluido esta imerso num ambiente inerte, de forma que

n-(c-n) = DPeut, (3.32)
my-(o-n) = 0, (3.33)
my-(o-n) = 0, (3.34)

em que Py € a pressao externa (atmosférica), a qual foi assumida nula neste trabalho, e o tensor das
tensoes totais é dado, para os casos 2D e 3D, por

o= —pl +2u(vu+ (vu)"),

em que [ o tensor identidade. No caso 3D, consideram-se os vetores tangenciais a superficie livre
my = (Mg, M1y, M1z) € Mo = (Mag, Moy, Ma,) € N = (g, Ny, N,) 0 vetor normal externo a superficie
(no caso 2D tem-se my = (M1y, M1y) € = (g, ny)).

4.4 Condicoes de Estabilidade

O método GENSMAC ¢ explicito e, devido a esse fato, esta sujeito a certas restricoes com relacao
ao valor de dt:

e O escoamento nao deve cruzar mais de uma célula em qualquer dire¢ao a cada etapa de tempo,
0 que resulta em

5t1 < min ( ox i) . (4.35)

3
|u|mar ’U|max

Esta restrigdo é denominada condigdo CFL (Courant, Friedrichs e Lewy);
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e O termo difusivo presente nas equacoes do momento exige que
Re (1 1\"'
o< — | 5+ — ; 4.36
D (5:62 5y2) (4:36)
e Hirt e Cook também destacam por meio de andlise linear que
2

Remaz(|u)?,,., [V200)

max? max

Assim, dt satisfaz as restrigoes (4.35), (4.36) e (4.37) se

ot S mzn(5t1, 6t2, (Stg)

Para todos os problemas simulados neste trabalho, o valor de dt é o mesmo em todos os passos
no tempo e os critérios estabelecidos por (4.35) e (4.36) sdo sempre satisfeitos.

4.5 Discretizacao upwind dos termos convectivos

As discretizacoes dos termos convectivos presentes nas equacoes instantaneas de Navier-Stokes
sao descritas neste trabalho apenas para o esquema EPUS, ja que segue de maneira andloga para
os demais esquemas de alta resolucao. Considere, por exemplo, a propriedade convectada ¢ = u na
equagao de transporte de u, a qual é calculada na face f utilizando a estratégia upwind conforme
ilustrado na Figura 4.4. Na face g desta figura os calculos sao semelhantes.

| 1
. d .
— |—I| 1 1 —
! :
1
vg | | v
| r..
- >
: :
| fig fi Al
L 3 L 2 L
i=1 g=i-1/2 i f=i+1/2 i+1
1 1 P 1 1
0.54d 0.54d

______________________

Figura 4.4: representacao esquematica para aproximacao dos termos convectivos, em que P é o ponto
de discretizacao e ¢5 e ¢, sao as velocidades de convecgao nas faces f e g, respectivamente.

O termo convectivo em questao, isto é,

Ouju [ O(uu) N J(vu) n O(wu)
or; \ Ox dy 0z )’

(5.38)

¢ avaliado na posigao (i + %, J, k) na Figura 4.1. Assim, a discretizagdo é como segue:

(8(auxu) .\ ag;yu) . a(gzm)

U1 5k — Ul j g n Uty 1 gl — V2l 1 1 g
ox oy

Wi} jk+y — Wollip ] k-1

5z ’

i35,k

(5.39)
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em que os termos representados com uma barra sao dados pelas médias, como por exemplo:

—_

U1 = Uyl iy ™ _<Ui+1,j+§,k + Ui,jJr%,k)? (5.40)

[\3|,_.N,

( H—lj—lk_{—vzj—— k) (541)

V2 = Uiyl 1R

Na Eq. (5.39), os valores da propriedade convectada u nos pontos (i + 1, 7, k), (4,7, k), (i + %,j +
Lk, (+3. -2k, (i+3,4k+3)e(i+3j,k— 1) sdo aproximados pelo esquema upwind de
alta resolucao EPUS.

Uma vez conhecidas as direcoes das velocidades advectivas uy, 4z, U1, U3, Wy € Wy nas faces
(i+1,4,k), (i,5.k), (+%7+3k), i+3,5—%k), i+14k+3)e(i+3,4k—1), respectiva-
mente, os pontos vizinhos a jusante D, a montante U e remoto a montante R, em cada caso, ficam
automaticamente especificados. Assim, no contexto de variaveis normalizadas de Leonard, seguem

as aproximagcoes para as velocidades convectadas nessas faces:
(1) Aproximacao para u;iq

u7/+%7‘77k o uZ_%Jvk

—u

entao

—Se u; = WUit1,5k > Oedy =

ul+%7]7k 7’7%7]7]6

ur + (up — ug)[—4(A—24)u? +16(/\ 23)a!,+ (528 — 25\ )al;
Uit 1,5k = 4—(19>\ 336)UU+(80 )\) +)\UU+UU] se Uy € [O, 1],
uy, se Uy ¢[0,1
em que
U

i+32,5,k -
2 entao

— Se U = Uit 1,5k < 0edy =
i+d gk Wit3 ik

ur + (up — ug)[—4(A—24)a? +16()\ 23)ad;+ (528 — 25M)0¢+
Uig1 k= H19N—336) a7, + (80— TN )i+ i +ay ], se ay € [0,1],
Uy, se ﬁU ¢ [O? 1]7

em que
D=(i+34k), U=(@+35k), R=(+375k);

(2) Aproximacao para u; j:

u

7’_77.]]‘: uZ—%,j,k
u

—Seﬁgzui,j,k>OeﬂU:

uz+§7.]7k 2_%’])k

up + (up — ug)[—4(A—24)a%+16(A—23)af, + (528 — 25))a¥+
Ui jp = HI9N—336) 0P + (80— TN)ug + g +ay), se dy €0,
uy, se uy € [0,

em que

D= (i+3,j.k), U
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U; 21 - — U1 3
l+77]7k 7’+77J7k ~
2 2 entao

*Seﬂgzui7j7k<06ﬁ(]:

ul_%7]7k B u7'+%7]7k

up + (up — wp)[—4(A—24)i8, +16(\—23)af, + (528 — 25))ii8,
Wi g = HI9N—336) a7, + (80— TA) U + AUy +ay), se ay € [0,1],
uy, se ﬁ’U g [07 1]7
em que
(3) Aproximagao para w; 1 ;.1

Yitgak — Yitgi—lk o

fSevlzvi+%7j+%’k>0qu:u ) 0,
i+d gk T Wikl i1k

ur + (up — up)[—4(A—24)a% +16(A—23)al, + (528 — 25\ )al +
Uil jrd e = HI9A=336) i+ (80— TA) g + i+, se € [0,1],
uy, se uy € 1[0,1],

em que
D= (i+3,j+1k), U=(i+3,5.k), R=(i+3,7—1k);

Uitk — Yitlgrake
entao

— Se U =UiyLjir <0euy = .

ug + (up — up)[—4(A\—24)a¢ +16()\ 23)a7,+ (528 — 25)\)ad+
Uil jyde = HI9N—336) 0P + (80— TN )af, + N +ay], se uy € [0,1],
Uy, se ﬂU g [07 1]a

em que
D=(i+35k), U=(+5j+Lk, R=(+357+2k);
(4) Aproximagao para u; 1 ;_1

Uil j—1k = Wit d -2k (3
= entao

57]_57 i . _ . .
ul+%7]7k ul+%7]727k

ug + (up — up)[—4(A—24)a? +16()\ 23)al+ (528 — 25\)ad, +

Uiprj 1= H19A=336)af+ (80— TA)id +Add + iy, se ay € [0,1],
Uy, se uy € 1[0,1],
em que

D= (i+3,5.k), U= (i+3,j—1k), R

I
—~
~
_|_
N =
.
|
N\
oy
~—

U:, 1 - — U, 1 -
_ . i+5.0k i+5,J+1.k ~
— Se Ug = V15 1 <0ety = s 2 entao
Witgg—1k — Uit g j+1k

ur + (up — up)[—4(A—24)a% +16(A—23)a, + (528 — 25\ )ul +
Uil ip = H19A—336) 07, + (80— TA) g, + Nid +dys], se uy € [0,1],
Uy, se aU Q/ [07 1]7

em que
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(5) Aproximacao para Uil jhrd

Uip gk = Wit jk—1 i
entao

—Sewlzwi+%’j’k+%>Oqu:u‘1A Spv——
i+5.0,k+1 i+5.7,k—1

g + (up — ug)[—A(A—24)a8 +16(A—23)a, + (528 — 25\)af;
Uit jhrd = HI9N—336) a2 + (80— TA)af, + N +ay], se ay €10,1],
Uy, se uy € [0,1],

em que

Uil jk+1 — Witl ko entio

—Sew =w 1 1 <0edy =
BERASE: Uil gk = Wipd k42

ur + (up — up)[—4(A—24)a% +16(A—23)al, + (528 — 25\ )al +
Uil jpel = H19A—336) a7, + (80— TA) g, + Nad +tys], se ay € [0,1],
uy, se uy € 1[0,1],

em que
D=(i+34k), U=(i+35k+1), R=(i+3575k+2)
(6) Aproximacao para Uifdjh- )

u —u

it+5.0:k=1 7 Yitg.k—2

— Se Wy = Wiyl et >0euy = entao

Uiyl ik — Wil k-2
ug + (up — up)[—4(A—24)0%,+16(\—23)af, + (528 — 25\)ad+

Uipl jhol = H19A—=336) 4, + (80— TA) g, + A, + 1y, se 4y € [0,1],
uy, s€ ,&’U ¢ [07 1]7

em que

Uil ik = Wit kvl entiio

fSewgzwi+%7j7k7%<Oqu:u 1 — .
i+dgk—1 7 Wil jrt1

ug + (up — up)[—4(A—24)0%,+16(\—23)a], + (528 — 25\)ad+
Uipl jhel = H19A—336) 4, + (80 —TA) g, + A, + 1y, se dy € [0,1],
Uy, Se ﬂU € [0, 1],

em que
D=(i+3,jk—1), U=(i+3,5k), R=(i+3,5.k+1).

A aproximacao dos demais termos convectivos das equacgoes instantaneas de Navier-Stokes segue
de maneira andloga, assim como as aproximacoes por meio dos demais esquemas upwind de alta
resolucao.
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Capitulo 5

Simulacoes

5.1 Escoamento de fluido em duto simples

Inicialmente, o fluido de viscosidade cineméatica v em repouso e densidade constante preenche
uma regiao de comprimento G e altura H de acordo com a Figura 5.1.

Vedagidade = 0

m 3 Iy h.
Vel i ad s Frth g iy sciiicda r,
e=necficada!
L Regifio de escaamenta

. >

! Fromfsra Fromisira

'de armfmda de=aida

_.'- E ?

Fromeim fdida Lo ’
Weloodade = 0

Figura 5.1: escoamento de fluido em um duto simples.

Ao ser liberado, o fluido entra com velocidade Uy em uma regiao de secao transversal H. As
velocidades do fluido préximo as paredes laterais é nula, assim desenvolve-se um perfil parabdlico no
escoamento.

Foram testados os seguintes parametros de viscosidade: 0.001 e 0.004. Pode-se observar, de
acordo com as escalas de cores apresentas nas Figuras 5.2, 5.3, 5.4 e 5.5 que préximo as paredes
temos uma regiao de alta pressao que produz um campo de velocidade até o nulo. Nas regioces de
baixa pressao podemos observar que é produzido um campo de alta velocidade.

5.2 Escoamento de fluido com um degrau

Inicialmente, o fluido de viscosidade cineméatica v em repouso e densidade constante preenche
uma regiao de comprimento G e altura H, constituida de um degrau de dimensoes g e h como esbogca
a Figura 5.6.

Ao ser liberado, o fluido entra com velocidade Uy em uma regiao de secao transversal h. A
incompressibilidade faz com que a mesma quantidade de fluido que entra por essa regiao saia por
uma regiao de se¢ao transversal H.

O escoamento do fluido é afetado pela presenca do degrau. Ao deixar a regiao de comprimento g
e altura h, o fluido tende a ocupar a regiao de comprimento (G — g) e altura H, desenvolvendo uma
area de recirculagao (aparecimento de vortices) proximo a parede lateral.

Foi testado como parametro de viscosidade v = 0.001. Pode-se observar, de acordo com as escalas
de cores apresentas nas Figuras 5.7, 5.8 e 5.9 que préximo as paredes temos uma regiao de alta pressao
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Figura 5.2: campo de velocidade com v = 0.001 nos tempos (a) 0.1; (b) 0.2; (c) 0.4 e (d) 0.5.
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Figura 5.3: campo de pressao com v = 0.001 nos tempos (a) 0.1; (b) 0.2; (c) 0.4 e (d) 0.5.
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Figura 5.4: campo de velocidade com v = 0.004 nos tempos (a) 0.1; (b) 0.2; (c) 0.4 e (d) 0.5.
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Figura 5.5: campo de pressao com v = 0.004 nos tempos (a) 0.1; (b) 0.2; (c) 0.4 e (d) 0.5.
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Figura 5.6: escoamento de fluido com um degrau.

que produz um campo de velocidade até o nulo. Nas regioes de baixa pressao pode-se observar que é
produzido um campo de alta velocidade. Constata-se também o aparecimento dos vértices proximo
a parede lateral para todos os valores de Reynolds informado e em alguns casos o aparecimento da
regiao de recirculagao na parede superior.
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Figura 5.7: campo de gradiente de velocidade com v = 0.001.
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Figura 5.8: campo de velocidade com v = 0.001.
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Figura 5.9: campo de pressao com v = 0.001.
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Capitulo 6

Escoamentos de Fluidos Incompressiveis
Laminares 2D E 3D: Outros Exemplos

Nesta secao sao apresentados os resultados numéricos de simulagoes de escoamentos de fluidos
incompressiveis laminares com superficies livres moveis em 2D e 3D. Esses resultados sao obtidos
através do esquema EPUS, implementado no ambiente de simulacao Freeflow de Castelo et al. [6].

6.1 Jato Livre sobre uma Superficie Rigida Impermeavel

Nesta secao, o esquema EPUS ¢ verificado na resolugao numérica do problema do jato livre inci-
dindo perpendicularmente sobre uma superficie rigida impermeavel sob a acao da forca gravitacional
(ver ilustragao deste fendmeno na Figura 6.1). Foi proposto por Watson [45] uma solugdo analitica
para a altura H da superficie livre, dada por

Injetor

Superficie livre

/

/ . \

Ejetor Ejetor

Superficie rigida

Figura 6.1: ilustragdo esquemética de um jato livre incidindo perpendicularmente sobre uma su-
perficie rigida impermeavel.

r v(z+l)

NG ) x Z o,

H(z)={ Y £ ) (1.1)
a+ <3\/§:2)5(x), xr < X,

em que @) é a vazao, dada por @) = aly, considerando a = Ly /2 o raio do injetor e
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Ty = <3\/§C(7T _ C>\/§> a Re, (1.2)

272

l= (3\@6(2\@6 — W>> a Re, (1.3)

272

3vV33  vr

) = o U

(1.4)

Para a simulacao deste problema, considera-se condi¢ao de contorno no-slip aplicada nas paredes
rigidas e os seguintes dados:

— Malha I: 100 x 25 células computacionais (dx = dy = 0.001);

— Malha II: 200 x 50 células computacionais (dx = dy = 0.0005);

— Malha III: 400 x 100 células computacionais (dz = dy = 0.00025);
— Malha IV: 800 x 200 células computacionais (dz = dy = 0.000125);
— Raio do injetor: r; = 0.002m;

— Dominio: 0.1m x 0.025m;

— Escala de comprimento: Lo = 2r; = 0.004m;

— Escala de velocidade (velocidade de injegao): Uy = 1m/s;

— Coeficiente de viscosidade cinemdtica: v = 2 x 107%m?/s;

— Numero de Reynolds: Re = 2000.

A Figura 6.2 apresenta uma comparacao entre a solucao analitica de Watson e as solucoes calcu-
ladas pelo esquema EPUS nas quatro malhas I, IT, III e IV. Analisando esta figura, pode-se observar
que os resultados apresentados pelo esquema EPUS nas malhas mais finas estao em concordancia
com a solucao analitica de Watson. Ainda, para ilustracao deste escoamento com superficie livre,
as Figuras 6.3, 6.4 e 6.5 mostram a dinamica do problema na Malha IV, respectivamente, para os
perfis da pressao e das velocidades nas dire¢oes = e y. Observando estas figuras, pode-se inferir
que o esquema EPUS simula satisfatoriamente o problema do jato livre sobre uma superficie rigida
impermeavel.
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— Analitica Watson
— EPUS -Malha

N — EPUS - Malha II
— EPUS - Malha III
— EPUS - Malha IV

] | | |
0,005 0,01 0,015 0,02

Figura 6.2: comparagao das solugoes para o problema do jato livre sobre uma superficie rigida
impermeavel.

t =0.02s t =0.03s

-0.014 o.1gz 0.218 0.334 0450 0.566 0631 0.797 -0.014 0679

-0.014 0.085 0.134 0.282 0.381 0.479 0578 Q.677 -0.014 0.084 0.132 0.230 0.378 0.476 0.574 0672

t=0.1s

-0.014 0.084 . Q.280 0378 0.476 574 0672

Figura 6.3: contorno da pressao para o problema do jato livre sobre uma superficie rigida impermeéavel
em diferentes tempos.

6.2 Experimento de Taylor

Esse experimento consiste num jato vertical incidindo perpendicularmente sobre um recipiente
contendo o mesmo fluido em repouso (ver esquema representativo deste problema na Figura 6.6).
Este fenomeno, realizado experimentalmente por Taylor [40], também é modelado pelas equagoes
axissimétricas de Navier-Stokes. Na sequéncia apresenta-se uma comparacao qualitativa da simulacao
com o esquema EPUS e o experimento de Taylor.

Nesta simulacao considera-se que o injetor é posicionado a 0.1m do fluido em repouso. Além
disso, utiliza-se condicao de contorno no-slip e os seguintes dados:

— Malha: 123 x 403 células computacionais (dz = dy = 0.0005);
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-1.837 -1.309 -0.782 -0.254 0273 0.500Q 1.328 1.8355 -1.615 -1.157 -0.689 -0.240 0.218 0.676 1134 1.593

t =0.04s t = 0.06s

-1.392 0.984 -0.597 -0.199 0188 0.597 0.995 1.393 -1.245 -0.890 -0.524 -0.178 0.178 0.533 0.339 1.245

t=0.1s

-1.154 -0.824 0495 -0.165 0.1865 0.495 0.824 1154

Figura 6.4: contorno da velocidade na direcao x para o problema do jato livre sobre uma superficie
rigida impermeavel em diferentes tempos.

-1.130 -0.860 -0.790 -0.621 -0.451 -0.281 0112 Q.058 -1.127 -0.964 -0.802 -0.640 -0.477 -0.315 0153 0.009

t = 0.04s t = 0.06s

-1.128 -0.862 -0.798 -0.635 -0.471 -0.308 -D.144 0.020 -1.125 -0.861 -0.796 -0.631 0467 -0.302 -0137 0.027

t=0.1s

-1.125 -0.960Q -0.795 -0630 -0.485 -0.300 -0.135 0.030

Figura 6.5: contorno da velocidade na dire¢ao y para o problema do jato livre sobre uma superficie
rigida impermeavel em diferentes tempos.
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Figura 6.6: ilustracao esquemética do experimento de Taylor.

— Dominio: 0.0615m x 0.2015m;

— Raio do injetor: r; = 0.002m;

— Altura do injetor: h; = 0.03m;

— Raio do recipiente cilindrico: 7, = 0.06m;

— Altura do recipiente cilindrico: h, = 0.17m;

— Altura do fluido contido no recipiente: hy = 0.16m;

— Escala de comprimento: Lo = 2r; = 0.004m;

— Escala de velocidade (velocidade de injegao): Uy = 0.5m/s;
— Coeficiente de viscosidade cinemética: v = 107°m?/s;

— Numero de Reynolds: Re = 200.

A Figura 6.7 apresenta os resultados obtidos por Taylor em seu experimento e os resultados
obtidos pelo esquema EPUS nos tempos t = 0.75s e t = 2.5s. A partir desta figura observa-se que o
esquema EPUS captura satisfatoriamente o fenomeno (estrutura toroidal), mostrando concordancia
bastante razoavel com o experimento de Taylor. Para simples ilustracao, na Figura 6.8 apresentam-se
a solucao obtida pelo EPUS no tempo ¢t = 10s e um corte transversal da mesma para visualizacao
das estruturas vorticais. Na Figura 6.9 apresentam-se os resultados para os campos de pressao e
velocidades nas diregoes r e z no tempo t = 10s.
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t =0.75s

(b)

Figura 6.7: ilustragdo do experimento de Taylor: resultados (a) experimental e (b) simulado pelo
esquema EPUS em diferentes tempos.

t = 10s

Figura 6.8: ilustracao dos resultados obtidos pelo esquema EPUS (corte transversal em (b) para
mostrar a estrutura vortical).
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-0.031 0918 1.868 23818 3768 4717 5867 6615

-0.030 -0.035 0,010 0.055 0.100 0.144 0.138 0234 1M -0.948 -0.781 -DE16 -0.451 -0.288 -0121 0.044

Figura 6.9: experimento de Taylor simulado pelo esquema EPUS: perfis de (a) pressao, (b) velocidade
na dire¢ao z e (c) velocidade na diregao y no tempo ¢t = 10s.
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Capitulo 7

Colapso de um bloco de fluido

Este problema é caracterizado por ser um escoamento com superficie livre mével. Considera-se
uma coluna de fluido em equilibrio hidrostatico confinada entre paredes rigidas impermeéveis e sob
a agao da gravidade (ver Figura 7.1). No tempo ¢ = 0 o fluido inicia seu movimento. Este problema
foi estudado originalmente por Martin e Moyce [27], os quais forneceram dados experimentais para
o valor maximo do espalhamento horizontal (x,,.,). Recentemente, dados numéricos, teéricos e
experimentais foram apresentados por Colagrossi e Landrini em [7]. Este problema é muito 1til em
engenharia para o entendimento do escoamento de dgua em barragens (ver, por exemplo, [2]).

E

i
.05m l

0.16m
0.088

0.1m

0.3m
Figura 7.1: ilustracao esquematica para o problema do colapso de um bloco de fluido.

Para esta simulacao consideram-se condi¢ao de contorno free-slip aplicada nas paredes rigidas e
os seguintes dados:

— Malha: 150 x 50 x 80 células computacionais (dx = dy = dz = 0.002);
— Dominio: 0.3m x 0.1m x 0.16m;

— Escala de comprimento: Ly = 0.1m;

— Escala de velocidade: Uy = /gLy = 0.99045444m /s;

— Coeficiente de viscosidade cinemdtica: v = 1075m?/s;

— Numero de Reynolds: Re = 99045.444.

Na Figura 7.2, a solucao numérica obtida com o esquema EPUS para o espalhamento horizontal
(Timaz) € comparada com os dados apresentados por Colagrossi e Landrini [7]. A partir desta figura,
pode-se observar que o esquema EPUS apresenta resultados satisfatorios, mostrando concordancia
com os dados da literatura. Em particular, os dados numéricos com o EPUS concordam muito bem
com dados numéricos de BEM e Level Set.

Para ilustracao, nas Figuras 7.3, 7.4 e 7.5 sao apresentados os campos da pressao e das velocidades
nas direcoes z e z, mostrando a evolugao da superficie livre 3D.

76



Lais Corréa, Giseli Ap. Braz de Lima, Valdemir Garcia Ferreira

7

- Sol. Num. SPH
@--a Sol. Num. BEM
— Sol. Num. Level Set
-— Sol .Teo. Ritter
oo Exp. Martin Moyce

L | ] |
0
0,5 1 1,5 2 2,5

Figura 7.2: comparacao das solugoes para o problema do colapso de um bloco de fluido.
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t = 0.05s t=20.1s

0.088 Q176 0.264 0.441 0528 0817 -0.000 Q.237 0.355 0474 0582 0.710

t =0.15s t=0.2s

0.526

Figura 7.3: campo da pressao para o problema do colapso de um bloco de fluido em diferentes tempos.

t = 0.05s t=20.1s

0257 0.286 . 0.845 0.775 -0.002 . 0.743 0.929 1.115

t =0.15s t=0.2s

-0.016 Q210 0438 0.663 0.889 1.115 1.342 1.568 -0.005 Q244 0494 0.744 0.994 1.244 1.484 1.744

Figura 7.4: campo da velocidade na direcao x para o problema do colapso de um bloco de fluido em
diferentes tempos.
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t = 0.05s t=0.1s

-0.491 04138 -0.345 -0.272 -0.199 -0.126 -0.052 .09 -0.384 -0.744 -0.604 -0464 -0.324 -0.184 -0.043 0.097

t=0.2s

&

-0.452 -0.280 -0.307 -0.233 -0.160 -0.087 -0.014 0.060 -0.313 -0.263 0213 -0.1862 o1z -0.083 001z Q.037

Figura 7.5: campo da velocidade na direcao z para o problema do colapso de um bloco de fluido em

diferentes tempos.
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Capitulo 8

Ressalto Hidraulico Circular

Este problema consiste em um jato vertical livre incidindo perpendicularmente sobre uma su-
perficie rigida impermedvel (sob a acao do campo gravitacional), levando a formagao do curioso
fenomeno observavel na vida cotidiana, o qual é conhecido como ressalto hidraulico circular.

Caso-1: o ressalto hidrdulico circular é simulado aqui para o nimero de Reynolds Re = 250
usando as equagoes de Navier-Stokes 3D. A solugao obtida aqui é comparada com o experimento
apresentado em Rai [33]. Para a simulacao, utilizam-se a condi¢ao de contorno no-slip e os seguintes
dados:

— Malha: 100 x 100 x 35 células computacionais (dx = dy = dz = 0.001);
— Dominio: 0.1 x 0.1 x 0.035;

— Raio do injetor: r; = 0.004m;

— Altura do injetor: h; = 0.00075m;

— Escala de comprimento: Ly = 2r; = 0.008m;

— Escala de velocidade (velocidade de injegao): Uy = 0.375m/s;

— Coeficiente de viscosidade cineméatica: v = 1.2 - 107°m?/s;

— Numero de Reynolds: Re = 250.

Os resultados obtidos nesta simulacao sao apresentados na Figura 8.1, onde faz-se uma com-
paragao com resultados experimentais. A partir desta figura, pode-se observar que, assim como no
caso axissimétrico, o esquema EPUS simula com sucesso o fenomeno do ressalto hidraulico circular
no caso tridimensional.

(b)

Figura 8.1: ilustragao do ressalto hidrdulico circular para Re = 250: resultados (a) experimental e
(b) simulado pelo esquema EPUS.

Caso-2: neste teste o fenomeno do ressalto hidraulico circular é simulado para o nimero de
Reynolds Re = 1000. A solucao obtida pelo esquema EPUS é comparada aqui com o experimento
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de Ellegard [13]. Para isso, utilizam-se a condigdo de contorno no-slip e os seguintes dados:

— Malha: 120 x 120 x 10 células computacionais (dx = dy = dz = 0.005);
— Dominio: 0.6 x 0.6 x 0.05;

— Raio do injetor: r; = 0.025m;

— Altura do injetor: h; = 0.001m;

— Escala de comprimento: Ly = 2r; = 0.005m;

— Escala de velocidade (velocidade de injegao): Uy = 1m/s;

— Coeficiente de viscosidade cinemédtica: v =5 -107°m?/s;

— Numero de Reynolds: Re = 1000.

A Figura 8.2 mostra os resultados numéricos com o EPUS comparados com o experimento de
Ellegard. A partir desta figura, observa-se que o esquema EPUS simula satisfatoriamente o fendmeno
do ressalto hidraulico circular tridimensional para o caso de um alto valor do nimero de Reynolds.

Figura 8.2: ilustragao do ressalto hidraulico circular para Re = 1000: resultados (a) experimental e
(b) simulado pelo esquema EPUS.
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Capitulo 9

Jato Circular Oscilante

O fenomeno do jato circular oscilante é caracterizado pela formagao de oscilagoes fisicas (insta-
bilidades) do fluido ao longo de seu escoamento (para mais detalhes, ver Cruickshank [11] e Ville
[44]). Essas oscilagdes ocorrem quando um fluido altamente viscoso, e sob a agao da gravidade,
incide perpendicularmente sobre uma superficie rigida impermedvel (ver esquema Figura 9.1). Este
fenomeno ocorre com muita frequéncia em aplica¢oes industriais, como na moldagem por injecao de
um propergol em cavidades com geometrias complexas. As instabilidades neste caso surgem durante
a fase de enchimento do molde (ver, por exemplo, Ville [44]).

Nos ultimos 40 anos, tem sido um grande desafio para os pesquisadores entender este tipo de
escoamento (ver, por exemplo, [44]). A partir de diversos experimentos foi possivel observar que
as instabilidades ocorrem quando se obedecem determinadas relagoes de dois parametros criticos.
Uma delas é a razdo H/d (comprimento da queda/diametro do injetor), a qual deve ser maior que
o valor critico (H/d). = 7.2. A outra é o adimensional Re, que deve ser menor que o valor critico
Re. = 1.2 (para mais detalhes, ver Cruickshank [11]). E importante observar que, muito embora
o esquema EPUS tenha sido planejado para simular problemas a altos Reynolds, ele também é 1util
para problemas a baixos Reynolds, como ¢ mostrado a seguir.

d

=l

Injetor / J l Hi

Superficie rigida
Figura 9.1: ilustracao esquematica para problema do jato circular oscilante.

Nesta simulagao, consideram-se condicao de contorno no-slip e os seguintes dados:
— Malha: 100 x 100 x 123 células computacionais (éx = dy = dz = 0.01);
— Dominio: 1m x 1m x 1.23m;
— Diametro do injetor: d = 0.04m;
— Altura do injetor: h; = 0.2m;
— Escala de comprimento: Ly = 2d = 0.08m;
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— Escala de velocidade (velocidade de injegao): Uy = 1m/s;
— Coeficiente de viscosidade cinemética: v = 0.278m?/s;
— Numero de Reynolds: Re = 0.288.

A razao H/d é 25, a qual, juntamente com o nimero de Reynolds satisfazem as condigoes de
Cruickshank. A simulacao deste teste estd ilustrada na Figura 9.2, onde compara-se a solugao
calculada com o EPUS com resultados experimentais (ver [28]). Mais uma vez, vé-se por essa
comparacao que, de fato, o esquema EPUS captura o fenomeno. Vale ressaltar ainda o fato de que,
diminuindo-se o didametro do injetor (ou seja, aumentando a razao H/d), surgem algumas deficiéncias
na formacao das oscilagoes circulares.
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t = 9.4s

Figura 9.2: ilustracdo do jato circular oscilante: resultados (a) experimental e (b) simulado com o
esquema EPUS.
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Capitulo 10

Jato Planar Oscilante

Este problema apresenta caracteristicas semelhantes ao jato circular oscilante. Para este caso,
considera-se um injetor retangular (ver Figura 10.1), o qual proporciona a formagao de dobras quando
o fluido (altamente viscoso) atinge a superficie rigida (ver, por exemplo, [44]).

Injetor ST

Superficie rigida

Figura 10.1: ilustracao esquematica para o problema do jato planar oscilante.

Neste teste, o problema do jato planar oscilante é simulado com condicao de contorno no-slip e
os seguintes dados:

— Malha: 146 x 66 x 213 células computacionais (dx = dy = dz = 0.005);
— Dominio: 0.73m x 0.33m x 1.065m;

— Dimensoes do injetor: d = 0.2m, L; = 0.02m e h; = 0.05m;

— Escala de comprimento: Ly =d = 0.2m;

— Escala de velocidade: Uy = 1m/s;

— Coeficiente de viscosidade cineméatica: v = 0.278m?/s;

— Numero de Reynolds: Re = 0.72.

Os resultados obtidos nesta simulagao sao apresentados na Figura 10.2, a partir da qual pode-se

inferir que o esquema EPUS captura com bom desempenho o fenomeno do jato planar oscilante,
formando com sucesso as dobras que surgem quando o fluido toca a superficie rigida.
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t =0.2s t = 0.4s t = 0.6s

t =1.0s t=1.2s

t = 1.6s t =1.8s

Figura 10.2: ilustracao dos resultados obtidos pelo EPUS para o fendmeno do jato planar oscilante.
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