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Capitulo 1

Introducao

Em 1900, o ainda novo Congresso Internacional de Mateméticos realizou-se em
Paris. Considerado como um dos maiores matematicos do século XX, David
Hilbert pronuncia nessa ocasiao um longo discurso delineando 23 grandes temas
de pesquisa para o novo século. O discurso de Hilbert foi bem mais do que expor
uma, colecao de questoes matematicas, ele esbogou sua filosofia da matemaética
e prop0s problemas importantes relativos a esta filosofia que, até os dias atuais,
sdo uma fonte inesgotavel de perguntas tocando diversos campos da matemética
[2]. Em especial, o décimo sexto problema, que apareceu pela primeira vez em
1891 e trata sobre a topologia de curvas e superficies, permanece ainda hoje nao
totalmente resolvido.

David Hilbert (1862 — 1943)

Neste mini-curso, abordaremos o problema sobre a topologia das curvas al-
gébricas reais no plano projetivo. Embora o assunto seja extenso e complexo,
nos ateremos ao caso de curvas de até grau 6, ilustrando uma maneira de tratar-
mos o caso geral via o método Patchwork, introduzido por Oleg Viro nos anos
1970 [5].

Comecaremos introduzindo os conceitos basicos necessarios para entender-
mos o 16° Problema de Hilbert, tais como os polinémios, as curvas algébricas
planas afins e seu modelo projetivo, e também as nocoes de topologia como o de
conjunto conexo e arranjo. Na maioria das vezes, estaremos mais interessados na
compreensao desses objetos e das suas propriedades do que em demonstragoes
propriamente ditas.
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1.1 Polinémios

Um polindmio em n varidveis 1, .. .,x, sobre os reais &€ uma expressao do tipo

_ i1 7
P(xla"'7$n) - E Ajqig...in L )

11%2...00

onde (i1,...,i,) € N™ os coeficientes a;,;,.. ;, S30 numeros reais e a soma &
finita.

Uma expressao do tipo a;,i,.. 4, 27" ... 2k é dito um mondmio de grau i, +
<o +1iy. O grau do polinomio P(xq,...,2z,) € 0 maior grau dentre os graus

de seus monomios. Por exemplo, P(z,y,2) = 2° + 3> — 3zy tem grau 5, e
P(z,y, z) = 32%y? — 22* + wyz — 1 tem grau 7. Os polindomios em duas variavies
de grau 1 sao do tipo agg + a0 + ao1y, € os de grau 2, agg + a0z + ag1y +
a1y + asx? + agay?. Note que, agrupando 0s monomios de mesmo grau, sem-
pre podemos expressar um polindmio P(x1,...,z,) de grau m como uma soma
fm+ fm—1+---+ fo, onde cada f; é uma soma de monomios de mesmo grau .

Dizemos que um polindémio é homogéneo se todos os seus mondmios possuem
o mesmo grau, =3y + ryz? + z* é homogéneo de grau 4. Estes podem ser
caracterizados pela seguinte propriedade interessante e serdao o ponto chave para
definirmos curvas projetivas, como veremos em 1.3.

Proposig¢ao 1. Um polinémio P(x1,...,x,) € homogéneo de grau m se e sé se
PAxy,...,Axy) = A" P(x1,...,2,) VA € R,

Demonstra¢io. E claro que se P(z1,...,2,) ¢ homogéneo de grau m, entdo ele
possui a propriedade desejada. Por outro lado, assuma que P(Azx1,..., \z,) =
A"P(x1,...,2,) YA € R*, e escreva P = f,,, + fin—1 + -+ + fo, onde cada f;
é uma soma de monomios de mesmo grau i. Podemos reescrever a igualdade
acima desse modo:

fo+Afi+- -+ A" (fn — P)=0.

Esta tltima igualdade pode ser vista como um polindémio na varidvel A com

coeficientes em R[xy, ..., 2,] com um namero infinito de raizes, uma para cada
valor de A € R*. De onde concluimos que ele é o polinémio identicamente nulo,
istoé, fo=0,..., fm_1=0¢e f, — P =0. Logo P é um polinémio homogéneo
de grau m. O

No caso em que é possivel escrever um polindmio como o produto de poliné6mios
nao constantes com coeficientes em R, dizemos que ele é redutivel sobre R. Caso
contrario, ele serd dito irredutivel. Por exemplo, o polinémio % + 3% + 1 é ir-
redutivel, enquanto z2y° + 3y°® + 23y + 3zy? = (2% + 3y)(zy + v°) é redutivel.
Mais geralmente temos um teorema que garante que um polindmio sobre os
complexos pode sempre ser escrito como produto de fatores irredutiveis. Tam-
bém é possivel mostrar que se conseguimos fatorar um polinomio homogeéneo:
P=FG, F,G € R[xy,...,2,] \ R, entdo F e G sdo ainda polindomios homoge-
1neos.

Agora vamos nos deter particularmente nos polindmios em duas varidveis
que definem as curvas algébricas planas. Uma boa introducao ao tema pode ser
encontrada nos livros [1] e [4].
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1.2 Curvas Afins Planas

Para nos, curvas algébricas e polinomios sao duas representacoes de um mesmo

. - _ Z y . ’s . .-, -
objeto. Seja P(z,y) = Z” a; ;x'y’, a; ; € R um polindmio em duas varidveis
com coeficientes reais, a curva algébrica real afim definida por P(z,y) é o con-
junto de zeros no R? deste polinémio, ou seja:

Cp ={(z,y) € R*| P(z,y) = 0}.

Uma vez que o conjunto de zeros nao se altera se multiplicamos o polindémio
P(z,y) por uma constante real, dizemos que P(z,y) e qualquer multiplo ndo
nulo AP(z,y), A € R* definem a mesma curva. Por exemplo, os polindmios z—y
e 2z — 2y definem a mesma reta. Curvas de grau 1, 2, 3, 4, 5 e 6 sao chamadas
de retas, conicas, ciibicas, quarticas, quinticas e séxticas. Pode ainda acontecer
de o conjunto de zeros de um polinémio sobre R? ser vazio, por exemplo, se
P(x,y) = 22 +y?+1, a curva real associada é vazia, no entanto, P(z,y) sempre
define uma curva complexa em C2.

Conforme o grau de P(z,y) aumenta, o traco da curva de equacdo P(x,y) =
0 no plano fica cada vez mais complexo. Se o grau de P(z,y) for 1, temos
uma reta, se for 2, estamos trabalhando com conicas, e temos ja trés possibil-
idades para a curva: elipse, hipérbole ou parabola. Por exemplo, a Figura 1.1
representa o trago possivel para uma curva de grau 4.

Figura 1.1: traco de uma quartica plana

Ao trabalharmos com curvas reais, estamos interessados apenas em curvas
suaves, ou seja, curvas com a reta tangente bem definida em todo ponto. De
fato, a maioria das curvas sdo desse tipo! Esta propriedade geométrica se traduz
algebricamente pela seguinte propriedade, dado um ponto g = (xg, yo) na curva

P(z,y) =0, dizemos que ¢ é um ponto nao singular se %—5((1) # 0 ou %—I;(q) # 0.

Neste caso, a reta de equagdo 22 (q)(z—z0)+ %(q)(y—yo) = 0 é areta tangente
a curva no ponto g. Dizemos que uma curva é nao singular ou lisa se todos os
seus pontos sao nao singulares.

Por exemplo, a curva y? — 3+ = 0 é ndo-singular, enquanto as curvas y? —
23 =0 e y? — x(2? + x) = 0 possuem singularidade na origem (respectivamente
do tipo cuspidal e nodal). (Veja figura 1.2).

Quando pensamos em curvas no plano, sabemos da geometria euclidiana
que por 2 pontos passa uma Unica reta, e que por 5 pontos (sem que 3 daqueles
estejam sobre uma mesma reta), passa uma dnica conica. De maneira geral,
nao é dificil mostrarmos a seguinte proposi¢ao:

m(m + 3)
2

isso na demonstrag¢io da proposi¢io) passa wma inica curva de grau m.

Proposigao 2. Por pontos no plano em posi¢ao geral (explicaremos
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cubica lisa cusp node
y2:x3-x yz:x3 y2:X3+x2
© =

Figura 1.2: cibicas lisa e singulares

Demonstra¢ao. Uma curva de grau m é dada por um polindmio P(z,y) =

o ptgd i i .
20§i+j§m a; jx'y’ de grau m, sendo determinado pelos seus coeficientes a; ;.
Desse modo, precisamos saber quantos coeficientes aparecem em P. Pode-
mos escrever P como a soma de polindmios homogéneos f; de grau ¢ para

1 =20,1,...,m. A quantidade de mondémios distintos de grau i é exatamente
i+ 1, e concluimos que P possui 1 +2+---+m+(m+1) = %Q(mm coefi-

cientes. Entretanto, quando igualamos o polinémio P(x,y) a zero, dividindo-o
pelo coeficiente do monoémio de maior grau que é ndao nulo, obtemos a mesma
curva e reduzimos o numero de coeficientes de uma unidade. Assim, precisamos

determinar apenas %W —-1= M coeficientes. Requerer que uma

curva P(z,y) passe pelo ponto ¢ = (zg,yo) € exigir que as coordenadas de ¢
zerem o polindmio, P(zg,yo) = 0. Isso fornece uma equagio linear nas incogni-

< 3
tas a; ;. Entdo, se fixamos %

m(m+3)
2

pontos no plano, obtemos um sistema linear

com incognitas e equagoes. Da dlgebra linear sabemos que este sistema
possui solucao desde que a matriz que o define possua determinante nao nulo
(esta é a nossa condi¢do sobre os pontos estarem em posi¢ao geral!). O

Exercicio 1.

1. Mostre que se f, g € C[z,y] sdo polinomios de graus m e n respectivamente,
entao o grau de fg é m + n, enquanto o grau de f + g é menor ou igual
ao maximo entre m e n.

2. Mostre que 2% + y? — 1 ¢ irredutivel em Clz,y].
3. Mostre que 2 + y3 é redutivel em em C[z,y].

4. Seja P um polinébmio homogéneo. Mostre que se P = FG, F,G €
Clxy,...,2,] \ C, entdo F e G sdo ainda polindmios homogéneos.

5. Mostre que a curva y2 — x> + z = 0 é ndo-singular, enquanto as curvas
y? — 23 =0 e y? — z(2? + ) = 0 possuem uma singularidade na origem.

6. Determine a conica passando pelos pontos A = (1,6), B = (—3,-2),C =
(=5,0),D = (3,4) e E = (0,10).
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1.3 Curvas projetivas planas

1.3.1 O plano projetivo

Quando tratamos de curvas no R? acontecem fatos inusitados e que podem
ser evitados se trabalharmos num ambiente conveniente. Por exemplo, todo
par de retas concorrentes possui um ponto de intersecao enquanto os pares de
retas paralelas parecam especiais por ndo possuirem um ponto de interse¢ao. O
mesmo acontece com as curvas afins xy = 1 e x = 0 que nao possuem intersegao.
Porém, considerando o traco destas curvas no plano, é natural pensarmos que
estas se tocam no infinito, é como se estivéssemos esquecendo de pontos no
momento de procurarmos interse¢des. Ou seja, o plano real ndo parece ser o
lugar ideal para a visualizacao destas curvas.

Temos ainda algumas sutilezas a considerar, observe que dadas duas retas
paralelas, qualquer pequeno movimento em uma delas cria instantaneamente um
ponto de intersecao que podemos visualizar. E nao é dificil nos convencermos
de que temos apenas um ponto no infinito no encontro de duas retas paralelas,
ou seja, que um ponto no infinito fica bem determinado por uma diregao.

Figura 1.3: um ponto no infinito por cada dire¢ao

Na Figura 1.3 temos, para cada par de retas, um ponto de intersecao, as
vezes bem visivel e as vezes no infinito. Perceba que temos dois pontos no
infinito, um para cada direcao!

Estas ideias podem ser formalizadas via o conceito de plano projetivo real.

Para construirmos o plano projetivo real, comecamos considerando o espago
real sem a origem R3\ {0}, e uma relagao de equivaléncia nesse conjunto. Dize-
mos que dois pontos q; = (21,91,21) € g2 = (T2, Y2, 22) no R3 sdo equivalentes
se pertencem a mesma reta passando pela origem, ou seja:

(1,91, 21) ~ (®2,Y2, 22) & IXN € R*, (22,92, 22) = A1, 91, 21) (1.1)

A classe de equivaléncia de um ponto ¢ = (x,y,z) € R*\ {0} é o conjunto
de todos os pontos sobre a reta ligando ¢ & origem e denotamos por:

[z:y:2] ={(z, \y,A2) |\ € R"}.
O O plano projetivo real ¢é o conjunto destas classes de equivaléncia:
RP? = {[z:y:2]|(z,y,2) € R®\ {0}}.

Os pontos cuja terceira coordenada z é zero, sdo ditos os pontos no infinito.
Cada um destes pontos representa no R? uma reta passando pela origem sobre
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o plano z = 0, isto é, este ponto pode ser identificado com uma dire¢do no plano
z = 0. Como cada dire¢ao define um ponto no infinito, obtemos na verdade uma
reta no infinito em RP2. Por outro lado, se z # 0, entdo podemos identificar
estes pontos {[£ : £ : 1][ 2 A% € R} com o R2. Desse modo, RP? pode ser visto
como a uniao do R? com uma reta no infinito. (Veja a Figura 1.4).

Figura 1.4: R? visto como z = 1 em R?\ {0}

1.3.2 Curvas projetivas e polinémios homogéneos

Queremos considerar curvas projetivas reais de maneira aniloga as curvas afins
reais, e assim nos propomos a defini-las como o conjunto de zeros em RP? de
um polindmio. Porém, para um polindmio se anular em um ponto ¢ = [z : y : 2]
de RP2, precisamos garantir que este se anula em todas as triplas (Az, \y, Az2),
onde A é um real nao nulo. Esta propriedade esta relacionada com os polinémios
homogéneos como visto na Proposicao 1. Desse modo, estamos prontos para
definir uma curva algébrica projetiva real, ou simplesmente curva projetiva como
o conjunto de zeros em RP? de um polindmio homogéneo em trés varidveis.

Definigao 1. Uma curva projetiva de grau m é definida como o conjunto de
zeros em R3 \ {0} de um polinémio homogéneo de grau m, médulo a relagao de
equivaléncia (1.1). Isso € um subconjunto de RP?:

Cp={[z:y:z € RP?|P(z,y,2) =0}

Existem diversas representacdes do plano projetivo RP? e, para o nosso
problema, vamos preferir a representacao hemisférica (Figura 1.5). Considere
um plano L pela origem no R?, este plano divide a esfera unitaria z2+y?+22 =1
em dois hemisférios, fixemos um hemisfério H. Cada reta pela origem nao
contida no plano L encontra o hemisfério H em exatamente um ponto, enquanto
as retas no plano L encontram o hemisfério H na fronteira do disco de intersecao
do plano L com a esfera unitaria em pontos diametralmente opostos.

Assim, olhando para o hemisfério a partir de um ponto distante sobre a
reta perpendicular a H passando pela origem, podemos identificar RP? com
um disco no plano L, onde os pontos do interior estao em bijecao com o plano
afim RQ, e os pontos da fronteira correspondem a reta no infinito com os pontos
diametralmente opostos identificados.

O que podemos afirmar sobre as relacoes entre os modelos afim e projetivo de
uma curva algébrica? Como cada ponto em RP? possui um representante com
x=1,y=1o0u z =1, vamos trabalhar com o modelo afim da curva associado
a um dos trés planos principais ¢ = 1, y = 1 ou z = 1. Vejamos com um
exemplo simples: considere a conica projetiva P(x,y, z) = 22 +x2 —2yz + 22, 0s
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Figura 1.5: representacio hemisférica de RP?

modelos afins de P(x,y, z) correspondentes respectivamente aos planos x = 1,
y=lez=1sd0 P(l,y,2) =1+2—2yz+ 2% P(x,1,2) =2? +a2z—22+2%¢
P(x,y,1) = 22 + x — 2y + 1 representados na Figura 1.6.

p(Ly,z)=0 p(x,1,2)=0 p(xy,1)=0

2

7%-2yz+74+1=0 L X +@+22:0 — XP+x-2y+1=0

Figura 1.6: modelos afins da curva P(x,y,z) =0

Agora, se utilizarmos a representacdo hemisférica do RP?, com relacio aos
planos x = 0, y = 0 e z = 0, respectivamente, obtemos a Figura 1.7 que sao
diferentes visualizacoes da mesma curva. Note que nessa nova representacgao,

>

Lo :x=0 Lo :y=0 Lo :2=0
Figura 1.7: visualizagbes hemisféricas de P(z,y,z) =0

o traco da curva é essencialmente o mesmo quando identificamos os pontos
antipodais da fronteira.

Uma vez que ja estudamos geometricamente as visualizacoes dos modelos
afins de uma curva projetiva, vejamos como fazemos isso algebricamente. Isto
estd relacionado com os processos de homogeneizacao e desomogeneizacao de
polinémios.

Se P(z,y,z) é uma curva projetiva, o modelo afim desta curva é dado es-
colhendo a visualizacdo afim via a interse¢cao com o plano afim z = 1, isto
é, p(z,y) = P(x,y,1). Este processo é chamado de desomogeneizagido do
polinémio homogéneo P(z,y, 2).

Por outro lado, se p(z,y) = 0 é uma curva afim de grau m, existe uma curva
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projetiva P(z,y,z) = 0 de grau m tal que o modelo afim de P(z,y, z) = 0 dado
pela interse¢ao com o plano z = 1 é exatamente a curva p(z,y) = 0.
Se p(x,y) = 3, ; aijx'y’ & uma curva afim de grau m, definimos:

Ty i i
Pla.y.2) = 2"p(,Y) = 3 ayatyl a0,
%7

O polinémio P(z,y,z) é claramente homogéneo de grau m, e dizemos que
P(z,y,z) é a homogeneizagao do polindmio p(z,y).

Na préatica basta completar cada mondémio com uma poténcia de z de modo
a tornéd-lo de grau igual ao grau da curva afim. Por exemplo, se pi(z,y) =
y* + 2y — 1, entdo sua homogeneizacio é Pi(zr,y,z) = y* + 2yz? — 2*. Se
pa(x,y) = 23y* +20y> — Ty +5, entdo Py(z,y, 2) = x3y* +22y%2% — Ty +527.

A relagao entre os zeros de uma curva p(z, y) e sua homogeneizagao P(x,y, z)
é muito simples: os zeros de P(z,y, z) sdo os zeros de p(z, y) (pontos afins, z = 1)
mais os pontos no infinito (z = 0). Isto &, 0 modelo projetivo P(x,y, z) é a curva
afim p(x,y) completada por seus pontos no infinito.

Com estes novos conceitos, os modelos projetivos das retas paralelas afins
r=aex=>b comaz#b, s30 r = az e x = bz, que agora possuem um ponto
de intersecdo [0 : 1 : 0], que é um ponto no infinito! Também as curvas afins
xy =1 e x = 0 que nao possuem intersecao finita, agora possuem um ponto no
infinito (verifique!). E sobre a intersecdo de curvas projetivas em geral, o que
podemos afirmar?

1.3.3 Propriedades topoldgicas das curvas projetivas

Comecaremos analisando a interse¢do de uma reta e uma curva afins. Para isso
precisaremos de um resultado bem conhecido sobre polindmios em uma variavel.

Teorema 1 (Teorema Fundamental da Algebra). Se f(z) € Clx] é um polinémio
de grau n, entdo existem oy, o, ...,ar em C distintos, c #0 € C e eq,..., e
inteiros positivos tais que

flx) =c(x —an)™ - (@ — op) .
Dizemos que e; € a multiplicidade da raiz «;, repare que Zle e; =n.

Para polindmios homogéneos em duas varidvies sobre os complexos, o Teo-
rema Fundamental da Algebra nos fornece uma fatoragdo bem simples em pro-
duto de fatores irredutiveis.

Corolario 1. Seja F(z,y) € Clx,y] um polindmio homogéneo, entao existem
numeros complexos a; e B; parai=1,...,s e c# 0 € C tais que

F($7 y) = C(Ozll' + Bly)T1 e (asx + ﬁsy)”~
Temos também unicidade com relagdo aos quocientes /B, ..., s/ Bs.

Demonstra¢io. Podemos escrever

m C
. . x . .
Fz,y) =Y aa'y™ " =y™ > ai(=),
1=0 1=0 Yy
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onde ¢ é o maior indice tal que a, # 0. Pelo Teorema Fundamental da Alge-
bra para polindmios em uma varidvel aplicado a variavel z/y, concluimos que
existem unicos 71, ...,7s € C tais que:

xX xr _
F(z,y) = acym(g )" (§ =) = acy™ (x —yy)" (2= ysy)"

O

Vocé é capaz de fatorar y® —2xy? + 222y 442> em produto de fatores lineares
como descrito no corolario acima?

Esses resultados nos permitem majorar o nimero de pontos na intersecao de
uma curva de grau m com uma reta.

Proposigao 3. Se P(z,y,z) =0 é uma curva projetiva de grau m e L é uma
reta projetiva (sem fatores comuns), entdo o nimero de pontos na interse¢do da
curva e da reta € no mdzimo m.

Demonstra¢ao. Sejam P(x,y,z) = Zi+j+k:m ai jk2'y?2* o polinémio de grau
m e a reta L definida por ax + by + ¢z = 0. Os pontos de intersecao da curva
P(z,y,z) = 0 com areta L sdo dados pelas raizes reais de P(z,y, %_by) sec#

0, ou de P(x, =%5=%,2) se b # 0, ou P(#, y,2) se a # 0 que sdo polindmios

em duas varaveis de grau m. Sem perda de generalidade suponhamos ¢ # 0, pelo
Teorema 1, podemos fatorar P(z,y, %_by) = (1z+ Pry)™ - (asz + Bsy)",

onde a1,...,qa,B1,...,8s € C. Desse modo P(z,y,z) possui no maximo m
zeros reais projetivos dentre os m zeros com coordenadas complexas [—3; : o :
ap1—bay . . aBs—bas

f}7...,[_ﬁs .as .f]. D

Em geral, vale o seguinte resultado fundamental para curvas projetivas cuja
demonstracao foi primeiramente concebida pelo matemaético francés Etiéne Be-
zout no século XVIII.

Teorema 2 (Bézout). Sejam F =0 e G = 0 duas curvas complezas projetivas
planas de graus m e n respectivamente, sem fator comum. Entdo, o nimero de
pontos na interse¢io {F = 0} N{G = 0}, se contados com multiplicidade, é mn.

Corolario 2. Sejam F = 0 e G = 0 duas curvas reais projetivas planas de
graus m e n respectivamente sem fator em comum, entdo o nimero de pontos
na interseciéo {F =0} N {G = 0} € no mdzimo mn.

O conceito de curvas ndo singulares no caso projetivo é analogo ao caso

de curvas afins: dizemos que um ponto ¢ = [xo : Yo : 20] da curva projetiva
P(z,y,z) = 0 é singular se 2 (q) = %—g(q) = 22(g) = 0. A relagdo de singulari-

dade entre os modelos afim e projetivo de uma curva é: P(z,y, z) é nio singular
se e somente se P(x,y,1), P(x,1,z) e P(x,y,1) sdo ndo singulares.
Queremos tratar as curvas planas via suas propriedades topologicas.

Definigao 2. Dizemos que um subconjunto A de uma curva plana real é uma
componente conexa se para quaisquer dois pontos de A podemos tragar um
caminho, completamente contido na curva (sem levantar a caneta), unindo os
dois pontos (esta é a nogao de conezo por caminhos!).
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Uma curva plana real é a unido de um niimero finito de componentes conexas.
Por exemplo, a curva afim da Figura 1.1 tem 7 componentes conexas.

Note que, por exemplo, uma conica projetiva possui apenas uma componente
conexa, enquanto uma conica afim pode ter duas componentes conexas como
uma hipérbole (cf. Figuras 1.6 e 1.7). Se completarmos a curva da Figura
1.1 com os pontos no infinito, a curva projetiva resultante tem 4 componentes
conexas! Reparou?

Exercicio 2.

1. Homogeneize e determine os pontos no infinito das seguintes curvas cujo
modelo afim é: 2% —2y? —y =0, (y—22)? —2y® =0 e 2%¢y% + 22 — 9% = 0.

2. Determine os pontos em RP? na intersecio entre a quadrica z2 + zy +
2

y?—22=0earetax+y=0.
3. Determine os pontos em RP? na intersecdo entre a curva z?+zy+y?+22 =
Oearetax+y=0.

4. Determine os pontos em RP? na intersecdo entre a ctbica x> + zy? —
2027 —2y%2z — w22 +222 =0casretasy —2z2=0ey — 2 = 0.

5. Dados F € Rlz,y,z] e f € Rz,y], defina F, € R[z,y] como a desomo-
geneizacao de F' em relagdo a variavel z e f* como a homogeneizagao de
f em relagao a variavel z. Mostre que (FG). = F.G. e (fg)* = f*g*.

1.4 O 16° problema de Hilbert

Chamamos de arranjo de uma curva projetiva plana a posigado relativa das suas
componentes conexas no plano (ver Figura 1.8). Isso é, ndo nos interessamos
pela posicao exata da curva no plano, mas apenas pelo seu trago.

Figura 1.8: um arranjo

A primeira parte do 16° Problema de Hilbert pode ser compreendida do
seguinte modo:

Dado wm nimero inteiro positivo m, estabelecer a lista dos arranjos realizdveis
por curvas projetivas reais planas de grau m.

Para tratar este problema precisamos esclarecer quais tipos de componentes
conexas pode possuir uma curva plana. Vamos admitir alguns fatos. Uma curva
projetiva é compacta (pois acrescentamos os pontos no infinito) e formada pela
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uniao de suas componentes conexas. Uma componente conexa, do ponto de
vista topologico, é homeomorfa a um circulo e chamada de lacete. Temos dois
tipos de lacetes em RP?: aqueles que bordam um disco e separam o plano em
interior e exterior, como uma conica (cf. Figura 1.7) ou aqueles que néo separam
o plano, como uma reta (veja Figura 1.9). Chamamos de oval uma componente
separante e de pseudo-reta uma componente nio separante. O complementar
de uma pseudo-reta nao pode ser identificado com um disco, de fato € uma faiza
de Mebius.

a. um oval bordo de um disco b. uma pseudo-reta

Figura 1.9: lacetes em RP?

A partir de agora uma curva serd, sempre, uma curve projetiva real ndo
singular.

Repare que duas pseudo-retas em RP? se intersetam necessariamente. En-
tao, ao considerar curvas nao-singulares, concluimos que uma curva possui no
maximo uma componente do tipo pseudo-reta.

Proposigao 4. As curvas de grau par sao formadas apenas por ovais.

Demonstra¢do. As curvas projetivas de grau par tém uma propriedade especial,
elas separam o plano projetivo. Com efeito, se o polindmio P(x,y, z) é homoge-
neo de grau par 2n entdo, pela Proposicio 1, P(\x, \y, \z) = A*"P(z,y, z) com
A?" > 0, VA € R*. Sendo assim, a curva P(z,y,z) = 0 separa o plano projetivo
em P(x,y, z) positivo e P(z,y, z) negativo, e entdo ndo possui uma pseudo-reta:
é formado pela uniao de ovais. O

Proposigao 5. As curvas de grau impar possuem uma pseudo-reta.

Demonstragao. (Ideia) Uma curva de grau impar interseta qualquer reta do
plano um namero impar de vezes. Com efeito, a demonstracdo da Proposi¢ao
3 mostra como a intersecdo de uma curva com uma reta é dada pelas raizes
reais de polinémios em uma variavel de grau impar. Como as raizes complexas
aparecem em pares conjugadas, a paridade das raizes reais é preservada. Nao
é dificil se convencer que uma curva com apenas ovais interseta as retas um
namero par de vezes (pois, se a reta entra num oval, ela tem que sair...) entao,
uma curva de grau impar possui necessariamente uma pseudo-reta.

O

Finalmente, nossas curvas projetivas de grau par (resp. impar) sdo unides
de ovais (resp. ovais e uma pseudo-reta). A questdo do 16° Problema de Hilbert
consiste em estudar as possiveis posicoes relativas desses ovais pelas curvas de
um certo grau m.

Os ovais podem se encaixar, por exemplo, um conjunto com dois ovais en-
caixados um dentro do outro é chamado de ninho de profundidade 2 (cf. Se¢ao
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2.1). Porém, temos intmeras possibilidades para a disposi¢io de vérios ovais e
devemos fixar uma notagdo para a representacao dos arranjos.

e (0) denota a curva vazia;
e (1) um oval, e (/) a unido disjunta de ! ovais;
e (J) uma pseudo-reta.

O arranjo obtido adicionando um oval que contenha um arranjo (A) no seu lado
de dentro sera denotado por (1(A4)). Por exemplo, um ninho de profundidade
2 seré denotado (1(1)). O arranjo, que é a unido de dois arranjos (A) e (B) de
modo que nessa uniao nenhum oval de um esteja contido num oval do outro,
serd denotado (A U B). Se (A) denota um arranjo, o arranjo formado por
AUAU---UA, onde A ocorre n vezes, abreviaremos por n(A4). Um desenho
vale mil palavras, a Figura 1.8 realiza o arranjo:

(JU2U1(2) U1(1UL(1))).

Exercicio 3.
1. Faca um esboco do arranjo das seguintes possiveis curvas em RP?:
a) 12 +y?—-1=0,
b) y?> =z(z — 1)(z + 1),
¢) y? =x(x? +1).

2. Determine as notagoes correspondente aos arranjos abaixo




Capitulo 2
Proibicoes

O primeiro passo para o estudo do 16° problema de Hilbert é identificar quais as
configuracoes de curvas planas reais sao impossiveis, a fim de limitar os casos de
estudo. Veremos que até grau 5 tudo resulta do Corolario do Teorema de Bézout.
A partir do grau 6, outras consideragoes topoldgicas precisam ser consideradas.
Mas isso vai muito além do objetivo desse curso. Contudo, vamos simplesmente
enunciar um resultado de proibicao de grau 6 e estudar o caso das curvas com
0 nimero maximo de componentes conexas, chamadas de M-curvas.

2.1 Ninhos

Nosso primeiro resultado de proibig¢ao é conseqiiéncia da proposicao 3, que é um
caso particular do Teorema de Bézout. Com efeito, considere um oval de uma
curva C' no plano. Como ja vimos, ele divide o plano em duas partes, o interior
e o exterior. Pegue um ponto no interior e trace uma reta passando por ele. O
que acontece? Necessariamente, a reta interseta o oval em pelo menos 2 pontos.
Pela Proposicao 3, a curva C tem necessariamente grau no minimo 2. Bom...
isso nao ajuda muito, pois ja sabiamos que uma curva de grau 1, ou seja, uma
reta, ndo tem oval. Mas se a curva C tiver varios ovais encaixados, digamos
k, entao podemos tracar uma reta por um ponto no interior de todos os ovais.
Essa reta interseta C' em pelo menos 2k pontos e, pela Proposicao 3, o grau de
C tem que superar 2k... isso é mais interessante. Lembramos que chamamos
de ninho de profundidade k o encaixamento de k ovais. Em geral, cada vez que
temos 2 ninhos, podemos tracar uma reta e raciocinar da mesma maneira para
proibir uma configuragdo dada. A figura 2.1 ilustra duas situagoes que podemos
proibir com esse tipo de argumento. Observe que os ninhos podem se encaixar
de forma complexa.

Através do Corolario 2 podemos complicar um pouco a situacio e argumentar
com curvas de grau maior no lugar da reta. Por exemplo, por 5 pontos sabemos
que passa uma conica (curva de grau 2). Entdo, cada vez que temos 5 ninhos,
consideramos uma, conica que interseta cada ninho de profundidade k em pelo
menos 2k pontos. Contando bem o ndmero total de intersegbes (lembramos
que o arranjo de ninhos pode ser encaixado de forma complexa) chegamos a
proibir a configura¢ido quando esse nimero ultrapassa 2m, onde m é o grau da
curva estudada, pelo Corolario 2. A Figura 2.2 ilustra o caso de 5 ovais (ninhos

17
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@/w

Figura 2.1: um ninho (1(1(1))) e um arranjo (1(2)) ndo realizaveis por uma
curva de grau menor que 6.

de profundidade 1). Uma curva de grau 4 ndo pode realizar tal arranjo, pois
2 x 5> 2 x 4. Lembramos que uma curva de grau 5 terd necessariamente uma
pseudo-reta no arranjo.

Figura 2.2: conjunto de 5 ovais nao realizavel por uma curva de grau menor que
6.

Vamos generalizar ainda mais essa argumentacao a fim de determinar o
numero maximo de componentes conexas que uma curva de grau m pode ter.

2.2 Desigualidade de Harnack

Teorema 3 (Harnack, 1876). Uma curva projetiva plana real de grau m tem
(m—1)(m — 2)

no mdximo H,, = 5

+ 1 componentes conezas.

Uma curva com o nimero maximo de componentes é chamada de M -curva.
Harnack mostrou que existem M-curvas para qualquer grau. Trataremos o caso
das M-curvas de grau 6 na Secdo 3.2. A demonstracdo que vamos descrever
é a feita pelo proprio Harnack e deriva do Corolario 2 do Teorema de Bézout.
Contudo, queremos ressaltar que esse Teorema é meramente topoldgico como o
mostrou Klein alguns anos mais tarde, mas isso é uma outra historia...

Demonstra¢ao. Comecamos considerando pequenos valores para m. O Teorema
¢é evidente para m = 1 ou m = 2, pois retas e conicas lisas tém no méaximo
H,, = 1 componente conexa. Tratamos o caso m = 3 de uma cuibica, onde
queremos mostrar que Hz = 2. A técnica é a mesma que a da Se¢do acima.
Com efeito, se a cubica tivesse 3 componentes conexas (2 ovais e uma pseudo-
reta) poderiamos tracar uma reta que passa pelo interior de cada oval. Essa reta
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intersetaria cada oval em no minimo 2 pontos e a pseudo reta em no minimo
1 ponto, ou seja, no total de 5 pontos. Pelo Corolario 2 isso é impossivel,
pois o nimero de pontos na intersecdo de uma reta com uma cibica nao pode
ultrapassar 3. Logo uma cubica tem no maximo 2 componentes conexas. Uma
ctubica com uma pseudo-reta e um oval existe como veremos na Secao 3.1.1.
Continuamos com o caso m = 4 onde temos Hy = 4. Por ser uma curva de grau
par, uma quartica possui apenas ovais. Ja vimos na Secao 2.1 que se tivesse 5
ovais, entao poderiamos tragar uma conica pelo interior de cada oval. O nimero
de pontos na intersecao seria 2 x 5 = 10, o que constitue uma contradi¢ao com
o Corolario 2, pois uma conica e uma quartica nao podem se intersetar em mais
de 8 pontos. Finalmente, uma quartica tem no maximo 4 componentes conexas,
e uma tal quartica existe como veremos na Sec¢do 3.1.2.

O primeiro caso mais interessante é quando m = 5 e Hs = 7. Por ser uma
curva de grau impar, uma quintica possui uma pseudo-reta e ovais. Se tivesse 7
ovais, entao poderiamos tragar uma cibica pelo interior de cada oval. O nimero
de pontos na intersecao daria no minimo 2 x 7+ 1 = 15, 0 que nao constitue
uma contradi¢do, pois uma cibica e uma quintica podem intersetar-se em 15
pontos... de modo que devemos usar mais astticia. Observe que sobram 2 pontos
para determinar a ciibica, pois precisamos de 9 pontos no total. Entao, porque
nao escolhar esses pontos sobre a pseudo-reta da quintica? Dessa maneira, o
ntmero de pontos na intersecao daria 2 x 7+2 = 16 e isso contradiz o Corolario
2. Finalmente, uma quintica tem no méximo 7 componentes conexas, e uma tal
quintica existe como veremos na Segao 3.1.3.

Passamos ao caso geral. Seja C' uma curva de grau m, suponhamos que C
possui H,, + 1 componentes conexas, dentre as quais ao menos H,, sao ovais

(isso depende da paridade de m). Uma curva de grau m — 2 é determinada por

-2 1
w pontos pela Proposicao 2, de tal modo que se escolhermos um

ponto em cada oval, temos ainda a possibilidade de escolher

(m=2)(m+1) (m—1)(m—2) 1lem—3
2 2
pontos pelos quais tal curva pode passar. Entao escolhemos esses pontos na
componente conexa sobrando e contamos os pontos na interse¢ido dessa curva
com C como acima. Obtemos no minimo 2H,, + (m —3) = (m — 1)(m — 2) +
2+ (m —3) = m(m — 2) + 1 pontos, que contradiz o Corolario 2. Logo C' tem
no maximo H,, componentes conexas. O

2.3 Arranjos de até grau 5

Agora podemos recapitular os resultados de proibi¢do acima e fazer a lista de
todos os arranjos possiveis para uma curva C, de grau m, até grau 5.

e m=1, H, =1: C éuma reta (J);
e m=2 H, =1: C évazia (0) ou realiza um oval (1);

e m = 3, H, = 2: C realiza uma pseudo-reta (J) ou a unido de uma
pseudo-reta e um oval (J U 1);

e m =4, H, = 4: C realiza a uniao de 7, 0 < i < 4, ovais sem ninho exceto
quando ¢ = 2, onde um ninho de profundidade 2 é possivel: (0), (1), (2), (1(1)), (3), (4);
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e m =25, H, =7: C realiza a unido de uma pseudo-reta com i, 0 < i < 6,
ovais sem ninho exceto quando ¢ = 2 onde um ninho de profundidade 2 é
possivel: (J), (JU1), (JU2), (JUL(1)), (JU3), (Ju4), (Jus), (JUGE).

2.4 Arranjos de M-séxticas

A lista dos arranjos possiveis das curvas de grau 6 ¢ muito grande. Por isso,
vamos restringir nosso estudo ao caso das curvas com o nimero maximo de com-
ponente conexas, chamadas de M-curvas. As M-curvas de grau 6 tem Hg = 11
ovais. Se aplicarmos apenas os resultados de proibi¢ao acima nao descartariamos
um numero suficientemente grande de arranjos que sao irrealizaveis, pois exis-
tem outras obstrugoes que limitam os casos. Essas obstrucoes sao resultados
profundos cujas demonstracoes requerem muitos avancos em topologia, em par-
ticular estdo fora do alcance do nosso curso. Contudo, para reduzir a lista dos
arranjos possiveis, vamos enunciar o Teorema de Rokhlin, que é um exemplo
importante de proibicao que nao se deduz do Teorema de Bézout.

Definigao 3. Dizemos que um oval é par (resp. impar) quando esta contido
numa colegio par (resp. impar) de outros ovais.

Por exemplo, considere a Figura 2.1. No ninho da esquerda, o oval maior
é par (pois 0 é par... certo?), o oval médio é impar, e o oval menor é par. No
ninho da direita, o maior oval é par e os 2 ovais de dentro sao impares.

Teorema 4 (Rokhlin). Seja C uma M -curva projetiva plana real de grau par
m = 2k. Entao
p—n=~k> mod (8)

onde p (resp. n) é o nimero de ovais pares (resp. impares) de C.

Vejamos o que isso implica no caso de uma curva C de grau m = 6. Temos
11 ovais e 32 =1 mod (8). Portanto, o niimero de ovais pares menos o niimero
de ovais impares pode ser: p —n =1, 9 ou — 7. Além disso, pelas obstrucoes
precedentes ndo temos 2 ninhos n&o encaixados (se ndo, trace uma reta pelo
interior dos ninhos) e a profundidade de um ninho ndo pode ultrapassar 2 (se
ndo, trace uma reta pelo ninho e um outro oval). Finalmente, a lista dos arranjos
se reduz a 3 possibilidades:

00000
p=6en=5 (5U1(5)) Q0000
00000
o2 Qo
p=10en=1 (9U1(1))
O

OO0OO0OOQ0
p=2en=9 (1UL9) OO0



Capitulo 3

Construcoes

Uma vez que reduzimos bastante a lista dos arranjos possiveis através das
proibi¢oes, devemos provar que tais arranjos sao efetivamente realizéveis. Para
isso, basta exibirmos um exemplo para cada arranjo que nao conseguimos proibir,
entdo teremos determinado todos os arranjos realizaveis. Assim, teremos re-
spondido completamente o problema para curvas de grau m < 6 (e m = 6
pelas curvas méaximas). Observe que se ndo conseguimos construir um certo
arranjo, entdo devemos ser capazes de proibi-lo, caso contrario a questao fica
em aberto. Por isso, o 16° problema de Hilbert é uma questao muito dificil em
toda a generalidade.

3.1 Perturbacoes

O 16° problema de Hilbert trata de curvas projetivas, que ao contrario das
curvas afins, tém uma topologia muito simples (apenas ovais e, eventualmente,
uma pseudo-reta). Vimos no capitulo 1 a ligagao entre curvas afins e projetivas
e como passar de uma representacao a outra. Como nosso objetivo é exibir um
exemplo de curva (projetiva) realizando tal arranjo, basta raciocinar com curvas
afins e eventualmente completar o desenho com os pontos no infinito. A curva
projetiva correspondente serd dada por homogeneizagao.

O principio mais simples para construir curvas consiste em perturbar as
equagoes de curvas redutiveis. Isso é, considerar curvas lisas que sao muito
préoximas a uma curva singular simples e cuja topologia global resulte apenas
das deformacoes locais, perto das singularidades.

3.1.1 Cubicas

O primeiro caso ndo trivial é o das curvas de grau 3, chamadas cibicas. Reca-
pitulamos as configuragoes possiveis listadas na Segao 2.3 pelas cubicas (aquelas
que ndo conseguimos proibir): C cubica lisa real plana é topologicamente uma
pseudo-reta (J) ou a unido de uma pseudo-reta e um oval (J U 1). O objetivo
é exibir uma cubica de cada tipo e assim fechar o caso de grau m = 3. Para
isso, vamos perturbar a equacdo de uma cubica redutivel (e entdo singular) cuja
topologia é bem simples.

Com efeito, consideramos uma cibica singular, unido de uma elipse e de

21
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uma reta que se intersetam em dois pontos. A equacdo de tal curva é dada
pelo produto de um polindmio de grau 2: Q(z,y) e uma reta afim: L(x,y). Por
exemplo Q(z,y) = 4y*>+22—1e L(z,y) = y, assim as curvas reais se intersetam
em (—1,0) e (1,0):

N

Q(z,y)L(x,y) =0

Agora, vamos dividir o plano afim R? segundo o sinal de Q(z, y)L(z,y). Essa
divisdo é delimitada precisamente quando Q(z,y)L(z,y) = 0, ou seja, por nossa
curva redutivel:

+

N

sinais de Q(x,y)L(x,y)

Para pertubar nossa equagdo Q(z,y)L(x,y) = 0, vamos agregar um termo
afim. Para isso, consideramos uma reta (azul) dada pela equagao I(x,y) = 0
que interseta nossa curva apenas num ponto da reta L(z,y) = 0. Por exemplo:
l(xz,y) = 2—x. Outra vez, podemos dividir o plano afim em duas parte segundo
o sinal de I(z,y):

+

N

Por fim, perturbamos a equacgao inicial com a equagao da reta azul. Isso é,
consideramos uma nova equagao Q(x,y)L(x,y) + el(z,y) =0, onde € > 0 é um
nimero real muito “pequeno”. Por muito pequeno queremos dizer um nimero
suficientemente proximo de 0 para que a cubica Q(x,y)L(z,y) + el(z,y) = 0
seja lisa, e tenha a topologia desejada. O raciocinio é muito simples, mesmo se
ele nao define explicitamente uma cota para e, compreendemos facilmente que
tal cota existe. Além disso, sabemos que as curvas lisas sdo densas no conjunto
das curvas algébricas.

Como é a cubica Q(z,y)L(x,y) + el(z,y) = 07 Se £ é muito proximo
de 0, entdo os valores que anulam o polinomio Q(z,y)L(z,y) + el(z,y) ficam
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proximos dos valores que anulam Q(z,y)L(x,y), claro? Portanto, a cubica
perturbada se encontra numa vizinhanga da nossa curva redutivel. Clara-
mente, 0os pontos de intersecao da curva redutivel com a reta azul pertencem
a ctubica perturbada. Com efeito, se Q(x,y)L(z,y) = 0 e l(x,y) = 0 entdo
Q(x,y)L(x,y) + el(x,y) = 0. Além disso, como & é positivo, nossa cibica per-
turbada se encontra sempre na parte do plano onde Q(x,y)L(z,y) e l(z,y) tem
sinais opostos, pois Q(z,y)L(z,y) = —el(x,y). E essas informagoes sdo sufi-
cientes para esbogar o trago da curva e assim determinar a sua topologia: a
unido (J U 1) de uma pseudo-reta e um oval!

'
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Q(‘Ly)L(‘ly) + El(lay) =0

Para exibir um outro arranjo procurado, basta escolher uma outra reta azul
que interseta, dessa vez, a curva singular em 3 pontos. Por exemplo, a reta dada

por l(z,y) = —x.

N [

Com o mesmo raciocinio, vemos aparecer uma cubica lisa feita apenas de
uma pseudo-reta (J)!

Qz,y)L(z,y) +el(z,y) =0

O 16° Problema de Hilbert esta resolvido para m < 3.

3.1.2 Quarticas

Com o mesmo método podemos exibir todos arranjos possiveis para as quarticas.
Para isso, basta comegarmos com a unido de duas conicas Q1(z,y)Q2(z,y) =0
que se intersetam em 4 pontos e perturbar a equacdo por uma reta I(z,y) = 0:
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)
() *

Qi(z,y)Q2(z,y) =0  Il(z,y) =0

+

Segundo as posicoes relativas da reta azul e das conicas, o resultado das per-
turbagoes fornece uma das configuragoes listada na Sec¢do 2.3: (1), (2), (1(1)), (3)
e (4). Ver exercicio abaixo.

Além disso, é facil construir a configuragdo vazia (0), por exemplo com a
curva zt +y* +1=0.

O 16° Problema de Hilbert esta resolvido para m < 4.

Exercicio 4.

1. Esboce o trago da seguinte quartica perturbada

2. Vocé seria capaz de obter equacoes explicitas para cada uma das quarticas
realizaveis?
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3.1.3 Quinticas

Usamos o mesmo método e mesmo raciocinio dessa vez, partimos de uma quin-
tica redutivel que é a uniao de duas conicas e uma reta, com o nimero maximo
de pontos na intersecdo. Nesse desenho nao incluimos a reta azul. As vezes,
é preciso considerar duas, trés ou até cinco retas... mas nao importa, isso nao
complica muito e podemos deduzir do desenho da perturbagdo a posicao das
retas... exercicio!

Exercicio 5. Determine a posi¢ao de 5 retas para realizar as perturbagoes das
quinticas abaixo:

0000
D AD GAD GQD
il

Portanto, todos arranjos possiveis para quinticas listada na Se¢do 2.3 sao

realizaveis (verifique a partir dos tragos acima).
O 16° Problema de Hilbert esté resolvido para m < 5.

3.2 M-séxticas

Nessa se¢ao, queremos apenas construir os 3 arranjos possiveis pelas M-séxticas
listados na Segao 2.4. Lembramos que uma M-curva é uma curva plana real
com o numero maximo de componentes conexas. Pelo Teorema de Harnack, as
M-curvas de grau 6 (ou M-séxticas) tém 11 componentes conexas.

Para construir M-séxticas, vamos utilizar o mesmo método da secao anterior,
mas com termos de grau maior e de forma recursiva. Ou seja, vamos perturbar
varias vezes uma curva redutivel inicial com uma cole¢ao de retas ou mesmo de
conicas.

3.2.1 Meétodo de Harnack

Essa recursao, devido a Harnack, se generaliza e permite demonstrar que a cota
de Harnack é exata. Isso é, para qualquer inteiro m > 0, existe uma curva plana
real de grau m com H,, componentes conexas. Vamos para o caso de recursao
de uma curva de grau 6.
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Iniciamos com a cubica redutivel da Segdo 3.1.1 que perturbamos por uma
cibica C3 dada por 3 retas li(x,y)la(z,y)ls(x,y). Observe que o grau do
polinémio perturbado é 3, e também que o uso de 3 retas nos permite trabalhar
com polindémios homogéneos.

Cs: Q(z,y)L(z,y) + 811(‘517., y)lz(:L", y)lg(:r,;z‘/) =0

Dessa vez, ndo vamos esquecer a reta L(z,y) = 0, ao invés disso, consideramos
como nova curva redutivel a uniao de C'; com essa reta que é uma curva de grau
4:

C&(‘E y)L(‘T’ y)= O‘

Logo, perturbamos novamente com 4 retas bem posicionadas. Isso é colocamos
as retas agrupadas na maior regiao da curva complementar & interse¢ao com as
3 retas precedentes.

Obtemos assim a quartica (', seguinte:

Cy: Cs3(x,y) Lz, y) + el (z,y)la(z, y)l3(z,y)= 0
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Novamente, consideramos como nova curva redutivel a unido de Cy com a reta
L(z,y) = 0 que é uma curva de grau 5.

> =

\) ~

Ca(a,y)L(z,y)=0

Logo, perturbamos com 5 retas bem posicionadas. Correspondendo a agrupar
as retas na maior regiao da curva complementar & intersecdo com as 4 retas
precedentes. O resultado é uma M-quintica Cs:

CG(:Eﬂ y)L(m,y) =0

Terminamos o processo com a perturbacdo da unido de Cs com a reta L(z,y) = 0
com a unidao de 6 retas bem posicionadas. O resultado é a séxtica Cy chamada
de M-curva de Harnack.

M -séxtica de Harnack

Quando visto no plano projetivo (complete com os pontos no infinitos), a M-
séxtica de Harnack realiza o desenho seguinte:

0002004
O O
O
A construgao de Harnack prova a realizabilidade do arranjo (9 U 1(1)) de grau
6.
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3.2.2 Meétodo de Hilbert

Em 1891 Hilbert construiu M-curvas (em grau par) com arranjos diferentes
daqueles obtidos por Harnack. Foi certamente esse estudo que motivo o enun-
ciado do 16° problema 10 anos mais tarde. Para exibir um novo arranjo a
construcao de Hilbert e baseada no mesmo método, porém comecamos com a
unifo de duas conicas (grau 4), perturbadas pela unido de 4 retas, como segue:

Logo prosseguimos, como no método de Harnack, mas com uma das elipses no
lugar da reta, o que gera uma curva de grau 4 + 2 = 6:

A construgao de Hilbert prova a realizabilidade do arranjo (1L/1(9)) em grau
6.

3.2.3 A curva faltando...

Esquematicamente as M-séxticas de Harnack e de Hilbert realizam os arranjos
seguinte:

000900,

Q O

(9U 1(1)) a M-séxtica de Harnack
O
OOOOQ0
Q000
(1U1(9)) a M-séxtica de Hilbert

Mas temos um outro arranjo por M-séxticas, listada na Se¢do 2.4, que nao
conseguimos proibir.
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00000

O0000

(5 1(5)) a M-curva que falta...

Essa curva tem uma historia interessante contada por Viro em [6]. David Hilbert
trabalhou duro para construir outros tipos de arranjos por M-séxticas além dos
dois citados, mas nao conseguiu. Nessa época as proibicoes do Teorema de
Roklhin (Teorema 4) eram desconhecidas. No momento em que ele enunciou os
seus 23 problemas, Hilbert pretendia provar que outros arranjos eram impos-
siveis. Logo, na publicagdo da sua apresentacdo no Congresso Internacional de
Matematicos de 1900, Hilbert declarou-se convencido de que nao existia outro
arranjo por M-séxticas que os chamados hoje de curvas de Harnack e de Hilbert.

O Problema de Hilbert foi totalmente resolvido até grau 6 pelo matemético
russo D.A. Gudkov em 1969.

Em 1954, Gudkov provou, na sua dissertacao de candidato (Ph.D.), a afir-
macao de Hilbert: a curva faltando néo é realizével. Porém, 15 anos mais tarde,
na sua tese de doutorado, Gudkov invalidou sua prova e construiu a curva fal-
tante. Finalmente, classificou todos os arranjos realizaveis de grau 6 e, no caso
das M-curvas, mostrou que a lista dos arranjos da Secao 2.4 é a correta. A
curva (5 LI 1(5)) é chamada hoje de curva de Gudkov.

Somente mais tarde, em 1972, os trabalhos de V.I. Arnold e V.A. Rokhlin
deram uma compreensao mais precisa das proibicoes do tipo “nao Bézout”. Por
exemplo, o Teorema 4 foi inicialmente uma conjectura devida a Gudkov.

Solugao do exercicio 4.

Qi(m-, ?/)Qz(m‘,my

Solugao parcial do exercicio 5.

etc.
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3.3 Patchwork combinatdrio

Para construir sua curva, Gudkov usou métodos de perturbagdes similares aos
da Se¢ao 3.1. No entanto, esse trabalho é muito mais complexo que o feito acima,
por considerar curvas com singularidades mais profundas e transformacoes pro-
jetivas. E este estudo vai muito além do objetivo desse curso.

Ao invés disso, vamos aprender um método mais moderno de construgao
de curvas algébricas planas reais com topologia controlada. Esse método, dito
Patchwork combinatdrio, foi criado por Oleg Viro na década de 1970 e constituiu
um progresso consideravel no estudo do 16° Problema de Hilbert, apresentado
82 anos apos Hilbert no Congresso Internacional de Matematicos em Varsovia

[5]-

i

Oleg Viro!

O método, que expurgamos da parte tedrica, consiste numa construgao ladica
que se assemelha a um quebra-cabecas com muitas simetrias e cujas pecgas sao
codificadas por sinais. Desse modo, cada um seré capaz de construir uma topolo-
gia realizada por uma curva de grau m.

Descrevemos passo a passo a construcao exemplificada para grau m = 2.

Primeiro, partirmos de uma triangulagio inteira do simplexo A,, de com-
primento m € N e escolhemos um sinal qualquer para cada vértice inteiro da
triangulagao.

uma triangulacdo inteira de Ag

Logo, aplicamos as trés simetrias (axiais e central) a fim de obtermos um losango
seguindo a seguinte regra dos sinais: o ponto imagem de (4,5) em Z X Z[ A,
conserva (resp. troca) o sinal se a distancia inteira com o eixo de simetria |i| ou
|7] € par (resp. impar). Por exemplo, se o ponto inteiro (1, 0) tem sinal negativo,
entdo o ponto imagem pela simetria axial (—1,0) tem sinal positivo.

IFoto de Karin Breithaupt (MFO - Creative Commons License)
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T+

simetrias com a regra dos sinais

Por fim, tragcamos um caminho que separa os sinais opostos na triangulacdo do
losango.

trago entre sinais opostos

O fato extraordinério é que, sob alguma condic¢ao, determinamos assim o arranjo
de uma curva algébrica real de grau m em RP?. No desenho acima o caminho
vermelho é o trago de uma conica.

Exercicio 6. Para cada subdivisao escolha uma distribuicao de sinais e opere
o Patchwork. Tente obter os dois arranjos distintos realizaveis de cibicas.

Teorema 5 (Viro). Se a triangulagao inteira de A, é conveza, entdo eziste
uma curva algébrica real de grau m em RP? que realiza o arranjo determinado
pelo traco, onde o losango representa RP? e seu bordo a reta no infinito.

Uma subdivisao inteira de um poligono inteiro é convexa quando existe uma
funcdo linear por partes I' : R? — R, convexa e cujo lugar de descontinuidade &
a subdivisao.

A hipotese de convexidade ndao é muito dificil de realizar e ndo vamos nos
preocupar com isso. Evidentemente, a demonstracao do Teorema de Viro vai
bem além do nosso curso; apenas queremos mostrar como essa técnica, facil de
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Figura 3.1: uma triangulagao nao convexa

utilizar, cobre os resultados acima e prova a realizabilidade da M-séxtica de
Gudkov.

Dois exemplos de patchworking por m = 3 com a mesma triangulacao, ape-
nas mudam os sinais (cf. exercicio 6):

+ +

N+ + N\t

N+ SN+

Vemos os dois arranjos (J) e (J U 1) realizéveis por cubicas.
Um patchwork para a M-séxticas de Harnack:
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Exercicio 7. Complete som os sinais simetrizados e opere o Patchwork. Qual
é o arranjo da curva obtida?
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Solucao do exercicio 7: E a curva que faltava! Isso é o patchwork para a
M-sextica de Gudkov

00000

OO0000

(BUL(5)
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