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Prefacio

A teoria dos cddigos corretores de erros é um tépico particularmente inter-
essante e muito adequado como objeto de um mini-curso.

Por um lado, ela tem um cunho eminentemente pratico. Seu objetivo é
criar métodos que permitam detectar e corrigir erros que eventualmente pos-
sam acontecer durante uma transmissao de dados. Hoje, ela encontra aplicagoes
em campos tao diversos quanto a telefonia, a produgao de DVD’s ou o envio de
dados desde veiculos espaciais as estagoes receptoras na terra.

Por outro lado, a teoria tem, para os estudosos da algebra, o atrativo de ser
um campo de aplicagado de técnicas e conceitos originados nos diversos ramos
desta ciéncia. No nivel elementar e introdutorio em que estas notas foram redigi-
das, a teoria depende apenas de conceitos muito basicos de algebra linear e de
técnicas de contagem.

Se o leitor se interessar pelo assunto e decidir aprofundar seus conhecimentos,
verd, ao continuar seus estudos, que novas areas da algebra trazem conribuigoes
fundamentais. Assim, precisard se utilizar, entre outros, de conceitos da teo-
ria de corpos finitos, de anéis de polindmios sobre estes corpos, da geometria
algébrica e da teoria de grupos.

Esperamos que estas notas estimulem o leitor a se aprofundar nestes cam-
pos da algebra que sao também interessantes em si mesmos e tem muitissimas
aplicacoes em varias outras diregoes.

Sao Paulo, janeiro de 2011

C.P.M.



Capitulo 1

Introducao

1.1 Um Pouco de Historia

A teoria dos c6digos corretores de erros é um campo de pesquisa muito ativo
na atualidade em diversas dreas do conhecimento: matematica, computacao, en-
genharia elétrica e estatistica entre outras.

Na transmissao de dados, na vida real, as vezes ocorrem problemas, como in-
terferéncias electromagnéticas ou erros humanos (por exemplo, erros de digitagao)
que chamamos de ruido e que fazem com que a mensagem recebida seja difer-
ente daquela que foi enviada. O objetivo da teoria é desenvolver métodos que
permitam detectar e corregir estes erros.

A teoria teve inicio na década de quarenta quando os computadores eram
maquinas muito caras e apenas institui¢coes de grande porte como o governo ou
as universidades tinham condicoes de manté-lo. Eles usando-os para executar
tarefas numéricas complexas, como calcular a 6rbita precisa de Marte ou fazer
a evaluagao estatistica de um censo [1].

O Laboratorio Bell de Tecnologia possuia tais computadores e Richard W.
Hamming trabalhava com estas maquinas em 1947; porém, para ele o acesso es-
tava restrito apenas aos fins de semana. Na época, os programas eram gravados
em cartoes perfurados cuja leitura pelo computador permitia detectar erros de
digitacao. Caso um erro fosse detectado, a leitura era interrompida e o computa-
dor passava automaticamente a ler o programa do préximo usuario. Hamming
relembra:

Em dois finais de semanas consecutivos eu fui e descobri que todas
minhas coisas tinham sido descarregadas e nada tinha sido feito. Eu
estava realmente aborrecido e irritado porque queria estas respostas e
tinha perdido dois finais de semana. E entao eu me disse “Maldicao,
se as maquinas podem detectar um erro, porque mao podemos lo-
calizar a posicdo do erro e corrigi-lo.” !

IR.W. Hamming, Interview, febrero de 1977 [4].
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Esta questao foi crucial para o desenvolvimento dos cddigos corretores de
erros.

Hamming desenvolveu um codigo capaz de detectar até dois erros e corrigir
um erro, se ele for o unico. Seu trabalho so foi publicado em abril de 1950
no “The Bell System Technical Journal” [5] (A publicagao tardia deste artigo
ocorreu devido ao pedido de patente destes c6digos, feita pelo Laboratdrio Bell).

Durante os trés anos transcorridos desde a elaboragao destes cédigos até a
publicacao de seu trabalho, Hamming publicou diversos memorandos internos
do Laboratorio Bell conforme sua pesquisa evoluia. Nestes artigos se question-
ava sobre a possibilidade de criar codigos maios eficiéntes que aquele proposto
inicialmente.

A questdo foi respondida indiretamente em outubro de 1948, por C. E.
Shannon num artigo intitulado “A Mathematical Theory of Communication”,
também publicado no “The Bell System Technical Journal” [6]. O artigo de C.
E. Shannon deu inicio a dois novos campos de pesquisa em matematica: a teoria
de cédigos (em conjunto com o trabalho de Hamming) e a Teoria da Informagao.
A partir deste artigo, pode-se dizer, que houve um desenvolvimento continuo e
significativo da Teoria dos Cédigos até hoje.

Mais adiante, Marcel J. E. Golay que trabalhava no Signal Corps Engin-
neering Laboratories at Fort Monmouth , em Nova Jersey, leu a descricao do
chamado (7, 4)-c6digo de Hamming dada no artigo de Shannon em 1948, e ex-
tendeu o resultado para um cédigo corretor de erro tinico de comprimento primo
p. Seu trabalho foi publicado em julho de 1949 no Proceedings of the I.R E.
(I.E.E.E.), o artigo foi intitulado “Notes on Digital Coding”[3].

Ainda com base neste artigo, Golay desenvolveu os hoje chamados (23,12) e
(11, 6) cédigos de Golay. Posteriormente desenvolveu o (24, 4096, 8)-cédigo de
Golay que foi usado pela espagonave Voyager para transmitir fotografias colori-
das de Jupiter e Saturno. Seu primeiro artigo é de apenas uma pégina e é um
dos mais importantes na teoria de cédigos.

Golay, Hamming e Shannon foram os grandes pioneiros que iniciaram o tra-
balho com este assunto e desenvolverem estudos e id eias que sao usadas até
hoje no nosso dia a dia, como por exemplo a comunicac¢do mével (telefones celu-
lares), aparelhos de armazenamentos de dados (gravador, compact disk, DVD),
além de comunicagoes via satelite, processamento de imagens digitais, protegao
de mémoria SRAM (mémoria estatica), internet e radio entre outras.

Atualmente, estes codigos sao amplamente utilizados em programas espa-
ciais da NASA? e do JPL3. Por exemplo na missao Galileo para Jupiter,na
missao Cassini para Saturno e na missao Marte [2], mais especificamente, fora
utilizado o sistema AICS (Advanced Imaging Communication System), que com-
bina técnicas dos cddigos Reed-Solomon com o entdo método padrdao denomi-

2NASA = National Aeronautics and Space Administration
3JPL = Jet Propulsion Laboratory
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nado cddigo convolutional.

Neste mini-curso pretendemos apenas dar uma idéia de como pode-se de-
senvolver este tipo de estudo; nos limitaremos a explorar as nogoes basicas e a
descrever o tipo mais simples de cédigos corretores de erros: os cddigos lineares.

1.2 Conceitos basicos

De certa forma, pode-se dizer que a construcao de cédigos inspira-se no
mais comum dos cédigos utilizados pelos seres humanos: os idiomas. Na lingua
portuguesa, por exemplo, usamos um alfabeto de 23 letras e as palavras nada
mais sdo de que seqiiéncias de letras. E claro que a lingua nao é composta por
todas as “palavras” possiveis formadas a partir das letras. No6s reconhecemos
algumas delas como fazendo parte da lingua e outras como alheias & lingua.

Assim, os elementos bésicos para se construir um c6digo sao os seguintes:

e Um conjunto finito, A que chamaremos alfabeto. Denotaremos por ¢ =
|A] o nimero de elementos de A. Quando o nimero de elementos do
alfabeto de um cédigo € g, diz-se que o cddigo é g-drio. Nos exemplos da
secao anterior vimos cddigos cujo alfabeto era o conjunto Zs = {0, 1}, que
sao os chamados cédigos bindrios.

e Seqiiéncias finitas de simbolos do alfabeto, que chamaremos palavras. O
ntimero de letras de uma palavra chama-se o seu comprimento. Para
termos um codigo com o qual seja facil trabalhar com um certo rigor,
faremos a convencao de que todas as palavras que iremos considerar para
compor o codigo terao o mesmo comprimento n. Por esta razao, estes
codigos dizem-se em blocos mas, como todos os cédigos que estudaremos
serao em blocos, daqui em diante omitiremos esta palavra.

e Um cédigo g-ario de comprimento n serd entao um subconjunto qual-
quer (a nossa escolha) de palavras de comprimento n, i.e., um cédigo C é
um subconjunto

CCA"=AxAx ---xA.

n vezes

Exemplo 1.2.1. Quando o alfabeto utilizado é o conjunto Zs = {0, 1} o cédigo
diz-se bindrio. O conjunto

¢, = {00000,01011,10110,11101}
€ um codigo em blocos, bindrio, de comprimento 5.
Se consideremos como alfabeto o conjunto Zs = {0,1,2}. O conjunto
C, = {00012,11022,10101, 10201, 20202}

€ um codigo em blocos, terndrio, de comprimento 5.

Exemplo 1.2.2.
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Dado um alfabeto A = {a1,as,...,aq}, 0 cédigo:
C={a1a1...a1,a202...G2,...,040q...Gq}
—_——— ——
n vezes n vezes n vezes

chama-se o cddigo de repeticdo g-ario, de comprimento n.

Como ja observamos, transmissao de dados em cédigo entre um emissor e
um receptor nem sempre é perfeita. No processo podem ocorrer interferéncias
que modifiquem a mensagem enviada. Esta situacao foi descrita ji pelo préprio
Shannon, utilizando o seguinte esquema:

Fonte

o - sinal novo sinal o = . P
de — codificacao — - decodificagao — destinatario
Informacgao
ruido

A idéia bésica da teoria de codigos corretores de erros é codificar a informagao
inicial, adicionando informagao redundante, de forma tal que, ao receber o sinal
modificado pelo “ruido” seja possivel, de alguma forma, recuperar a mensagem
original.

Vamos voltar mais uma vez, ao exemplo da lingua portuguesa. Suponhamos
que recebemos uma mensagem com a palavra teorza. Imediatamente sabemos
que a mensagem contém um erro, pois nao reconhecemos esta palavra como
pertencente a lingua (é precisamente isto que fazem os programas editores de
texto com correcdo ortografica, que comparam cada palavra escrita com as que
constam no seu diciondrio interno). Mais ainda, achamos que a mensagem cor-
reta deve ser a palavra teoria, porque é a palavra da lingua mais “préxima” da
palavra recebida.

Por outro lado, se recebemos a palavra wato também reconhecemos que esta
errada, mas percebemos que ha varias possibilidades de corregao; i.e., ha vérias
palavras da lingua igualmente “proximas” desta, como por exemplo, gato, pato,
rato, mato, etc.

Estas observagoes podem ser expressas em linguagem rigorosa e nos levarao
aos primeiros resultados da teoria de cédigos.

Definigao 1.2.3 (Distdncia de Hamming). Dados dois elementos x =
(1,22, ,Zn) €y = (Y1,Y2,---,Yn) de um espago A™, chama-se distancia
de Hamming de x a y ao numero de coordenadas em que estes elementos
diferem; isto é:

dw,y) = | {i | 2 £y 1 <i <n} |

Dado um cddigo C C A™ chama-se distancia minima de C ao nimero

d=min{d(z,y) | z,y € C,x £y }.
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Note que, conforme & nossa definicdo, a distancia de Hamming entre duas
palavras é sempre um numero inteiro.

Pode-se demonstrar facilmente que a distancia de Hamming acima definida
é, de fato, uma distancia no sentido matematico do termo; i.e., que verifica as
seguintes condigoes

(i) d(x,y) > 0 para todos z,y € A" e d(x,y) = 0 se e somente se z = y.
(ii) d(z,y) = d(y, z), para todos z,y € A™.
(iii) Dados x,y,z € A™ tem-se que d(z,2) < d(z,y) + d(y, 2).

Podem-se definir agora os conceitos de bola e esfera em A™, tal como é feito
em qualquer espago métrico.

Definicao 1.2.4. Dado um elemento x € A™ e um inteiro positivo r chama-se
bola de centro em x e raio r, ao conjunto

B(z,r)={ue A" : d(u,z) <r}
e esfera de centro em x e raio r, ao conjunto
Sx,r)={ue A" : d(u,z) =r}

Estamos em condicoes estabelecer nosso primeiro resultado referente a de-
tecgao e correcao de erros. Consideraremos que, ao receber um elemento y,
podemos detectar se ele contém, ou nao, erro se temos um critério clalro para
decidir se y pertence, ou nao, a C.

Por outro lado, uma vez detectado um erro, nosso critério de correcao sera
substituir o elemento y recebido pelo elemento x do cédigo C mais proximo de
y. Para que a correcao seja possivel serd necessario entao que nao haja am-
bigiiidades quanto & determinacao de um tal elemento.

Para enunciarmos nosso critério, precisamos na seguinte notacao: dado um
nimero real x, denotaremos por |x| o maior inteiro menor o igual a x.

Teorema 1.2.5. Seja C um cédigo com distancia minima d e seja

d—1
kK= |——|.
2
Entao, é possivel detectar até d — 1 erros e corrigir até k erros.

Demonstra¢do. Seja x um elemento de C e suponhamos que ele foi recebido como
um outro elemento y, com ¢t < d—1 erros. Como o ntimero ¢ de erros acontecidos
é precisamente a distancia de Hamming de x a y temos que d(z,y) < d—1 < d.
Isto implica que y & C e, portanto, o erro pode ser detectado.

Suponhamos ainda que o nimero t de erros cometidos é menor que x. Con-
sideramos a esfera B(y, k), de centro em y e raio k. Como d(z,y) =t < k temos
que z € B(y, k). Afirmamos que x € o dnico elemento de C contido nessa esfera.
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De fato, se existisse outro elemento ' de C em B(y, k), ter-se-ia que
d(z,z") < d(z,y) +d(y,2") <2k < d,

uma contradi¢do. Conseqilientemente, x é o elemento de C mais préximo de y e
é possivel corrigir o erro. O

O préximo resultado nao é mais do que uma re-interpretacao do enunciado
do teorema acima (e de sua demonstragio).

Corolario 1.2.6. Um cddigo C pode corrigir até k erros se e somente se sua
distdncia minima d(C) verifica a desigualdade

d(C) > 2k + 1.

O processo que a cada palavra y, recebida eventualmente com erros, associa
uma palavra corrigida x no cédigo chama-se de decodificacao.

Definigao 1.2.7. Dado um cddigo C com distancia minima d, o ndmero

[

chama-se a capacidade de C.

EXERCICIOS

1. Considere o cédigo binario C de comprimento 4 obtido da sequinte forma: Para
cada elemento ab € Z2 formamos o elemento abab € Za. Determinar a distancia
minima e a capacidade de C.

2. Calcule a distdncia minima e a capacidade do cédigo de repeticao g-ario de
comprimento n. Determine n para que este cédigo possa corregir 5 erros.

3. Calcule a distancia minima e a capacidade dos cédigos dos exemplos 1.2.1 e 1.2.2
4. Prove que a distancia de Hamming verifica, de fato, as condi¢des de uma métrica.
5. Prove que a distancia de Hamming verifica, de fato, as condigbes de uma métrica.

6. Calcule a distancia minima e a capacidade do cédigo de repeticdo g-drio de
comprimento n e os mesmos parametros para o cédigo con repeticdo g-drio de
comprimento gn.

7. Dado um cédigo C, chama-se extensao de C a qualquer cédigo que se obtém a
partir de C adicionando coordenadas a cada uma das palavras de C. Considere
o codigo C. , extendido de C, que se obtém adicionando um digito de verificacao
de paridade:
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11.
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13.

14.

15.
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Prove que, se C é um (n, M, d)-c6digo, entao C é um (n+1,M, @—cédigo, onde
d=doud=d+1.

. Dado um cédigo binario C, provar que se C é uma extensdo de C entao:

— = d(C) se d(C) é par.
(€)= { = d(C)+1 sed(C) é impar.

k(C) = k(C).

. Provar que se existe um (n,M,d)-cédigo bindrio, com d par, entdo existe um

(n,M,d)-cédigo binério em que todas as palavras tém peso par.

Dado um cédigo C, chama-se cédigo contraido de C a qualquer cédigo que se
obtém a partir de C suprimindo coordenadas (sempre nas mesmas posigoes) de
cada uma das palavras de C.

Dado um (n, N, d)-cédigo g-ario C provar que, se C' indica um cédigo contraido
de C suprimindo uma tnica posicio em todas as palavras de C, entdo C’ é um
(n—1,M,d")-cédigo, com d* = d ou d* = d— 1. Dar um exemplo para mostrar
que a distancia minima pode, efetivamente, diminuir.

Seja o : Fo — Fy a transposicdo o = (10); isto é, a fungao tal que o(0) = 1

e (1) = 0. Dado um elemento v = (a1,az,...,a,) € F5, chama-se comple-
mento de v ao elemento
ve= (U(al)vg(a2)7 s 7U(an))'

Dado um ¢odigo binario C chama-se complemento de C ao cédigo

cc={v°|vecl}

Provar que:

(i) Se € é um cddigo bindrio, entdo C e C° tém os mesmos parametros.

(ii) Dados v e w em F3 tem-se que d(v,w®) =n — d(v,w).
Seja C um n, M, d)-cédigo binério e seja
d* = maz{d(z,y) | z,y € C}.
Provar que d(C UC®) = min{d,n —d").

Sejam C e C' dois cédigos g-drios. Chama-se soma direta destes cédigos ao
codigo

COC ={(c1,-,Cn,ChyevsCr) | (c1y-.yen) €C, (chy... ) €CY.
Provar que, se C e C' tém parametros (n, M,d) e (n’, M’ ,d’) respectivamente,
entdo C @ C' tem parametros:

no=n+n, My=MM' dy= min{d, d/}.

Justifique o método de correcao de erros do cédigo de Hamming de comprimento
7.

Determine a distdncia minima e a capacidade de corre¢ao de H2(3); o cédigo de
Hamming de comprimento 7.
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1.3 Equivaléncia de cddigos

Tal como vimos na segao anterior, os parametros que determinam o com-
portamento de um cédigo C sao:

e O numero ¢ de elementos do alfabeto A.
e O comprimento n das palavras do cédigo.
e O numero M = |C| de palavras que compoem o c6digo.

e A distancia minima d.

Por causa disso, é comum empregar a seguinte terminologia.

Definicao 1.3.1. Um cdédigo g-drio de comprimento n, com M palavras e
distancia miénima d diz-se um (n,M,d)-cddigo.

Interesa-nos estabelecer quando dois cédigos tém os mesmos parametros.
Para isso, introduzimos a seguinte.

Definigao 1.3.2. Sejam A um conjunto finito e n um inteiro positivo. Uma
fungdo ¢ : A" — A™ diz-se um isometria de Hamming ou, brevemente, uma
isometria de A™ se preserva a distancia de Hamming em A"; i.e., se:

d(@(x)v 90(}’)) = d(X7 y)a VX, y € A",

Como d(x,y) = 0 se e somente se x = y é ficil ver que uma isometria
é, necessariamente, uma fungao injetora. Ainda, como o conjunto A" é finito,
segue imediatamente que ela tambem é sobrejetora. Logo, toda isometria de A™
€ uma funcao bijetora.

A proxima proposigao segue diretamente da prépria definigao.

Proposigao 1.3.3.
(i)PA funcao identidade é uma isometria.
(i) A inversa de uma isometria é uma isometria.
(731) A composicdo de duas de isometrias € também uma isometria.

Conseqiientemente, se C C A™ é um cédigo e ¢ : A™ — a™ é uma isometria,
temos que |C| = |¢(C)| e, claramente, ambos conjuntos tém a mesma distancia
minima, logo ambos cédigos tém os mesmos parametros. Esta observagao jus-
tifica nossa proxima definicao.

Defini¢ao 1.3.4. Dados dois cddigos C e C' em A™ diz-se que C é equivalente
a C' se existe uma isometria ¢ : A™ — A" tal que ¢(C) = p(C').

Para indicar que C é equivalente a C’ escreveremos C = C’.

Usando a Proposigao 1.3.3, o leitor podera verificar facilmente que esta é, de
fato, uma relacao de equivaléncia; isto é, que verifica as seguintes propriedades:

(i) (Reflexiva) C = C para todo cddigo C C A™.
(i4) (Simétrica) Se C =2 C’ enta C’' = C.
(##i) (Transitiva) Se C =2 C" e ¢’ =2 C" entéo C = C".
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Note, porém, que existem codigos com o0s mesmos parametros que nao sao

equivalentes (veja o exercicio 2).

Exemplo 1.3.5.

Seja m uma permutag¢do do conjunto de inteiros {1,2,...,n}, isto é, uma
fungao bijetora deste conjunto em si mesmo. Entdo a funcdo ¢, : A" — A"
dada por

QDﬂ—(al, az, ..., an) = (aﬂ(l)vaw(Q)v R a'Tr(n))

é uma isometria. Deixamos a demonstragao a cargo do leitor.
Exemplo 1.3.6.

Seja f : A — A uma bijecao de A. Fixado um indice i, 1 <7 <n, definimos
uma funcao @5@2) : A" — A" por

(@1, @iy ean) — (a1,..., f(a;),...an).
E muito fécil verificar que esta funcao é uma isometria.

Usando a parte (zi7) da Proposicao 1.3.3 segue diretamente que, se F =
{f1,f2y.-.y fn} é uma familia de n isometrias de A", entdo a funcado
o : A" — A" dada por

((117(127 cee >an) = (fl(al)an(a2)7 .. 7fn(an))

também é uma isometria.

Pode-se demonstrar que toda isometria é de um dos dois tipos acima, ou uma
composicao de isometrias de esses tipos. Mais precisamente, vale o seguinte.

Teorema 1.3.7. Dada uma isometria ¢ : A" — A" existem uma permutac¢ao
m do conjunto {1,2,...,n} e bijecies f; : A — A, 1 <i <mn, tais que

Y =PrO0PF

onde F ={f1, fo,..., fn} € ©x € pF estao definidas como nos exemplos 1.5.5 e
1.8.6 respectivamente.

EXERCICIOS

1. Sejam A um conjunto finito e » um inteiro positivo. Dados dois elementos x e y
em A" mostrar que sempre existe uma isometria ¢ : A" — A" tal que p(x) =y.

2. Sejam C = {0000,0100,0101} e ¢’ = {0000,0010,0111} dois cédigos de Z3.
Mostrar que eles tém os mesmos parametros mas nao sao equivalentes.
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. Dado o alfabeto A = {0,1,2,3,4,5}, construir dois cédigos de A® equivalentes

ao cédigo C = {01234, 00222, 01354, 15522}.

. Sejam f e g isometrias de um conjunto finito A com n elementos e o e 7 per-

mutagoes de {1,2,...,n}. Sejam ainda i # j inteiros positivos, menores que n.
Com a notag@o dos Exemplo 1.3.5 e 1.3.6, provar que

(1) ¢o 0 @r = poon-
(i) (po)™" = @1
(ii)) ¢} 0wl = of,.
. -1 .
(iv) (@ﬁ”) =0,
() o 00l = o) o) sei £
(vi) poo <p§,i) = (p‘;“) 0 Y,

i o1
(vii) ¢ 0y =poop] @

. Provar que o cédigo bindrio C = {00100,00011,11111,11000} é equivalente ao

cédigo C' = {00000,01101,10110,11011}. (Sugestao: considere a bijegao f de
{0,1} diferente da identidade, a permutagdo o de {1,2,3,4,5} que intercAimbia
2 e 4 e fixa os outros elementos e aplique ¢, o @5,3)).

. Seja C = {012,120,201} C Z}. Provar que C é equivalente ao cédigo de repetigao

de comprimento 3 sobre Zs. (Sugestdo: procure bijegbes adequadas para usar
na segunda e terceira posicao).

. Seja C um (n,M,d)-cédigo sobre um alfabeto A = {a1,as,...,aq}. Provar que

C é equivalente a um c6digo que contém o elemento o = aa. . .a.
N——

n vezes

. Provar que o niimero de cédigos bindrios, contendo duas palavras, de compri-

mento n, nao equivalentes, é n.

. Provar ge todo (n,q,n)-cédigo g-ario é equivalente a um cédigo de repeticao.

Seja E™ o conjunto de todos os elementos de Z5 que tem um nimero par de
coordenadas iguais a 1. Provar que E™ é o subconjunto que resulta de extender
o cédigo formado por todas as palavras de Z;_l
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1.4 O problema principal da teoria de cédigos

Um dos objetivos importantes a se ter em conta ao desenhar um (n,M,d)-
c6digo é o de que ele seja de alta eficiéncia, no sentido de que o numero M de
palavras no cédigo seja relativamente grande, para poder transmitir bastante
informacao, e que tenha uma distancia minima d também relativamente grande,
para ter uma boa capacidade de corregao de erros. (O outro aspecto importante
a se ter en conta é possua um algoritmo de decodificacao razoavelmente simples
e rdpido).

Infelizmente, estes objetivos sao conflitantes entre si, pois ao aumentar o
nimero de palavras de um cédigo, naturalmente ird a diminuir a distancia
minima entre elas. A questao de achar valores satisfatérios para ambas é con-
hecida como o problema principal da teoria de cédigos.

H& varias formas de se olhar para a relagao entre os parametros de um
cédigo. Inicialmente, vamos imaginar n pré-fixado e estudar a relagao entre M
ed.

Note que, como as distancias sao sempre inteiros positivos, dentro de uma
bola de centro x de raio r estao contidas todas as esferas do mesmo centro cujos
raios sao inteiros menores o iguais a r. Logo, temos que:

Dado um ponto z, um outro ponto y estard a distancia r de x se diferir dele
em r posigoes. Digamos que escolhemos r posigoes fixas entre as que compoem
z. Como em cada uma destas posi¢oes podemos ter ¢ — 1 letras do alfabeto,
diferentes da letra correspondente em z, existem (¢ — 1)” palavras de A™ que
diferem de x nas r posigoes fixadas. Ainda, podemos escolher r posigoes en-
tre as n posicoes do elemento x de (TT‘) maneiras distintas. Portanto, existem
exatamente (7)(¢ — 1)" pontos na esfera S(z,r).

Podemos entao calcular o nimero de pontos na bola de centro x e raio r:

peni=Y (F)a-

t=0

Deste resultado segue imediatamente o seguinte

Corolario 1.4.1. Todas as esferas de raio r em A™ contém o mesmo niumero
de elementos.

O mesmo estilo de argumento utilzado na demonstracdo do Teorema 1.2.5
mostra que esferas com centro em pontos diferentes do cédigo C e raio K tem
intersecao vazia e, como

U B(x,k) C A"
zeC

segue que

Z|B(l‘,l€)| <q"

xzeC
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e, como trata-se de M esferas contendo igual niimero de pontos, temos:

M LZ: (?) (¢— 1)t] <q".

Estas observagoes permitem obter diretamente uma limitagao para o niimero
possivel de palavras num cédigo, dados seu comprimento e sua distancia minima.

Teorema 1.4.2. (Cota de Hamming) Dado um (n,M,d)-cédigo, tem-se que

mn

q
M= s o

Dado um cédigo C, uma situacgio ideal se da quando toda palavra de A™
pode ser decodificada a uma palavra de C; isto é, quando toda palavra de A"
pertence a uma unica esfera de raio k e centro em alguma palavra do cédigo.
Isto justifica a seguinte.

Definigdo 1.4.3. Um codigo C C A" com distancia minima d e capacidade
k= [(d—1)/2] diz-se perfeito se

U B(z, k) =A"

zeC
Da Cota de Hamming, resulta claro que vale a seguinte caracterizagao.

Proposicao 1.4.4. Um (n,M,d)-cédigo C € perfeito se e somente se tem-se que

M LZ:; <?> (¢— 1)t] =q".

A condigao acima é chamada de condi¢do de empacotamento de esferas Para
outra caracterizacao equivalente, veja o exercicio 4.

Vamos considerar agora o problema principal da teoria de cédigos desde
outro ponto de vista. Dado um alfabeto ¢g-drio A Vamos tentar achar o maior
c6digo con comprimento n e distancia minima d dados. Definimos o nimero:

Ag(n,d) = max{M | existe um (n,M,d)-cédigo em A"}
Defini¢ao 1.4.5. Um (n,M,d)-cédigo g-drio diz-se 6timo se M = A,(n,d).

Em outras palavras, um cédigo C em A™ é 6timo se é de tamanho maximo
entre os cddigos que tém distancia minima igual a d.

Infelizmente, sabe-se pouco sobre os valores de A,(n,d). Porém, é possivel
determinar limitagoes para estes valores.

Seja C um (n,M,d)-cédigo g-drio 6timo. Como C tem tamanho mdximo,
para cada elemento x € A™ deve existir pelo menos uma palavra c € C tal que
d(x,c) < d pois, em caso contrdrio, adicionando x a C ter-se-ia um
(n, M+1, d)-cédigo.

Consequentemente, todo elemento x € A™ pertence a pelo menos uma esfera
de centro em alguma palavra de C e raio d — 1. Logo, temos que

A" | Ble,d—1)

ceC
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0 que implica que
q" < Z |B(e,d — 1)].
ceC
Lembrando que todas as bolas do mesmo raio tem o mesmo numero de
elementos e que, como C ¢ étimo, temos que M = A,(n, d) tem-se imediatamente
0 seguinte.

Teorema 1.4.6. (Cota de Gilbert-Varshamov)
Dados n e d, vale a sequinte desigualdade.
qn
< A,(n,d).
d— n - q )
thol (’I")(q - 1)t

Ainda, como A4(n,d) é o nimero de elementos de um cédigo dado em A",
levando em consideragao a cota de Hamming, temos:

n n

a < AQ(n?d) S 1

M- sErtme-r

Podemos ainda obter outras limitagdes para A,(n,d).

Teorema 1.4.7. (Cota de Singleton)

Aq(n,d) < qn—d+1.

Demonstragdo. Seja C um (n, M, d)-cédigo 6timo; i.e., com M = A,(n,d).
Afirmamos que se c; e ¢y s@o duas palavras distintas de C, entdo as palavras
¢} e ¢ que resultam destas eliminando as tltimas d — 1 posigdes devem ser
também distintas. De fato, se ¢| = ¢}, entdo ¢; e ¢y podem diferir apenas em
posicoes que se encontram entre as d — 1 que foram suprimidas. Isto significaria
que d(cq,c2) < d— 1, uma contradigao.

Seja C' o codigo de comprimento n —d+ 1 que resulta de C encurtando todas
suas palavras pela eliminagdo das ultimas d — 1 posi¢oes. O argumento acima
mostra que |[C’'| = |C|. Como C' C A"~ temos imediatamente que

Agy(n,d) = |C] < a4

Exemplo 1.4.8.

Vamos avaliar o nimero A4,(4,3). Para um cédigo com distdncia minima 3

a capacidade é
3—-1 1
e _— =
2

Utilizando a cota de Hamming, vem que

q* q*

G- 1°0+4(g—1) 4¢-3

Aq (47 3) S

Por outro lado, a cota de Singleton nos da:



14

CAPITULO 1. INTRODUCAO

Aq(4,3) < 7.

E fécil ver que se ¢ > 4, a cota de Singleton da uma limitacao bem melhor
que a cota de Hamming.

EXERCICIOS

10.

. Prove que todo cédigo de repeti¢do bindrio de comprimento impar é perfeito.

Prove que os c6digos que contém uma tnica palavra ou os cédigos iguais a todo
A" sdo perfeitos. Estes s@o chamados os cédigos perfeitos triviais.

. Calcule os parametros do cédigo de Hamming introduzido na sec¢éo §1.2 e mostre

que é perfeito.

Seja C um cédigo com capacidade . Diz-se que um inteiro positivo r é admissivel
para C se as esferas de centro em cada eleemnto de C e raio r sao dois a dois
disjuntas. Prove que

r =max{r € Z | r é admissivel }.
(Por causa disso, r chama-se também o raio de empacotamento do cédigo).

Chama-se raio de recobrimento de um cédigo C C A" ao menor inteiro
positivo r tal que

U Ble,r) =A™

ceC
Prove que C é perfeito se e somente se o seu raio de empacotamento é igual ao
seu raio de recobrimento.

. Provar que

(i) Aq(n,d) < q", para todo inteiro positivo d < n.
(i) Aq(n,1) =q"
(i) Aq(n,n) =q.

IN

Provar que A4(n,d) < gAq(n — 1,d) para todo n > 2 e todo inteiro positivo

d <n.
Mostrar que A2(3,2) = 8.

Mostrar que A2(6,5) = A2(7,5) = 2.

. Prove que, se d < d’ entdao Aq(n,d) > An(n,d).

Provar que, se d é um inteiro positivo impar, entao A2(n+ 1,d + 1) = A2(n,d)
e que, se d é par, entdo Az(n,d) = Az(n—1,d —1).
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Cddigos lineares

Nesta se¢ao, vamos construir um cédigo binario de comprimento 6 de modo
que as trés primeiras componentes c1, co, c3 de cada palavra sejam de informagao
e vamos adicionar trés outros digitos de redundancia. Para isso usaremos o
fato de que, em Zo = {0,1} existe uma operacao de soma: a soma mddulo 2.
Definimos entao os digitos de redundancia de acordo com a seguinte regra:

4 = 1+
c; = C1+c3 (1)
cg = C2+cC3

Usando a notagao vetorial para as palavras do cddigo, podemos dizer que
elas sao da forma

c=(c1,c2,03,01 + ca,01 + ¢3,C0 + C3).

Podemos descrever o processo que transforma a informagao na palavra c do
c6digo, usando notacao matricial:

1 0 0 1 0
(01702703) 01 0 0 1 = (Cl, Cy, C3, C1 +C2, €1 +C3, Co +03>.
0 0 1 1 1

O~ =

Desta forma, quando (c1, ca, c3) percorre todos os elementos de Z3, as res pec-
tivas imagens produzem todas as palavras do cédigo. Por este motivo, costuma-
se chamar a matriz acima de matriz geradora do cddigo.

Ainda, podemos re-escrever o sistema (1) na forma:

01+CQ+C4
c1+c3+c5 =

Cco+c3+cg =

o que significa que um vetor y = (y1,y2,y3, ¥a, ¥s, Ys) € Z$ estd no cédigo se e
somente se

15
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1 1 0

1 0 1

0 1 1
(y17y27y37y47y57y6) 1 0 0 = (0,0,0)

01 0

0 0 1

Desta forma, temos um critério simples para decidir se um dado vetor rece-
bido pertence, ou nao, ao cédigo. Por causa disso, a matriz acima diz-se uma
matriz de verificagao do cédigo.

Como veremos adiante, este exemplo ilustra, de fato, uma situacao geral.

2.1 Conceitos basicos

Para construir cédigos de uma maneira eficiente e poder elaborar alguma
teoria, resulta natural introduzir mais “estrutura algébrica”. Inspirados no ex-
emplo anterior faremos o seguinte:

e Tomaremos como alfabeto A um corpo finito com ¢ elementos, que deno-
taremos por F.

e Neste caso, o espago ambiente, o conjunto F™ tem, de forma natural, uma
estrutura de espago vetorial de dimensao n sobre F.

e Tomaremos entao como codigos, nao subconjuntos quaisquer de F”, mas
apenas subespacos de F", de dimensao m < n.

Se a dimenséo de C é m, e |F| = ¢, segue facilmente que o nimero de palavras
de C é M = q. Neste caso, ao descrever o codigo, em vez de citar o nimero de
palavras que ele contém vamos apenas citar sua dimensao.

Definicao 2.1.1. Um cddigo C nas condi¢oes acima diz-se um (n,m)-cédigo
lineal sobre F e, se sua distancia minima d é conhecida, entdo ele diz-se também
um (n,m,d)-cdédigo linear.

Uma primeira vantagem dos cédigos lineares é aparente quando queremos
calcular sua distancia minima. Como um cédigo linear C é um subespaco veto-
rial, se denotamos por 0 o elemento neutro da soma no espaco vetorial, temos
que 0 € C. Podemos entdo introduzir a seguinte.

Definigao 2.1.2. Dado um elemento x num cddigo linear C, chama-se peso
de x ao miumero:

w(x) = d(x,0).
e chama-se peso do cddigo C ao nimero

w(C) = min{w(x) | x € C,x # 0}.
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Note que, dados x = (z1,Za,...,2,),y = (Y1,Y2,--.,Yn) € C temos:
dix,y) = Hilzi#y,1<i<n}=[{i|lzi—y#0,1<i<n}
= dx-y,0)=w(x-y).

Esta observagao mostra que toda distancia entre elementos do cédigo C é também
o peso de algum elemento. Conseqiientemente, temos que

(2.1)

d(C) = w(C).

Note que, para conhecer a distancia minima de um cédigo com M palavras
precisamos, teoricamente, avaliar (1\24 ) = M(M — 1)/2 distancias, em quanto
que, para conhecer seu peso, precisamos apenas avaliar M — 1 distancias (de
cada um dos M — 1 elementos néo nulos ao elemento 0).
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Exemplo 2.1.3.

O conjunto C = {0000,1011,0110,1101} é um subespaco vetorial de Z3. O
conjunto
B = {1011,1101}

é uma base de C.
Temos que:

w(1011) =3,  w(0110) =2,  w(1101) = 3,

portanto a distdncia minima de C é 2 e trata-se de um (4,2,2)-cédigo.

Vamos formalizar agora as idéias desenvolvidas no exemplo da secao anterior.
Suponhamos que desejamos enviar mensagens com k digitos de informagao e
n — k digitos de redundéancia. Podemos considerar que o vetor de informacdo é
um elemento do espaco vetorial F¥ e que o vetor ja codificado, é um elemento
do F™. Nosso cédigo serd entao um subespaco C C F™ de dimensao k.

Se {e1,...,ex} é a base candnica de de F¥ e {cy,...,c,} é uma base de C, a
fungao linear

v: FF — 7 tal que v(e;) =¢, 1<i<k

é bijetora e Im(v) =C.

Esta aplicacao pode ser visualizada no seguinte diagrama:
Fk AN F»
vk
FF = Im(v)=C
Vamos determinar a matriz G que representa a transformagcao linear v nas

bases canonicas de F*¥ e F™ respectivamente.!

Para isso, escrevemos os elementos da base de C na da base candnica de F”,
que denotaremos por B = {f1,..., fn}:

cr = bufi +bafo +...+buifn
c2 = biafi + baafo +.. .+ bpafn

cr = bigfi + barfo + ...+ burfn
onde os coeficientes b;; sao elementos de IF .

Entao a matriz procurada é:

bir bar - br

bia baz - bro
G= . )

bln b2n e bkn

IN6s vamos descrever a funcéo linear como uma multiplicacio ¢ direita pela matriz G, tal
como é usual nos textos de teoria de cédigos. Desta forma, a matriz que obteremos serd a
transposta daquela que é normalmente apresentada nos cursos de Algebra Linear.
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Note que cada linha da matriz G corresponde a um vetor que pertence ao
cédigo C, ou seja, pode-se dizer que C é o subespago de F™ gerado pelas linhas
da matriz G (que formam, na realidade, uma base de C). Os elementos de C sdo
entdo todos as vetores y € F” da forma .G =y, V = € F*.

Definicao 2.1.4. Uma matriz G € M, «x(F) cujas linhas formam uma base
para C diz-se uma matriz de codificagao de C.

Note que, para cada escolha de uma base para C obtemos uma matriz de
codificagao G diferente, de modo que esta matriz nao é unica.

Exemplo 2.1.5.

Seja F o corpo finito com dois elementos. Considere a transformacao linear
injetora
v: T3 — [°
(x1,22,23) = (21,73, 71 + T2, Tg + 73, T2)

Seja C = Im(v).

Sejam {eq, ez, e3} a base canénica de F2 e {f1, f2, f3, f1, f5} a base canonica
de F°.

Vamos encontrar uma matriz G que representa a transformacao linear v.

Assim,

V(el) = (1707 1707
v(ea) (0,0,1,1,
v(es) = (0,1,0,1

) = 1fi+0fo+1f3+0f1+0f5
) 0ft +0fo+1fs+1fs+1f5
) Ofi +1fa+0fs+1fs+0fs5

Portanto, uma matriz de codificagao G ¢é da forma

I
oo
Il

A

O = =
== O
O = O

10
G=100
0 1

Exemplo 2.1.6.

Seja novamente ' o corpo finito com dois elementos. Considere o cédigo
linear binario C C F® definido pela transformacdo linear injetora

v: I3 — 5
(I17x27x3) [— ([131,,152756371'1 +J:3,1'1 +x2)

Sejam {e1, ez, e3} a base canénica de F2 e {f1, f2, f3, f1, f5} a base canonica
de F5.

Vamos encontrar uma matriz G que representa a transformacao linear v.

Assim,

vier) = (1,
v(ea)

(
v(es) =

) = 1fi+0fo+0fs3+1fs+1fs
0ft +1fa +0f3+0fsy +1fs
0ft1 +0fs +1f3+1f4+0f5

oo
=i
e L
HP“H
I
S—
|

—~
~
|
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Portanto, uma matriz de codificacdo G é da forma
1 0 0 1 1
G=101001
001 10

Seja v € C. Observe que as trés primeiras coordenadas sao os digitos de
informagao logo, neste cédigo, é muito fécil ler a informagao enviada: por ex-
emplo, se recebemos a palavra (10101), entdo a mensagem enviada foi (101).

Matrizes de codificagao com a forma apresentada no exemplo acima recebe
um nome especial na teoria dos cédigos.

Definigao 2.1.7. Diz-se que uma matriz de codificacio G de um codigo C estd
na forma padrao se ela € da forma G = (I, A), onde Ij; € a matriz identidade
de Mk(F) eAce€ M(nfk)xk(F)-

Note que dado o c6digo linear C, como ele é um subespago de F"*de dimensao
k, pode-se determinar uma funcio linear sobrejetora 7 : F* — F*~F tal que
Ker(m) = C, por exemplo como descrevemos a seguir.

Dada uma base {ci, ..., ¢} de C, ela pode ser extendida a uma base {c1, ..., Ck, V1, ..., Vn—k}
de F™.
Dado um vetor v € F™ele pode ser escrito na forma

v=A1c1 + -+ Mgl + App1v1 -+ ApUn—g

onde \; e F,1<i<n.

Definimos entdo 7 : F* — F*~* por
v = >‘k+1vl + A+ ApUnk
e é facil verificar que Ker(m) = C.

Podemos representar esta fungdo no seguinte diagrama:

s

F» T Fn—k

Ker(m)=C — 0

Denotaremos por H = (hi;)i j € My (n—p)(F) a matriz de posto (n—k) que
representa a transformacio linear 7 nas bases canonicas de F7e F"~F.

Como Ker(m) = C temos que o c6digo linear C é, precisamente, o conjunto
de todas as palavras x € F" tais que z.H = 0, de modo que multiplicar pela
matriz H é uma forma de decidir se um dado vetor pertence, ou nao, ao cédigo

C.
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Definicao 2.1.8. A matriz H construida acima diz-se uma matriz de veri-
ficacao do codigo linear C.

Exemplo 2.1.9.

Seja F o corpo finito com dois elementos. Considere a transformacao linear
sobrejetora
T I3 — TF?

(x1,22,23) +—— (21 + 22,23)

cujo nicleo é C = Ker(m) = {(z1,21,0) | 1 € F}.

Agora, considere as bases canonicas {ey, e, e3} e {f1, f2}, de F3 e F? respec-
tivamente.

Vamos achar a matriz H que representa a transformagao linear m nessas
bases.

Temos que

m(100) 1f1 +0f2
m(ez) = m(010) = 1f1 +0fs
7(001) = Of +1f

3

~—~
o
A

=
|

3
—~
o

w
=
|

Portanto, a matriz é:
1 0
H = 1 0
0 1

Dado um vetor qualquer y € F2, para verificarmos se ele pertence ao cédigo
C, precisamos verificar se a condicao y.H = 0 é satisfeita.

Dados y = (1,1,1) e z = (1,1,0) € F3, como
yH=(0,1) e z.H=(0,0)

temos que y ¢ C e z € C.

A matriz de verificacdo de um cédigo contém informagodes que permitem
determinar o peso do mesmo. como veremos a seguir.

Lema 2.1.10. Seja H uma matriz de verificacao de um cddigo C. Se existe
v € C de peso w(v) = t entao existem t colunas de H que sao linearmente
dependentes.

Demonstragao. Seja y = (y1,¥2,...,Yn) € C um vetor de peso t e sejam
L1,ls,...L, as linhas de H. Como y € C e H é uma matriz de verificagao de
C, temos que

Ly
Ly
0=yH = (y1,y2,---,¥n) | | =v1Ll1i+y2lo+-- +ynLy.

Ly,

Como hé exatamente t coeficientes nao nulos na equagao acima, isso significa
que as t linhas correspondentes sao linearmente dependentes. O
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Lema 2.1.11. Seja H uma matriz de verificagao de um cédigo C. Se existem
t colunas de H que sdo linearmente dependentes, entio w(C) < t.

Demonstracao. Suponhamos que existem ¢ linhas L;,, L;,,...L;, de H
que sao linearmente dependentes. entao existem escalares yi,, Yi,, - - -, ¥i,, D8O
todos nulos, tais que

Yiy Liy + Yiy Liy + - +yi, Li, = 0.
Seja entao y € F™ o vetor que tem coordenada y;,; na posicao ij, 1 < j <t,
e coordenada igual a 0 nas outras posigoes. Entao y £ 0 e
yH = yi1Li1 + yizLiz +oeee yit,L’L't, =0.

Isto significa que y € C. Como no méaximo t coodenadas de y sao nao nulas,
temos que w(y) < ¢. Ainda
w(C) < w(y)

donde segue a tese. (Il

Dos dois lemas acima resulta imediatamente o seguinte.

Teorema 2.1.12. Seja H uma matriz de verificagdo de um cddigo C. Entao,
o peso de C € igual a um inteiro d, se e somente se, qualquer conjunto de
d—1 linhas de H ¢ linearmente independentes e existem d linhas de H que sao
linearmente dependentes.

A cota de Singleton para um cédigo linear.

Mostramos, no Teorema 1.4.7 que o nimero maximo de palavras de um
codigo g-ario de comprimento n, com distancia minima d, é

Ag(n,d) < "=+,

Como ja observamos, se o cédigo em questao é linear, de dimensao m, entao
o namero de palavras no cédigo é M = ¢™. Portanto, temos que

qm < qnfdJrl

donde
m<n-—d+1.

Assim, obtemos uma cota para o valor da dimensao de um cédigo, dado o
comprimento e a distancia minima.

Definigao 2.1.13. labelmds Um cédigo diz-se separdavel pela distancia
maxima ou um cédigo MDS? se vale a igualdade

m=n—d+1.

2Do inglés: maximum distance separable.
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Exemplo 2.1.14.
Considere o c6digo da sec@o §3.1 que, como vimos, tem matriz de codificagao

1001 10

G=|01 0101
001 011
e matriz de verificacao
1 10
1 0 1
0 1 1
H= 1 00
010
0 0 1

Como estamos trabalhando sobre Fy, tem-se que duas linhas sao dependentes
se e somente se sdo iguais. Portanto, é imediato verificar que quaisquer duas
linhas de H sao independentes.

Por outro lado, é facil verificar que as trés primeiras linhas de H sao linear-
mente dependentes (pois a terceira é a soma das duas primeiras). Logo, pelo
Teorema 2.1.12 temos que a distancia minima de C é d = 3. Como n = 6 e
m=3temosquen—d+1=6—-3+1=4 > m, logo este nao é um cédigo
MDS.

Exemplo 2.1.15.

Considere agora o codigo C cuja matriz de codificagao é

1 00 1 1 0
01 0 1 01
G= 001 0 11
01 0 10 1
e matriz de verificagao
1 1 0 0
1 01 0
01 1 0
= 1 0 0 1
01 0 1
00 1 1

Novamente vemos que duas linhas de G sdo sempre linearmente indepen-
dentes e a terceira é soma das duas primeiras donde 6 peso deste codigo é d = 3.
Claramente n = 6 e m = 4. Entao temos: n—d+1=6—-3+1=4 =m.
Consequentemente, este é um codigo MDS.

EXERCICIOS
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. Dado um corpo finito F, considere o cédigo de repeticao:

C={aa...a |a€lF}
N——
n vezes

Provar que este é um cddigo linear, determinar seus parametros e exibir uma
matriz de codificagdo e uma matriz de veificacdo de C.

. Dado um corpo finito F, considere o cédigo de repeticao:

C={aiai...a1,...,ata¢...a¢ | a; € F,1 <i <t}
N——— N——
n vezes n vezes,

Provar que este é um cddigo linear, determinar seus parametros e exibir uma
matriz de codificagdo e uma matriz de veificacdo de C.

. Considere o cédigo binario de verificagdo de paridade:

n—1
C= {(01,02,...,cn) €]F§|cn—ch}.
i=1

Provar que este é um codigo linear, determinar seus parametros e exibir uma
matriz de codificagdo e uma matriz de veificacao de C.

. Seja V um espago vetorial de dimensdo n sobre um corpo F com ¢ elementos.

Provar que existem
11 ;
] @ —d)
T i=0
bases diferentes em V.

(Sugestéo: observe que, para construir uma base {b1,b2,...b,} de V, podemos
escolher como b1 qualquer vetor ndo nulo de V; ji b2 pode ser qualquer vetor
nao nulo de V' que nao seja um multiplo escalar de b1, etc.)

. Seja C um cédigo binario com matriz de verificagao

OO == ~=O
O = O = O
— O OO

Determinar todas as palavras de C.

. Seja C um cédigo binario com matriz de codificacao

G =

S O =
o = O
— o O
=)
— o
O ==

Determinar uma matriz de verificacao para C

. Seja C um cdédigo linear binario. Provar que a fun¢do w : C — F2 que a cada

palavra ¢ € C associa o seu peso w(c) € Fo é uma funcao linear.
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. Seja C; um (n1,m;, d;)-cédigo linear, com matriz geradora G; i = 1,2. Provar

que o cédigo com matriz geradora
Gi 0
0 G |’

é a soma direta dos cédigos C1 e C2, como definida no exercicio 13 do Capitulo
1 e, consequentemente, um (n1 + n2, m1 + ma, d)-cédigo, onde d = min(di, d2).

. Seja C um cédigo linear de F5. Se u = (u1,uz2,...,un) e v= ((v1,v2,...,0,)

sdo elementos de C, define-se a intersegao de ambos como o vetor u N v que
tem um coeficiente igual a 1 na posicao 7 se e somente se u; =v; = 1,1 <17 < n.
Provar que

(1) uNv = (u1v1, u2v2, ..., UnVy).
(1) wu+v) =w) +w(v) — 2w(u +v).
Seja C um cédigo linear bindrio. Provar que se C contém uma palavra de peso

impar, entdo metade das palavras de C tém peso impar e a outra metade tém
peso par.

Um cédigo expurgado de um cédigo C é qualquer cédigo C’ que se obtém a
partir de C simplesmente suprimindo alguma de suas palavras. Usar o exercicio
anterior para provar que se C é um (n.m.d)-cédigo linear bindrio que contém
uma palavra de peso impar, entdo o cédigo que se obtém expurgando de C todas
as palavras de peso fmpar é um (n,m — 1,d’')-cédigo, com d’ > d e que, se d é
fmpar, entdo d’ > d.

Seja C um cédigo linear bindrio. Provar que, se 1 = (1,1,,...,1) € C entao
C=C°equesel¢C entao CNC®=0.

Mostre que se uma matriz geradora de um (n.m)-cédigo linear estd na forma
G =[A| Imxm| € Mumxn, entédo a matriz

I

H = I(n—m_):l(tn—m)

onde A' indica a matriz transposta de A, é uma matriz de verificacio deste
codigo.

Seja C um cédigo bindrio, de comprimento n > 4 com matriz de verificagdo H.
Provar que, se as linhas de H sao diferentes duas a duas e todas elas tém peso
fmpar, entdo o peso de C é pelo menos igual a 4.

Seja C um cédigo linear com matriz geradora GG. Seja Gy a matriz que se obtém
a partir de G executando um numero finito de operagoes do seguinte tipo:

(a) (£1) Permutar duas linhas de G.
(b) (¢2) Multiplicar uma linha por um escalar ndo nulo.

(¢) (¢3) Somar duas linhas.
Provar que Gy é também uma matriz de codificagdo de C.

Seja C um cédigo linear com matriz geradora G. Seja (G1 a matriz que se obtém
a partir de G executando um ntimero finito de operagdes do tipo (£1), (¢1) e (41)
acima e também operagoes do seguinte tipo:

(a) (c1) Permutacao de duas colunas.
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(b) (c2) Multiplicagdo de uma coluna por um escalar ndo nulo.
Provar que G1 é uma matriz de codificagdo de um cédigo C1 equivalente a C.

Usar o exercicio anterior para mostrar que todo cédigo C é equivalente a um
codigo C1 que tem uma matriz geradora na forma padrao.

Seja G uma matriz de codificacdo de um cédigo linear C de dimensdo m sobre
um corpo F e seja A € M, (F) uma matriz inversivel. Provar que AG é também
uma matriz de codificagao de C.

Seja G uma matriz de codificagdo de um cédigo linear C de dimensdo m sobre
um corpo F e seja P € M, (F) uma matriz de permutacdo (i.e. uma matriz
que tem exatamente um coeficiente igual a 1 em cada linha e em cada coluna
e os demais coeficientes sdo todos iguais a 0). Provar que PG é uma matriz de
codificacdo de um codigo C’ equivalente a C.

Prove que um (g + 1, 7, q)-cédigo g-drio, com ¢ fmpar, é perfeito se e somente
se q + 3.

Mostre que todo c6digo linear com pardmetros (n,n,1), (n,1,n) ou (n,n—1,2)
é MDS (estes sdo chamados cddigos MDS triviais).

Prove que um cédigo C com matriz de verificaggo H é um cédigo MDS se e
somente se todo conjunto com n — m linhas de H é linearmente independente.
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2.2 Decodificagao

Chama-se decodificacdo ao procedimento de deteccao e correcdo de erros
num determinado cédigo. Suponhamos que um vetor x transmitido sofreu a
influéncia de um “ruido” e foi recebido como outro vetor .

Definigao 2.2.1. O vetor diferenca e entre um vetor recebido y e o vetor trans-
mitido © chama-se o vetor erro, isto €,

e =y — T

Note que o peso do vetor erro corresponde, precisamente, ao nimero de
erros ocorridos numa palavra recebida. E claro que, ao receber o vetor y, deve
se multiplicar pela matriz H para saber se ele contém, ou nao, erros.

Definigao 2.2.2. Seja C um (n, k)-cddigo linear, com matriz de teste H. Dado
um vetor y € F", o vetor
S(y) =y.H

€ chamada de sindrome de y.

Entao o vetor y recebido é efetivament uma palavra do cédigo se e somente
se o seu sindrome é o vetor nulo. Se y é um vetor recebido, com vetor de erro
e, tem-se que

yH=(x+e)H=xH+eH=ceH.

Assim, o vetor recebido e o vetor erro tém ambos o mesmo sindrome.

O préximo resultado é de verificacao imediata.

Lema 2.2.3. Dois vetores x e y de F™ tem a mesma sindrome se, e somente
se, ¢ € y+ C.

Definigao 2.2.4. O subconjunto y + C de F"chama-se a classe lateral de y
determinada por C.

Um vetor de peso minimo numa classe lateral diz-se um lider da classe.
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Exemplo 2.2.5.

Considere o (6, 3)-cédigo bindrio C cuja matriz de codificagao é

10 01 10
G = 01 0101
0 01 011

Entdo, Cé o seguinte subespaco de FS:

C = {000000, 100110, 010101, 001011, 011110, 101101, 110011, 111000}

e as classes laterais segundo C sdo:

000000 +C = {000000, 100110, 010101, 001011, 011110, 101101, 110011,
000001 +C = {000001, 100111, 010100, 001010, 011111, 101100, 110010
000010 +C = {000010, 100100, 010111, 001001, 011100, 101111, 110001,
000100 +C = {000100, 100010, 010001, 001111, 011010, 101001, 110111,
001000 +C = {001000, 101110, 011101, 000011, 010110, 100101, 111011,
010000 +C = {010000, 110110, 000101, 011011, 001110, 111101, 100011,
100000 +C = {100000, 000110, 110101, 101011, 111110, 001101, 010011,
000111 +C = {000111, 100001, 010010, 001100, 011001, 101010, 110100

Neste caso temos que:

000000 é o lider de C;

000001 é o lider de 000001+ C;

000010 é o lider de 000010+ C;

000100 ¢ o lider de 000100+ C;

001000 é o lider de 001000+ C;

010000 é o lide de 010000+ C;

100000 ¢ o lider de 100000+ C;

100001, 010010, 001100 sao lideres de 000111+ C.

O exemplo acima mostra que uma determinada classe lateral pode ter mais
de um lider. Porém, podem-se demonstrar os seguintes resultados.

Teorema 2.2.6. Seja C um codigo linear em F™ com distancia minima d. Se
um vetor x € F" € tal que w(z) < k entdo x € o tnico lider de sua classe.

Teorema 2.2.7. Seja C um cddigo linear em F™ com distincia minima d e
seja y € F". Entdo existe x € C tal que d(y,z) < Kk se, e somente se, existe
e €y +C tal que w(e) < k. E neste caso, e € o vetor erro e a palavra enviada

)

Ex=y—e.

Estes resultados permitem formular um algoritmo para determinar se uma
palavra recebida contém erros e, em caso afirmativo, efetuar a corregao corre-
spondente:

111000}
111001}
111010}
111100}
110000}
101000}
011000}
111111}
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Recebida uma palavra y, deve-se calcular seu sindrome S(y) = y.H.

Se S(y) = 0 entao a palavra recebida no contém erros. Se S(y) # 0 entao
a palavra y nao pertence ao codigo.

Neste ultimo caso, deve-se procurar a classe lateral de y determinada por
C e achar seu lider e.

O vetor enviado é x =y — e.

Exemplo 2.2.8.

Considereo codigo do Exemplo 2.2.5. Uma matriz de verificacao deste cédigo

SO R O
O R OO
_ O O = = O

Usando o Teorema 2.1.12 vemos que d = 3 e, portanto, k = 1.

Os vetores de peso menor ou igual a 1 com as suas respectivas sindromes
estao relacionados na tabela abaixo

lider sindrome
000000 000
000001 001
000010 010
000100 100
001000 011
010000 101
100000 110

Suponhamos que a foi recebida a palavra y = (010111).
Calculamos: y.H = (010).

Verificamos entéao que e = (000010) e a palavra enviada é, portanto:

x=y — e = (010101).

EXERCICIOS
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. Seja Co cédigo linear bindrio gerado pelos vetores

{10001, 01010, 00100, 101010}.

Determine uma matriz de verificacio para C’, as classes laterais de C em F3 ¢ a
tabela de sindromes correspondente.

. Idem, para o cédigo C de Fs gerado pelos vetores

{1010, 0101}

. Seja C o c6digo linear que tem por matriz de verificacdo a matriz

1 0 0
01 0
0 0 1
H= 1 1 0
0 1 1
1 0 1

(7) Determinar sua distancia minima, sua capacidade, os sindromes e os respec-
tivos lideres.

(i1) Se as palavras u = 100011 e v = 111111 foram recebidas, quais foram as
palavras enviadas?

. Seja C um cédigo com matriz de codificagao

110 1
(;"{ 0100 }'

(7) Determinar os parametros de C e uma matriz de verificagdo.
(it) Achar as classes laterais de C e seus respectivos lideres.

(#i7) Decodificar a palavra y = 1110.

. Achar a dimenséao e distadncia minima do cédigo com matriz de codificagao

11 0 1 0
0 1 0

Determinar as classes laterais deste c6digo, os respectivos lideres e decodificar
as palavras y; = 11111 e yo = 10000.

. Considere o cédigo bindrio C com matriz de codificacao

0

Q
I
O O = =

1
0
1
1
0

== 0O = O
= o~ OO
oo oo o
o= O OO
= o O oo
[eNeNeN -

0
1
0
0

(7) Determinar a dimenséo de C.
(i1) Achar uma matriz de verificagdo para C e calcular o peso deste cédigo.

(#i7) Determine o nimero de classes de C e os sindromes correspondentes.

. Seja C um cédigo linear com peso d par. Mostrar que existe alguma classe lateral

de C que contém dois vetores de peso

|52
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2.3 O dual de um cdédigo linear

Dado um corpo F, no espaco vetorial F" pode-se definir um produto in-
terno de forma natural:
Dados dois vetores x = (21, Z2,...,2,) €y = (Y1,Y2, - - -, Yn) definimos:

Xy =2Z1y1 +T2Y2 + -+ TpYn.

ou, considerandoambos vetores como matrizes-linha, também podemos escre-
ver

X y=x-y'
onde y! indica a transposta de y; isto -e, y escrito como vetor-coluna.

O leitor poderda demonstrar, sem dificuldade, que o produto interno assim
definido tem propriedades similares as do produto interno de espacos vetoriais
sobre os reais, que ele provavelmente conhece dos cursos de algebra linaer, que
enunciamos a seguir.

Proposicao 2.3.1. Sejam F um corpo, sejam x,y e z vetores de F* e X um
escalar de F. Entdo, valem as sequintes propriedades:

() (x+y) z=x-z+y- x.

(i) x-(y+z)=x-y+x-z.

(@1) (Ax) -y =x-(Ay) = A(x-y).

(iv) x - y=y-x%.

(v) x-y =0, para todo x € V, se e somente se y = 0.

(v) x-y =0, para todoy € V, se e somente se x = 0.

H&, porém, uma diferenca notavel. No caso do produto interno sobre os
reais tem-se que x - X = 0 se e somente se x = 0. Isto nao é necessariamente
verdadeiro no caso de corpos arbitrarios. Considere, por exempo, o vetor x =
(1,0,,1,1,0,1) € FS. Neste caso, temos que

X-x=14+141+1=0 em F5.

Definicao 2.3.2. Seja C um (n,k)-cédigo linear q-drio. O conjunto
Ct={ucF}|u-v=0VvveCh
diz-se o cédigo dual do cddigo C.

Teorema 2.3.3. Se G € uma matriz geradora de um cddigo linear C sobre um
corpo F, entdo a matriz transposta Gt é uma matriz de verificacdo para o cédigo
dual C*+.

Demonstragao.
Se C é um (n,m)-c6digo e G € My, xn(F) é a matriz geradora de C, entéo
posto(G)=m e
C={xG|xeFm"}.

Entdo, um vetor y pertence a Ct se e somente se xG -y’ = 0 para todo
x € F™ ou, equivalentemente, se e sé se

0=y -G'x=yG"' x paratodo x € F™.
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Comforme observado na parte (v) da Proposigap 2.3.1, isto implicqa que
yGt = 0. Assim y € C* se e somente se yGY = 0 donde G! é uma matriz de
verificacdo para C. O

O leitor deve lembrar que, no caso de espagos vetoriais sobre o corpo dos
niimeros reais, para um subespaco C de R™ vale que CNC+ = {0} e C®CL = R™.
ainda, desta tltima equacao resulta que, se dim(C) = m entdo dim(C*) = n—m.
Nosso proximo exemplo mostrara que duas equagaoes acima nao valem no caso
dos corpos finitos.

Exemplo 2.3.4.

Congidere o conjunto C = {0000, 1111} que é, claramente, um subespago
de F3. E facil provar diretamente que se y € C* entdo, em particular deve ser
y - (1111) = 0 donde

¢+ = {0000, 1111, 1010, 0101, 1001, 0110]).
consequentemente
CNCt=C#{0} e Cpct=Cct+T;.
Porém, ainda ainda vale o calculo da dimensao.

Proposigao 2.3.5. Seja F um corpo finito e seja C um subespago de dimensdo
m de F". Entao
dim(Ct) =n —m.

Demonstragao. Note que, se G é uma matriz geradora de C entéo posto(G)=m,
donde posto(G*)=m. Pelo Teorema 2.3.3, G* é a matriz de verificacdo de C*;
logo

dim(C*) = n — posto(G) =n —m

O
Corolario 2.3.6. Se C € um cddigo linear, entdo
ctt=c.
Demonstragao. Das préprias definices, segue que C C C+*. Ainda,
dim(C*) =n— (n —m) =m.
donde segue a tese. O

Seja C um cédigo linear com matriz geradora G e seja H; uma matriz
geradora de Ct. Como G! é uma matriz de verificacio para C+ temos que
H,G' =0, o que implica que GH? = 0.

Ainda, como posto(H}) = posto(H;) = dim(Ct)=n — m, temos que H} é
uma matriz de verificagao para C.

Definicao 2.3.7. Uma matriz geradora do cddigo C+ chama-se uma
matriz de teste de paridade para o cddigo C.
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Note que, conforme nossas definicbes, uma matriz de verificagdo é sempre
a transposta de uma matriz de teste de paridade. Muitos livros utilizam esta
idéia para falar em deteccao e correcao de erros e, consequentemente, os resul-
tados que obtivemos neste capitulo aparecem trocando linhas por colunas. Em
particular, o Teorema 2.1.12 aparece na seguinte forma.

Teorema 2.3.8. Seja H wma matriz de teste de paridade de um codigo C.
Entao, o peso de C € igual a um inteiro d, se e somente se, qualquer conjunto
de d — 1 colunas de H ¢ linearmente independentes e existem d colunas de H
que sao linearmente dependentes.

EXERCICIOS

1. Provar diretamente, a partir das defini¢Ges correspondentes, que si C é um cédigo
linear, entdo C* é um subespaco.

2. Prove que, se C; e C2 sdo dois cédigos de um mesmo espago vetorial, entao

(Cr+C)t =Cines.

3. Prove que H é uma matriz de verificagdo de um cédigo linear C, se e somente
se H' é uma matriz geradora do cédigo C*.

4. Provar que, se H é uma matriz de verificacdo para um cédigo linear C, entdo H*
é uma matriz geradora para o cédigo C*.

5. Mostrar que o cédigo bindrio
¢ = {0000, 1100, 0011, 1111}.

é um (4, 2)-cédigo linear e calcular dua distdncia minima. Achar uma matriz
geradora e uma matriz de verificacio para C e também para C*-.

6. Prove que o cédigo C do Exemplo 2.3.4 é auto-ortogonal e o cédigo C* é auto-
dual.

7. Seja C um cédigo de F* de dimensao m. Provar que
(7) Se C é auto-ortogonal, entao m < n/2.

(74) Se C é auto-ortogonal, entdo m = n/2.

8. Seja C um c6digo binario. Prove que:

(i) C é auto-ortogonal se e somente se as linhas de uma matriz geradora sao
otogonais duas a duas e o peso de cada uma delas é multiplo de 2.

(43) Se C é auto-ortogonal, entdo todo vetor de C tem peso par. (Sugestéo: utilice
inducao e o exercicio 9).

(747) Se as linhas de uma matriz geradora de C sao otogonais duas a duas e o
peso de cada uma delas é miltiplo de 4, entdo C é auto-ortogonal e todos os
vetores de C tém peso mj;ultiplo de 4.
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Provar que, se C é un cédigo bindrio auto-dual, entao:
(¢) O vetor 1 = 1111---1 pertence a C.

(#t) Se existe algim vetor de C cujo peso ndo é multiplo de 4, entdo metade dos
vetores de C tem peso que é multiplo de 4 e os da outra metade tem peso que
nao é multiplo de 4.

(3) Provar que se um cédigo terndrio C é auto-ortogonal, entao todos os vetores
de C tem peso divisivel por 3.

(31) Dar um exemplo de um cddigo auto-ortogonal sobre Fs que contém vetores
com peso que nao ¢ multiplo de 5.

Provar que o cédigo C com matriz geradora

o o
= O
—_ o R
— ==
—_ oo
_ o O O
e =)
_ o = O

é um cédigo auto-dual.
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