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Prefacio

Recentemente, o fluxo de Ricci revelou-se extremamente eficaz na solu¢do de alguns
dos problemas mais importantes em Topologia e Geometria Diferencial, entre os quais
citamos a famosa Conjectura de Poincaré [16] e o Teorema da Esfera Diferencidvel [3].
Este fluxo € certamente o mais honorédvel representante de uma extensa galeria de fluxos
geométricos, procedimentos que consistem em deformar ao longo do tempo objetos mate-
maticos (métricas Riemannianas, conexdes em fibrados, aplicacdes entre variedades, etc.)
a fim de torné-los cada vez mais homogéneos.

Que este processo de homogeneizacdo (ou difusdo) ao longo do fluxo seja esperado
deve-se ao fato que em geral o termo de segunda ordem de fluxos de origem geométrica
coincide, ap0Os escolha apropriada de coordenadas, com o Laplaciano. Assim, descon-
siderando termos de ordem inferior na varidvel espacial, o fluxo é governado pela equagdo
do calor, que sabidamente possui propriedades de difusdo excepcionais. Isto ndo somente
permite aplicar os teoremas usuais de existéncia e unicidade para tais sistemas, o que im-
plica em particular que, dadas condic¢des iniciais adequadas, o fluxo existe pelo menos
localmente no tempo, mas também sugere que o processo de difusdo acima mencionado
tem boas chances de funcionar no longo prazo. Infelizmente, porém, os termos espaci-
ais de menor ordem atuam ao longo do fluxo como elementos de reacdo que eventual-
mente contribuem para atrapalhar o processo de difusdo. De fato, uma boa compreensao
do processo de formacgdo de singularidades e do comportamento assintético de fluxos
geométricos depende essencialmente da interagdo entre os fatores de difusdo e reagao.

Ainda que esta ndo seja a regra, entre os fluxos geométricos mais utilizados € co-
mum que os termos de reacao provoquem a existéncia de singularidades, o que complica
sobremaneira a andlise e torna indispensdvel o preciso entendimento qualitativo do fluxo
imediatamente antes do regime singular acontecer. Neste contexto, duas sdo as ferra-
mentas matemadticas que permitem esclarecer esse entendimento: estimativas apriori e
quantidades mondétonas. No primeiro caso, busca-se controlar, uniformemente no tempo,
as sucessivas derivadas das quantidades associadas ao fluxo, de modo a garantir sua regu-
laridade e consequentemente evitar o aparecimento de singularidades. Caso o fluxo seja
eterno (ou seja, definido para todo o tempo), quantidades mondtonas, em geral de na-
tureza integral, sdo usadas para caracterizar o comportamento assint6tico. Por outro lado,
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se singularidades desenvolvem em tempo finito, executa-se um processo de normalizagcdao
do fluxo neste momento, de modo a tornd-lo eterno, e entdo as quantidades monétonas
tém novamente um papel importante a desempenhar. A este respeito vale salientar que
as principais contribuicdes de G. Perelman ao fluxo de Ricci correspondem a exibicao de
quantidades mondétonas até entdo estranhas aos especialistas.

Embora a discussao acima evidencie que as estratégias habitualmente utilizadas na
andlise de fluxos geométricos podem ser facilmente enumeradas, resulta ser extrema-
mente penoso para alunos de graduacdo e pos-graduagdo apreciar a eficiéncia destes
métodos, visto que a apresentacdo destes topicos em geral requer o dominio de pré-
requisitos situados muito além da formacio matematica neste nivel. E possivel, porém,
ilustrar as idéias essenciais na investigacdo de fluxo geométricos através da escolha ju-
diciosa de exemplos que a um sé tempo sejam elementares o suficiente para admitir
descricdo com um minimo de pré-requisitos e sofisticados o bastante para gerar dificul-
dades que somente podem ser contornadas pelo uso dos dispositivos analiticos acima
mencionados. O propdsito deste mini-curso € precisamente fornecer uma dissertacio da
teoria de fluxos geométricos que privilegia a exposi¢ao dos métodos correntes de andlise
destes fluxos num contexto em que os pré-requisitos sao reduzidos ao minimo necessario.

O mini-curso cobrird dois exemplos de fluxos geométricos, a saber, aplicagcdes
harmonicas entre circulos (Capitulo 4) e evolucdo de curvas planas pela curvatura (Ca-
pitulo 5), de modo que o famigerado ‘tensor de curvatura Riemanniano’ nunca dard o
ar de sua graca. Apesar de admitir uma descricio em termos de objetos matematicos
elementares (funcdes definidas no circulo unitario) estes fluxos sdo ‘ndo-lineares’ o su-
ficiente para ostentar os fendomenos que requerem o uso de esquemas sofisticados para
sua andlise (estimativas apriori, interpolacdo, quantidades monétonas, etc.). Ainda assim,
as nao-linearidades sao maledveis o bastante para permitir uma caracterizacao satisfatoria
de seu comportamento assintotico. Estes exemplos serdo precedidos pela consideracao do
caso linear (a equagdo do calor para fungdes definidas no circulo, descrita no Capitulo 1),
que pode ser completamente elucidado por meio de séries de Fourier, e de um exemplo
semi-linear (Capitulo 3) que corresponde a uma perturbacdo de ordem zero do caso linear.
Incluimos ainda quatro apéndices que em geral abordam tépicos de natureza mais técnica.

E importante ressaltar que o presente texto nio tém a aspiragio de detalhar a teoria
de regularidade de equacoes parabdlicas, ingrediente crucial na teoria dos fluxos geo-
métricos. Na verdade, apenas descrevemos, sem demonstracdes, os resultados centrais
desta teoria (as estimativas de De Georgi-Nash e Schauder) e esta linha de acdo na ver-
dade reflete a filosofia que permeia o curso: € possivel entender os métodos de andlise
de fluxos geométricos sem necessariamente apreender os detalhes técnicos da teoria de
regularidade, uma vez que este contetido pode ser perfeita e precisamente enunciado com
exclusiva referéncia a alguns poucos espacos funcionais de féacil assimilacao pelo ini-
ciante (para ser honesto, este € o lixo que varremos para debaixo do tapete!). Em suma, o
texto propde nao somente divulgar a teoria de fluxos geométricos por meio de exemplos
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inteligiveis aqueles com pouca formagdo técnica mas também apregoar aos iniciantes o
repertorio de ferramentas analiticas inprescindiveis na andlise matematica destes fluxos.

Finalmente, gostaria de agradecer os organizadores do I Coloquio de Matemaética
da Regido Nordeste pelo simpético convite para apresentar este mini-curso.

Levi Lopes de Lima

Fortaleza, janeiro de 2011.
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Capitulo 1

A equacao do calor no circulo

Desenvolvemos neste capitulo a teoria basica da equagdo do calor no circulo (tanto ho-
mogénea como ndo-homogénea), considerando em particular questdes relacionadas a
existéncia, unicidade e regularidade de solugdes.

1.1 Solucoes da equacao do calor via séries de Fourier

Seja R? o plano euclidiano, que identificaremos a C, o corpo dos nimeros complexos, da
maneira usual. A norma e o produto interno euclidianos serdo representados por | | e (, ),
respectivamente. Consideremos entdo o circulo unitério T = {(z,y) € R?; 2% +¢y* = 1}
equipado com a coordenada angular usual 6 € [0,27). Isto significa que identificamos
T ao intervalo [0, 27) através da aplicagdo 6 € [0,27) — ¢ € T. Assim, por abuso de
notagdo, sempre que for conveniente escreveremos 6 = ¢,

A versao homogénea da equacao do calorem T é
(11) Ut = Ugy-

A tarefa de encontrar solugdes u = u(t, #) para (1.1) deve ser pensada como um problema
de valor inicial (PVI), ou seja, f : T — R € fornecida de antemio e busca-se entdo, para
algum 7" > 0, uma fungdo u : (0,7) x T — C, satisfazendo (1.1) identicamente e
cumprindo

(1.2) limu(t,d) = f(0), 6 €T,

t—0

em algum sentido razodvel. Para enfatizar este ponto de vista, escreveremos o PVI na
forma

Uy = Upg
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Naturalmente, este problema tem uma interpretagao fisica bastante conhecida: f € a dis-
tribuicdo de calor inicial (temperatura) em T e resolver o PVI consiste em descrever como
esta distribuicao evolui com o passar do tempo.

Existe, porém, uma outra interpretacdo de (1.3), de carater geométrico, que expo-
mos a seguir. Seja entdo C'°(T) o espago das fungdes complexas, suaves e definidas em
T. Em C*°(T) define-se um produto interno por

(14) (f.9) = /f f.g€ C>(T).

/

:;Amwmw.

Dito isto, fixemos v € C(T) e seja ® : (—¢,¢) x T — C suave de tal modo que, se
u® . T — C, u®(0) = &(t,0),t € (—¢,¢), entdo u® = v. Diz-se entdo que ¢ é uma
variac¢do de v. Calculemos entdo a derivada da fun¢do

Mais ainda, a energia de f € C*°(T

te(—e€) — Eu?) eR,

que nada mais € que a energia calculada ao longo de . Tem-se
d t t
G = [ ufuar

(®) (t)
= / Uypg Ug do
T

:—/W%M
T
onde no tltimo passo usamos integra¢do por partes.! Deste modo,
(15 SEO]mo = ~(h, )
. —0=—(h,v
dt t=0 ;U006 ),
onde

h=u|,_g € C=(T)

é a funcdo variacional associada a .2 Assim, podemos sugestivamente reescrever (1.5)
como

veo = —(grad £)(v),

"Lembre que f : T — C pode ser considerada como uma fungio f : [0,27] — C que é periddica no
sentido que f(0) = f(27). Assim, os termos de fronteira na férmula de integracéo por parte desaparecem!

*Note que qualquer h € C°°(T) é a fungdo variacional de alguma variagio ® de v: basta definir
® =v +th.




1.1. SOLUCOES DA EQUACAO DO CALOR VIA SERIES DE FOURIER 5

onde o gradiente é (formalmente!) calculado em relacdo a (, ), e o PVI (1.3) torna-se

Aqui, o ponto significa derivada parcial em relacdo a t em u = u(t, §). Noutras palavras, a
solucdo do PVI (1.3) corresponde a uma trajetéria com dado inicial f da equagdo diferen-
cial ordindria (1.6), do tipo gradiente, em C°°(T). Em analogia com a teoria das equagdes
diferenciais ordindrias, chamaremos de fluxo do calor a totalidade das solugdes de (1.3)
com o dado inicial f variando em algum espago funcional, digamos C°(T). Neste con-
texto, € natural esperar, a semelhanca do que acontece com o fluxo de equagdes ordindrias
do tipo gradiente em abertos de R", que o comportamento assintético das solugdes seja
determinado pelo pontos criticos do campo gradiente, ou seja, pelas fungdes v € C°(T)
tais que vgg = 0, o que equivale a dizer que v é constante. Neste contexto, os Teoremas
1.1.1, 1.1.2 e 1.1.4 abaixo confirmam esta expectativa e garantem, entre outras coisas,
que para dados iniciais meramente continuos, a solu¢do de (1.3) € completamente deter-
minada pelo dado incial, esta definida para ¢ > 0 e converge, num sentido apropriado,
para uma fun¢do constante quando ¢t — +-o0.

ApOs estas consideragdes iniciais, apresentadas a guisa de motivacao, voltemos ao
problema de determinar a solucdo de (1.3). Felizmente, € possivel exibir uma solugdo
explicita para o fluxo do calor utilizando o honoravel método de Fourier, ou método de
separacdo de varidveis, cujo primeiro passo consiste em encontrar solucdes da forma
u(t,d) = z(t)w(P). Levando isso a (1.1) obtemos

2 (H)w(0) = z(t)wee(0)
e admitindo por enquanto que 2z e w nunca se anulam encontramos

Z/(t) . ’lUgg(Q)
(- A0 w@)

Mas o lado esquerdo (respect. direito) de (1.7) depende somente de ¢ (respect. 6), de
modo que ambos sdo constantes. Assim,

Z/(t) _ Wep (‘9)
2(t) w(0)

(1.8) = -

o que nos deixa com a tarefa de encontrar solugdes nao-triviais das equagoes
(1.9 24+ Az2=0
and

(1.10) weg + Aw =0
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para A € C a ser determinado.

Obviamente, (1.9) ndo impde restricdo alguma sobre A uma vez que sua solucio
geral é
2(t) = Ce ™.

Por outro lado, (1.10) impde severas restricdes aos valores que A pode assumir. Para ver
isto, seja w uma solu¢d@o ndo-trivial, multiplique (1.10) por w e use integracao por partes

para obter
/\w912d9:A/|w12d9,
T T

onde df é a medida angular em T. Isto levaa A € R e, de fato, A > 0, justificando assim
o sinal negativo em (1.8). Mais ainda, A = 0 se e somente se w ¢é constante e para A > (
a solugdo geral de (5.68) é

w(@) = Cleiﬁe + 026—1'\59'

Mas lembre que estamos assumindo aqui que w € periddica e isto nos deixa com uma
familia enumeravel de soluc¢des

wn(Q) = Cleme + 0267”“9, )\n = n2, n € N.

A esséncia do método de Fourier € apelar para a linearidade de (1.1) (ou, em lin-
guagem fisica, ao principio da supersposi¢do) que assegura: qualquer combinacdo linear
de solugdes de (1.1) é ainda uma solug@o. Deste modo, e com um salto de imaginacdo,
somos naturalmente levados a postular que a solucdo geral de (1.1) é°

(1.11) u(t,0) = " a,e e

onde a sequéncia {a, },cz C C é determinada pela condi¢ao de valor inicial (1.2):

(1.12) £(0) =u(0,0) =Y a,e™.

n

Para entender a natureza da sequéncia {a,, }, recordemos as relacées de ortogonali-
dade

2r, n=m

i(n—m)6é _ _
(1.13) /Te df = 270, = { 0. ntm

A : N
3Para uma sequéncia {c;, }nez C Cdenotamos > ¢, = imy 00 D s n Ci € D ont0Cn =D nCn—
Co.
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Multiplicando (1.12) por e~ im0 integrando sobre T e usando (1.13) obtemos
1 )

(1.14) Uy = — / f@e ™ a9, meZ.
21 Jp

Isto significa que a sequéncia {a, } é constituida precisamente pelos coeficientes de Fou-
rier de f (veja (1.15) abaixo) de forma que podemos finalmente explicar como resolver o
PVI (1.3) para um dado inicial f: primeiro calculamos os coeficientes de Fourier de f via
(1.14) e entdo substituimos o resultado em (1.11).

E claro, no entanto, que o procedimento acima d4 margem a desconfiancas sobre
como efetivamente justificar em termos formais suas vérias etapas. Por exemplo, que
condi¢des devemos impor ao dado inicial para garantir que ele admite uma expansao
em séries de Fourier como em (1.12)? Como assegurar que a série em (1.11) de fato
define uma solug@o do problema? Como garantir que (1.2) verifica-se em algum sentido
razoavel? E se o leitor imagina que seus problemas acabaram, pode-se ainda questionar se
(1.11) representa a iinica solu¢cdo do problema. Vérias respostas podem ser dadas a estas
questdes, dependendo do grau de regularidade atribuido ao dado inicial f. Para nossos
propositos, os resultados a seguir (Teoremas 1.1.1, 1.1.2 e 1.1.4 abaixo) sdo mais do que
suficientes. Para enuncid-los, denotemos por

(1.15) f(n) = %/f(@)e‘i”"d@, ne€z,
T

0 n-ésimo coeficiente de Fourier de f € C°(T). Note que a sequéncia {f(n)}nez é
uniformemente limitada:

(1.16) If(n)] <C, nez,
onde C' = 5= [ |f(6)|d6.

Teorema 1.1.1 Se f € C°(T) entdo

(1.17) ut,0) = f(n)e e,

pertence a C*((0, +00) x T) e define ai uma solugdo de (1.1). Mais ainda, para qualquer
[ >0,

(1.18) lim [u(t,) — £(0)||ciem) = 0.

t——+o00

Com efeito, parat > ty > 0, a série em (1.17) é majorada, em virtude de (1.16),

—n2t0
C E e ,

n#0

por
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que obviamente € convergente. Logo, (1.17) converge uniformemente na regido ¢t > ¢, e
assim define uma func@o continua em (0, +o00) x T. Mais ainda, derivando formalmente

(1.17), obtém-se
t 9 _ZZf —n2t me’
n#0

7 . pon _mn2
que € majorada pela série convergente C' >, [ne™" ", e

(te)_ueete Zf 27nt1n9’

n#0

que é majorada por C' ) £0 n2e~""% também convergente. Portanto, estas séries con-
vergem uniformemente para ¢ > ¢, e definem fungdes continuas em (0, +o0) x T. Em
particular, (1.17) satisfaz (1.1) em (0, +o00) x T, pois cada um de seus termos goza desta
propriedade. Mais ainda, parat > tget+j > 1,

(1.19) 0105 (u(t,0) — F(0)| < C D [n[e ™™ < 4o,
n#0

de modo que u € C'((0,+00) x T) para qualquer [ > 0. Além disso, a série em (1.19)
converge uniformemente para 0 quando ¢y — 400, e (1.18) segue.

Note que o Teorema 1.1.1 ndo examina se (1.17) converge para f quando ¢ — 0, e
em qual sentido. A este respeito, observe que parat = 0 (1.17) reduz-se a série de Fourier
(1.12) de f. Logo, qualquer discussio da condicao inicial baseada na representacio (1.17)
deve necessariamente levar em consideragdo critérios para que uma dada funcao f : T —
C tenha a desejavel propriedade de que sua série de Fourier converge, de preferéncia
para f, em algum sentido aceitdvel. Infelizmente, se nos atermos a classe das fungdes
continuas, em conformidade com o Teorema 1.1.1, a resposta a essa questdo € negativa,
pois é possivel exibir exemplos de tais fungdes cuja série de Fourier ndo converge, nem
sequer pontualmente.4

Mesmo assim € possivel verificar, conforme veremos a seguir, que qualquer f
continuaem T = {0} x T estende-se a uma fungdo u € C°([0, +00) x T)NC>((0, +00) X
T) que satisfaz (1.1) em (0, +o0) x T. Isto naturalmente fornece uma solucdo legitima
para (1.3) com dado inicial meramente continuo. O ponto crucial aqui € arranjar uma
representacio para u que nao dependa explicitamente da expansdo em série de Fourier
de f. Com este intuito note que (1.17) e suas derivadas convergem uniformente para
t > ty > 0, de forma que podemos substituir (1.15) em (1.17) e trocar os sinais de

4Um exemplo deste desagradvel fendmeno pode ser encontrado em [8]. No entanto, se exigirmos que
f seja pelo menos de classe C'1, é possivel verificar que a série de Fourier correspondente converge para f
uniformemente; veja o Teorema 1.2.1. Mais ainda, se f € C*(T), 0 < « < 1, entdo sua série de Fourier
converge pontualmente (para f); veja o Teorema 1.4.1.
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integral e soma para chegar a

(1.20) u(t,0) = / K(t,6—0)f(0)do, t>0,
T
onde
1 X
_ —n2t _inf
(1.21) K(t.0) = n:zooe e (t,0) € (0,400) x T,

€ o niicleo do calor de T. Assim, a solug¢do de (1.3) pode ser, pelo menos formalmente,
representada por convolugdo do dado inicial f € C°(T) com o nicleo do calor K.

O argumento acima garante que as representagdes (1.17) e (1.20) coincidem para
t > 0, e assim os resultados do Teorema 1.1.1 valem para « definida por (1.20). Isto pode
ser verificado diretamente observando que, se 7 + j > 1,

. 1 o 9
YRy} 2i+75 _—n“t
(1.22) |(8t891C)(t,0)| < % En |7’L| Te Y <400, t2>ty>0,

de modo que K € C°°((0,4+o00) x T). Como f € C°T), podemos derivar quantas
vezes quisermos em relacdo a  sob o sinal da integral em (1.20) de modo a concluir que
u € C*((0,+00) x T) e ai define uma solugdo de (1.1), pois K satisfaz a equagdo do
calor em (0, +00) x T, ou seja,

K = Koo

Mais ainda, a série em (1.22) converge uniformemente para 0 quando ¢, — +0o0, de modo
que (1.18) também vale. Mas resta a questao crucial de saber o que acontece com (1.20)
quando ¢t — 0. Observe que, formalmente,

1 (60"
K(O.0-0)=-> ",

e esta série altamente oscilatdria ndo parece ser muito maledvel do ponto de vista analitico.
Apesar disto, mostraremos na Se¢ao 1.3 que X comporta-se suficientemente bem quando
t — 0 para garantir que u definida por (1.20) estende-se a {0} x T e af coincide com f.
Em suma, vale o resultado a seguir.

Teorema 1.1.2 Se f € C*(T), k > 0, entdo u em (1.20) pertence a C°([0, +00) x T) N
C*>((0,+00) x T) e satizfaz

(1.23) lim [Ju(t, ) = fllox) = 0.

Mais ainda, (1.18) é vdlida para qualquer | > 0.
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Observacio 1.1.3 E fato notdvel que, em qualquer dos cendrios acima, a solucdo de
(1.3) é suave em (0, +00) x T, mesmo que o dado inicial f ndo tenha este tipo de regula-
ridade. Esta propriedade da equacdo do calor, embora ndo seja de modo algum razodvel
do ponto de vista fisico, pois indica que um dado inicial parcialmente regular (isto é,
de classe C’k ) instantaneamente torna-se suave, é extremamente interessante do ponto
de vista matemdtico, pois sugere que o fluxo do calor pode ser usado para regularizar
fungdes. Mais ainda, quando t — +oo, as solugdes convergem> em C>(T) para

f0) = 5= [ .

a média de f sobre T, veja (1.18). Isto é perfeitamente compativel com as duas interpre-
tagoes para (1.3) apresentadas no inicio desta se¢do.

Finalmente, consideremos a questdo da unicidade de solu¢cdes com o mesmo dado
inicial. Esta questdo € pertinente pois as solucdes descritas acima foram obtidas através
de procedimentos especificos, e convém questionar se outras solugdes matematicamente
razoaveis, determinadas por métodos diversos, eventualmente podem existir. O resultado
a seguir confirma que solu¢des da equagdo do calor no cilindro [0,7") x T, com 0 mesmo
dado inicial, de fato coincidem onde estao definidas.

Teorema 1.1.4 Sejam T > 0 e u,v € C°([0,T) x T) N CY%((0,T) x T) satisfazendo a
equagdo do calor (1.1) em (0,T) X T comu = vem {0} x T. Entdou =vem[0,T) x T.

Este teorema € uma consequéncia imediata do resultado a seguir, aplicado a diferenga
w=u—"7.

Teorema 1.1.5 (Principio do Mdximo) SejaT > 0ew € C°([0, T]xT)NCH2((0,T)xT)
satisfazendo w; < wgpg em (0,T) x T. Entdo

sup w = sup w.
[0,T]xT {0} xT

Analogamente, se w; > wyy entdo

inf w= inf w.
[0,7]xT {0} xT

Demonstraremos aqui o primeira caso. Para tanto, note que sempre vale

sup w > sup w,
[0,7)xT {0}xT

SDiremos que uma sequéncia {g;} C C°°(T) converge em C'°(T) se existe g € C°°(T) satisfazendo
llgi—gllctry — 0 quandoi — +oo para qualquer [ > 0. Escreveremos ainda lim; 1  ||g: —gl|co (1) = 0.
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de modo que basta provar a desigualdade reversa. Suponha inicialmente que w; < wgy €
que, por absurdo,
w(to,bp) = sup w > sup w,
[0,T]xT {0}xT
para tg > 0. Neste caso,

0 < wy(to, O) < weg(to,bo) <0,

uma contradi¢do. No caso geral, defina w = w—Fkt, k > 0, de maneira que w; = w;—k <
wy < wgg = Wyg. Logo, pode-se aplicar o caso especial acima a w. Assim,

sup w < sup W = sup w = sup w,
[0,T]xT [0,T]xT {0}xT {0} xT

como desejado.

1.2 Convergéncia de séries de Fourier e aplicacoes

Nosso objetivo nesta secdo € verificar um critério de convergéncia de séries de Fourier
(Teorema 1.2.1 abaixo) que serd usado na demonstra¢ao do Teorema 1.1.2.

Dada f € C°(T), recordemos que seus coeficientes de Fourier sdo definidos por

. 1 .
(1.24) f(n) = — / f(@)e™ds, neZ,
2 Jr
e sua série de Fourier é

(1.25) FIF0) =D f(n)e™, 0€T.

O termo geral desta série serd denotado por

N
(1.26) SnIf10) = > f(n)e™, NeN.
n=—N

Uma questdo fundamental na teoria das séries de Fourier € precisamente decidir quando
(1.26) converge quando N — +o00, de preferéncia para a propria f. O resultado a seguir
fornece um critério bastante util nesta dire¢ao.

Teorema 1.2.1 Se f € C*(T), k > 1, entdo

(1.27) G 1Sn(f) = fllowr) = 0.
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O primeiro ingrediente na demonstracao deste teorema € um conjunto de estimativas
para os coeficientes de Fourier. O primeiro resultado decorre imediatamente de (1.24) e
(1.13).5

Proposi¢io 1.2.2 (Desigualdade de Bessel) Se f € C°(T) entdo vale

(1.28) —/lf 0))° d9——/!f 0)|do — Z f(n

Em particular,
(1.29) Do) < —/lf IRQ

Assim, os coeficientes de Fourier de f € C°(T) ndo sdo apenas uniformemente
limitados, como observado em (1.16), mas de fato satisfazem
(1.30) lim |f(n)| = 0.

[n|]—+o0

Suponha agora que f € C*(T), k > 1. Integrando (1.24) por partes k vezes obte-
mos

~ 1 —

(1.31) fn) = —f®(n), n#0,

(in)*

o que imediatamente fornece a seguinte proposi¢ao.
Proposi¢io 1.2.3 Se f € C¥(T), k > 1, entdo
> Il ()] < oo

Em particular,
(1.32) lim |n[*7f(n)] = 0.
[n|—+o0
De fato,
S z'f 1zi+ S PP < o
2 | ’

n#0

pela desigualdade de Bessel, uma vez que f*) € C°(T).

®Veja o Apéndice A.1 para uma demonstracio geométrica da Proposicio 1.2.2.
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Observacio 1.2.4 Se aplicarmos diretamente a desigualdade de Bessel a f*) ¢ C°(T)
concluimos que R
lim _[n]*|f(n)] = 0.

[n]—4o00

que é ligeiramente mais forte que (1.32). Mas esta ultima relacdo bastard para nossos
propositos.

A Proposi¢do 1.2.3 indica que quanto mais suave for f tanto mais rapidamente
seus coeficientes de Fourier decaem a 0 quando |n| — +o00.” Isto sugere considerar a
situagdo limite: o que podemos afirmar sobre f € C°(T) que satisfaz f(n) = 0, para

qualquer n € Z? Noutras palavras, em que medida os coeficientes de Fourier determinam
a funcao? A resposta é: completamente!

Proposicio 1.2.5 Se f € C°(T) satisfaz f(n) = 0 para qualquer n € 7Z, entdo f = 0.

A defini¢do a seguir se mostrard util ndo somente na demonstragdo da Proposicao
1.2.5, mas desempenhara papel importante neste capitulo.

Definicao 1.2.6 Uma sequéncia de fungées continuas K,, : T — R, n > 1, é uma
aproximacao da identidade se satisfaz as seguintes condigcoes:

1. [, K,(0)d0 = 1 para qualquer n;

2. Existe M > 0 tal que, para qualquer n,
[ 1.)d0 < o1
T

3. Dados € > 0 e § > 0 existe ng tal que n > ng implica

/ 1K, (0)]d0 < e.
|6]>6

Se f,g € C°(T), definimos f x g € C°(T), a convolugdo de f € g, por

u*mww—éfw—wmwmw

A proposicao a seguir justifica a terminologia que adotamos para a aproximacao da iden-
tidade X&,,.

7A reciproca desta asser¢io também é verdadeira, ou seja, quanto mais rapidamente os coefientes de
Fourier de uma fung@o decaem a 0, tanto mais regular € esta funcdo. O mergulho de Sobolev € uma maneira
de confirmar esta intui¢do; veja Teorema A.2.2, item 3.
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Proposicao 1.2.7 Se K,, é uma aproximacdo da identidade e f € C*(T), k > 0, entdo
K.+ feCHT)e

n—-4o00

Para a demonstrag¢do do caso k£ = 0, fixemos € > 0. Sabemos que f ¢ uniforme-
mente limitada, |f(f)| < C, e uniformemente continua, ou seja, existe § > 0 tal que
|0 — 0'| < §implica |f(0) — f(0')| < e. Mais ainda, com essa escolha de € e ¢, existe ng
tal que o item 3 na Definicao 1.2.6 vale. Usando o item 1, temos, para n > ny,

(K x [)(0) = f(6) = /TKn(G —0) (f(0') — f(0)) dt,

de modo que

(K )(0) = fO)] < /If)—9’|<5 K (0 — 8)[1£(6") — f(6)|d0 +

+ / K (60— 6)]|£(6) — £(0)|ae’
10—6/[>5
< Me+2Ce
= (M +2C)e,

e o resultado segue, visto que 6 € arbritdrio. O caso k& > 1 é provado observando que de
fato I,  f € C*(T) e (K, * f)®) = K,, » f(*). Os detalhes sio deixados ao leitor.

Voltemos agora a soma parcial Sy|[f] da série de Fourier de f. Substituindo (1.24)
em (1.26) e trocando a ordem dos sinais de soma e integral obtemos

SN[f] = DN * f7

onde
;N
_ inf
Dx(0) = o d e N0,
n=—N

sa0 os niicleos de Dirichlet. Acontece que { Dy} ndo é uma aproximacado da identidade.
De fato, é claro da expressdo acima que [ Dy(f)df = 1 mas é ficil mostrar que a

sequéncia nao cumpre as outras condi¢des na Definicdo 1.2.6. E possivel, no entanto,
contruir a partir de D uma aproximacao da identidade, a saber,

os niicleos de Féjer. Nao é dificil mostrar que de fato {Fy} é uma aproximagdo da
identidade, o que prontamente nos fornece, em virtude da Proposi¢do 1.2.7, o resultado a
seguir.
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Proposicio 1.2.8 Se f € C°(T) entdo

(1.33) ([ Ey o« f = fllon = 0.

A Proposi¢ao 1.2.5 é uma consequéncia imediata desta proposi¢dao. Com efeito, nas
hipéteses da proposi¢ao temos Fy = 0 para qualquer NV, e (1.33) nos da f = 0.

Finalmente, podemos agora oferecer a demonstracio do Teorema 1.2.1. Com efeito,
a 7-ésima derivada da série de Fourier (1.25) € majorada por

STnflfm), 0<j<k-1,

n

que é convergente pela Proposi¢do 1.2.3. Assim, F|[f] define uma fungdo em C*~*(T).
Mais ainda, multiplicando-se (1.25) por ¢’ e usando (1.13) obtém-se F[f](m) =

f(m), para qualquer m, donde F[f] = f, pela Proposi¢do 1.2.5. O mesmo argumento
aplicado a cada F|f] (@), 1 < j < k—1, conclui a demonstraco.

Com o Teorema 1.2.1 em maos, € instrutivo checar que uma versao ligeiramente
mais fraca do Teorema 1.1.2 € vélida, onde (1.23) € substituida por

(1.34) lim [|u(t, -) = fller-r(m = 0.

Com efeito, note que agora podemos majorar (1.17) parat > 0 por uma série convergente,
asaber, ) |f(n)|. Assim, u € C°([0,4+00)x T), u(0,-) = F[f] = f e (1.34) claramente
vale para k = 0. Repetindo o argumento para as séries obtidas por derivacdo formal de u
em relacdo a 6, (1.34) segue.

Para efetuar o upgrade de (1.34) para (1.23) requer-se, porém, em funcao de (1.20),
um conhecimento preciso do comportamento de (¢, ) quando t — 0. Esta é a andlise
que faremos na proxima secao.

1.3 O nucleo do calor e a formula do somatorio de Pois-
son

O objetivo desta sec¢ao € entender o comportamento assintético do nicleo do calor de T,
dado por
1 ,
K(t.0) = o > et (t,0) € (0,400) x T,

n

quando ¢ — 0. Como aplicacdo, demonstraremos o Teorema 1.1.2.
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Comecaremos com algumas consideragdes sobre a transformada de Fourier em R.
Seja Sy a classe de fungdes continuas f : R — C satisfazendo

C

(1.35) |f(z)] < TP

r € R,

para algum C' > 0 dependendo de f. Por exemplo, f(z) = e~ q > 0, pertence a S,.
Note ainda que f € Sy necessariamente satisfaz

+oo
(1.36) / |f(z)|de < +o0.

[e.e]

Definicao 1.3.1 Se f € Sy definimos sua transformada de Fourier f : R — C por

v

f<§>—i/+°of<>—“fd ¢eR
=) x)e X, )

Note que f esta bem definida, em virtude de (1.36).
Proposicio 1.3.2 Se ¥(z) = e*/2 entdo ¥ = 9.

Para verificar isto, observe que

9 1 e —22/2—ix
g = \/_2_7T/ e~ T /271 Iy

1t
_ / o (etie)2/2-€2/2
V2T J_so

z:x-‘,—zg 1 _&-2/2 _22/2

= ——e e dz
V 27T z=i&

() 1L e / 0 e

= ——e e dx
V2T oo

(+%)

= (),

onde em (*) e (**) usamos, respectivamente, a invariancia de integrais de linha de fungdes
~ . .. . - + .2
holomorfas por deformacgdes continuas da trajetéria de integragdo e ff;o e T 2dy =

V2,

Parat > 0 e x € R definamos o niicleo do calor de R por

1
Kt ) = —e P
T
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E imediato verificar que  satisfaz a equagdo do calor em (0, +00) x R, ou seja,
(1.37) Kt = Kgg.
Mais ainda, k) (z) = k(t,x), t € R, é uma aproximagdo da identidade (veja Definigdo

1.2.6) quando ¢ — 0 no sentido que:

1. Paracadat > 0,

+o0
/ kO (z)dz = 1.

2. k®(0) > 0 para qualquer (¢, ), de modo que, trivialmente,
+oo
| 0@z =1,

para qualquer ¢ > 0.

3. Dados e > 0e d > 0existe tp > 0 tal que 0 < ¢ < ¢, implica

/ kO (z)dz < e.
|z|>6

Assim, adaptando a demonstragdo da Proposi¢do 1.2.7 e usando (1.37), o teorema
a seguir, que resolve a equagdo do calor em R, pode ser facilmente verificado.

Teorema 1.3.3 Se f : R — C ¢ continua e limitada entdo

“+oo
(1.38) v(t,x) = / k(t,x — ') f(2")da'
define uma funcdo em C°([0,+00) x R) N C*°((0,4+00) x R) que é uma solucdo da
equagdo do calor v; = v, em (0,400) x R. Mais ainda,

lim [[u(t, -) = fllcow) = 0.

t—0
Este resultado sugere que o nicleo do calor em T deve guardar alguma relacdo com
. A ferramenta que permite quantificar essa intui¢do € a famosa férmula do somatorio

de Poisson, descrita na proposicao a seguir. Para enuncia-la, denotemos por S; 0 espagco
de fungdes f em Sy que sdo de classe C* e para as quais vale

Cl

PG E S Ra
T

(1.39) f(2)] <

para alguma constante C’ > 0 dependendo de f.
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Proposicao 1.3.4 (Férmula do somatério de Poisson) Se g € Sy entdo
(1.40) g(z + 27k) e gz eR.
S ate-+20) = = 500

Para a demonstracao, defina
h(x) =) gz +2rk), z€R.
k

Esta série e sua derivada formal convergem uniformemente, em virtude de (1.35) e (1.39).
Mais ainda, tanto h como h’ sdo periédicas, de periodo 27, e assim h € C(T). Logo,

1 21

hin) = Py h(z)e "™ dx
0

1 /'27T .
= — g(x + 2mk)e” " dx

1 2(k+1) '
= —Z/ g(x)e " dx
k 27k

2m
1 [t ’
= o g(x)e "™ dx
1

—=3q(n).
mg( )
A proposicao decorre entdo do Teorema 1.2.1.

O resultado a seguir exibe a estreita relacdo entre K e .

Proposicao 1.3.5 O niicleo do calor de T é a ‘periodizacdo’ do niicleo do calor de R,
ou seja,

(1.41) K(t,0) = k(t, 0+ 2mn).

n

A demonstracao consiste em aplicar (1.40) a

que, pela Proposicdo 1.3.2, satisfaz
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Note que (1.41) implica K > 0, o que de maneira alguma é 6bvio a partir de sua
difinicdo. Mais ainda,
K(t,0) = k(t,0) + E(t,0),

com ‘erro’ dado por
1 2
E t,@ _ e(9+27rn) /4t'
( ) At %

Como |0| < 2, tem-se, para constantes C; > 0,

Bt6) < Y et

n#0
< 036_04/t26_c5n2
n#0
< Cge /!

pois n?/t > n?en?/t > 1/t para0 < t < 1. Ou seja, quando ¢t — 0,
(1.42) K(t,0) = r(t,0) + O(e~ "), C > 0.

Em palavras, IC coincide com « a menos de um termo que torna-se desprezivel quando
t — 0. Como K(t,0) > 0, [ K(t,0)d0 = 1 e, além disso, dados € > 0 e § > 0 existe
to > 0 tal que 0 < ¢ < ¢y implica

/ K(t,0)d0 < e,
10>

pois x goza desta propriedade, concluimos que K = K(t,-) é uma aproximagio da
identidade quando ¢t — 0. O Teorema 1.1.2 é entdo uma consequéncia imediata desta
constatacdo e da Proposi¢ao 1.2.7.

Finalizamos esta secdo isolando um importante resultado de aproximagao, que re-
flete a instantanea suavizacdo de dados iniciais continuos pelo fluxo do calor, conforme
indica o Teorema 1.1.2; veja a Observacdo 1.1.3.

Teorema 1.3.6 Dados f € C°(T) e € > 0 existe g € C(T) tal que

If —9||00(T) < €.

De fato, como K € C°°(T), basta tomar g = K® x f € C>(T), parat > 0
suficientemente pequeno.
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1.4 Equacao do calor: o caso nao-homogéneo

Na se¢do anterior, consideramos o PVI para a equacao do calor em T, a saber,

{ U = Ugg
U(O,-) = f

Solugdes desta equacdes modelam a propagacdo de calor em T no caso em que fontes ou
sumidouros ndo estdo presentes. Caso contrdrio, a equagado relevante é

(1.43) uy = ugg + G(t,6),

onde G representa a taxa de criagdo (ou eliminagdo) de calor em (¢,6). Assim, o PVI
correspondente é

(1.44) { (0 135 _ " +G(E.0)

Inspirados por (1.11), vamos implementar o método de Fourier a este problema,
buscando solugdes na forma

(1.45) u(t,z) = an(t)e™,

na hipétese de que G também admite uma expansdo em série de Fourier:

(1.46) G(t,0) = ba(t)e™.

Note que, nestas condigdes, o dado inicial f necessariamente satisfaz

F0) =Y an(0)e™.

Para determinar as fungdes a,, acima, levamos (1.45) e (1.46), apds diferenciagdo, a
(1.44), obtendo

Z al (t)em? = — Z n?a,(t)e™ + Z b (t)e™.

A esta altura, o leitor j4 deve ter percebido que {¢™’},,c7 é uma ‘base’ de C°(T), o que
nos autoriza a concluir que a,, é determinada pela equacao diferencial ordinaria

al,(t) +n®a,(t) = b,(1),
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cuja solugdo é

bn )" ds

by (s "5 ds

Assim, a solugdo de (1.44) é

t
(1.47) u(t,0) = Z fln)e "t 4 Z (/ bn(s)e”2sds) e e,
n n 0

Note que o primeiro termo a direita nada mais é, pelos Teoremas 1.1.1 e 1.1.2, que a
solucdo da equagdao homogénea com dado inicial f, de modo que

(1.48) > fme e = / K(t,0 —6')f(6)de,

para f € C°(T).

Para analisar (1.47), suponhamos para simplificar que G(t, 0) = G(), de modo que
b,(t) = b, = G(n), uma constante. A solucdo correspondente é

Z f 7n2t zn@

ant)einG

)

n#0

ou equivalentemente,

(149)  u(t,0) = f(0) + GO}t + > ( )> e e 4y %em@.

n#0 n#0

Se supusermos inicialmente que f, G € C°(T), de forma que seus coeficientes de
Fourier sdo limitados por C' > 0, vé-se que as séries acima sdo majoradas, para t > ¢y >

0, por
1
20 e+ Y — < +oo,
n#0 n#0

de maneira que u € C°((0, +00) x T). Além disso, formalmente temos

Ug(t,e) = ZZ (nf'(n) _ %) —n2t zn@ +i Z zn9

n#0 n#0
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que € majorada por

C> (In|+1)e ™ + = Z—+ Z|G 2 < 400,

n#0 n#O

devido a Proposi¢do 1.2.2. Vé-se entdo que u(t, ) € C*(T), para t > 0. Por outro lado,
ainda formalmente,

u(t,0) = ugp(t,0) = — Z (an(n) _ é( ) —n?t gind ZG el

n#0 n#0

A primeira série € majorada por

Oy (n? + 1)e < oo,
n#0

mas a segunda, com a tecnologia de que dispomos, encarnada na Proposi¢ao 1.2.3, so-
mente converge se supusermos G € C''(T). Logo, a continuidade de G parece ndo bastar
para garantir que u € C"?((0, +0c) x T). Mais geralmente, pode-se checar para k > 0
que

(1.50) (05 2u)(£,0) < C (Inff+2 + [n[M)e ™+ " |nlf|G(n
n#0 n#0

cuja convergéncia, novamente pela Proposicdo 1.2.3, somente pode ser assegurada se
G € C*1(T). Note que esta hipétese implica, por (1.50), que u(t,-) € C*2(T), t > 0.
A moral da histéria é que maior regularidade de u demanda maior regularidade de G,
independentemente da natureza do dado inicial f. Neste estdgio, contudo, ao passar de

G = G(0) para u, ganha-se apenas um grau de regularidade, pois vimos que G € C**+1(T)
implica u(t,-) € C*2(T).

Esta perda de regularidade parece estar relacionada com a existéncia, jA mencionada
anteriormente, de fungdes f € C°(T) para as quais Sy[f](f) ndo converge quando
N — +oo para algum 6 € T. Por outro lado, o Teorema 1.2.1 garante que a série de
Fourier de f € C''(T) converge uniformemente para f. O resultado a seguir exibe uma
classe intermedidria de fungdes para as quais a convergéncia pontual sempre acontece,
e pode ser combinado com (1.50) para garantir que u(t,-) € C**2(T), t > 0, se mera-
mente assumimos que G € C*T*(T), 0 < o < 1. Isto nos aproxima dos dois graus de
regularidade esperados na passagem de GG para u (veja Teorema 2.3.1 abaixo) e constitui
uma primeira indicacdo da relevancia dos espacos de Holder na teoria de regularidade de
equagdes parabdlicas ndo-homogéneas.

Teorema 1.4.1 Se g € C*(T), 0 < o < 1, entdo
(1.51) Snlgl(6) = g(6), O€T,

quando N — +o0.
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O ponto crucial aqui € que (1.30) permanece valida se apenas supusermos que g é
integravel (a Lebesgue), o que nos fornece o lema a seguir.®

Lema 1.4.2 (Riemann-Lebesgue) Se g : T — C é integrdvel (a Lebesgue) entdo

(1.52) lim |g(n)| = 0.

[n]—+o0

Vamos entdo verificiar (1.51) supondo, sem perda de generalidade, que 6 = g(é) =
0, de maneira que |g(0)| < C|6|*. Para 6 # 0, consideremos

h(6) 9(9)

et — 1’
de modo que, para 6 préximo de 0,

o) < 0L T

0 e =1
_ e
= O]
C’
< —7
— ’9’1701

pois ¢ — 1 comporta-se como 6. Assim, h é integravel (a Lesbesgue) pois 1 —a < 1, e
seus coeficientes de Fourier estdo bem definidos. Mais ainda, g(n) = h(n+ 1) — h(n), o
que nos da R R

Sn1g](0) = h(=N —1) = h(N) — 0 = f(0),
quando N — +o0, por (1.52).

O teorema a seguir € consequéncia da discussao acima.

Teorema 1.4.3 Se f € C°(T) e G = G(0) € C*(T), k > 0, entdo u em (1.49)
pertence a ClF+2)/2k+2((0, +00) x T)) e define uma solugdo da equagdo do calor néo-
homogénea

(1.53) up = ugo + G(0)

8Para conveniéncia do leitor, esbocamos a demonstracio de (1.52). Primeiramente, o resultado é valido
para funcdes que sdo constantes num intervalo e se anulam fora dai. Por conseguinte, permanece vélido
para funcdes do tipo escada, que sdo combinagdes lineares finitas de func¢des deste tipo. Como qualquer
fungdo simples, isto é, que € combinacio linear finita de fun¢des caracteristicas de conjuntos mensuravies,
pode ser arbitrariamente aproximada em L!(T) por fung¢des do tipo escada, o resultado vale para aquela
classe de fungdes. Finalmente, como qualquer fun¢do integravel (a Lebesgue) pode ser aproximada em
L!(T) por fungdes simples, o resultado segue.
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em (0,400) x T. Se G(0) = 0 entdo
tEerOO u(t, ) — &llgrrzery = 0,

onde & € C*2(T),
:JE Z zn@
n#0

satisfaz a equag¢do
(1.54) oo + G(0) =

Finalmente, se f € CY(T), | < k, entdo (1.49) é uma solucdo do PVI

(1.55) { " “ﬁ - ?eﬁG(@)

no sentido que
lim [Ju(t,-) = flleym =0

A unicidade da solugdo decorre do Principio do Méaximo (Teorema 1.1.5).

Deixamos a demonstracdo deste resultado ao leitor interessado, mas nao podemos
nos furtar de tecer um comentdrio. Em geral, diz-se que v € C?(T) é uma solucdo
estaciondria da equacao de evolugao

U = ‘/T-‘(ta 97 Uu, ug, Ugg)

se satisfaz
F(t, 9, v, Vg, 1)99) = 0

identicamente. Logo, quando G (0) = 0, ou seja, quando a geracao liquida de calor em
T se anula, vé-se que o comportamento assint6tico das solugdes de (1.53) é determinado
por suas solucdes estaciondrias. Ja vimos que este também € o caso na equagdo do calor
homogénea, pois suas solugdes estaciondrias sdo exatamente as funcdes constantes. Con-
forme veremos, este fenomeno repete-se em todos os fluxos apresentados neste texto.



Capitulo 2
Equacoes quasi-lineares

Neste capitulo trataremos de estabelecer a existéncia local (no tempo) e a unicidade de
solucdes de uma certa classe de equagdes parabodlicas do tipo quasi-linear. Mais ainda,
introduziremos as ferramentas bdsicas na discussdo da teoria de regularidade de tais
equagdes, a saber, as estimativas de Schauder e De Giorgi-Nash.

2.1 Solucoes moderadas

Seja
F:[0,400) xCxC—C
uma funcdo que suporemos suave em cada um de seus argumentos. Nos proximos capitulos

encontraremos vdrias situagdes onde faz-se necessario analisar o comportamento local e
global (no tempo) de solucdes de equagdes diferenciais do tipo

2.1 up = ugg + F(t,u(0),us()).
Tais equacgdes sao denominadas quasi-lineares pois as ndo-linearidades concentram-se

nas derivadas até primeira ordem de u e ndo afetam wugy.

Como sempre, na analise desta equagcdes é-nos fornecida uma fungao f : T — C,
o dado inicial do problema, que doravante suporemos suave, e tratamos de encontrar
solugcdes do PVI

2.2)

{ Uy = UQ9+F<t,u((9),UQ(¢9))
u(0,0) = f(0)

Naturalmente, o cardter ndo-linear de (2.1) nos impede de diretamente aplicar o
método de Fourier a (2.2). Existe porém um problema mais sério aqui: ao contrario do

25
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que acontece no caso da equag@o do calor homogénea, solu¢des do PVI (2.2) ndo neces-
sariamente estdo definidas para todo ¢ > 0. Um exemplo simples de desenvolvimento de
singularidades em tempo finito € o PVI

Uy = UQ9+U2
u(0,0) 1

cuja solugdo é u(t,6) = (1 —t)~!, definida somente para ¢t < 1. Desta forma, o resultado
a seguir € o melhor que pode-se esperar neste contexto.

Teorema 2.1.1 Se F' e f sdo ambas suaves entdo existem T" > 0 e uma aplicacdo u €
CY([0,T) x T) N C>((0,T) x T) que satisfaz (2.1) identicamente em (0, T) x T). Mais
ainda, u é uma solugcdo do PVI (2.2) no sentido

(2.3) lim [u(t,-) = fllcoom) = 0.

Finalmente, u é iinica no seguinte sentido: se existem T' > 0 e v € C°([0,T") x T) N
C>((0,T") x T) solugdo de (2.2) entdo u = v em [0,T), T' = min{7T, T"}.

A unicidade, que decorre do Principio do Maximo Parabdlico (veja o Teorema
C.0.11), garante a existéncia de 7* > 0 com a propriedade que [0,7™) é o maior in-
tervalo semi-aberto onde a solucdo de (2.2) estd definida. Diz-se entdo que 1™ € o tempo
maximal da solucdo de (2.2). Neste contexto, adquire extrema relevancia a questdao de
exibir critérios para garantir que a solucdo u dada pelo Teorema (2.1.1) € global, ou seja,
que vale 7™ = +-o0.

Proposicao 2.1.2 Sejau € C°([0,T) x T)NC>®((0,T) x T) uma solucéo local de (2.2)
e suponha que para cada k > 0 e 0 < a < 1 existe Cy o, > 0, que depende de k e o mas
nao de T, tal que

(2.4) "uylc(k+a)/2,k+a([07T)XT) S Ck,a-

Entdo u estende-se unicamente a uma solugdo global.

Caso contrério, seja 7™ < +oo o tempo maximal de definicdo de u. Por Ascoli-
Arzela (Teorema A.1.1), as estimativas (2.4) implicam que, quando ¢ — T, u(t, -) con-
verge em C°°(T) para uma funcéo que denotaremos por u(7™, -), de modo que na verdade
tem-se uma solucao em [0, 7*|. Podemos entdo, usando o Teorema 2.1.1, resolver o PVI
(2.2) com dado inicial (7™, -) e encontrar uma solugo local v € CO([T*,T* +n) x T)N
C((T*, T*+n) x T),n > 0. Por (2.3),

lim
t—T*

U(t, ) — U(T*, ')Hcoo('[[‘) = O,
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de modo que a Gbvia justaposi¢do de u e v define uma solucdo de (2.2) em [0, 7™ + 7).
Isto claramente contradiz a hip6tese de 7™ ser o tempo maximal.

Antes de prosseguir com a demonstracio do Teorema 2.1.1, convém descrever
sucintamente as varias etapas do processo. A idéia basica consiste em voltar a solucio
geral (1.47) da equacdo do calor ndo-homogénea

Uy = Upp + G(ta 6))7

com dado inicial f. Recordando que

by(s) = % /T G(s,0)e™ ™ qg',

substituindo isto em (1.47), trocando os sinais de soma e integragdo e lembrando de (1.48)
deduzimos que a solu¢do do PVI
Uy = Ugoy + G(t, 9)
2.5
2 Lo ds = 7

pode ser representada, pelo menos formalmente, por
t
(2.6) u(t,d) = /K(t,&,&’)f(@’)d@’Jr/ /lC(t—s,&,&’)G(s,Q’)dQ’ds.
T 0 JT

Este é o famoso principio de Duhamel, que expressa a solucdo da equacio ndo-
homogénea como soma da solu¢do da equacdo homogénea com dada inicial f e uma
solu¢do da equagao nao-homogénea com dado inicial nulo. Com relacdo ao PVI (2.2),
(2.6) sugere considerar, para 1’ > 0 a ser posteriormente determinado, o espago de Banach

Cu(T) = C°([0,T; C*(T)), =0,
eparau € C14,(T), 0 < a < 1, definir

(Wu)(1)(0) — /T K(t.0— 0)f(0)d0 +

t
+/ /lC(t — 5,0 —0")F(s,u(s,0),ug(s,0"))dd ds.
0 Jr
Dado € > 0 seja
Ere=A{u € Cra(T);u(0) = f, [[u = flloyam <€}

Mostraremos a seguir que se 1’ e € sdo ambos suficientemente pequenos entdo W preserva
E7 . e ai define uma contragdo. Logo, ¥ possui, pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach
[13], um ponto fixo u € E7 . que satisfaz

Q7 ult,0) — /T K(t.0— 0)f(0)d0 +

t
+/ /lC(t — 5,0 —0")F(s,u(s,0),ug(s,0"))dd' ds.
0 Jr
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Definicao 2.1.3 Diz-se que u € Er. é uma solugdo moderada de (2.2) se satisfaz (2.7)
identicamente.

Mas note que se u € solu¢do moderada entdo, para cada t, u(t,-) € C1T(T), de
modo que u ndo necessariamente é uma solucio no sentido usual de (2.2), que envolve
derivadas até segunda ordem de u. Para garantir, por exemplo, que u(¢,6) é de classe
C? em 0 e, consequentemente de classe C'* em ¢, faz-se necessdrio apelar para a Teoria
de Regularidade de Schauder, que descreveremos na Secao 2.3. Na proxima secdo apre-
sentaremos a demonstragdo da existéncia de solu¢des moderadas para (2.2). A unicidade
da solu¢do, nos moldes do Teorema 2.1.1, € consequéncia do Teorema C.0.11.

2.2 Existéncia de solu¢coes moderadas

Para demonstrar a existéncia de solu¢des moderadas de (2.2), devemos verificar as pro-
priedades de ¥ acima mencionadas, a saber, que existem 7" e € positivos tais que ¥ (Er,) C
Er.e Vg, ¢éuma contracdo no sentido que, para u,v € Erp,,

|V (u) = V()| <Cllu—v], 0<C<1.

Em funcao dos resultados do cdpitulo anterior, o leitor nao terd dificulde em convencer-
se que podemos, sem perda de generalidade, supor que f = 0 na discussdo acima e,
consequentemente, na demonstragdo a seguir.

Isto posto, comecemos por fixar € > 0. Seja F : C1.4(T) — C,(T) dada por
Fu(t)(0) = F(t, u(0),ue(0)).

Entdo a suavidade de F' implica imediatamente a seguinte proposi¢ao.

Proposicao 2.2.1 Existe € > 0 tal que:

1. F élocalmente limitada, ou seja, se ||v||c,, . () < € entdo
(2.8) IF (W)l cary < M,
para algum M > 0;

2. F élocalmente Lipschitz, ou seja, se ||v||c, ) < €e||w|c,om < € entdo
(2.9) [F (1) = F)lleam < Kllu=vlleyyam),

para algum K > 0.
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Com este € > 0, mostremos agora que 7' > 0 suficientemente pequeno implica
V(Er,) C Er.. Com efeito, se u € Er,,

t
(2.10) |(Qu)(t,0)] < M/ /IC(t — 5,0 —0")db'ds,
0o JT
devido a (2.8). Para analisar esta integral recorde que, por (1.42),
(2.11) Kit—s60-0) = Et—s0—0)+0( )
N 1 _(Z(—tf’f
(t—s)2" ’

quando s — t. Aqui, o simbolo ~ significa que omitimos, a um s6 tempo, constantes
multiplicativas no primeiro termo a direita e o termo desprezivel O(e~¢/(=5)). Assim, se
B >0,

N2 B o2
2.12)  K(t—s60-0) ~ ! ('8 8') )
(t—s)pPlg—gps \ t—s
1

Q

(t — )20 — /28
pois 2%e~*/* & limitada para > 0. Isto mostra que o integrando em (2.10) é singular
ems = tef = 0, mas note que essas singularidades s@o integraveis (a Lebesgue) se

escolhermos 0 < 3 < 1/2. Neste caso, usando Fubini,
t d0'ds
el ~ [ [—=
o Jr (t—s)27"|0 — 0?8
¢ ds

~ (t—s)’te,

Q

e escolhendo T suficientemente pequeno temos || W (u)||comy < €/3.

Do mesmo modo,

t
(Tw)(t, 0)] %/ /ICe(t—s,H—O’)dé)’ds,
0 T

mas se v > 0,
1 0—0 _w-0)?
(t—s) P t—s" o
1 ((9 — 9’)2)”’6_%3’3)2
(t—s)2 70— 0|1+ \ t—s
1
(t — )20 — 0|1+

2.13) Ko(t—s,0—0) =~

Q

Q
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e se 1/2 < v < 1, novamente por Fubini,

! do'ds
.A‘/(t—sﬁWQ—QW*+%
t ds
/0 (t—s):

~ (t— 3)7_%,

Q

|(Wu)y (2, 6)]

Q

de modo que se 7" ¢ suficientemente pequeno teremos ||(Wu)g|co(ry < €/3. Finalmente,
se 0 < a < 1, temos (supondo f = 0),

|(Wu)p(t, 0) — (Vu) / 10— 9|_“

) t—s’_7

|6 — 6]

1 1 ,
60 — 6|1+ o |9~_9/|71+2~/ do

Pelo Teorema do Valor Médio, existe A > 0 e  entre 6 e 0 tais que

1
0 — |1+ N |§ — g

16— 6|
- |§ _ 9/|—1+27’

de maneira que

[(u)o(t,0) = (Fw)(t,0)] ,/i/ 007" g

16 — 6] T (t—5)2770 — 0|1+

0
¢ do'd
/ / e d0'ds
o Jr (t—8)2770 — |- 1+7/2
/t ds
o (t— 3)3_7

~ (t - S),y_%v

Q

Q

Q

onde usamos que —a + 1 > 0. Assim, |[(Vu)g||c,)m) < €/3, para T suficientemente
pequeno, e isso mostra que ||Vul|c,, () < €, ou seja, ¥(Er,) C Er., como desejado.

Para verificar que V|, . é uma contragio, procedemos essencialmente do mesmo
modo, observando que, se u,v € Er, entdo, em vista de (2.9),

(Wu)(t)(0) — (¥ xxn<mmlmmm// _ 5.0,0)d0/ds.

Como vimos, a integral acima converge para O quando ¢ — 0, de modo que, se 1" é
pequeno,

C
1w = Tollcym < Sllu—vlleram, 0<C<1.
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Do mesmo modo,

[(Wu)o(t)(0) — (Wo)o(t)(0)| < Kllu— UHCW(T)/O /T’Ce(t —5,0,0')d0'ds,

esed<ax<l,

€ majorado por

ErIKa(t,0,0) —K(t,0,0) .
e A e
A 6 — 0]~

e tomando 7' > ( suficientemente pequeno conluimos que

”\Du - \IJUHCHa(T) < CH’LL - UHCHa(T)’ 0<C<l

Assim, o Teorema do Ponto Fixo de Banach se aplica e existe u € C,,(T) satis-
fazendo (2.7). Mas, conforme ja salientamos, ndo € claro que a solu¢do moderada (2.7)
satisfaca o PIV (2.2). Este impasse serd resolvido na proxima secao, por meio da Teoria
de Regularidade de Schauder.

2.3 Regularidades de solucoes moderadas via Schauder

Nesta se¢do descreveremos a teoria de regularidade de equacdes parabdlicas quasi-lineares
do tipo (2.1). Em particular, checaremos que solu¢des moderadas do PVI (2.2) sdo de fato
suaves, na hipétese de que f e F' sdo suaves em seus argumentos.

O ponto de partida €, mais uma vez, a equagao do calor nio-homogénea
(214) Up = Ugg + G<t7 9)7
onde suporemos que GG € pelo menos continua em seus argumentos. Ja vimos, porém, na

discussdo que antecede o Teorema 1.4.3, que a continuadade de (G ndo basta para garantir
que o Principio de Duhamel,

t
(2.15) u(t,e)://C(t,e,e/)f(e/)de/+/ /iC(t—s,e,e’)G(s,e’)de’ds,
T 0 T
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define uma solucao de (2.14). Por outro lado, o Teorema 1.4.3 sugere que se supusermos
G = G(t,0) € C*?>2((0,T) x T) entdo (2.15) define uma solucdo do PIV

(2.16) {u(g; - ;99+G(t,9)

Esta percepg¢do € confirmada pelo resultado a seguir, um exemplo do resultado central na
Teoria de Regularidade de Schauder para equacdes do tipo (2.14). Aqui, escreveremos
Ur=10,T7)xT), T > 0.

Teorema 2.3.1 Se T > 0, G € C***(Ur) e f € C*(T) entdo u dada por (2.15)
define uma funcdo em C'+o/22+2(Ur) que é uma solug¢do do PVI (2.16) no sentido que

lim [Ju(t, ) — flloz+a(r) = 0.
Na verdade, existe C' = C(«) > 0 tal que
(2.17) [l crtarzera@yy < Clllulleowry + | fllezvacmy + [|Glloarzawyy)-

Além disso, se G € CF+e)/2kte () e f € CF2+(T), k > 1, entdo u € CF+H2H0)/2k+24a (]
e existe C = C(k,a) > 0 tal que

2.18)  ullgwszsmzisreawyy < Clllulloowr) + [1fllcrraram + 1Gllco+orzirawy))-

Mais ainda,
11_1}% ||u(t, ) — fHCk+2+a(T) = O

Em palavras, quanto mais regularidade impde-se aos dados de (2.16) tanto mais
regular serd a sua solucdo. Note ainda que a unicidade da soluc¢do decorre do Teorema
1.1.5.

Observacao 2.3.2 Um ponto importante aqui, que usaremos mais adiante, é que as con-
tantes C'(«) e C(k, a) acima nao dependem de T'! Esta observagdo é fundamental quando
do uso da Proposicdo 2.1.2, que fornece um critério para a existéncia de solucoes globais
de (2.2).

De posse do Teorema 2.3.1, a demonstracdo da regularidade de solugdes mode-
radas € imediata. Com efeito, como u € FEr . satisfaz (2.7), vé-se que de fato u €
CO+e)/21+e([]), Assim, a suavidade de F' implica que

(2.19) G(t,0) = F(t,u(t,0),us(t,0) € C¥>*(Uy),
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e a primeira parte do teorema garante que u € C'*/22%({J}) é solucdo do PVI (2.16).
Mas entdo G dada por (2.19) pertence a C(!T®)/21%([J;.) e a segunda parte do teorema,
com k = 1,nos dd u € CG+/23+a (). Agora, G € C2+)/22+2([]) e 0 teorema com
k = 2implica u € C4+®)/24+2 (). Iterando este argumento indefinidamente conclui-se
que u € C*(Ur), como desejado.

Infelizmente, a demonstracao das estimativas de Schauder é demasiado técnica para
ser apresentada aqui. Apesar disso, € possivel descrever sucintamente a estratégia. De
fato, como T nao possui fronteira, (2.17) e (2.18) podem ser verificadas a partir das
chamadas estimativas de Schauder ‘interiores’. Em particular, as estimativas ‘na fron-
teira’, reconhecidamente de demonstracdo mais dificil, ndo sdo necessdrias. A idéia é
entdo localizar o problema e, através de uma mudancga de coordenadas num cilindro do
tipo [0, T") X (01, 63 ), reduzir o problema a obter correspondentes estimativas para solu¢des
de uma equacdo do tipo

(2.20) vy = a(t,x) v, + b(t, x)v, + d(t,x), (t,x) €[0,T) xR,

que sabe-se ser uniformemente parabdlica no sentido que existem 0 < A < A tais que
A<a(t,z) <A, (t,x)€[0,T) xR,

e, além disso, satisfaz

lall carzaoryxry + 10llcarzeoryxr) + 1]l carza(ory<ry < C-

Para esta situagdo, as estimativas estdo provadas, por exemplo, em [9].

De fato, registramos, para uso posterior, estimativas do tipo Schauder para PVIs
ligeiramente mais gerais que (2.16), e que também seguem dos argumentos em [9]. Mais
precisamente, consideremos o PVI

(2.21) { u(g)t z ?(t’ O)ugg + B(t,0)ug + C(t,0)u + G(t,0)

que supde-se ser uniformemente parabdlico no sentido que existem 0 < A < A tais que

A< A(tz) <A, (tz)e[0,T) xR

Teorema 2.3.3 Suponha que G € C*/>*(Uy), f € C***(T) e
[Allgarzawsy + 1Blloarzewsy + 1Cllgarzaw,y < M,
para algum M > 0. Entdo existe C = C'(a, M, X\, \) > 0 tal que

(2.22) [ullerarzevawyy < Clllullcowr) + [ flle2sam + 1Gllcarzaws)),
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para qualquer v € C*(Uy) solugdo de (2.21). Além disso, se G € C*+a)/2k+e (1)),
f e CFte(T) ¢
HAHC(k+a>/2,k+a(UT) + \|B’|C(k+a>/2,k+a(UT) + HCHC<k+a>/2,k+a(UT) < My,
para k > 1, entdo existe C = C(k, o, My, A\, A) > 0 tal que
(2.23)  |ullct2+mzir2rawyy < Cllullcowry + 1 florrzramy + |Gl cttarzitawy),

para qualquer w € C*(Ur) solucdo de (2.21).

Observacao 2.3.4 Novamente salientamos que C(o, M\, \) e C(k,a, My, A\, \) de-
pendem das constantes explicitadas mas nao de T ou u; veja a Observacdo 2.3.2.

2.4 As estimativas de De Giorgi-Nash

Na secao anterior, apresentamos as famosas estimativas de Schauder. Por exemplo, (2.17)
garante ser possivel estabelecer um controle em C'1+%/22+e gobre solucdes da equagio do
calor ndo-homogéna, desde que o termo nio-homogéneo G seja controlado em C*/2* ¢
f em C**®, No entanto, em vdrias situacdes encontradas mais adiante, faz-se necessario
obter um controle, de preferéncia em C®/>%, para solugdes suaves da equacio ndo-ho-
mogénea a partir de meros controles da solugio e de G em C°. As estimativas de De
Giorgi-Nash resolvem este problema.

Teorema 2.4.1 Seja v € C*°(Ur) uma solugdo solu¢do suave da equagdo

(2.24) uy = a(t, 0)ugg + b(t, 0)ug + d(t,0),

onde supomos que (2.4.1) € uniformememte parabdlica, ou seja, para (t,0) € [0,T) x T,
A<a(t,d) <A, 0<A<A,

e que vale
[0l cowry + lldllcoyy < C'

Admita ainda que
[ullcowsy < C.

Entao existem 0 < a < 1 e C > 0, dependendo somente de \, \, C e C', mas ndo de T,
tais que

(2.25) ||u||ca/2,o¢(UT) S C’

A semelhanca das estimativas de Schauder, a demonstracdo de (2.25) é demasiado
técnica para ser incluida aqui. A este respeito, referimos o leitor a [15].



Capitulo 3

Um fluxo semi-linear

Neste capitulo usaremos a teoria desenvolvida no Capitulo 2 para estudar o comporta-
mento assintotico de uma certa classe de equacdes semi-lineares. O estudo aqui apresen-
tado ndo tem a pretensao de ser exaustivo e apenas propde-se a ilustrar, num contexto sim-
ples, as técnicas disponiveis para a andlise de tais problemas, além de servir de introducao
aos exemplos mais sofisticados discutidos nos Capitulos 4 e 5.

3.1 Solucoes globais e comportamento assintotico

Nesta secdo vamos examinar o PVI

3.1 {u(O,l-L; - ?ewg(w

onde supomos que tanto f : T — R como g : R — R sdo suaves. A equagdo em (3.1) é
chamada semi-linear pois a nao-linearidade g somente envolve u.

Pelo Teorema 2.1.1, existe 7* > 0 e u € C*°([0,T7*) x T) que é (a tnica) solugdo
maximal de (3.1). Nosso propdsito € encontrar condigdes em ¢ para garantir que uma
tal solucdo € global no sentido que 7" = +oo. Mais ainda, assegurado isto, convém
determinar o comportamento assintético da solugao.

Os resultados aqui obtidos devem ser comparados aos casos mais simples apresen-
tados nos Teoremas 1.1.1, 1.1.2 e (1.4.3), até porque a equacdo em (3.1) pode ser vista
como uma equagdo do calor ndo-homogénea em que a taxa de cria¢do (ou eliminagdo) de
calor depende da propria temperatura. Mas note que aqui a nao-linearidade das equagdes
nos impede de obter solugdes explicitas para o problema. E notdvel, por conseguinte, que
informacdes precisas sobre o comportamento assintético de solugdes possam ser obti-
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das, pelo menos para certas escolhas de g. Que isto aconteca somente atesta a favor da
eficiéncia dos métodos de analise baseados nas estimativas de Schauder e De Giorgi-Nash.

Antes de prosseguir, porém, descrevamos uma interpretacao do PVI (3.1), de na-
tureza geométrica, a exemplo do que fizemos com (1.3). Com efeito, definamos o fun-

cional G : C=(T) — R,
6u) = [ (Sl = 6(w) .

onde G(s) = [; g(r)dr. Como na Se¢do 1.1, seja ® : (—¢,€) x T — R uma variagdo de
u® = v € C°(T), onde u'?(#) = ®(t,0), t € (—¢,¢). Para calcular a derivada de G ao
longo desta variacdo, note que, pela Regra da Cadeia,

d
SG Do = g0},

onde
h=u{"|_g € C(T)

€ a fungdo variacional de ®. Assim,

d

—G(ul)]1— = — /1r (vgo + g(v)) hdb,

(3.2) 7

ou seja,
vge + g(v) = —(grad G)(v),

onde o gradiente é calculado em relacdo ao produto interno (1.4), neste caso restrito a
funcgdes reais. Portanto, a semelhanca de (1.3), o PVI (3.1) define uma equacdo dife-
rencial ordindria, do tipo gradiente, em C'*°(T). Espera-se entdo que o comportamento
assintotico de solucdes de (3.1), caso estejam definidas para todo ¢ > 0, seja completa-
mente determinado pelos pontos criticos de grad G, ou seja, por solugdes da equacio

(3.3) Vg + g(v) =0.

Estas sdo precisamente as solugdes estaciondrias de (3.1). A proposi¢do a seguir classifica
estas solucdes para certas escolhas de g.

Proposicao 3.1.1 Se sg(s) < 0, s € R, entdo as unicas solugcdes de (3.3) sdo as fungoes
constantes. Se, além disso, sg(s) < 0 para s # 0, entdo v = 0 € a tinica solugdo de (3.3).

Com efeito, multiplicanto (3.3) por v e integrando sobre T obtemos

/\vg\QdH = /vg(v)d@ <0,
T T
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donde v € constante. A segunda parte decorre do fato que qualquer solu¢@o constante
v = g necessariamente cumpre vog(vy) = 0, donde vy = 0.

O teorema a seguir descreve o comportamento assintético de solugdes de (3.1), sob
condig¢des apropriadas em g.

Teorema 3.1.2 Se, para s € R, tem-se sg(s) < 0e ¢'(s) < 0 entdo, para cada f €
C>°(T), (3.1) possui uma tnica solu¢do global u € C*([0,4+00) x T). Mais ainda,
existe ¢ € R tal que

(3.4) lim |[ju(t,-) — c||cee(ry = 0.

t—+o00

Se, além disso, sg(s) < 0 para s # 0 entdo ¢ = 0.
Exemplo 3.1.3 O Teorema 3.1.2 aplica-se ao PVI

U = Uggt+e v —1
= Laos 27

que define entdo um fluxo global. Mais ainda, qualquer uma de suas solucdes converge

para a funcgdo identicamente nula quando t — +o0.

A primeira etapa na demonstragdo deste resultado consiste em verificar que a solu¢ao
local ja existente, definida em [0, 7*), de fato é global, ou seja, 7* = +oo. Em virtude da
Proposicdo 2.1.2, devemos controlar todas as derivadas, tanto espaciais quanto temporais,
de u ao longo do fluxo, sendo que este controle deve ser uniforme no tempo. Comecemos
com as derivadas de ordem zero.

Proposicao 3.1.4 Nas condicoes do Teorema 3.1.2, existe Cy > 0, independente de T™,
tal que

(3.6) [ullcoqo,rxm) < Co.

De fato, seja
Lo
e(u) = Sl

onde a dependéncia em relacdo a ¢ é omitida. Entdo,

e(u)y = ugu = ugou + ug(u)

€(u)99 = UppU + |’LL9’2,
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de modo que
e(u); < e(u)gp.

Pelo Principio do Médximo (Teorema 1.1.5), tem-se
[u(t, )lcoery < [ fllcory, 0<t<TT,

e (3.6) vale com Cy = || f|co(m)-

A partir de (3.6) mostraremos como controlar uniformemente no tempo todas as
derivadas de u. E precisamente neste ponto que as estimativas de Schauder e De Giorgi-
Nash sao utilizadas.

Comecemos com o controle da norma de Holder da solu¢do. Note que, como g é
continua, (3.6) nos da

lg(w)|lcogo,r=yxm) < Mo,
onde M, > 0 ndo depende de 7. Assim, definindo

(3.7) d(t,0) = g(u(t,9)), (t,0)e]0,T") xT),

a estimativa de De Giorgi-Nash (Teorema 2.4.1), com a = 1 e b = 0, implica imediata-
mente a proposicao a seguir.

Proposicao 3.1.5 Existe C, > 0 independente de T™ tal que

||uHCC‘/2’°‘([O,T*)><’[[‘) < Cq.

Isto estabelece (2.4) para k£ = 0. As estimativas restantes, para k£ > 1, seguem-se
agora da Teoria de Regularidade de Schauder, através de (2.17) e (2.18). De fato, note
que, pela Desigualdade do Valor Médio,

l9(u(ty, 01)) — g(u(tz; 02))] < ( sup Ig’(U(t@))I) |u(ty, 61) = ulls, 02)],

[t,0)xT

e como g’ € continua tem-se ||g(u)|ca/2.a (o 7+)xm) < Ma, onde M, depende de C,, mas
ndo de 7. Assim, podemos aplicar (2.17) com G = g(u) para obter

||UHCHO‘/Q*Q‘*O‘([O,T*)XT) < Cyq.

Continuando o argumento, veja que g(u)g = ¢'(u)uy, de modo que

l9(u)a(t1,01) — g(u)o(ta, 62)] < ([tsel)lI:Tlg’(U(tﬂ))l> |ug(t1,01) — ug(ts, 02)],
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ou seja,
||g(u)||Cl+a/212+a([07T*)><’]I‘) < Msa,
de maneira que podemos usar (2.18) com k = 2 para obter
HUHO<4+a>/2»4+a([0,T*)xT) < C4,a-
Usando isto € g(u)gg = g”(u)u3 + ¢'(u)ugy, tem-se agora
||g(u)|’C’4+a/2v4+‘1([0,T*)><’IF) < Mya,

e (2.18) com k& = 4 fornece

||U||c<6+a>/2=6+a([o,T*)xT) < Oﬁ,a-
Iterando este procedimento indefinidamente obtemos as estimativas (2.4) e isso demonstra
a primeira parte do Teorema 3.1.2, a saber, a existéncia de soluc¢des globais.

Note que as estimativas em (2.4) agora valem globalmente, ou seja, para t > 0.
Consequentemente, a proposi¢do a seguir, que fornece um controle global para as normas
de Sobolev de u, decorre de (A.4).

Proposicao 3.1.6 Nas condigoes do Teorema 3.1.2, para cada p > 0 inteiro existe D, >

0 tal que

(3.8) lu(t, Maw) < Dyt € [0, +00).
Em particular,

(3.9) [ue(t, )lapry < Dyt € [0,+00).

A préxima etapa consiste em explorar o fato de que a energia G € uma quantidade
monotona para o fluxo definido por (3.1). Mais precisamente, se considerarmos a variagao
definida pelo préprio fluxo, de modo que u®(8) = u(t, ), entdo o cdlculo que levou a
(3.2) fornece

d
(3.10) ngm) =— /T ut”2d0 = —|u” || p2ry < 0,

ou seja, G é ndo-crescente ao longo do fluxo. Por outro lado, |G(u®)| < [u®||g(u®)]
implica

/G(U(t))dg < 27THU(t)||CO([0,+oo)xT)||9(U(t))||CO([0,+oo)xTr)
T
2nC,

IN
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para algum C' > 0 independente de ¢, donde
Gut) > —2xC,

ou seja, G é limitada inferiormente ao longo da solucdo u(Y). Logo, podemos integrar
(3.10) em ¢ para chegar a

+oo
t
0

. . ~ . t;
e assim existe uma sequéncia ¢; — oo tal que ||u§ )

r2(ry — 0. Usando (3.9) e
Interpolacdo (Teorema A.3.1), conclui-se que Hugti)HHp(T) — 0 para qualquer p > 0.
Assim, o mergulho de Sobolev (Teorema A.2.2, item 3) implica ||u§ti) |crery — O para

qualquer £ > 0, de modo que ugti) converge na topologia C'> para a funcio identica-

mente nula. Mais ainda, como temos controle uniforme sobre () na norma C*, para
qualquer k > 0, Ascoli-Arzela (Teorema A.1.1) nos garante, apds eventualmente passar
a uma subsequéncia, que u'*) converge em C>(T) para uma funcio v € C™=(T) que
satisfaz (3.3). Logo, v € contante, pela Proposicao 3.1.1.

Note que se sg(s) < 0, s # 0, a convergéncia acima de fato ndo depende da
sequéncia escolhida, pois v = 0 € a tnica solucdo da equacdo estaciondria vgg + g(v) =
0, pela Proposi¢ao 3.1.1. No caso geral, porém, para verificar que a convergéncia nao
depende da sequéncia escolhida, e portanto concluir a demonstracao do Teorema 3.1.2,
basta verificar que a energia G é convexa ao longo da solu¢do. Assim, comecando com
(3.10), e fazendo u = u¥, temos

d2
—G(u) = —Q/Uttutdﬁ
T
= —2/(U99+9(U))tut do
T

- —2/ (ut(;gut +g’(u)|ut]2) do.
T

Mas
(|Ut|2)99 = 2uggouy + 2lu|?,

de modo que

dt?

se ¢'(s) < 0, como desejado.

d2
T Gy = 2/ (Jusol? — ¢/ (w)|wsl?) d6 > 0,
T



Capitulo 4

O fluxo das aplicacoes harmonicas

Nesta secao consideraremos o chamado fluxo das aplicacdes harmonicas para aplicagdes
de T em T. Mostraremos que este fluxo € global e descreveremos precisamente seu com-
portamento assintético. Como aplicagdo, fornecemos uma descri¢do do espago C°(T, T)
das aplicacdes continua de T em T a menos da identificacdo de seus elementos por ho-
motopias.

4.1 Aplicacoes harmomicas

Se f: T — T é suave, definimos sua energia por

W) =5 [ s

Fixemos entio v € C®(T,T) e sejat € (—¢,¢) — u® : T — T uma variagio de
u(®) = v. O campo variacional da variagio é

V = Ugt) ’t:O-

Repare que V' é um campo vetorial sobre v, ou seja, V(0) € T,T para 6 € T,
onde a reta tangente a T em 6 € dada por

TyT={z€Z;{0,z) =0},

onde (,) é o produto interno euclidiano em C = R?. Mais ainda, definimos a reta normal
aT em 6 por
NoT = {\0; X € R}.

41
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0

Assim, para cada w € C, considerado como um vetor tangente a C em 6 = ¢%, existe

uma decomposi¢do ortogonal
w=w" +w" ,

onde w! € TyT é a componente tangente de w e w" € NyT é a componente normal de
w. Note que § = 0V, 0 € T.

Dito isto, podemos calcular:

d
aH(u(t)) = /T<UQt,u€>d9

= /(uw,u@)de
T
- / (s, uga)dO),
T

de modo que

d

(4.1) —H (U)o = — / (V,7(v))de,
dt .

onde 7(v) = (vgp)” € Ty(o)T € 0 campo de tensdo de v.

Como nas Secdes 1.1 e 3.1, (4.1) possui uma interessante interpretacao geométrica.
Com efeito, se V' e W sdo campos tangentes sobre v € C'°(T, T), definimos o produto
interno

42) <WMW:/WMWM%@M&

T

Assim, (4.1) reescreve-se como

d t _
CHWO o = (V).

de forma que

7(v) = —(grad #)(v),

onde o gradiente é calculado relativamente a ((, )). Portanto, v é um ponto critico para
grad £ se e somente se € harmodnica no sentido que

(4.3) T(v) = 0.

Isto sugere considerar o PVI

u = 7(u)
(4.4) {u(O,-) _ ;
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onde f € C*(T,T) é o dado inicial e u : [0,7) x T — T satisfaz a equagdo em (4.4).
O calculo acima mostra que, ao longo das solu¢des deste PVI, também chamado o fluxo
das aplicacoes harmonicas, a energia decresce de maneira 6tima, de forma que € natural
esperar que uma aplicagdo harmonica seja produzida quando ¢ — +o0, na hipétese de
que solucdes globais existem.

Convém entdo, antes de tudo, classificar as aplicacdes v : T — T que satisfazem
(4.3). Estas sdo precisamente as solug¢des estaciondrias de (4.4). Para tanto, note que
|v| = 1 implica

(4.5) (vg,v) =0,

e, por conseguinte,

(4.6) (vgg, v) = —|vg|?.
Isto mostra que (vgg)™ = —|vy|?v e portanto,
4.7) 7(v) = vgg + |ve|*v.

Note, em particular, que o PVI (4.4) torna-se

Uy = UQ9+|U9|QU

49 { u0,) = f

A proposicao a seguir classifica os solu¢des estacionarias de (4.4).

Proposicao 4.1.1 Se v € C(T, T) é harmonica, ou seja, satisfaz
Voo -+ |U¢9‘2U = 0,

entdo existem c € T e | € Z tais que v(0) = ce™®, § € T.

Com efeito,
(|U9|2)9 = 2(vgg, vg) = —2|vg|* (v, vg) = 0,

de modo que v de fato satisfaz a equacao linear
Vg + AU = 0,
onde \ > 0. A solucdo geral é

v(0) = ae™¥? 4 pe VN, a,b e C,
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e a periodicidade de v implica A = (%, 1 = 0, 1,. ... A solu¢do correspondente é
4.9) v (0) = ae™ 4 be™
que deve satisfazer |v;| = 1. Um calculo mostra que

L= |v(0)] = |a* + |b]* — 2Re(abe*"),

donde ab = 0. Portanto, devemos ter a = 0 ou b = 0 (ou ambos) em (4.9), donde o
resultado.

De posse desta proposicdo, podemos enunciar o principal resultado deste capitulo,
que descreve o comportamento assintotico de solugdes de (4.8), para dados iniciais suaves.

Teorema 4.1.2 Se f € C°(T, T) entdo existe uma tvinica solu¢do global u : [0, +00) X
T — T de (4.8). Em particular,

lim [lu(t, ) = fllo=z) = 0.

Mais ainda, quando t — +00, u(t.-) converge para uma aplicacdo harmonica, ou seja,
existem c € T el € 7 tais que v, (0) = ce'’, § € T, satisfaz

i luts ) = vegllescrm = 0.

Observacao 4.1.3 O Teorema 4.1.2 é um caso especialissimo de um famoso teorema de
Eells e Sampson [6] sobre a existéncia de aplicacdoes harménicas entre variedades Rie-
mannianas.

4.2 Solucoes globais e comportamento assintotico

Comecemos observando que o PVI (4.8) € do tipo quasi-linear e o Teorema 2.1.1 fornece
a existéncia de uma solu¢do maximal u : [0, 7*) x T — T. Note que, em principio, tem-se
apenas uma solugio u : [0,7*) x T — C, mas 7(u) = ugs + |ug|*u é sempre tangente a
T, de maneira que a solugdo de fato toma valores em T.

Isto posto, a primeira etapa na demonstracdo do Teorema 4.1.2 consiste precisa-
mente em verificar que esta solucdo local estende-se a uma solucdo global, ou seja,
T™ = 4-00. Como na demonstracdo do Teorema 3.1.2, devemos, em fun¢do da Proposi¢ao
2.1.2, controlar todas as derivadas desta solucdo uniformemente no tempo. Note que,
como a solucdo toma valores em T, ja temos 2 disposi¢do tal controle na norma C°, ou
seja,

(4.10) [ullcoqo,ryxmy < 1.
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Diferentemente do que ocorreu com a equagao semi-linear do capitulo anterior, um con-
trole em C° ndo basta para prosseguir com a andlise, pois a ndo-linearidade em (4.8)
envolve a primeira derivada. Logo, devemos, num primeiro estdgio, igualmente controlar
anorma C' da solugdo.

Seja
(1) = 3ol
e(u) = =|u
9 ol »
onde a dependéncia em ¢ foi emitida. Como
(4.11) wip = ugpp + 2(ugg, ug)u + |ug|*ug,

temos, por (4.5),

e(u)t = <Ut0> U9>
= (uggg, ug) + |u9]4.
Por outro lado,
e(w)go = (ugog, ug) + \U%!Q,
de maneira que
e(u) — e(u)gg = |uo|* — |ugo|*.
Mas (4.6) e Cauchy-Schwarz nos dao
(4.12) |ug)® < |ugol,
de modo que
e(u)t S e(u)gg.

Assim, pelo Principio do Maximo (Teorema 1.1.5), vale

(4.13) [e(w) lcoqo,r)xr < €

para C' > 0 que ndo depende de 7. A partir de (4.10) e (4.13) mostraremos como
controlar as derivadas de ordem mais alta de w. Mais uma vez, as estimativas de De
Giorgi-Nash e Schauder virdo ao nosso socorro.

Comecemos observando que, tomando a derivada de (4.8), w = uy satisfaz
2
wy = weg + 2(ug, wo)u + |ug|“ue,

ou seja, w € solugdo limitada de uma equacdo parabdlica linear cujos coeficientes, que
dependem de u e ugp, sdo uniformemente limitados no tempo por (4.10) e (4.13). Desse
modo, as estimativas de De Giorgi-Nash (Teorema 2.4.1) nos fornecem C} , > 0, inde-
pendente de 7™, tal que

[uol| carzaoryxmy < Cla-
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Em particular, se definirmos
G(t7 9) = |U9(t, 9) ’2u<t7 0)7

entao
I

|Gl carzaorexm) < Cla

e como, por (4.8), u satisfaz a equag¢do ndo-homogénea
(414) Us = Upo + G<t7 9)7
as estimativas de Schauder (Toerema 2.3.1) nos dao

[ullgrvarzztaqoryxty < Coas

onde novamente C5 , > 0 ndo depende de 7. Podemos agora interar o agumento, pois
temos & disposi¢do um controle uniforme de G em C'!+%)/21+2 de modo que, novamente
por (4.14) e Schauder, ganhamos o controle de u em CG+®)/23+2 etc. Prosseguindo
dessa maneira, todas as estimativas na Proposi¢do 2.1.2 sdo verificadas e a existéncia de
solugdes globais de (4.8) € estabelecida.

Com relagdo ao comportamento assintdtico, procedemos exatamente como na de-
monstracao do Teorema 3.1.2, verificando inicialmente que a energia H € uma quantidade
mondtona ao longo do fluxo. Com efeito, se considerarmos a varia¢ao dada pelo proprio
fluxo, entdo o célculo que nos levou a (4.1) fornece

d

E'H(u(t)) = — [ |7(u")*a0
T

=l @) Z2)

0,

IN

ecomo H > 0,
+oo
0

Assim, existe uma sequéncia ¢; — +oo tal que [|7(u"))||z2¢r) — 0. Como j4 temos &
disposicdo um controle uniforme da solug¢io nas normas C* e, por conseguinte, nas nor-
mas de Sobolev, podemos repetir o argumento do Capitulo 3, que faz uso de Interpolagio,
mergulho de Sobolev e Ascoli-Arzeld, para garantir que, eventualmente passando a uma
subsequéncia, uﬁti) converge para a fungio identicamente nula e u**) converge para v €
C>(T, T) satisfazendo 7(v) = wvgg + |vp|*v = 0, com a convergéncia em C°°(T) em
ambos os casos. Pela Proposi¢ao 4.1.1, v = v.;,c € T, € Z.

Vimos até agora que qualquer f € C°°(T, T) evolui, ao longo de uma sequéncia
t; — +oo, para uma aplicacdo harmodnica. Resta, portanto, verificar que a convergéncia
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niao é meramente sequencial mas de fato acontece quando ¢ — +o00. Para isto, basta
mostrar que H é convexa ao longo do fluxo. Ora, se escrevemos, para simplificar a

notagdo, u® = u e usamos (4.1) com V = ugt) = Uy,
d? d, o
ﬁ’ﬂ(u) = —/Tzi\ut] df

= —2/<utt,u>d9
T

- —2/<(u99 + |u@|2u)t,ut)d9
T

= —9 /(ut(;g + 2{ugg, ug)u + ]u(;]Qut,ut)dﬁ
T

= —2/<Utee+ |ug| P, ur)do,
T
pois (u¢, u) = 0 dado que |u| = 1. Por outro lado,

(\ut!2)99 = 2(ug99, ue) + 2|usg|?,

o que nos da
d2

M) =2 [ (il = o ),
T

Mas observe que (uzg, u) = —(us, up) = £|ug||ug| pois us e ug sdo ambas tangentes a T.

Portanto, |u||ug| < |ugy| e
2

d
@H(U) >0,

como desejado. Isto encerra a demonstragdo do Teorema 4.1.2.

4.3 Uma aplicacao em Topologia

Recordemos que se X e Y sdo espagos topoldgicos e f,g € C°(X,Y), o espago das
aplicagdes continuas de X em Y, uma homotopia entre f e g € uma aplicacdo continua
H :[0,1] x X — Y satisfazendo H(0,z) = f(x) e H(1,z) = g(z), para qualquer
x € X. Diremos que f e g sdo homotdpicas se existe uma homotopia entre f e g, o
que representaremos por f = g. Assim, se definirmos h, : X — Y, hy(z) = H(s,x),
s € [0,1], entdo hg = f e hy = g. Noutras palavras, uma homotopia entre f e g nada
mais € que uma curva continua em C°(X,Y) ligando f € g.

E facil verificar que = é uma relacio de equivaléncia em C°(X,Y) e um problema
central em Topologia é determinar a estrutura de C°(X,Y")/ =. A proposi¢do a seguir é
o primeiro passo na empreitada de resolver este problema quando X =Y = T.
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Proposicio 4.3.1 Se g € C°(T,T) entdo existe | € Z tal que g = w;, onde w;(#) = ',

0 eT.
Na demonstragdo, precisaremos do lema a seguir.
Lema 4.3.2 Se g € C°(T, T) entdo existe f € C(T,T) com g = f.

Se g e f sdo como no lema, seja u : [0, +00) x T — T a solugdo do PVI (4.8), com
dado inicial f, dada pelo Teorema 4.1.2. Seja ¢ : [0,1) — [0, +00) qualquer difeomor-
fismo positivo de modo que 1 estende-se a uma aplica¢do continua ¥ : [0, 1] — [0, +o0],
onde [0, +00] é semi-reta estendida. Com esta notagdo, H : [0,1] x T — T,

H(s,0) = u(¥(s),0),

define, pelo Teorema 4.1.2, uma homotopia entre f e v.;, para ¢ = ¢ ¢ Tel € 7. Mas
K(s,0) = €% realiza uma homotopia entre v..; € w;, € a Proposigdo 4.3.1 segue, a
menos da demonstracdo do Lema 4.3.2, que consideramos a seguir.

Sejam

1 3
Vr = C: = -
T {ze ,2<:p|<2},

ell: Vr — T, II(z) = z/|z|, a projecdo ortogonal de Vr sobre T. Se g é como no lema,
escolha, pelo Teorema 1.3.6, f € C*°(T, C) tal que

19(6) — f(9)] < %, 0cT.

Como o segmento s € [0, 1] — (1 — 5)g(6) + sf () estd inteiramente contido em V7,
H(s,0) =11 (1 = 5)g(0) + 5/(6))

define uma homotopiaentre g = [loge f =1l o f , como desejado.

A Proposigdo 4.3.1 sugere definir a aplicagdo T : C°(T,T) — Z, T([f]) = [, onde
[f] denota a classe de hototopia de f. A proposi¢do a seguir garante que Y estd bem
definida.

Proposicao 4.3.3 Se w; = w,, entdo | = m.

Para a demonstracdo, seja

1 zdy — ydx
W=——"
2 22 +y?
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a 1-forma elemento de dngulo definida em C*, o plano complexo menos a origem. Se
v : T — C* é uma curva fechada de classe C", consideremos a integral curvilinea

I(y)z/ywéZ.

Intuitivamente, /(y) mede o ndmero liquido de voltas que -y dd em torno da origem. Como
w € fechada, () = I(7) se v e 4 sdo homotépicas; veja [14]. Por outro lado, é facil
verificar que /(w;) = [, e a Proposicao 4.3.3 resulta.

A Proposigio 4.3.3 mostra que, através de T, C°(T, T)/ = pode ser identificado a
Z, o conjunto dos nimeros inteiros.
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Capitulo 5

Evolucao de curvas pela curvatura

5.1 A geometria das curvas planas

Seja I C R um intervalo. Uma curva plana parametrizada é uma aplicacdo vy : I — R?
satisfazendo:

1. v é suave;

2. v é regular, isto é, para cada ug € I, o vetor derivada ,(ug) é ndo-nulo. Diz-se
entdo que u € [ é um pardmetro regular para ~y. Isto permite definir, para cada
p = v(uo) € 7, a reta tangente ay em p pondo T,y = {p + ty,(uo), t € R}.

Expliquemos porque a expressao parametrizada aparece nesta definicdo. O trago
de 7 é o conjunto imagem ~y(I) C R% Observe que duas curvas parametrizadas distintas
podem possuir o mesmo traco. Em geral, o que acontece € o seguinte: dada uma curva
parametrizada v : I — R? e um difeomorfismo h : J — I, onde J é outro intervalo,
entdo ¥ = yo h : J — R? é uma curva plana parametrizada que possui 0 mesmo trago
que . Noutras palavras, o mesmo subconjunto de R? é parametrizado de duas maneiras
distintas. Diz-se entdo que 7y é uma reparametrizacdo de y. Como estaremos interessados
em propriedades do traco que ndo dependam de uma particular parametrizacdo, € natural
considerar duas curvas planas parametrizadas como equivalentes se elas diferem por uma
mudanca de parametrizacdo. O objeto que resulta desta identificacido serd chamado uma
curva plana ou simplesmente uma curva.

Eis, portanto, a estratégia a ser adotada. Dada uma curva plana ~, escolhe-se uma
parametrizagdo, que € entdo usada para estudar a curva em questdo. Feito isto, deve-se
extrair dos resultados somente aquilo que tenha conteido essencialmente geométrico, ou
seja, que ndo dependa da parametrizacdo utilizada, pois somente esta informacgao esta

51
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intrinsecamente associada a curva, nao se encontrando, portanto, ‘viciada’ pela escolha
feita.

Usaremos sistematicamente o procedimento descrito acima para determinar invari-
antes geométricos de curvas. Por isto entendemos quantidades (diferenciais ou integrais)
que sdo preservadas por composicao da curvas com aplicacdes do tipo

5.1 2 €RS Az +beR?

onde A € uma rotacao do plano, isto é,

A ( cos 0 —sen@)

senf cos 6

onde f € [0,27), e b € R?. Uma aplicagdo como em (5.1) é chamada um movimento
rigido.

Como exemplo, seja vy : I — R? uma curva parametrizada e considere sua veloci-
dade v = |v,|.! Observe que v € sempre positiva, pois 7y € regular, e certamente depende
da parametrizac¢do considerada. No entanto, € f4cil ver que a integral

b
(5.2) /Vdu:/ vdu,
1 a

onde / tem extremidades a < b, € invariante por reparametrizacdes. Difiniremos o com-
primento de -y, denotado por L(7y), como sendo o valor desta integral. Vé-se que L(vy)
¢ um invariante de . Com efeito, se 'R é um movimento rigido e 7 = R o vy entdo
7ul = IR(7w)| = |7ul, pois R preserva comprimentos. O resultado segue entio de (5.2);
observe que usamos aqui que L(~) pode ser calculado através de (5.2) utilizando-se qual-
quer parametrizacao.

Consideremos agora a integral indefinida associada a (5.2). Fixemos ug € [ e
definamos o : I — R por

(5.3) o(u) = /uudu.

0

Observe que ¢ é um difeomorfismo sobre sua imagem J = o (/) pois o, = v > 0. Logo,
sey =~voo ' :J — R?entlo, pela Regra da Cadeia, 7 = [7,| = |7, ||%| = vt =12
Isto significa que o vetor tangente unitdrio T = -, sempre possui norma unitaria e,

consequentemente, o comprimento de ~y pode ser calculado por

(5.4) / do.
J

'Recordemos que | | é a norma euclidiana usual em R?.
2Seguimos aqui a convencdo usual de, neste contexto, denotar um elemento genérico do intervalo .J por
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Quando isto acontece, dizemos que a curva encontra-se parametrizada pelo comprimento
de arco e que o € o pardmetro comprimento de arco de ~y. Assim, foi mostrado aqui que
toda curva regular pode ser reparametrizada pelo comprimento de arco.

Estamos agora preparados para definir a curvatura de uma curva . Pelo que vi-
mos acima, podemos supor que -y encontra-se parametrizada pelo comprimento de arco.
Fixemos a orientagdo usual em R? e definamos o vetor normal unitdrio N como sendo
aquele tal que {T, N} constitui uma base ortonormal positiva de R?, ou seja, se y(c) =

(x(0),y(0)) entdo
(55) T = (l'g, ya)7 N = (_yav xﬁ)'

Se ( , ) denota o produto interno euclidiano usual em R? entdo, derivando | T|*> = (T, T) =
1 em relagdo a o, tem-se (T, T, ) = 0, ou seja, T, e N s@o co-lineares. Logo, existe uma
funcdo suave k = k(o) satisfazendo

(5.6) T, = kN.

Esta funcdo k é chamada a curvatura de .

Para atribuir a & uma primeira interpretacio geométrica, seja § = (o) o angulo
que T faz com uma direcio fixada (o eixo das abcissas, por exemplo.)’ E possivel entio
escrever T = (cos 6,senf) e N = (—sen 6, cos 0) (veja Figura 1.) Decorre da Regra da
Cadeiaque T, = %(—sen 0,cos 0) = %N e comparando com (5.6) obtemos

o

=

(5.7) k

Isto significa que a curvatura mede a variacdo angular de T. Resulta também de (5.7)
que k é de fato um invariante da curva uma vez que um movimento rigido preserva o e
modifica § por uma constante.

)G

Figura 1

3Nio ¢ claro que exista uma escolha suave para § = (o). Justificaremos isto a seguir (veja a férmula
(5.15) abaixo e os comentarios que a seguem.)
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Para futura referéncia, apresentamos a expressdo de k em termos das coordenadas
de v = (z,y) em termos de um pardmetro regular u qualquer:

oy N

Isto decorre de
(59) k= <T07 N> = ToYoo — Yoloo

e da Regra da Cadeia. Concluimos entdo que k£ pode ser expressa em termos das derivadas
até segunda ordem da parametrizacdo. Deixamos ao leitor a tarefa de usar (5.8) para
verificar que o circulo X (u) = r(cos u, senu) de raio r > 0 possui curvatura k = 1/7.

Podemos agora enunciar o teorema que explicita em que sentido %k € o invariante
fundamental na geometria de curvas planas.

Teorema 5.1.1 Seja k = k(o) uma fungdo suave definida para o € I. Entdo existe uma
curva vy : I — R? tal que o é o pardmetro comprimento de arco de v e k é a curvatura
de ~. Mais ainda, se ¥ : I — R? é uma outra curva parametrizada gozando das mesmas
propriedades entdo existe um tinico movimento rigido R satisfazendo 7 = R o . Em
palavras, k determina v a menos de movimentos rigidos.

Para a demonstragdo, observe que, se v é dada, tem-se (T, N) = 0, donde (N,,, T)
—(N,T,) = —k. Além disso, (N,N) = 1 implica (N,,N) = 0. Logo, N, = —kT.
Deve-se conceber o conjunto de equagdes

Yo = T
(5.10) T, = kN
N, = —kT

usualmente chamado as equagdes de Serret-Frenet, como um sistema de equacdes di-
ferenciais ordindrias que deve ser resolvido para (v, T,IN), uma vez que k tenha sido
dada, usando-se condicdes iniciais apropriadas. Com efeito, fixemos oy € I, p € R? e
{Ty, Ny} a base ortonormal positiva de R? com ~,(cy) = T. Consideremos o conjunto
de condig¢des iniciais

V(Uo) =P
(5.11) T(og) = Ty
N(O'()) = NO

O teorema de existéncia e unicidade para equagdes diferenciais ordinarias (veja [19])
garante a existéncia de uma tnica solugdo suave (v, T, IN) de (5.10) definida em [ e satis-
fazendo (5.11). Como (T,N), = (T,,N)+(T,N,) = (kN, T)+ (T, —kN) = 0, segue
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que (T,N) = (T,N)(0¢) = 0. Além disso, (|T|?), = 2(T,, T) = 2(kN, T) = 0, isto
¢, |T| = |T(oo)| = 1, ouseja, T € o vetor tangente unitdrio a y. Similarmente, resulta que
IN| = 1 e como ja sabemos que (T, N) = 0, N € o vetor normal unitério a 7. A equagio
v, = T implica agora a um s6 tempo que y é regular e que o € o parametro comprimento
de arco associado a . De posse disso, decorre de T, = kKN que k € a curvatura de . Isto
garante a existéncia de y satisfazendo as condi¢des do teorema.

Para a unicidade de v a menos de movimentos rigidos, observemos que, dados
dois conjuntos quaisquer de condig¢des iniciais (5.11), existe um unico movimento rigido
que leva um desses conjuntos no outro. Em particular, se v € 7 sdo como no teorema,
considere o movimento rigido R satisfazendo R (5(c)) = Y(00), R(T(0y)) = T(op) e
R(N(ag)) = N(0p). Resulta que v e R o 7 sdo ambas solugdes de (5.10) e (5.11) e, por
unicidade de solucdes, v = R o 7, conforme queriamos.

Antes de prosseguir, convem observar que que as tnicas curvas com curvatura con-
stante sdo segmentos de retas (k = 0) e arcos de circulos (k # 0). Isto é consequéncia
imediata de (5.10).

[lustremos a importancia do Teorema 5.1.1 com uma aplicacdo que descreve o com-
portamento de -y em torno de um ponto py com k(pg) # 0. Podemos admitir pelo Teorema
5.1.1, isto €, ap6s compor com um movimento rigido, que py = (0,0) e que -y é tangente
ao eixo das abcissas em (0, 0). Restringindo -y a uma vizinhanca suficientemente pequena
de po, podemos ainda admitir que -y € o grafico de uma func¢do 7 = 7(u), ou seja, que 7 é
dada parametricamente por y(u) = (u, 7(u)) com 7(0) = 0 e 7,(0) = 0. Como x(u) = u
e y(u) = 7(u), (5.8) fornece a seguinte expressdo para a fungdo curvatura:

Tuu
(5.12) L —
(1+72)%?

Em particular,

(5.13) k(po) = Tuu(0).

Teorema 5.1.2 Se k(po) € positiva ou negativa entdo existe uma vizinhaca de py em =y
cuja intersegdo com 1,y é precisamente py. Em particular, vy situa-se localmente do
mesmo lado de T),,~y. No primeiro caso, v é concava na dire¢do de N ao passo que no
segundo caso vy € concava na direcdo de —N.

Com efeito, pela férmula de Taylor, tem-se para u # 0,

() = (O +n(u)

— (%k}(po) + 775?) u?,
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onde lim7n(u)/u? = 0. Se k(py) > 0 escolha ¢ = k(py)/2. Entdo existe 6 > 0 tal que
0 < |u|] < ¢ implica |n(u)/u?| < e. Em particular, n(u)/u* > —e = —k(po)/2. Logo,
7(u) > 0. O resultado segue entdo observando-se que, em py, T = (1,0) e N = (0, 1).
O caso k(pg) < 0 é tratado similarmente.

E hora de fazer algumas consideracdes a respeito da geometria global das curvas
planas. Para tanto, é necessdrio isolar uma classe importante de curvas. Seja I = [a, b] C
R um intervalo fechado. Diremos que v : I — R? € fechada se vale v(a) = ~(b). Neste
caso, 7 se estende por periodicidade a uma curva 7 : R — R2 Dizemos entdo que 7 é
regular se v, (a) = 7,(b). Noutras palavras, - fechada é regular se o seu traco ndo possui
uma ‘quina’ em y(a) = y(b).* Ademais, vy é dita ser simples se sua restri¢do a [a, b) é
injetiva. A Figura 2 ilustra estes conceitos.

curva fechada nao-regular curva fechada regular curva fechada regular smples
nao-simples

Figura 2

A seguir, sempre que nos referirmos a uma curva fechada, estaremos admitindo que
ela é regular.

O resultado do Teorema 5.1.2 sugere a defini¢do a seguir.

Definicao 5.1.3 Uma curva vy é localmente estritamente convexa se ndo possui pontos de
inflexdo. Mais geralmente, -y é localmente convexa se sua curvatura ndo muda de sinal,
podendo eventualmente se anular em algum ponto. Finalmente, v é convexa se, para
qualquer p € v, v estd inteiramente contida num dos semi-planos fechados determinados
por T,y (veja Figura 3.)

Note que convexidade é uma propriedade global. E natural, portanto, perguntar:
para uma curva fechada, sob que condi¢bes convexidade local implica convexidade?

4Na verdade, para as aplicacdes que temos em mente, é natural exigir que as derivadas até terceira ordem
também coincidam no ponto em questio, o que certamente assegura que a curvatura € pelo menos continua
neste ponto.
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Jrva estritamente localmente curva localmente convexa
convexa mas nao convexa mas nao estritamente convexa curva convexa
mas nao estritamente convexa
Figura 3

Teorema 5.1.4 Uma curva fechada localmente convexa é convexa se e somente se é sim-
ples.

Embora este resultado seja bastante 6bvio do ponto de vista intuitivo, sua demons-
tracdo € decididamente ndo-trivial e utiliza um dos mais profundos resultados da teoria
global das curvas planas, relacionado com a fun¢do angular 6 a que ja nos referimos. Seja
v : I — R? parametrizada pelo comprimento de arco. Fixemos oy € I e escolhamos
0y € R tal que

(514) T(Uo) = (COS@(),SeIle()).

Definamos 6 : [ — R por

g

(5.15) O(c) = by +/ kdo,

0

de forma que

(5.16) — =k.

Mostremos agora que vale
T (o) = (cos@(o),senb(0)),

para qualquer o € I, de modo que (5.15) de fato define globalmente a fun¢io angular 6.
De fato, basta considerar (o) = |T(c) — (cos@(c),send(c)|?, o € I. Um célculo direto
usando (5.10) e (5.16) nos da

3_” = —2k((N, (cos,senf)) + (T, (—senf, cosh))) = 0,
ag

e (5.14) entao implica ;. = 0, como queriamos.

SObserve que a funcio # somente estd bem definida a menos de um miiltiplo inteiro de 2.
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Assim, se sy < s; pertencem a [ entdo a integral
o1
(5.17) / kdo = 0(o1) — 0(0p)

0

mede a variacdo angular liquida experimentada por T ao percorrermos a curva de (o)
ay(o1). Em particular, se vy € fechada esta variagdo é um miiltiplo inteiro de 27. Nestas
condicoes, vale a férmula

(5.18) /kda = 2rInd(7),
v

onde Ind() é um inteiro denominado o indice de ~y. Se a cada ponto de 7 associarmos o
elemento de T correspondente a extremidade de T, vé-se entdo que Ind(7) representa o
numero liquido de voltas que a extremidade de T percorre ao completarmos uma volta em

v (veja Figura 4.) O caso Ind(y) = £1 merece consideragio especial, conforme mostra
Ind(C) =1 Ind(C) =2 Ind(C) =0
Figura 4

o resultado a seguir.
Teorema 5.1.5 Se v é fechada e simples entdo Ind(y) = +1.

Este resultado € a principal ferramenta utilizada na demonstracdo do Teorema 5.1.4.
As demonstragdes podem ser encontradas em [1].

Se v € localmente estritamente convexa e simples entdo vy € estritamente convexa,
ou seja, para cada p € v, tem-se que v N 7,y = {p} (veja Figura 5). Neste caso, como
k = df/do > 0, resulta que 6 € [0, 27) é um pardmetro regular para v, isto é, 4 nunca se
anula. Mais geralmente, se v é localmente estritamente convexa entéo 6 € [0, 27Ind(7))
¢ parametro regular para 7.5 Note-se que estamos aqui adotando a seguinte convencio,
que vai nos acompanhar ao longo deste capitulo:

Se 7y € localmente convexa entdo sempre consideraremos parametrizacoes em que
v € percorrida no sentido anti-hordrio, ou seja, tais que k > 0.

®Conforme ilustraremos nas segdes seguintes, o uso de § como parimetro facilitard enormemente o
estudo da evolugdo de v pela curvatura.
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S

curva estritamente convexa
Figura 5

Toda essa discussdo ilustra muito bem que tanto o sinal de £ como o de T e, por-
tanto, o de N, dependem do sentido em que a curva € percorrida. Por outro lado, € imedi-
ato que o vetor curvatura kN ndo depende do sentido da parametrizacdo. Isto sugere que
kN deve possuir uma interpretacdo geométrica mais profunda que k. Isto é verdade de
fato e estd relacionado com uma interessante interpretacdo variacional de kN, conforme
veremos na proxima se¢ao.

Finalizaremos esta se¢do com um teorema de compacidade para certos subconjuntos
do plano. Ora, pela discussdo acima, uma curva convexa v delimita um subconjunto do
plano, digamos K, que é convexo no sentido que contém um segmento de reta sempre
que contém suas extremidades. Em geral, se K tem estas propriedades, definimos, para
0 >0,

K5 = Upex {g € R% g —p| < 6}

A distancia de Hausdorff entre convexos KM e K?) ¢ entdo

dy (KW, K®) = inf {5 S0, KW ¢ K® oK ¢ Kg)} ‘

Teorema 5.1.6 (Teorema de selecio de Blaschke) Seja { KV} uma sequéncia de subcon-
juntos compactos e convexos de R? com a propriedade que K" C D, para qualquer 1,
onde D é limitado. Entdo existe uma subsequéncia de { K"} que converge, na distancia
de Hausdorff. para algum convexo compacto K C R2.

A demonstracdo pode encontrada em [7].

5.2 O fluxo pela curvatura

Em muitas situacdes de natureza pratica, uma curva plana fechada e simples aparece como
modelo matematico de uma interface, ou membrana, que separa dois meios fisicos de
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constitui¢oes distintas. A interacao entre esses dois meios determina a evolucdo da mem-
brana ao longo do tempo através de uma lei que especifica a velocidade instantanea com
que cada ponto da membrana se move. Passemos agora a definir o conceito matemético
que descreve uma evolucao deste tipo.

Definicdo 5.2.1 Seja v : I — R? uma curva fechada (ndo necessariamente simples.)
Uma variagdo de v é uma aplicagdo suave X : (—e¢, ¢) x I — R? satisfazendo:

1. X(0,u) = y(u), para qualquer u € I;

2. Para qualquer t € (—¢,€) a aplicagdo que a cada u € I asssocia X(t,u) é uma
curva fechada regular.

Uma variacdo descreve, por conseguinte, uma familia a um parametro, no caso t €
(—e,€) — X(t,.), de curvas; veja Figura 6. E instrutivo pensar em ¢ como o tempo
ao longo do qual a configuragdo inicial  evolui.

Figura 6

Como determinar a velocidade de evolucdo de -y ao longo de X? A resposta é muito
simples: deriva-se X em relacdo a t. Mais precisamente, para cada v € I, considere a
curva ‘transversal’ a variagdo ¢t € (—¢,€) — X(t,u) € R?, que se encontra tracejada na
Figura 6. Derivando esta curva em relacdo a ¢ obtém-se a velocidade com que a mem-
brana, no nosso modelo representada pelas curvas da variacdo, evolui. Se T = T(¢,u) e
N = N(¢,u) sdo, respectivamente, os vetores tangente e normal unitarios das curvas da
variagdo, entdo pode-se equivalentemente descrever a variacdo através da lei de evolugao:
(5.19) ox = fN+4T

ot
Aqui, f e g sao fungdes de (¢, u) que expressam as velocidades de evolu¢do da membrana
nas dire¢des normal e tangente, respectivamente. Portanto, dadas f e g como acima,
o lado direito de (5.19) define a velocidade instantanea de evolucdo da membrana e a
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evolucdo propriamente dita (isto é, X) pode ser em principio determinada integrando-se
(5.19) com condig¢do inicial X (0,u) = 7(u). Diz-se usualmente que W = fN + ¢gT é o
campo variacional associado a X; veja Figura 6.

E crucial para o desenvolvimento da teoria determinar como os invariantes de vy
evoluem quando v experimenta uma variagdo. Comecemos com o comprimento. Para
cadat € (—¢,¢), seja L(t) o comprimento da respectiva curva, ou seja,

(5.20) L(t) = /dcr: /I/du,

onde a integral é calculada ao longo da curva u — X (¢, u). Resulta dai que

dL ov
21 = _ |
(5.21) o / oy du,

0 que nos deixa com a tarefa de calcular Jv/0t. Ora, pela Regra da Cadeia, as equacdes
de Serret-Frenet (5.10) podem ser reescritas como

X, = vT
(5.22) T, = vkN
N, = —vkT
De X, = T obtemos
0X, 0 v oT
(5.23) T a(uT) = ET + J/E.

e usando (5.19) e (5.22),

520 T (GF) =N+ gTh =+ BN + (g EOT
ot ot ),
Logo,
ov oT
(5.25) 5 Lt vg = utvgh)N+ (gu —vEf)T.

Fazendo o produto interno de (5.25) por T e usando que (T, 9T /0t) = 0 pois |T| = 1,
conclui-se que

o _
ot e

e, retornando a (5.21), tem-se finalmente

(5.26) — vkf,

(5.27) %Z/(gu—l/kf)du:—/z/kfdu:—/fkda,
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ou ainda,

L

(5.28) = / (fN, kN)do.

Esta é a formula da primeira variacdo para o comprimento.

Observe que a velocidade tangencial g ndo aparece em (5.28) pois [ g, du
= 0, uma vez que g € periddica em u. Na verdade, isto € consistente com o fato do com-
primento ser um invariante global visto que a componente tangencial de X, corresponde,
apOs integracao de (5.19), a reparametrizacOes das curvas da variacdo, o que certamente
nao afeta o seu comprimento. Isto é uma primeira indicac¢do da validade de um principio
geral:

Ao calcular-se a evolucdo de invariantes geométricos globais (tais como compri-
mento, drea, etc.) ao longo de variacdes de curvas fechadas, somente a componente
normal fIN do campo variacional associado aparece no resultado final.

Vamos agora a mais importante consequéncia de (5.28). Se quisermos deformar
de tal maneira que seu comprimento diminua de forma mais eficiente possivel, devemos
fazer f = k (e ¢ = 0, pelo comentario acima.)’ Noutras palavras, a curva deve ser
deformada na direc@o do vetor curvatura kIN. Isto d4 origem ao fluxo pela curvatura

oX

2 —~—— — N
(5.29) 5 kN,

que serd nosso objeto de estudo a partir de agora.

Devemos pensar em (5.29) como um problema de valor inicial (PVI), ou seja,
comegamos com uma curva fechada v e tentamos encontrar uma aplicagdo X : [0,7) X
I — R? satisfazendo (5.29) e X(0,-) = v. Noutras palavras, devemos estudar o fluxo
determinado pelo PVI

X
< = kN
5.30 ot
Sera conveniente definir, neste contexto, ) = X(¢,-) de forma que 7(© = ~.

Como sempre acontece em problemas desta natureza, as seguintes questoes devem ser
imediatamente consideradas:

1. O problema acima possui uma solugd@o local no tempo, isto é, existe e > 0 tal que
(5.30) tem solugdo X : [0,¢€) x T — R?? Se este for o caso, esta solugdo € Gnica?

"Veja a Proposi¢do 5.4.1 para a explicacdio deste ponto.



5.3. EXISTENCIA DE SOLUCOES 63

2. Se as perguntas acima tiverem respostas positivas, € imediato que existe uma Unica
solu¢do maximal definidaem ¢ € [0, T*) (podendo ocorrer T* = +o00 em principio.)
Como, devido ao seu carater ndo-linear, (5.30) em geral ndo pode ser resolvida ex-
plicitamente para dados iniciais arbitrarios, é natural questionar a0 menos sobre o
que acontece com v quando ¢t — 7™*? Dito de outro modo, qual é o comporta-
mento assintotico das solugdes de (5.30)?

Um dos mais belos resultados de Geometria Diferencial nas tltimas décadas € o
seguinte teorema de M. Gage e R. Hamilton [10], que oferece uma resposta perfeitamente
satisfatdria as questdes acima.

Teorema 5.2.2 Seja v uma curva estritamente convexa. Entdo o fluxo pela curvatura
(5.30) contrai v a um ponto em tempo finito igual a Ay /27, onde Ay é a drea de v, a
curva permanecendo simples e estritamente convexa ao longo da contra¢do. Mais ainda,
se para cada t € [0, Ay/27), aplicarmos uma homotetia®a v de modo a obter uma
curva T'® que possua a mesma drea que ~, entdo T'® converge em C™ para um circulo
de mesma drea que ~. Dito de modo pitoresco, v*) converge para um ponto ‘redondo’.

Uma demonstracao deste resultado serd apresentada nas secdes seguintes.

O que acontece quando a curva inicial é simples mas ndo € estritamente convexa?
Neste caso, M. Grayson [11] mostrou que a curva permanece simples, torna-se estrita-
mente convexa depois de algum tempo e, pelo resultado descrito acima, converge para
um ponto ‘redondo’ em tempo finito. Devemos interpretar este resultado como uma pro-
priedade de ‘suavizacdo’ do fluxo pela curvatura, ou seja, o efeito inicial deste fluxo
sobre uma curva simples € fazé-la ‘desenrolar-se’, tornando-a convexa. A partir dai, a
convexidade € preservada e a curva finalmente se contrai do modo descrito acima.

5.3 Existéncia de solucoes

No secdo anterior introduzimos o fluxo pela curvatura

X
2 kN
ot !

(5.31)
onde X = X(t,u) : [0,7) x I — R? é uma familia a um pardmetro de curvas fechadas no
plano e k = k(t,u) e N = N(¢, u) sdo a curvatura e a normal unitdria de cada uma destas
curvas, respectivamente. O proposito deste capitulo € iniciar a andlise do comportamento

8Recordemos que uma homotetia é uma aplicaciio da forma z € R? — Az +b € R%, paraA > Oe
b € R?. Diz-se entdio que ) é o fator da homotetia e que a homotetia é centrada se b = 0.



64 CAPITULO 5. EVOLUCAO DE CURVAS PELA CURVATURA

assintotico de solugdes de (5.31) correspondente as primeiras etapas da demonstracdo do
Teorema 5.2.2.

A seguir, salvo mengdo explicita em contrdrio, por curva convexa entenderemos
uma curva que é fechada, regular e estritamente convexa.

Recordemos que, conforme explicado na Secao 5.1, a consideracio de curvas con-
vexas permite-nos usar a variavel angular 6 € [0, 27) como uma parimetro regular para
X. Como sempre, serd conveniente identificar o intervalo [0,27) ao circulo unitdrio
T = {(z,y) € R% 22 + y? = 1} através daregra § € [0,27) — 2z = ¢ € T. Es-
tudaremos entdo solugdes X = X(¢,6) : [0,7) x T — R? de

(5.32) X, = fN,

onde, para futura referéncia, suporemos que f é uma fungdo arbitraria de (¢, 6).”

Comecemos por calcular como os invariantes geométricos associados as curvas
X(t,.) evoluem ao longo do tempo por meio de (5.32).!° Antes de prosseguir, serd
necessario fazer uma pequena digressao e deduzir algumas férmulas fundamentais.

Precisaremos das equagdes de Serret-Frenet adaptadas a 6:

X, = 1T
(5.33) Ty = N
Ny = —T

Isto decorre facilmente de k = df/ds e de (5.10) via Regra da Cadeia.
Seja h a fungdo suporte de X, que € definida por

(5.34) h=—(X,N).

E conveniente pensar em &, = h(f) como definida em T. Geometricamente, i mede a
distancia entre a origem e as retas tangentes a curva; veja a Figura 7. E claro que h
depende da escolha de uma origem no plano valendo & > 0 se e somente se a origem se
encontra no interior da regido compacta delimitada por X. Usando (5.33) obtém-se

(5.35) ho = ~(TN) + (X, T) = (X, T)

% Observe que mudamos a notagio de derivadas com respeito a t. Na verdade, a partir de agora, reser-
varemos o sub-indice ; para denotar derivadas parciais com respeito a ¢ fixando-se 6 ao passo que a notagao
0/ 0t significara derivacdo parcial com respeito a t fixando-se qualquer outro parimetro u.

Implicito neste calculo estd o seguinte fato: para qualquer variagio X : (—¢,¢) x T — R? de uma
curva convexa X (0, .), tem-se que X (¢, .) também € convexa para todo ¢ suficientemente pequeno.
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Figura 7

e isto juntamente com (5.34) nos diz como recuperar X conhecendo-se h:
(5.36) X = hyT — hN.

Esta é uma primeira indicacdo de que a fungdo suporte contém todas as informagdes a
respeito de X. Isto pode ser ilustrado mostrando-se como expressar a 4rea'' e o compri-
mento de X em termos de h. Para a area, temos

1 1
AX) = /da:dy:—/ xdy—yda::—/(xys—yxs) do
D 2 Jx 2 Jx
1 1
= = N -
2/X(X, ) do 2/tha,

(5.37) A(X) = % /T %dﬁ,

ou seja,

onde D denota a regido limitada por X e a identidade de Green € utilizada na segunda
igualdade acima. Isto pode ser reescrito somente em termos de h usando-se uma equagao
que serd bastante 1til em outras oportunidades. Comecando com (5.35) tem-se

1
h99 = <ETa T> + <Xa N>a
ou seja, h satisfaz a equacao diferencial
1
(5.38) heg + h = =

Esta equacdo serd, conforme veremos, de grande valia na andlise de (5.31). Eis uma
primeira consequéncia.

Proposicao 5.3.1 Uma condicdo necessdria e suficiente para que h : T — R suave seja
a fungdo suporte de uma curva convexa é que valha hgg + h > 0.

""Por 4rea de uma curva convexa entendemos a drea da regifio delimitada por esta curva.
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De fato, suponha que hgyp + h > 0 e defina k : T — R por meio de (5.38). Usando
a identificacdo e = cos ) + isen = (cos 6, sen §), resulta que

0if
(5.39) / dg =0,
r k(0)
pois [1. hgge™ df = — [ he' df, usando-se integragdo por partes duas vezes. Isto implica
que, fixado 6 € T, a curva X : T — R? dada por
0 it
X0)= [ —db
6 F

estd bem definida pois a integral ndo depende do sentido em que se caminha de 6, a 6
sobre T. Mais ainda

(5.40) Xy = e[k # (0,0),

ou seja, X € regular. Obviamente, X é fechada pois encontra-se parametrizada por T
e resta checar que X € convexa e simples. Mas comparando (5.40) com (5.33) temos
T = (cosf,senf), donde N = (—senf,cosf), ou seja, k é de fato a curvatura de X
e a convexidade local segue. Além disso, a variagdo angular de T é obviamente 27 e o
Teorema 1.3 garante que X é simples. A reciproca decorre dos cédlculos que levaram a
(5.38).

Proposicao 5.3.2 Uma condicdo necessdria e suficiente para que k : T — R suave e
positiva seja a curvatura de uma curva convexa é que valha (5.39).

De fato, X € fechada se e somente se

(5.41) /Tdaz/XUdazo
X X

e, sendo X convexa, temos

0
/Tda:/IdG:/MdG:/e—dQ.
X Tk T k Tk

Voltando ao célculo da area, temos

(5.42) A(X) = %/Th(h + ho) dO = %/T(h? — h2)dob,

onde usamos integracao por partes na ultima igualdade. Por outro lado, o comprimento
de X € dado por

(5.43) L(X):/ds:/d—ez/(h+hee)d0:/hd9,
X T k T T
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pois [1. hgg df = 0.

Retornemos ao cdlculo da evolug@o dos invariantes de X por (5.32). E natural
comecar calculando a varia¢do temporal de h. Temos

hy = _<fN7N> - <X7Nt>

Acontece que N; = (—senf, cos ), = —0;(cosd,senf) = 0 pois 6, = 0, visto que ¢ e 0
sdo variaveis independentes. Logo,

(5.44) hy = —F,

ou seja, a taxa de variacdo de h € dada pela velocidade normal f. Observe que isto permite
recalcular a variacdo do comprimento (compare com (5.27)):

(5.45) %:/htdez—/fdez—/fk:da.
dt T T X

Podemos agora calcular a variacdo de k. Basta derivar (5.38) em relacdo a ¢ e usar
(5.44) para obter

(5.46) ke = K*(foo + [).
No caso especifico da evolugdo pela curvatura, onde f = k, obtemos que

(5.47) ky = Kkoo + K
A proposicao a seguir ilustra a importancia de (5.47).

Proposicao 5.3.3 Existe uma correspondéncia biunivoca entre solu¢oes X = X(t,0) :
[0,T) x T — R? de

(5.48) X; = kN,

onde cada curva X(t,.) é convexa, e solugdes positivas k = k(t,0) : [0,T7) x T — R da
equacdo de evolugdo escalar

(5.49) ki = K2k + K3

satisfazendo a condi¢do

ei@
(5.50) /T a0 te 0, 7).

Mais ainda, X estd bem determinada a partir de k a menos de movimentos rigidos.
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Com efeito, seja X uma solucdo de (5.48). Se k = k(t,0) é a curvatura de X =
X (t,0) entdo cada k(t, .) é positiva e satisfaz (5.49) pelo que vimos acima. Pela Proposicao
5.3.2, a condicdo (5.50) simplesmente expressa o fato de que cada curva na evolugdo €
fechada e regular.

Reciprocamente, se k = k(t, #) € uma solug@o positiva de (5.49), defina X : [0,7") x
T — R? por

0 b
5.51 X(t,0) = de.
Entdo (5.50) e a Proposi¢do 5.3.2 implicam que cada X(t,.) é fechada e convexa e a
curvatura de X(¢, .) é precisamente k(¢, .). Mais ainda, como k satisfaz (5.49), X satisfaz
(5.48).

Esta proposi¢ao sugere uma abordagem a questdo formulada anteriormente acerca
da existéncia e unicidade de solucdes locais do PVI (5.30) associado ao fluxo pela cur-
vatura (5.31). Comecemos com uma curva convexa Xy : T — R? e seja kg > 0 sua
curvatura. A idéia consiste em resolver o PVI

ki = k’kog + K3
(5.52) {k:(O,-) ~ ok

obtendo-se uma fungdo k = k(¢,6), ¢t € [0,¢€), para algum ¢ > 0. Por continuidade,
podemos admitir que k(t,60) > 0 para qualquer (¢,0) € [0,¢) x T. Define-se entdo
X :[0,€) x T — R? por (5.51), de modo que a curvatura de X(¢, .) € precisamente k(¢, .),
ou seja, cada X(t, .) € convexa. Mais ainda, cada X(t, .) é fechada pois se

6i9
Z(t):[rmde, teoe),

entdo, pela Proposic¢do 5.3.2, Z(0) = 0, pois X, € fechada, e

dt /11‘ K2 T( 0+ ke ’

visto que [1 kgge™ df = — [ ke df. Logo, Z = 0, conforme querfamos. Podemos
agora apelar para a Proposic@o 5.3.3 para garantir que X € uma solugao de (5.48). Que a
solucdo X = X(¢,.) é tinica para o dado inicial X, segue da proposic¢do correspondente
que assegura que k = k(t, .) € unica para o dado inicial ko, visto que a dependéncia entre
ke X via (5.51) € continua.

O seguinte teorema, demonstrado no Apéndice D, permite-nos implementar o pro-
grama acima delineado.

Teorema 5.3.4 Se k) : T — R é positiva e suave entdo existem T > 0e k € C*([0,T") x
T) que é solugado vinica de (5.52).
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Note que este teorema nao pode ser deduzido a partir dos resultados estabelecidos
no Capitulo 2, visto que o termo de segunda orderm em (5.52), a saber, kyy, aparece mul-
tiplicado por k2. Para a demonstra¢io necessita-se recorrer a métodos outros, conforme
explicado no Apéndice D.

Como consequéncia do Teorema 5.3.4, (5.52) possui uma solu¢do maximal definida
em [0, 7). Infelizmente, para qualquer dado inicial convexo, tem-se 7* < +00, ou seja,
o fluxo pela curvatura sempre desenvolve uma singularidade em tempo finito. Para ver
isto, observe que para ky, uma constante positiva,

1
Vko? — 2t

¢ uma solugdo de (5.52) com k(0,-) = k. Isto corresponde a evolugdo pela curvatura
de um circulo com raio rg = 1/ko. Conclui-se entdo que o circulo contrai-se em tempo
finito, a saber, T = r/2, para um ponto, pois r(t) — 0 e k(t) — +oo quando t — T.

Noutras palavras, (5.53) torna-se singular parat = 7.

(5.53) k(1) =

A proposi¢ao a seguir € uma consequéncia importante da existéncia desta solucao
especial.

Proposicao 5.3.5 O tempo maximal de existéncia de solucoes para o fluxo pela curvatura
correspondentes a curvas iniciais convexas é sempre finito e limitado superiormente por
1/2kmin(0)? onde kyin(0) > 0 é o valor minimo da curvatura da curva inicial. Mais
ainda,

para quaisquer t € [0,7*) e € T. Em particular, as curvas da evolucdo permanecem
convexas.

Isto decorre do Principio do Méaximo Parabolico, como explicado no Apéndice C.

Na verdade, uma andlise mais cuidadosa do tempo maximal das solucdes especiais
acima permite descobrir qual € o passo crucial no estudo de (5.52). Com respeito a (5.53),
T = r2/2 = 7r}/2n = Ay/2m, onde Ay € a drea do circulo inicial. Isto sugere que
devemos calcular como a drea evolui ao longo de (5.48). Para uso posterior, faremos este
célculo mais geralmente para fluxos da forma (5.32). Comegando com (5.42) e usando
(5.44) e integracao por partes, temos

A /T<hth_ht9h6)d0: /(—fh+fehe)d9

dt r
= —/f(h-i-hga) do,
T
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0 que juntamente com (5.38) nos da

dA f
5.55 — =— [ =db.
(5-59) dt /T k

Se f = k tem-se finalmente

(5.56) — = —/ df = —2.
T

A conclusdo é que para as solugdes especiais (5.53) o tempo maximal coincide com o
tempo que a drea da curva demora para se anular. Curiosamente, o0 mesmo fendmeno
manifesta-se em qualquer solucdo de (5.52). A proposicao a seguir € o ingrediente central
para estabelecer isto.

Proposi¢ao 5.3.6 (estimativa da drea) Seja k : [0,T) x T — R uma solugdo de (5.52) e
suponha que existe A > 0 tal que A(t) > A, para 0 <t < T. Entdo existe C > 0 tal que
|k(t, )| <C,0<t<T.

Proposicao 5.3.7 Para qualquer solucdo de (5.52), o tempo maximal T* = A(0) /2.

Com efeito, enquanto as curvas da evolugdo limitarem alguma area, a curvatura
permanece limitada, pela Proposicdo 5.3.6. Isto significa em particular que k é solugdo
limitada da equacdo linear

ke = kzkgg + kS,

cujos coeficientes, a saber, k? e k3, sdo uniformemente limitados. Pela estimativa de
De Giorgi-Nash (Teorema 2.4.1), k passa a ser controlada na norma C*/%22, Usando
repetidamente as estimativas de Schauder (Teorema 2.3.3), concluimos que k é controlada
na topologia C! para qualquer [ > 0. Isto implica que a solucdo existe enquanto existir
area limitada pelas curvas da evolugdo, pelo argumento na demonstra¢do da Proposi¢cao
2.1.2.

Na verdade, podemos agora inferir informagdes sobre o comportamento assintético
da solu¢do quando ¢ — 7, o tempo maximal.

Proposicao 5.3.8 Para qualquer solucdo de (5.52), as curvas da evolu¢do convergem na
topologia de Hausdorff para um ponto quando t — T™, o tempo maximal.

Como efeito, pela Proposicdo 5.3.6, necessariamente A(¢) — 0 quando t — T*.
Assim, pelo Teorema 5.1.6, existe uma sequéncia ¢; — oo ao longo da qual as curvas
da evolucdo convergem para uma curva convexa de area nula. Temos entdo duas possi-
bilidades para a curva limite: um segmento de reta ou um ponto. No primeiro caso, a
curvatura convergiria para zero em porcdes da curva, o que contraria (5.54).

Resta demonstrar a Proposicao 5.3.6.
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Proposicao 5.3.9 Se v é uma curva convexa e simples entdo

o
(5.57) / o 224,
T

onde A é a drea de .

A demonstracao € uma simples aplicacdo da desigualdade isoperimétrica (B.1) e de
Cauchy-Schwarz:

[~ (15e)
(frar) (L) =2 [

A estimativa (5.57) j4 nos permite, a partir de um controle inferior para a drea,
estimar a curvatura numa por¢do substancial da curva, conforme a proposic¢ao abaixo.

4T7A < L2:(
d

IN

Proposicio 5.3.10 Suponha que A(t) > A > 0 para quaisquert € [0,T). Dado n € N,
seja 1(n) o menor inteiro maior ou igual a nzfl/27r. Entdo para qualquer § > 0 existe
n tal que k = k(t,-) < n para qualquer t € [0,T) e uniformemente em 0 € T, exceto
possivelmente numa unido finita de 1(n) intervalos de comprimento menor ou igual a 0.

Suponhamos, por absurdo, que a proposi¢cdo ¢é falsa. Entdo existe & > 0 satis-
fazendo: para qualquer n € N é possivel encontrar /(n) intervalos disjuntos de com-
primento J,, > 0 onde vale £ > n. Sejam Z a reunido destes intervalos e Z¢ o seu
complemento em [0, 27) = T. Temos entdo

~ do do do
2A<24< | Z = | = @y
= _/Tk2 /Ik2+zck2
Mas, a primeira integral pode ser estimada por 277 (n)/n? e a segunda por
21 — I(n)d, < 21 — I(n)é
kmin(o)z - kmin(o)Q ’

onde usamos (5.54). Logo,

2nl(n) 2w —I(n)d

2A <
- TL2 * kmin (0)2
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Mas, quando n — co, o primeiro termo a direita é limitado por A + 1 e o segundo termo
converge para —oo, o que € absurdo.

Para concluir a demonstracao da Proposicdo 5.3.6, devemos controlar a curvatura
nos intervalos da Proposicao 5.3.10, onde ela poderia eventualmente explodir. Para tanto,
devemos usar mais intensamente a equacao de evolucdo para k. Defina a quantidade

(5.58) F = /(k:2 — k) db.
T

Como

dF

= =2 /(k:k:t — kokgr) ) = 2/(@ + )k, dO

= 2/k52(k99+k)2d920,
T

ou seja, F € uma quantidade mondtona para o fluxo pela curvatura. Integrando esta
desigualdade obtém-se uma constante ) > 0 dependendo somente da curva inicial tal
que

(5.59) /kg do < /k2 df + D
T T

em [0, 7). Seja agora C’ > 0 tal que k& < C” fora dos intervalos da Proposicéo 5.3.10 e
seja [a, b] um desses intervalos. Se 6 € [a, b] temos

0 1/2
k() = k(a)+/ k9d9§0’+\/5</k§d0)
a T
1/2
— C’+\/(_5(/k:2d9+D) .
T

Portanto, se k.. denota o valor maximo de &k, devemos ter

Kmax < ' + \/5(27Tkr2nax + D)1/2 < C' + V 27T\/gkmax + \/5\/57

onde usamos vVa +b < y/a + \/5, a,b > 0. Escolha agora § suficientemente pequeno
para concluir que k£ < 2", e isto confirma que a curvatura é uniformemente limitada nas
hipéteses da Proposicao 5.3.6.

5.4 Normalizando o fluxo

Vimos na sec¢ao anterior (Proposicao 5.3.8) que o fluxo pela curvatura

(5.60) X, = kN
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contrai uma curva convexa a um ponto em tempo finito, a saber, 7* = A(0)/2m, no
sentido que a area delimitada pela curvas da evolucdo se anula precisamente emt = 7. O
proposito desta secao € iniciar a andlise do comportamento assintético da solugdo quando
t — T*. Conforme explicado no Teorema 5.2.2, devemos mostrar que a curva torna-se
assintoticamente circular no final da evolugao. Para tanto, normalizaremos o fluxo de tal
forma que as curvas da evolugdo possuam todas a mesma drea. Seja, por conseguinte,
X = X(t,0) : [0,7*) x T — R? uma solucio maximal de (5.60). Definamos X =
X(7,6) : [0,00) x T — R? por

(5.61) X(r,0) = uX(t,0),

onde y = /m/A e o novo pardmetro temporal 7 relaciona-se com o tempo original
através de dt /dr = u~2. Logo,

(5.62) A=A(t)=2r(T*—t), p= (27" —2t)"Y2, 7= —1/2log (2T* — 2t).

Observe que o fluxo X estd definido para 0 < 7 < +00. Geometricamente, o que
fizemos foi aplicar uma homotetia de fator p as curvas do fluxo original X de tal modo que
AX) = p2A(X) = 7, como querfamos. E importante notar que, embora o parimetro
espacial que aparece em X seja denotado por 6, ele ndo corresponde necessariamente
a algum parametro angular definido sobre as curvas normalizadas por uma razdo muito
simples: homotetias ndo preservam angulos em geral. E aconselhdvel, portanto, escrever
a normalizagio acima como X (7,6) = uX(t,0) onde § = 0(0) é uma mudanca regular
de parAmetros. Como dA/dt = —2,

or ath_“
= MX+EN:X+EN,
I

> (WX + pkN)

onde k denota a curvatura das curvas normalizadas.'> Usando (5.36) isto pode ser rees-
crito como

0X
or
onde, daqui por diante, barras denotardo quantidades associadas as curvas normalizadas,
de forma que h denota a fungdo suporte destas curvas, por exemplo.

(5.63) (—h 4+ k)N + hyT,

Gostarfamos de remover o termo tangencial em (5.63) sem alterar a geometria da
evolucdo. Para tanto, precisaremos da proposicdo a seguir.

. ~ < . -1 .
I2Recordemos que a dimensdo da curvatura é (comprimento) ™, de modo que ao aplicarmos uma ho-
motetia de fator p a curvatura é dividida por p.
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Proposicao 5.4.1 Seja’Y = Y (t,v) uma familia a um parametro de curvas fechadas que
é solugcdo da equacgdo de evolugcdo

oY
(5.64) — = /N +4T,

ot
onde f é geométrica no sentido que somente depende da curva e ndo de uma particular
parametrizagdo da curva (por exemplo, f = k) e g é qualquer funcdo. Entdo existe uma
mudanga regular de parametros w = w(t,v), isto é, Ow/dv > 0, tal que Z = Z(t,w) =
Y (t,w(t,v)) = Y(t,v) é uma solugdo de

07
5.65 — = fN.

(565 =
Em palavras, adicionando termos tangenciais como g'T' a velocidades geométricas como
fN ndo afeta os tracoos das curvas da evolugdo e os fluxos (5.64) e (5.65) sdo geometri-
camente equivalentes.

Indiquemos brevemente a demonstragdo desta proposicdo. Suponhamos por um
momento que a mudanga de varidveis w = w(t,v) de fato exista. Tem-se entdo pela
Regra da Cadeia que

0Z ow

S (L) = Y(tw(t,v) + Yot w(t,v) - (tv)

= f(t,w(t,v))N(t,w(t,v)) + v(t, w(t, v))%—zj(t,v)T(t, w(t,v)),

onde v € a velocidade das curvas calculada em relacdo ao pardmetro w. Como f €
geométrica, isto pode ser reescrito como

oX ow
E(t’ w) = f(t,v)N(t,v) + v(t, w(t, U))E(t’ w) T (t, w(t,v)).

Comparando com (5.64) resulta que
ow  g(t,v)
ot v(t,w(t,v))
Estd claro agora como obter a mudanga de varidveis: para cada v fixado, resolve-se a

equacao acima para w = w(t, v). Deixamos ao leitor a tarefa de mostrar que esta mudanga
de fato € regular.

Uma consequéncia imediata é que podemos remover o termo tangencial em (5.63)
sem afetar a geometria da evolucdo. A conclusdo € que o fluxo (5.63) é geometricamente
equivalente ao fluxo

(5.66) X, = (—h+ k)N,



5.4. NORMALIZANDO O FLUXO 75

onde agora o parametro espacial de X voltou a ser o parimetro angular # e o sub-indice 7
representard, a partir de agora, derivadas parciais com relagdo a 7 fixando . Diremos que
(5.66) € o fluxo pela curvatura normalizado. Perceba-se que esta normaliza¢do implica
que a convergéncia de uma curva convexa pelo fluxo original a um ponto ‘redondo’, con-
forme explicado no Teorema 5.2.2, é equivalente a convergéncia da normalizacdo desta
curva a um circulo de drea 7 pelo fluxo normalizado. Nosso objetivo serd entao mostrar
que, para qualquer curva inicial convexa X (0, .) de drea 7, X (7, .) converge em C'* para
um circulo de area m quando 7 — oo.

Antes de comecar a andlise assintotica de (5.66), determinemos as equagdes de
evolucdo dos diversos invariantes geométricos de uma curva que evolui de acordo com
(5.66). Estas equacdes sdo obtidas fazendo f = —h + k nas férmulas correspondentes
para (5.32).

Proposicao 5.4.2 A funcdo suporte, a curvatura, o comprimento e a drea das curvas
normalizadas evoluem por (5.66) de acordo com

(5.67) h., = —k+h
(5.68) . = EFhu+k —F
dL _ _
(5.69) - = —/kd0+L
dT T
dA
(5.70) - =0
dr

Com efeito, (5.67) decorre imediatamente de (5.44). Para (5.68),
Er = K (—hoo+Fkeo—h+F)
-2 (- — 1
= k [k k——
( 00 + k:)
— Fho+k —F,

onde (5.44) e (5.38) foram usados na primeira e segunda igualdades acima, respectiva-
mente. Para (5.69), observe que (5.43) e (5.45) implicam

iL T [T
E:_/T(—thk) d@zL—/deQ,

e (5.70) decorre de A = .

ApOs estes preliminares, convém refletir a respeito da estratégia a ser adotada. Ja
vimos que o fluxo pela curvatura desenvolve uma singularidade em tempo finito. Fomos
capazes de determinar exatamente este tempo, em fun¢do da area da curva original, e isto
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nos permitiu normalizar o fluxo, conforme descrito acima, de forma a obter (5.66). A
exemplo do que fizemos com os fluxos estudados em capitulos anteriores, nosso obje-
tivo agora é demonstrar que, para qualquer curva convexa de drea m como dado inicial,
a solucdo correspondente do fluxo normalizado (5.66) converge, quando 7 — oo, para
uma solucdo estaciondria do problema, ou seja, um dado inicial que possui a propriedade
de permanecer invariante ao longo da evolucdo. De posse disto, tenta-se entio classi-
ficar as solucgdes estaciondrias de (5.66), pois isto apontard que possiveis comportamentos
assintdticos podem efetivamente ocorrer. A proposicao a seguir caracteriza as solucoes
estacionarias de (5.66).

Proposicao 5.4.3 Seja o uma curva localmente estritamente convexa de drea m e seja
X = X(,0) a solugdo maximal de (5.66) com condigdo inicial X(0,-) = ~yo. Entdo sdo
equivalentes:

1. o é uma solucdo estaciondria de (5.66), ou seja, X, = 0;

2. h=k;

3.k, =0, ouseja, kgg +k = 1/k;

4. vy é uma solugdo homotética de (5.60), isto é, se X = X(t,0),t € [0,T), 6 €

0,271 (), € a solucdo de (5.60) com X(0,.) = 7o entdo cada X(t, .) difere de 7
por uma homotetia centrada em algum ponto que ndo depende de t.

A conclusdo € que a andlise assintdtica do fluxo pela curvatura e, portanto, a demonstracao
do Teorema 5.2.2, estard concluida se demonstrarmos os seguintes resultados:

Teorema 5.4.4 Sejam ~yo uma curva convexa e simples de drea e X = X(r,0) a solugdo
de (5.66) com condigdo inicial X(0,-) = 7o(+). Entdo X(7,-) converge em C* para uma
solucdo estaciondria de (5.60) quando T — +00.

Teorema 5.4.5 Seja v uma curva simples que é uma solucdo estaciondria de (5.60).
Entdo ~y é um circulo.

Na préxima sec¢do apresentamos um roteiro para a verificacao destes resultados,
omitindo a demonstracdo de alguns pontos de carater mais técnico.
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5.5 Indo ao infinito

Como, pela Proposicdo 5.4.3, a caracterizagcdo de solugdes estaciondrias do fluxo norma-
lizado (5.66) envolve tanto a funcdo suporte como a curvatura, a correspondente andlise
assintética depende do estabelecimento de controles uniformes para estas quantidades
quando 7 — oo.

Proposicao 5.5.1 Existem constantes positivas ki < ko tais que k1 < E(T, 0) < ko, para
quaisquer (1,0) € [0, +00) x T.

A demonstragdo desta estimativa pode ser encontrada em [20]. Eis uma consequéncia
imediata.

Proposiciio 5.5.2 Para cada k > 0 existe Cy, > 0 tal que ||k||cr (0,100 xm) < Che

Com efeito, basta aplicar, da maneira usual, De Giorgi-Nash e Schauder a (5.68), a
partir do controle dado pela Proposi¢do 5.5.1.

Um controle similar para a fun¢do suporte depende de uma escolha judiciosa da
origem.

Proposi¢ao 5.5.3 Existe uma escolha de origem para R? tal que hy < h(r,0) < hy, para
qualquer (1,0) € [0, +00) x T, para constantes positivas hy < h;.

Para verificar isto, recordemos que a largura de uma curva na dire¢do (cos 6, sen 0)
¢ dada, em termos da fun¢ado suporte h, por

w(0) = h(0) + h(r + ).
Noutros termos, fixado 6, temos

w(f) = —cos(f —0)h |5

0

T+60g
= / (—cos(0 — 0o)hg + sen(6 — 6)h) db
0o

T+60g _ _
_ / sen(6 — 0)(igg + )0
0o

B /7r+90 sen(f — Qo)de
0 k ’
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e pela desigualdade de Jensen [18],

1 T+6o o
logw(f) = log (—/ ww) + log ™

7T90

1 ™ 1 7T+00 _
> —/ logsen9d9+log7r——/ log k df,
T Jo

T 0o

e, analogamente,

1 T 1 27+0¢ _
logw(0) > —/ logsen 6 df + log m — —/ log k d#,
™ Jo ™ m+60o

de modo que

1 (7 1 _
(5.71) logw(#) > —/ logsen 6 df + logm — —/logkzdﬁ.
™ Jo 27 T

Isto sugere considerar o funcional entropia
_ 7(7) 70 _ 7
E(r)= [ logk 'do, k ~ =k(,-),
T

que € uma quantidade mondtona para (5.66) no sentido que &£, < 0.

Para verificar esta dltima assercao, veja que

& = [ ran
T k

= / (/{J(k/‘ea + k) — 1) e,

donde

V
S| =
2
+
[\
"
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ou seja, w = &, satisfaz

1
w, > —w® + 2w.
T

Assim, se a fun¢do w fosse positiva para algum 7, > 0 entdo ela explodiria em tempo
finito, o que com maior razdo também aconteceria com £. Mas isto € absurdo pois £ estd
definido para 7 > 0. Logo, @ < 0, como desejado.

Juntamente com (5.71), isto mostra que existe uma cota inferior positiva para a
(1) _ ~ 5 .
= ming w(7, §) das curvas da evolugio que ndo depende de 7:

min

largura minima w

w'™ >C'" >0, 0<7<+oo.

min
Em particular, existe p > 0 tal que para cada 7 > 0 existe um disco aberto D, de raio p

inteiramente contido no interior de X(T). Na verdade, um argumento aqui omitido implica

que este disco pode ser escolhido independentemente de 7, de modo que se usarmos o
centro deste disco como origem teremos automaticamente a cota inferior

27 > h=p/2, BT =T(r,-),

que aparece na Proposi¢c@o 5.5.3. Para a cota superior, note que, pela escolha de origem,
a funcao suporte pode ser controlada pelo didmetro da curva que, por sua vez, pode ser
estimado pelo dobro da area dividido pela largura minima (veja [12], onde isto € verificado
para qualquer curva convexa). Logo,

27 < by =2n/C",
como desejado.

Infelizmente, o controle obtido na norma C* sobre a fungdo suporte ndo basta para
controlar suas derivadas. A razdo é que a equacdo de evolucdo para h € deveras compli-
cada. De fato, usando (5.67) e (5.38) vemos que

ET = — (E@g +E>_1 —|—E
Mas podemos derivar isto em relacdo a 6 para conluir que v = hy satisfaz

(5.72) vr =k vgg + (B + 1.
Proposiciio 5.5.4 Para cada k > 0 existe Dy > 0 tal que ||h|| o+ (0 100y xT) < Die

Por (5.72), a Proposi¢@o 5.5.1 e as estimativas de De Giorgi-Nash e Schauder, basta
controlar v = hy uniformemente no tempo. Como, para cada 7, h assume um maximo
em 6, podemos integrar (5.38) e obter, uniformemente em 7,

_ 4o _
7| < /:+/hd0
T k T

< om (k' + o),
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pelas Proposi¢cdes 5.5.1 € 5.5.3.

De posse das estimativas sobre k e h, podemos agora estudar o comportamento
assintotico de solugdes de (5.66). Consideremos o funcional

Iﬁ)::/<53—52+2kgﬁ>d&
T
que € limitado inferiormente pois
I = —24+2 / log h df
T

> —2m+4rwloghy,

pela Proposi¢do 5.5.3. Por outro lado,

I - 2/(595%_—;1#&) pr
T h

e como h e k estdo controladas, existe C > 0tal que
T, < —C|s ey <0, 50 =07 —F7,

ou seja, Z € uma quantidade mondétona para o fluxo normalizado. Integrando isto obtemos

—+00
/ HE(T)H%Z(T)CZT < +OO,
0

donde existe sequéncia 7; — +oo tal que [[5(™)

r2(r)y — 0. Como, pelas Proposi¢des
5.5.2 e 5.5.4, temos estimativas do tipo ||5(") |ct(ry < Dy, podemos usar Interpolagdo para

garantir que ||5%)|| i) — 0 para qualquer [ > 0. Novamente pelas Proposi¢des 5.5.2 e
5.5.4, podemos usar Ascoli-Arzela (Teorema A.1.1) para, eventualmente passando a uma

subsequéncia, concluir que E(n) — he E(m — k em C>(T), onde he k sdo funcdes
positivas satisfazendo

(5.73) h = k.

Mais ainda, como valem

—r) )1 e’
hgg +h" = Z(ri)” /TE(H) dé =0,
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no limite tambem valem
~ N 1 0
hgg + h = =, /erQZO,
k T k

donde, pelas Proposi¢des 5.3.1 e 5.3.2, h e k sdo, respectivamente, a funcdo suporte e
curvatura de uma curva convexa suave que ¢ uma solucdo estaciondria de (5.66), em
virtude de (5.73).

Resta demonstrar o Teorema 5.4.5, ou equivalentemente, pela Proposi¢ao 5.4.3,
entender a estrutura do espago de solucdes periddicas x : T — R da equacgdo diferential
ordindria

1
(5.74) kgp + Kk — — = 0.
K

A este respeito, pode-se verificar que o Teorema 5.4.5 € equivalente a seguinte assercao:
a unica solucdo de (5.74) com periodo 27 € precisamente x = 1, que corresponde ao
circulo unitario. Uma demonstragdo pode ser encontrada em [5].
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Apéndice A
Analise funcional: uma rapida revisao

Neste Apéndice recordamos alguns fatos basicos de Andlise Funcional usados ao longo
do texto. Em particular, descrevemos os varios espagos funcionais ai mencionados. As
demonstragdes, que podem ser encontradas em qualquer texto sobre o assunto, sdo, em
sua maioria, omitidas.

A.1 Espacos vetoriais normados

Seja £ um espaco vetorial (real ou complexo). Uma norma em F é uma aplicag@o || || :
E — R satisfazendo as seguintes condi¢des:

1. ||z|] > 0 para qualquer x € E, com a igualdade acontecendo somente se = = 0;
2. Para quaisquer escalar « e x € F, vale ||ax| = |o||z]|;

3. (Desigualdade triangular) Tem-se ||z + y|| < ||z|| + ||y||, para quaisquer z,y € E.

O par (E,||||), constituido por um espago vetorial £ munido de uma norma || ||, é
chamado um espaco vetorial normado. Em geral, representaremos por || ||z uma norma
especifica num espago vetorial normado .

Uma norma || || automaticamente induz uma nogdo de distdncia em E: basta
definirdg : £ x E — R, dg(z,y) = ||z — yl|lg, ,y € E. Em particular, diz-se que
uma sequéncia {z, },en € convergente se existe x € E tal que ||z, — z||g — 0 quando
n — +4o00. Neste caso, diz-se que x,, converge para x e escreve-se x,, — x. Além disso,
se (F || ||r) € um outro espago vetorial normado e A : £ — F' é uma aplicagio linear, faz
sentido declarar quando A é continua. Na verdade, isto acontece se e somente se existe

83
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C > 0 tal que
|Az||r < Cllz||p, =z € E.

Neste caso, diz-se também que A € limitada. Caso contrario, diz-se que A € ilimitada.

Mais especificamente, diz-se que A : £ — F linear é compacta se, para qualquer
sequéncia {x, } C limitada (ou seja, ||z, ||r < C), vale que { Az, } C F possui uma sub-
sequéncia convergente; veja o Teorema A.1.1 abaixo para uma aplicac¢do deste conceito.

Eis alguns exemplos importantes de espacos vetoriais normados:

1. O espaco euclidiano R™ com a norma euclidiana usual:

2. Se E e F' sdo espagos vetoriais normados entdo o espaco das aplicacoes lineares
limitadas A : E — F, denotado por L(E, F'), ¢ um espago vetorial normado com a
norma

[Alleery = sup [[Az]p.

Izl p=1

Se (B, || [lg) = (F,|| ||r) escrevemos L(E) = L(E, E).
3. Seja C°(T) o espago vetorial das fung¢des continuas f : T — C. Entdo

[ fllcoery = sup | f(6)]
0eT

define uma norma em C°(T).

4. Se k > 1 e C*(T) é o subespago de C°(T) formado pelas fungdes de classe CF,
entao

k
I lerey = D 1FDllerey
=0

define uma norma em C°(T).

5.Sejam 0 < a<le f: T — C. Se 0y € T, diz-se que f é Holder-continua com
expoente o em 0 se a quantidade

o L) = S(00)]
a0 = S ol

¢ finita. Se isto vale para qualquer 6, € T, diremos que f € de classe C'“. Define-se

entao 0 )
Ao = sup LE=SEN,
o0 |0 — 0
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e o espago vetorial formado pelas fungoes f : T — C tais que |[f]|ce(r) < 400 €
denotado por C*(T). Mais ainda,

[[fllcacry = 1 fllcoery + |[f]lcacr)

define uma norma em C*(T). Além disso, para k > 1, seja C**(T) o subespago
de C*(T) constituido pelas fungdes cuja derivada de ordem k € de classe C*. Entdo

[fllex+oqmy = I fllox ey + 11F o)
define uma norma em C*™*(T).

6. No cilindro [0,7") x T, introduzimos a distdncia parabdlica

dp ((t1,64), (t0,60)) = (12 = t0) + (62 — 60)°) ",

que pode ser usada para definir espacos de Holder para fungdes no cilindro.! Com
efeito, se 0 < a < 1, u : [0,7) x T — Ce (to,6p) € [0,T) x T, diz-se que u é
Hoélder-continua com expoente («/2,a) em (to,0y) se a quantidade

|[u]|(a/2,a);(t0790) = sup ’U(t 9> (@90)‘
(t.0)%(to.00) AP((t,0), (to, 09))>

¢ finita. Se isto vale para qualquer (%o, 6y) € [0,7") x T, diremos que u ¢ de classe
C*/2 Define-se entio

HUHC /2 TYXT sup |u(t1791) B u<t2702>|
2 ([0,T)xT) = (t1.00) A (t2,00) Ap((t1,01), (t2,02))"

e o espago vetorial formado pelas fungdes u : [0, 7)) xT — C tais que |[u]|ca/2.a() <
400 é denotado por C*/2%([0,T) x T). Mais ainda,

|[u]|00‘/27a([0,T)><'E) = HU”CO([O,T)xT) + HUHCO‘/Qva([O,T)xT)

define uma norma em C*/%%([0,T) x T). Além disso, analogamente ao item ante-
rior, define-se, para k > 1e 0 < a < 1, o espago O'*+)/2k+2 ([0 T) x T) com a
respectiva norma || || c+a) 2540 (0,7 xT)-

7.S¢eT >0,y =k+a,onde k > 0¢éinteiroe 0 < a < 1, entdo o espaco das
aplicagdes continuas u : [0,7] — C*(T), denotado por C,,(T), é¢ normado com

lullc,my = sup [Ju(t)|lcn(m
0<t<T

"Note a discrepancia entre os expoentes nas varidveis temporal e espacial. Isto reflete um principio geral
no reino das equacdes parabdlicas: duas derivadas espaciais correspondem a uma derivada temporal.



86 APENDICE A. ANALISE FUNCIONAL: UMA RAPIDA REVISAO

8. Se £, é 0 espaco vetorial das sequéncias complexas {c, },¢z tais que
lellz, =D leal® < oo,
n

entdo || || ¢, define uma norma em £2.

9. Se L?*(T) é o espago vetorial das fungdes f : T — C de quadrado integravel (a
Lebesgue) entdo

1
e = 57 [ \r@)Fas

define uma norma em L?(T).?

Diz-se que uma sequéncia {x, },eny C F é de Cauchy se para qualquer € > 0 existe
no tal que m,n > ng implica ||z, — z,||p < €. Um espago vetorial normado (E, || ||g)
€ de Banach se qualquer sequéncia de Cauchy em £ € convergente. Quase todos o0s
exemplos de espacgos vetoriais normados apresentados acima sdo de Banach. A excecdo
acontece no item 2, que torna-se de Banach se supusermos que F' é de Banach.

Em relacdo aos espacos de Holder, recordemos o resultado a seguir.

Teorema A.1.1 (Ascoli-Arzela) Se k + o < k' 4 o entdo a inclusdo C¥+*'(T) —
C*+(T) é compacta.

Obviamente, um resultado similar vale para os espacos de Holder parabdlicos do
item 6 acima.

Lembremos que um produto interno em E € uma aplicagio sesquilinear (, ) : F X
E — C tal que, para quaisquer x,y € FE, vale : i) (z,y) = (y,z); i) (x,z) > 0 com
igualdade somente se x = 0. Note que um espaco vetorial // munido com um produto
interno, digamos ( , ) g, torna-se automaticamente normado: basta definir

(A.1) |z||lg = V(z,2)g, =z €FE.

Neste caso, vale automaticamente a desigualdade de Cauchy-Schwartz:

(A.2) @ y)el < [lzllellylle, =yeE,

com a igualdade acontecendo se e somente se x = Ay, A € C.

2Evidentemente, o fator 1 /27 & irrelevante aqui, mas é extremamente conveniente introduzi-lo, con-
forme ficara claro no Teorema A.1.2 abaixo.
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Diz-se que um espaco de Banach (E, || || g) é de Hilbert se sua norma é induzida por
um produto interno como em (A.1). Por exemplo, £, € L?(T) sdo espacos de Hilbert com

produtos internos dados por
(c,d)g, = Z Cndy,

(1.9) = 5 [ 1©)0)as

respectivamente. Por outro lado, seja L'(T) o espago vetorial das fungdes f : T — C
integraveis (a Lebesgue). Entdo L!(T), munido com a norma

[FAIFAYES: :/ny(e)yde,

é um espago de Banach que ndo é de Hilbert. Mas note que L?(T) < L*(T), com
inclusdo continua. De fato, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,

ul|z1(ry < 27wl L2(r).-

Em particular, os coeficientes de Fourier®

~

f(n) = (u,en)r2m)

de f € L*(T) estdo bem definidos. Aqui, e,(f) = =€, 0 € T.

Se E ¢ um espaco de Hilbert, diremos que z,y € E sio ortogonais se (x,y)p = 0.
Neste caso, vale o Teorema de Pitdgoras,

Iz + yll% = =% + lvll2-

Por exemplo, as relacdes de ortogonalidade (1.13) nos dizem que a sequéncia de fungdes
{en}nez C L*(T), é ortonormal, ou seja, seus elementos sdo ortogonais entre si e pos-
suem norma unitaria:

(emsen)r2(ry = Omn,  m,n € Z.

Dai, se f € L*(T) e

Sxlfl= 3" fne,

é a soma partial de sua série de Fourier* entiio

(SnUf1 f = SnlfD ez =0,

3Compare isto com (1.15).
4Compare isto com (1.26).
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0 que nos da
(A.3) “fH%?(T) = HSN[f]H%?(’H‘) +If = SN[f]H%Q(T)
donde

11 Z2emy = IS8 L7y = Z |f(n

Assim, fazendo N — 400, vale a desigualdade de Bessel,’
IFL s < N2

onde F : L%(T) — £, associa a cada f seus coeficientes de Fourier, F[f](n) = f(n),
n € 2.

Teorema A.1.2 (Plancherel) F é uma transformacao unitaria no sentido que preserva os
produtos internos, ou seja,

(FIf1, FloDe. = (f. 92y, frg € LX(T).

Basta verificar: se ¢ = {¢,} € £, entdo existe f € L*(T) tal que F[f] = ce
lclle, = || f]lz2(r)- Paraisto, seja fy = ZT]LV:_N cnen de modo que, se M > N,

| far — fN||%2(1r) = Z [

N+1<|n|<M
Assim, { fx} é de Cauchy e portanto existe f € L*(T) tal que
/v = fllZem =0

se N — +o00. Mas, se N > n,

(faen)ﬂ(?r) = (f = fn,en)r2 'E)+(fN7en>L2(T)
= (f fN;en) ’]I‘)+Cn7

e como, por Cauchy-Schwarz, |(f — fN,en)Lz(T | < |[f = fwllzzr) = 0se N — +o0,
concluimos que (f, e,)2(ry = ¢y, ou seja, F|f] = c. Finalmente, fazendo N — +ooem
(A.3) chega-se a ||c||¢, = || f||L2(r), como desejado.

SCompare isto com (1.29).
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A.2 Espacos de Sobolev

Na secdo anterior vimos que a aplicagdo de Fourier F : L?(T) — £, é uma isometria.
Em palavras, L?(T) e £, sdo realizagdes distintas do mesmo espago de Hilbert. Usaremos
agora esta identificac@o para definir uma familia de espagos de Hilbert parametrizada por
s € R, s > 0. Para isso, sejam

(n)=1+n>)"2 nez

L5 ={ce€ & {(n)°c,} € £}.
E facil ver que £5 é um espaco de Hilbert com o produto interno

(e, ¢)es = D (n)* .

n

Definicao A.2.1 Se s > 0 define-se o espaco de Sobolev de ordem s por
H*(T) = F ().

Assim, H*(T) é espago de Hilbert com o produto interno

(fo9)mery = Y _(m)* f(n)g(n).

n

Proposicao A.2.2 Os espacos de Sobolev H*(T), s > 0, gozam das seguintes pro-
priedades:

1. Se k > 0 é inteiro entdo existem dy, > c;, > 0 tais que
(A4) cill fllamery < N fllexery < dill £l mxery,
onde € C*(T).

2. Se s’ < s entdo H*(T) — H*(T), injetiva e continuamente.

3. (Mergulho de Sobolev) Se s > k + 1/2 entdo H*(T) — C*(T), injetiva e conti-
nuamente.

Para a demonstrag¢ao do primeiro item, note que existem d;, > ¢, > 0 tais que

G <Y [ <dp(n)*, nel
l71<k
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2, somando-se o resultado em n e lembrando que, por (1.31),

Multiplicando isto por | f ()

|?(J\)(n)| = \n\f\f(n) |, o resultado segue. Para o segundo item, veja que
sy = D> ()]
- (n)*f(n)|?
<n>2(s—s’) ’
donde
(A.5) 1 N ersr ey < N Flzscmys

pois s — s’ > 0. Finalmente, por inducio, basta verificar o terceiro item para k = 0.
Assim, se s > 1/2 teremos, por Cauchy-Schwarz,

Yo Ifm = Y ()l f(n)

1/2
< <Z<n>25> /]

n

Mas a série a direita é convergente pois 2s > 1, donde, para qualquer ¢ € T,

(A.6) ISNLAO)] <D 1 ()] < Cllf|

Hs(’]]‘) < +OO,

e a série de Fourier de f converge uniformemente para uma fungdo g € C°(T) que satisfaz
F|[f] = Flg]. Logo, pela Teorema A.1.2, f = g. Mais ainda, fazendo N — +oo em
(A.6), chega-se a || f||co(m) < C||f]

A.3 Interpolacao

Nosso objetivo nesta secao serd demonstrar o seguinte resultado, de extrema importancia
na andlise do comportamento assintético de solucdes de equacdes quasi-lineares, con-
forme exemplificado nos Capitulos 3, 4 e 5.

Teorema A.3.1 Sejam s > 0 e {fi} C H*(T) uma sequéncia satisfazendo: i) existe
C' > 0 independente de i tal que || f;|| gsry < C; ii) || fill 2ty — 0 quando i — +oc.
Entdo | fill g 1) — 0 quando i — +o00 para 0 < s’ < s.

Este resultado decorre imediatamente do seguinte teorema, que encerra as pro-
priedades de interpolacdo em espacos de Sobolev.
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Teorema A.3.2 Se f € H*(T), s > 0, entdo

11 emscy < (1 Floemy) '~ (I1F]

wm) . 0<7<1,

O resultado fundamental no Método de Interpolacio € a proposicao a seguir, conhe-
cida como o Teorema das trés retas de Hadamard.

Proposicio A.3.3 Sejam Q= {z =2 +iy € C;0 <z < 1} e p : Q — C tais que:

1. ¢ é continua e uniformemente limitada;
2. @ é holomorfa em €);

3. Valem |¢(y)| < My e |p(iy)| < My paray € R.

Entdo |p(2)| < My "MF, z € Q.

Considerando MZ~'M;"¢(z), podemos fazer My = M; = 1. Além disso, se
©(z) — 0 uniformemente quando y — oo entdo |p(z)| < 1, z € €, pelo Principio
do Mdédulo Maximo. Para reduzir a este caso, para cada n > 1 substitua ¢ por ¢, (z) =
e**/me=1/"p(z). Se M > 0 é a cota superior para || em €2, temos

x2—1—y2

len(2)] < lp(z)le "~ < Me ¥/,
e isto converge uniformemente para 0 quando y — +o0. Portanto, |¢,(z)] < 1, z € Q.
Mas note que, para cada z € 0, v,,(z) = ¢(2) quando n — +oc0.

Observamos que esta proposicdo permanece vélida, com modificagdes insignifi-
cantes na demonstraciio, para o caso em que ¢ : ) — FE é holomorfa, onde F é um
espaco de Banach complexo, o que significa por definicdo que [ o ¢ :  — C é holomorfa
para qualquer [ € E*, o dual topoldgico de /. Na verdade, usaremos esta versdo da
proposicao no texto a seguir.

Sejam agora I e I’ espagos de Banach com /' — E continuamente. Seja H er(Q)
o espaco de Banach de aplicacdes u : {2 — E tais que:

1. u é continua e limitada (ou seja, ||u(z)||z < C, para z € Q);
2. u é holomorfa em ) (no sentido descrito acima);

3. Para qualquer y € R, u(1 +iy) € Fel||u(l +1iy)||r < C..
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Para 0 < 7 < 1 defina [E, F|, = {u(7);u € Hpgr(Q)}, os chamados espacos de
interpolagdo. Note que se Z; : Hp p(Q2) — E, Z;(u) = u(7) entdo [E, F|, = ImZ,, 0
que nos da

He r(S2
(A7) 2, ), = Her®,
ker =,
de modo que [E, F|, é naturalmente um espaco de Banach. Grosseiramente falando,
quando 7 varia [F, F|, interpola entre E e F'. Para enfatizar este ponto de visto, notemos
a proposicao a seguir.

Proposicao A.3.4 Sejal' : E© — FE linear e continua, com a restricio Tp : F — E
também continua. Entdo T induz uma aplica¢do continua T, : [E, F|. — |E, F], para
cada T.

Tome v € [E, F], de modo v = u(7) para algum u € Hp () e defina T, (v)
Tu(t). Por (A.7), isto ndo depende da aplica¢do u escolhida. Além disso, Tu € Hp p(
de maneira que 7. (v) € [E, F],. A continuidade de 7’ é Gbvia.

=2

Buscaremos agora uma situacdo em que os espacos de interpolacao podem ser con-
cretamente descritos. Seja A : D(A) C H — H um operador linear, em geral ilimitado,
num espago de Hilbert H. Aqui, D(A) é o dominio de A e a inclusdo D(A) — H
€ continua. Admita, além disso, que A é unitariamente equivalente a um operador de
multiplicagio, ou seja, existe um espago de medida® X = (X, 3, 11), um operador unitario
X : H — L*(X) e uma fung¢do mensurdvel b : X — R tal que A = xy ' M,Y, onde
M,(f) =bf, f € L*(X). Noutras palavras, o diagrama

H> DA X DM, c L*(X)
Al I M,
H X LX)

comuta.

Note que D(M,) = {f € L*(X);bf € L*(X)} de modo que se b é limitada (|b| <
M) entdo M, também ¢ limitada com || M| z(r2(x)) < M. Em particular, D(A) = H e
inexiste a necessidade de realizar interpolacdes. Em funcao disso, podemos admitir que
b € ilimitada. Além disso, uma hipétese do tipo b > 1 faz-se necessdria na discussdo a
seguir.

®Isto significa que ¥ é uma o-dlgebra em X e i é uma medida em X; veja [2]
"Pelo Teorema Espectral, a descri¢io acima significa precisamente que A é um operador auto-adjunto
ilimitado em H satisfazendo (Az,z)y > ||z||%, = € D(A).
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Agora, para cada 0 < 7 < 1 considere My : D(M,r) C L*(X) — L*(X) com
dominio D(My-) = {f € L*(X);b"f € L*(X)} e defina A™ : D(A™) C H — H por
D(A™) = x " H(D(Myr)) e AT = x " My x. Ou seja, temos o diagrama comutativo

H>D(A) X D(My)cC LX)
AT b My
H X [*(X)

Com esta notagdo vale o resultado bésico a seguir.

Proposicao A.3.5 Para qualquer 0 < 1 <1,

(A.8) [H,D(A)], = D(AT).

Salientamos que a aplicagdo A — A" é um exemplo do Cdlculo Funcional para A
em acdo. Mais precisamente, dada F' : [1, +00) — C continua, seja F'(A) = x "M pp)x
D(F(A)) C H— H com D(F(A)) = x (D(Mp)). Noutras palavras, F'(A) e uni-
tariamente equivalente a Mg (), uma relagdo que denotaremos por F'(A) ~, Mpy).
Claramente, se F' é limitada entdo F'(A) também é limitada.

Comecemos a demostracao da Proposicdo A.3.5, verificando a inclusao
(A.9) D(A) C [H, D(A),.

Se v € D(AT) devemos encontrar u € Hpy, p(a)(§2) tal que v = u(7). Para tanto, con-
sidere '
u(z) = A7 o= ATTATY A,

que é continua em z = x + iy € (2. Agora, a hipétese b > 1 implicaque 0 < b= < 1
para 0 < z < 1, de maneira que M- e limitada. Como A™* ~, M-z, isto nos
informa que A ¢é limitada e, de fato, || A~*||z(z) < 1. Combinando isto com o fato que
A~ = el 4 ¢ ynitdria (portanto, [|A~Y|| sz = 1) temos ||u(2)||r < [[ATv||p = C,
uma constante que ndo depende de z, e isto mostra que u satisfaz a primeira condi¢cdo
na defini¢do de H 4 p(a)(€2). Como u(z) é obviamente holomorfa em z € (2, a segunda
condi¢do também ¢ cumprida. Para a terceira, fixe y € R e considere u(1 + iy) =
ATTA™W A", Como A™v € H (visto que v € D(A")) e A=% € unitdria, Au(l + iy) =
AWA™y € H. Assim, u(l + iy) € D(A). Mais ainda, ||u(1 + iy)|[pa) = [|Au(l +
iy)||m < ||A7v|| g, uma constante que ndo depende de w.

Consideremos agora a inclusao

(A.10) [H, D(A)]; C D(A").
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Devemos mostrar que u(7) € D(A") para qualquer u € Hy p(a)(£2). Seja e > 0 e defina

F.(z) = A*(1+ieA) tu(2), z € .

Vamos aplicar as trés retas de Hadamard a esta funcao.
Claramente,
AI(I + iEA)_l ~y Mg,
onde b = b"(1 + ieb) L. Mas

- b 1
< < -

b| < —=— ;
bl =< V14€e2? T €

de modo que

1 C
1E) ) < —llu@)llm < —,

onde na tltima desigualdade usamos o fato que u € Hy p(a) (Q).

Agora, ao longo da reta z = 0, F.(iy) = AY(I + icA)u(iy). Mas
(I+ieA)™" ~y My,
com |b| = |(1 +ieb)™! < 1, e isto fornece

IE(iy) < lluliy)lla < Mo,

com My > 0 ndo dependendo de y. Por outro lado, para z = 1 temos F (1 + iy) =
AAY(1+ ieA) tu(1 + iy) de modo que

[E(1 + i)l < [[Au(l +iy)lla = [[u(l +iy)llpa),
visto que u(1 + iy) € D(A) (pois u € Ha,p(4)(£2)), e isso finalmente nos da
[F(L+iy)|la < M,

onde M; > 0 novamente nio depende de y. Por Hadamard, || F.(2)|z < M, *M¢ <
M. Fazendo € — 0 e z = 0, o resultado segue.

Como usar este formalismo no contexto de espacos de Sobolev? A resposta a esta
pergunta € surpreendentemente simples e tem a ver com a proria maneira como estes
espagos sao definidos. Com efeito, considere o espaco de medida (Z, X, i), onde X é
a o-dlgebra das partes de Z e u é a medida de contagem, de maneira que L*(Z) = £o.
Neste caso, o diagrama comutativo
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L(T) > H*(T) % D(Mgyy.) C £
As\l/ \I/M(n>5
A1) I g,

com A* ~z M, and H*(T) = D(A®), ajusta-se perfeitamente a teoria acima. Como
consequéncia, vale a proposi¢do a seguir.

Proposicao A.3.6 Para quaisquer 0 <17 <1les >0,

(A.11) [L*(T), H*(T)], = H™(T).

Combinando isto com a defini¢io dos espagos de interpolagdo [L*(T), H*(T)], e a
Proposi¢cdao A.3.3, o Teorema A.3.1 decorre imeadiatamente.
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Apéndice B
A desigualdade isoperimétrica

O propésito deste Apéndice € utilizar a teoria das séries de Fourier desenvolvida na Se¢ao
1.2 para demonstrar a famosa desigualdade isoperimétrica.

Teorema B.0.7 Seja v C R? uma curva plana suave e estritamente convexa com com-
primento L e drea A. Entdo vale

(B.1) L? > 47 A,
com a igualdade acontecendo se e somente se v é um circulo.
Na demonstracdo, usaremos as expressoes (5.42) e (5.43) para a drea A e o compri-

mento L de v em termos da fungdo suporte h, a saber,

1

/(hQ—hg)dG, L= /hde.
2 T T

Pelo Teorema 1.2.1, h e suas derivadas podem ser expandidas em séries de Fourier, com
convergéncia uniforme. Assim,

A=

h(0) = Z ane™

e
he(0) =i Z na,e™’,
n#0
onde )
an = — [ h(B)e ™ dp.
27T T

97
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Em particular,
L = 2may.

Por outro lado, por Plancherel (Teorema A.1.2),

A 1
oo (2= h2)de
- o T( o)
= 2 lal* = 3 wlanf?
n n#0
= ap+ Y _(1—n?)a,|”
n#0
L2 2 2
= 4_7T2+ (1 —n%)|as|".
[n|>2

Isto claramente implica (B.1) com a igualdade acontecendo se e somente se a,, = 0 para
|n| > 2, caso em que

h(0) = ao + are® +a_1e7?,

donde . .
hoo(0) = —are® —a_je ",

Assim, podemos usar (5.38) para calcular a curvatura de y:

1
%Zhee-Fh:Goa

ou seja, v € um circulo de raio ag, como desejado.



Apéndice C
O principio do maximo parabélico

O Principio do Méximo (Teorema 1.1.5) estende-se para solu¢des de equagdes bem mais
gerais que a equacao do calor homogénea. Mais precisamente, seja

(C.1) Lu = a(t,0)ugy + b(t, 0)ug + c(t, 0)u — uy

um operador diferencial linear atuando em fungdes u = wu(t, ) definidas para (¢,0) €
[0,7) x T, T > 0. Suporemos que os coeficientes de L sao continuos e limitados e que L
¢ parabdlico no sentido que a(t,0) > A, para algum A\ > 0.

Teorema C.0.8 (Principio do Mdximo Parabdlico 1) Suponha que ¢ = 0 e seja u €
C12([0,T) x T) satisfazendo Lu > 0. Entdo u somente pode atingir seu mdximo M, em
t = 0, a menos que u seja constante.

A demonstragdo pode ser encontrada em [17].

A restricdo ¢ = 0 em geral ndo pode ser relaxada, visto que, paran > 0, u(t,6) =
cos ,/nf € uma solugdo de
U = Ugg + NU

que atinge seu maximo para # = (. Neste sentido, o resultado a seguir é o melhor possivel.

Teorema C.0.9 (Principio do Mdximo Parabdlico II) As conclusées do Teorema C.0.8
permanecem vdlidas se ¢ < 0 e M, > 0.

Novamente, a demonstragcdo pode ser encontrada em [17].

Observemos que se Lu < 0 e ¢ > 0 conclui-se que « somente pode atingir seu
minimo m, < 0 em ¢ = 0, a menos que u seja constante. Para ver isto, basta substituir «
por —u nos resultados acima.

99
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Existe uma situacdo em que a hipétese ¢ < 0 ndo se faz necessaria. Com efeito,
suponha que Lu > 0 e seja v = e *u, p > 0. Entdo L,v = e *Lu > 0, onde
L, = L — p. Como c € limitada, podemos escolher ;. de modo que o coeficiente do termo
de ordem zero em L, a saber, ¢ — p, € negativo e portanto vale um Principio do Médximo
para v. Em particular, o resultado do Teorema C.0.9 é vélido sem qualquer restricdo sobre
c desde que M, = 0. Felizmente, este truque basta para estabelecer dois importantes
resultados, a saber, os teoremas C.0.10 e C.0.11 abaixo.

Teorema C.0.10 Seja u : [0,7) x T — R solugdo de Lu = H, onde L é um ope-
rador uniformemente parabolico como em (C.1) com coeficientes continuos e limitados.
Suponha ainda que H é também continua e limitada. Entdo

[u|co o, xm) < C,

onde C depende somente de T, ming u(0, -), maxy u(0,-) e de cotas superiores para as
normas C°de ce H em [0,T) x T.

Com efeito, substituindo u por e *'u, podemos supor que ¢ < 0. Sejaw = u — d
com d > 0. Entdo,
Lw=H —dc>0,

para d suficientemente grande. Se M,, > 0 entdo w < maxg w(0, -), pelo Teorema C.0.9.
Caso contrario, w < 0 e em qualquer caso temos uma cota superior para u. A cota inferior
¢ obtida considerando w = u + d.

Passemos agora ao operador nao-linear
(C.2) Lu = F(t,0,u,ug, ugg) — uy

onde
F:0,T)xTxRxRxR—=R, F=F(0,u,p,q)),

¢ suave em seus argumentos. Diremos que £ é parabdlico em [0,T) x T com respeito a
u:[0,7) x T — R se vale
Fo(t,0,u, ug, ugg) > 0

em [0,7") x T.

Agora, sejam u satisfazendo Lu = H, onde H : [0,7) x T — R & continua e
limitada e v satisfazendo Lv < H. Entdo w = v — v cumpre

‘F(t7 9, U, ug, Ugg) - ]:(ta 97 v, Vg, U99) =w; > 0.
Dado (¢,0) € [0,T) x T, pelo Teorema do Valor Médio existe n = 7(t,6) € (0, 1) tal que

F(t,0,u,ug, ugg) — F(t,0,v,v9,090) = Fy(§)weg + Fp(&)we + Fu(é)w,
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onde
E=(t,0,nu+ (1 —n)v,nug + (1 — n)ve, Nuge + (1 — 1)vge).

Logo, w satisfaz a inequacdo linear parabdlica
‘Fq<§>w09 + fp({)wﬁ + fu(&)w — Wy Z 0.

Logo, se admitirmos que L é parabdlico em [0,7) x T com respeito a qualquer fungio
da forma nu + (1 — n)v, 0 < 6 < 1, temos, pelo que vimos acima, que w < Oem ¢ = 0
implica w < 0 em [0,7") x T. Noutras palavras, vale o Principio de Comparac@o a seguir.

Teorema C.0.11 Suponha que u é solugdo de Lu = H em [0, T) x T com u(0,-) = f.
Sejam ainda v e V satisfazendo
LV < H<Lv

em [0,T) x T e suponha que L é parabdlico em [0, T) x T com respeito a qualquer fungdo
da forma nu+(1—n)v ou nu+(1—n)V, com 0 < n < 1. Entdo, v(0,0) < f(8) < V(0,0),
0 € T, implica

v<u<sV

em [0,T) x T.

Como aplicacdo, veremos agora que solucdes de (5.52) com dado inicial positivo,
também sdo Unicas e, mais ainda, permanecem positivas enquanto existirem. Isto sig-
nifica, obvimente, que o fluxo pela curvatura preserva convexidade.

Note que a equacdo de evolugdo para a curvatura k pode ser colocada na forma
(C.2), onde F(t,0,k,p,q) = k?q + k3, de modo que

(C.3) Fy =k

Como a curva inicial € estritatamente convexa, por continuidade, qualquer solucido de
(5.52) permanece positiva para 0 < ¢t < ¢y, tg > 0, e isto implica, por (C.3) e o Teorema
C.0.11, ndo somente que a solucdo € dnica mas também que a equacdo € parabdlica em
[0,t9) x T em relagdo a solugdo. Seja entdo

my = mein {k(0,0);0 € T} > 0,

e observe que
~ mo

(1 0) = —0
(t.6) V1 —2mat

€ solucdo de (5.52) com condi¢do inicial ]%(O, 0) = my. Tal funcdo é estritamente cres-
cente e estd definida no intervalo [0, 1/2m32). Podemos agora comparar as solu¢des em
[0, tl), tl = min {to, 1/2771(2))}
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Para qualquer n € (0, 1), temos
nk+ (1 —n)k > min{n,1 —n}k+k) >0,

donde .
Fo(&) = (nk + (1 = n)k)? > 0,

de modo que, pelo Teorema C.0.11,
k(t,0) > k(t,0) > mg, 0<t<t,
o que implica
m@in k(t,0) > my.
Este argumento de fato mostra que a fungdo

te[0,T)—my= m@in k(t,0)

¢ nao-decrescente. Isto ndo somente comprova que a convexidade € preservada mas
fornece uma demonstracao da estimativa (5.54).

Como outra aplicacdo do Principio de Comparagcdao pode-se facilmente verificar
que o tempo maximal de qualquer solucao de (5.52) estd limitado superiormente por
1/2kmin(0)2, onde kpin(0) > 0 é o minimo da curvatura da curva inicial; veja o Teo-
rema 5.3.5. Os detalhes sao deixados ao leitor.



Apéndice D
Existéncia de solucoes via Schauder

Vimos, em vérias ocasides ao longo do texto, as estimativas de Schauder serem usadas
tanto para regularizar como para controlar, em normas apropriadas, solucdes de equagdes
parabdlicas, tanto lineares quanto ndo-lineares. Neste apéndice mostraremos como es-
tas estimativas podem ser utilizadas para estabelecer a existéncia de solugdes para tais
equacoes.

Comecemos com o caso linear. Seja
Lu = a(t,0)ugg + b(t,0)ug + c(t, O)u — uy

atuando em fungdes u : [0, 7] x T — C. Suporemos que L é uniformemente parabdlico
no sentido que 0 < A < a(t,0) < A para (t,6) € [0,7] x T. Mais ainda, os coeficientes
satisfazem

(D.1) lallgarzagomxmy + 1bllcarzeorxmy + llcllcarzaqomxm < C,

para C' > (0. Queremos encontrar solucdes para o PVI

Lu = H
onde H € C*/?2([0,T] x T) e f € C***(T).

Usaremos o famoso método da continuidade, que apoia-se na familia a um parametro
de PVIs

Ly = H
©-2) {u<0f-> g

onde
Ly=AL+(1—=XLy, 0<A<1,
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LO = Ugy — Ugt.

Em particular, cada L) € uniformemente parabdlico e seus coeficientes estdo controlados
como em (D.1), com C independente de \.

Seja entdo 3 C [0,1] o conjunto formado por aqueles valores de A para o quais
(D.3) possui uma tnica solugéo para cada H e f. Sabemos que X # () pois, pelo Teorema
2.3.1, 0 € . Mostraremos a seguir que ¥ é a0 mesmo tempo aberto e fechado em [0, 1],
de modo que ¥ = [0, 1]. Em particular, 1 € ¥ e isso demonstra o teorema a seguir.

Teorema D.0.12 Para cada H € C*/?>*([0,T] x T) e f € C**(T) o PVI (D.2) possui
uma tinica solugdo.

Substituindo v por u — @, onde @ coincide com f em {0} x T, podemos supor
que f = 0. Para provar entdo que X € aberto, seja \y € X e reescreevamos a equacao
Lyu = H como

L/\ou =F (u),

onde
F(u) = Lyyu — Lyu+ H.

Definamos a aplicagao
A CHe22te(0 T x T) — C*/>*([0,T] x T)

que a cada u associa a unica solugdo v = A(u) do PVI linear

F(u)
0

L)\O'U

D.4) { (0, )

Como F(u) € C*/?2([0,T] x T) e Ag € %, A estd bem definida. Note agora que existe
Cy > 0 tal que

HF(U)HCQ/M([O,TMI) < Cl’)\ - )\0|HUHCHQ/ZHQ([O,T]W) + ”HHCa/M([O,T]xT)a
de modo que, pelas estimativas de Schauder (Teorema 2.3.3), existe Cy > 0 tal que
HUHCH&/Q’H“([O,T]XT) < GoC|A = A ||u‘|01+“/272+a([0,T}x'ﬂ‘) + C2HH||CO‘/2»&([O,T]><T)'

Aqui, usamos o Teorema C.0.10 de modo que C'; agora depende de 7', o que ndo é rele-
vante no argumento a seguir. Logo, se

B = {u e "2 ([0, 7] x T); lullgrrarzaragoryery < 2C2)|H [l gaszaoryxr }
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e escolhermos A de tal modo que

(D.5) 2010\ — No| < 1

entdo A(B) C B. Note que B é um subconjunto fechado de um espago de Banach.

Sejam agora v; = A(uq) e vo = A(ug) com uy, uy € B. Entdo v = vy — vy satisfaz
{ Lyyv = Ly, (u; —ug) — Ly(u; — ug)
v(0,) = 0
e se A satisfaz (D.5), temos, novamente por Schauder,
[v1 = vol|cr+arzasaqorixry < C102|A = Aol|lur — Ua|cr+ar2.2+a (o 1))
< %Hm — Ua||c1vas2240 (0 1)xT)

Noutras palavras, A : B — B € uma contra¢do e o Teorema do ponto fixo de Banach [13]
se aplica para garantir que existe v € B com A(u) = u. Mas isto significa precisamente
que, para qualquer A como em (D.5), (D.3) possui uma tnica solucdo para cada H e f, ou
seja, 2 € aberto.

Para verificar que ¥ é fechado, seja {)\,,} C ¥ com \, — A. Ora, para cada n existe
uma dnica u,, solucdo de

L,\nun = H
(D.6) {un((),-) = 0

e Schauder garante a existéncia de ' > 0 independente de n tal que

[unllcrrarzeragorxmy < Kl Hllcorzaom <

Por Ascoli-Arzela (Teorema A.1.1), passando eventualmente a uma subsequéncia, u,, con-
verge em C'2([0, T x T) para alguma % e tomando o limite em (D.6) vemos que

I~<u = H
D7) {ﬂ(t)i) - !

Isto conclui a demonstragdo do Teorema D.0.12 visto que a unicidade de u segue do
Teorema C.0.11.

De posse do Teorema D.0.12, vamos ao caso nao-linear. Nosso objetivo € resolver
o PVI

(D.8) {u(oﬁ; - ?(U)UGMB(U)

onde A, B : R — R sdo suaves e f € C?T*(T). Por exemplo, se A(u) = u?e B(u) = u?
recuperamos o PVI (5.52), que descreve a evolug@o de curvas planas pela curvatura.

Diremos que (D.8) é parabdlico relativamente a f se A(f) > 0. Por exemplo,
(5.52) € parabdlico se ky > 0, ou seja, se a curva inicial € estritamente convexa.
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Teorema D.0.13 Se o PVI (D.8) é parabdlico relativamente a [ entdo ele admite uma
tinica solugdo suave em [0, €) x T, para algum ¢ > 0.

Para a demonstra¢do considere, para algum 7" > 0,
W CMH22He([0, T) x T) — C*%([0,T) x T) x C*(T)

definida por
U(u) = (A(u)ugg + B(u) — ug, u(0,-)) .

Sewv € C'*e/22+a([0, T) x T), a derivada de ¥ em v na diregio de v é dada pela expressio
usual, a saber,
DV, (v) =lim ¥ (u + sv)|s=0.

s—0
Assim,
DV, (v) = (L(“)U,U(O, ),

onde
LWy = A(u)vgg + (A (w)ugg + B' (1)) v — ;.

Este cdlculo tem a seguinte consequéncia. Se (D.8) € parabdlico relativamente a f
et :[0,T) x T — R é solugdo de (D.8), entdo o operador linear L™ & parabdlico em
relagdo a u para ' > 0 suficientemente pequeno. Assim, o Teorema D.0.12 nos leva a
concluir que

DUy : CHe/22 (0. T) x T) — C*%([0,T) x T) x C*(T)

¢ sobrejetiva. Como a aplicagdo v — DWW, é obviamente continua, pelo Teorema da
Funcdo Inversa em espagos de Banach [4] existe > 0 tal que se

IF = Fllesswnaraqomyen + I1f = leam <n, F=W(a),

entio existe u € C't/22+(]0,T) x T) tal que ¥(u) = (F, f). Noutras palavras, no
caso parabdlico o conjuntos de dados (F, f) para os quais é possivel inverter ¥ é aberto.
Verifiquemos agora que esta informacao basta para demonstrar o Teorema D.0.13.

Com efeito, se (D.8) é parabdlico relativamente a f € C?T*(T), escolha, para
T > 0 pequeno, & que restringe-se a f em {0} x T e satisfaz

iy = A(@)ags + B(a)

emt = 0.! Seja i
F = A(t)tge + B(a) — 1y,

"Para isto, basta prescrever a série de Taylor de @ em ¢ = 0 de maneira apropriada.
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de forma que F = 0emt = 0e ¥(a) = (F, f) em [0, T). Agora, para cada e > 0 defina
F. pondo F(t,-) = F(t,-) para0 < t < ee F.(t,-) = F(t —e,-) parat > e. Assim,
F.=0em [0, €). Mas quando € — 0, F. converge para Fe, pela discussao do paragrafo
anterior, (D.8) admite uma solu¢éio em [0,¢). Que esta solucdio é suave decorre de um
argumento de regularidade usando Schauder, conforme ja vimos em outras ocasides. A
unicidade, por sua vez, é consequéncia do Teorema C.0.11.
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