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Abstract

We are given a plane curve @ parametrized by Q (s,0).
This curve evolves with time ¢ according to one of the following
velocities

Reaction : Q¢ = N (s,t)
Diffusion : Q¢ = K (s,t) N (s,1)

where NNV is the unit normal to the curve and K is its curvature.
We present many interesting properties of both evolutions, dis-
cuss efficient algorithms to compute them, and present some of
its applications in Computer Graphics and Computer Vision.
Finally, we present a third curve evolution which is affine-
invariant, namely,

Qe =N(s)

where N is the affine normal to the original curve Q.
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Capitulo 1

Introducao

Um dos objetivos principais da Visao Computacional é criar algorit-
mos que ensinem computadores a ver (isto ¢, ndo s6 capturar imagens
mas também interpretd-las). Parte deste processo consiste em sepa-
rar uma imagem em diversas regides (cada uma correspondendo a
algum objeto) para depois analisd-las. Nao discutiremos aqui como
encontrar tais regices (que ja € um problema bastante complicado por
si 86), mas estamos interessados em algumas técnicas mateméticas
simples que nos permitam analiss-las.

Neste sentido, é 1til definir algum tipo de esqueleto de uma
regiao do plano —isto €, algum objeto unidimensional que funcionaria
como uma espécie de eixo de simetria da regido (mesmo que a regido
nao seja exatamente simétrica). Também é til classificar a regido
apresentada em pedagos distintos, para facilitar a sua anélise.

Para descrever matematicamente objetos deste tipo, a linguagem
natural ¢ a da Geometria Diferencial. Assim, suponha que Q (s) =
(z(s),y(s)) (com s € [0, B]) é a parametrizacdo de uma curva sim-
ples e fechada @ do plano, que limita a regido R em questdo (para
facilitar, suporemos que esta parametrizagao percorre a curva no sen-
tido anti-horario). Sendo esta parametrizacgao regular (isto é, Qs # 0
para todo s), denotaremos por T (s) o vetor unitdrio tangente a esta
curva e N (s) o vetor unitdrio normal que aponta para "dentro"da
regido.
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4 CAPITULO 1. INTRODUCAO

A seguir, vamos evoluir (ou deformar, propagar) esta curva pau-
latinamente (com o objetivo néo sé de encontrar o esqueleto ou sub-
dividir a regiao original, mas com a esperanca de que a matemadtica
desta deformagéo seja bonita e interessante). Esta evolucdo pode
ser representada por Q (s,t) = (z (s,t),y (s,t)) onde t é o tempo da
evolugdo e s é o pardmetro que percorre cada uma das muitas cur-
vas geradas (abusaremos a notagéo e denotaremos a curva inicial por
Q(s) = Q(s,0)). Assim, Qs = (xs,ys) representa a direcao tan-
gente & curva em cada ponto, enquanto Q; = (x¢,y:) representa a
velocidade que cada ponto segue durante a propagagao.

Ao longo do texto usaremos as seguintes notacoes:

e (v,w) é o produto interno candnico entre os vetores v e w.

e [v,w] é o determinante da matriz cujas colunas sdo os vetores
v e w. Em outras palavras, a drea do tridngulo cujos lados sao
vewé

[v, w]|

2

A:|
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Capitulo 2

Evolucao por Reacao

2.1 Funcao Distancia

A primeira evolugao que gostariamos de estudar é a chamada evolugdo
pOT TEagcao

Q¢ (s,t) = N (s,t)

ou seja, em cada ponto a velocidade de propagagao é a normal unitaria
a curva naquele ponto. Que propriedades tem esta evolugao?

Resolver esta equagao vetorialmente é simples: convidamos o
leitor a notar que

Q(s,t) = Q(s) +tN (s)

é uma solugao desta propagagdo. Afinal, é simples derivar esta equagao
e encontrar que @; = N (s) — fica faltando apenas mostrar que
N (s) = N (s,t), isto é, que a normal unitdria a curva @ original
se mantém para s fixo & medida que ¢ varia.

Exercicio 1. Determine a solugdo desta evolugdo quando a curva
inicial @ é a elipse Q (s) = (acoss,bsins) com a > b. Qual o menor
valor de t que faz com que a parametrizacao em s deize de ser reqular?

[Resposta: | acoss — ——beoss ¢ phgins — ———0a8i0S ¢,
a2 sin? s+b2 cos? s a2 sin? s+b2 cos? s

N , _ b
A parametrizagdo deiza de ser reqular quando t = =-.]

5
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6 CAPITULO 2. EVOLUCAO POR REACAO

A figura abaixo & esquerda mostra a evolugao da elipse @ (s) =
(2cos s,sins) parat = 0:0.1:0.7. Note como a curva deixa de ser
regular quando ¢t = 0.5 (destacada), formando um bico sobre o eixo z.
Isto ocorre pois em ¢t = 0.5 no ponto (1.5,0) temos o primeiro choque
da propagagao, quando a frente de propagacao do primeiro quadrante
se choca com a frente de propagacao do quarto quadrante. De fato,
se permitissemos t > 0.5, as frentes de propagagao se cruzariam.

l/

O leitor atento vai perceber que a distancia do ponto @ (s,t) ao
ponto @ (s,0) é exatamente ¢; mais ainda, como o segmento que une
Q(s,0) a Q(s,t) é normal & curva original, entdo a distancia de
Q (s,t) & curva original é ¢t (pelo menos antes do primeiro choque).
Em outras palavras, fixado um ponto (xg,yo) do plano, a evolugéo
chega (pela primeira vez) ao ponto (z, o) no tempo ¢ que é igual a
distancia de (zg,yo) & curva original.

Em suma: as curvas obtidas por esta evolugao sao exata-
mente as curvas de nivel da funcgao distancia, pelo menos até
os choques.

Entao vamos redefinir nossa evolugdo de uma forma mais im-
plicita, evitando os entrecruzamentos que aparecem na figura a di-
reita acima: dada a curva original @ = Cj, definimos a curva Q (t)
como sendo o conjunto de todos os pontos da regido R (interior a @)
cuja distancia & @ seja t. Ou seja, sempre que houver um choque,
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2.1. FUNCAO DISTANCIA 7

descartamos os entrecruzamentos, e continuamos com curvas simples
e fechadas (ainda que tenham bicos).

Uma segunda vantagem deste nova defini¢ao é que ela ndo precisa
da defini¢ao do vetor normal e, portanto, independe da curva original
ser diferencidvel. Assim, a figura inicial pode até mesmo ser um
poligono, se desejarmos.

Outro detalhe desta evolugao: se a curva inicial nao for con-
vexa, esta evolugao poderd dividir a curva propagada em pedagos
desconexos, como no exemplo abaixo.

N
s

Exercicio 2. Sejam 1, e 7y 0s vetores unitdrios normais a dois
lados consecutivos de um poligono convexo que estd se movendo de
acordo com a evolugcao por reacdo. Mostre que o vértice entre estes
lados se move com velocidade ¥ = —2tfe - — Mtis ,nde 0 ¢ o
14+ (7i1,7i2) 1+4sin 6
angulo interno do poligono naquele vértice.

Enquanto ndo é realmente necessario definir esta evolugao para
valores negativos de t, isto pode ser feito sem grande dificuldade.

Definicao 3. Dada uma curva simples fechada @ limitando uma
regiao R, definimos a fung¢io distdncia com sinal f como

d(X,Q) se X €R
(X,Q), caso contrario

ro={
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8 CAPITULO 2. EVOLUCAO POR REACAO

Esta funcao distancia tem vdarias propriedades interessantes. Em
particular, as figuras devem convencer o leitor de que o gradiente
desta fungao distancia f é exatamente o vetor normal unitario a
curva (exceto nos pontos de choque onde ela nem é diferencidvel).
Em suma, temos uma outra caracterizacdo da funcao distancia via
E.D.P.s: a funcéao distancia deve ser, em algum sentido, a solugao do
seguinte problema com a Equagao Eikonal:

[V f(X)| =1 exceto nos choques
f(X)=0se X €@

Por outro lado, fazer esta caracterizagao rigorosa é surpreendente-
mente sutil; em primeiro lugar, "exceto nos choques"é vago demais;
em segundo lugar, hd casos patolégicos (que ndo nos interessam)
que "as figuras"acima nao representam bem. Os exercicios a seguir
mostram que |V f| = 1, exceto em alguns casos patoldgicos.

Exercicio 4. Mostre que a func¢do distancia f é uma contragdo
fraca®, isto ¢, dados dois pontos A e B do plano, tem-se

[f (A) = F(B)| <d(A, B)

Exercicio 5. Mostre que a fun¢do distancia f (x,y) satisfaz a
Fquagao Eikonal, a saber

IVfl=1

em todos os pontos do interior de R onde ela é diferencidvel. [Dica:
o problema anterior mostra que |V f| < 1; agora, dado X no interior
de R, encontre Y sobre Q tal que f(X) = d(X,Y); usando pon-
tos no interior do segmento XY se aproximando de X, mostre que

VI (X)) =1).

Exercicio 6. Seja Q a curva definida y = /|| cos (L) para x €
(=1,1) (em z = 0, tome y = 0; longe da origem, feche a curva da
maneira que vocé preferir). Mostre que, se | X| < r, entao |f (X)| <
4mr2. Conclua que Vf (O) =0 (na origem).

LE, por conseqiiéncia, f ¢ diferenciavel q.t.p.



“swp0000” — 2011/1/15 — 23:19 — page 9 — #9

2.2. EIXO MEDIAL 9

ponto AlAl

ponto
AlAalal

2.2 Eixo Medial

Estamos agora prontos para apresentar uma primeira definicdo de
"esqueleto"de uma regiao delimitada por uma curva fechada.

Definicao 7. O eixo medial de uma regiao delimitada R por uma
curva @ € o (fecho do) conjunto de pontos onde a fungao distdncia
associada a @ nao é diferencidvel. Em outras palavras, o eizo medial
é o conjunto dos pontos de choque da evolug¢do por rea¢do associada
a regiao R.

De uma maneira mais geométrica, considere todos os circulos con-
tidos na regido R que sejam maximais®. O conjunto dos centros destes

circulos € o eixo medial.

Exemplo 8. Se a regido R é um retangulo, seu eizo medial lembra
um telhado visto de cima; adicione pequenas indentagoes e o eixo
medial cria ramos inteiros naquelas diregoes:

2Essencialmente, estes sdo os circulos que sdo tangentes a curva I' em dois
ou mais pontos distintos; "essencialmente"porque, para completar o eixo medial,
temos de incluir também centros de circulos que sao tangentes a I' em apenas um
ponto, mas com ordem de tangéncia maior — sd@o os pontos Az da figura.
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10 CAPITULO 2. EVOLUCAO POR REACAO

C A L . 2 2 .
Exemplo 9. Se a regido é a elipse 75+ 4> =1 com a > b, o eizo
3 2 . . . 2
medial é um segmento sobre eixo maior de comprimento 2a — %.

Claramente, o eixo medial de um circulo é um ponto isolado, seu
centro. O eixo medial tem vérias propriedades interessantes, como
por exemplo:

e Os extremos do eixo medial sdo centros de curvatura correspon-
dentes a pontos de curvatura maxima (ou minima) do bordo;

o O eixo medial é co-variante por isometrias®;

3Em outras palavras, se R girar ou transladar, o eixo medial gira ou translada
"junto".
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2.3. COMPUTACAO E APLICACOES 11

e Quando bem definida, a direcao tangente ao esqueleto num
ponto é bissetriz das diregoes tangentes nos pontos correspon-
dentes de Q;

Mais ainda, é possivel reconstruir a regiao R se armazenarmos o
esqueleto e o raio do circulo bitangente em cada um de seus pontos
(de fato, a regido R é simplesmente a unido destes circulos). Esta
é uma maneira interessante de representar a regiao R — o esqueleto
captura a direcao geral da regiao R, enquanto os raios dos circulos
capturam a grossura de cada parte de R.

Isto dito, a representacao de uma regiao por seu eixo medial e
funcao raio tem problemas; o principal deles é a sensibilidade a rui-
dos (vide retangulo com indentagées) — pequenos ruidos na regiao
R ou no seu bordo @ levam a representacoes bastante distintas com
eixos mediais. Por este motivo, aplicagoes préticas que se utilizam
de esqueletos costumam passar por alguma espécie de suavizacao da
curva ) ou poda do eixo medial, para eliminar seus trechos irrele-
vantes.

2.3 Computacao e Aplicacoes
Para computar o eixo medial, hé vérias abordagens:

e Para poligonos, o eixo medial é uma espécie de diagrama de
Voronoi (mas, ao invés de usarmos distancias a pontos como é
usual, usarfamos distancias aos lados). Assim, ¢ possivel adap-
tar algoritmos que calculam diagramas de Voronoi para calcular
eixos mediais;

e H& métodos que consistem em primeiro resolver o problema

IVfl = lem R
f 0Oem Q =0R

para encontrar a fungao distdncia f — mas cuidado deve ser
tomado pois singularidades de f sdo permitidas em R (que serao
exatamente o eixo mediall).



“swp0000” — 2011/1/15 — 23:19 — page 12 — #12

12 CAPITULO 2. EVOLUCAO POR REACAO

e Para grids discretos, computar a funcao distancia é um prob-
lema simples de Programacao Dinamica.

Um algoritmo que mistura as duas iltimas técnicas e algumas apli-
cagoes serao apresentadas no capitulo sobre algoritmos mais & frente.
Por agora, mencionamos os sites The Hypermedia Image Processing
Reference* ou o exemplo de classificacio de pecas do MMach/Khoros
no site da Unicamp® como exemplos de aplicacdes do eixo medial &
Visao Computacional (ambos estdo nos slides deste curso).

“Em http://homepages.inf.ed.ac.uk/rbf/HIPR2/; exemplos de esqueletos em
http://homepages.inf.ed.ac.uk /rbf/HIPR2/skeleton.htm.

SEm http://www.dca.fee.unicamp.br/projects/khoros/; eixos mediais em
http://www.dca.fee.unicamp.br/projects/khoros/mmach/tutor/application/industrial /
pieces/pieces.html



“swp0000” — 2011/1/15 — 23:19 — page 13 — #13

Capitulo 3

Evolucao por Difusao

Nesta secao, definiremos uma segunda evolucao de curvas que tem
suas proprias aplicagoes e propriedades interessantes. O leitor que
precise relembrar as propriedades das curvaturas de curvas planas
deve consultar o apéndice. Para referéncia, todas as nossas curvas
sao simples, fechadas, orientadas no sentido anti-horario, e, portanto,
com normal unitdria apontando para dentro da curva. Na nossa
notagao, @ (s,t) ¢ a familia de curvas, cada uma parametrizada por
s, onde t é o tempo da evolucdo; a métrica da curva ¢ g (s,t) =
|Qs (s,t)|, e a curvatura é K (s,t). Note que s ndo é necessariamente
comprimento de arco — denotamos o parametro comprimento de arco
por L, ou seja, dL = g.ds.

3.1 Movimento por Curvatura

Vamos agora estudar uma nova evolugao, denominada evolu¢do por
difusdo ou movimento por curvatura:

Q1 (s, t) = K (s,t) N (s,t)
ou seja, em cada ponto a velocidade de propagagao é a curvatura
vezes a normal unitéria.
Em primeiro lugar, facamos algumas experiéncias; as figuras abaixo

mostram a deformagao de uma curva por esta lei (a primeira para val-
ores pequenos de ¢, e a segunda para valores maiores).

13



“swp0000” — 2011/1/15 — 23:19 — page 14 — #14

14 CAPITULO 3. EVOLUCAO POR DIFUSAO

Convidamos o leitor a ver e criar seus préprios exemplos; para
tanto, visite os sites do Prof. J. Sethian (Berkeley)! ou interaja
com o Java 2D Closed Curve Simulator do Prof. Shin Yoshizawa
(Aizu)?, que gerou as figuras acima. Note como os trechos da curva
que sao pontudos desaparecem rapidamente, e a curva acaba se trans-
formando numa bolha redonda que, por sua vez, desaparecerd em
tempo finito.

Exercicio 10. Se a curva inicial for um circulo de raio Ry, como
a curva evolui por este movimento? [Resposta: serd um circulo de

2
raio R (t) = \/R2 — 2t, que, portanto, desaparece apds t = %/

Que propriedades tem esta evolugao? Comecemos entao por fazer
alguns cédlculos interessantes:

Exercicio 11. Uma curva Q (s,t) = (x (s,t),y (s,t)) reqular fe-
chada simples é parametrizada por s € [0, B] e evolui com o tempo t
de acordo com a lei Qy (s,t) = K (s,t) N (s,1).

a) Use que Qst = Qs para mostrar que a métrica satisfaz

gt = —9K2
K, K,
Tt = 7N eNt:——T
g g

b) Sendo L (t) o comprimento da curva e A (t) a drea por ela delimi-

Thttp://math.berkeley.edu/~sethian/

20 endereco da Universidade de Aizu parece estar desatualizado. Uma cépia
deste Applet estd em
https://php.radford.edu/~ejmt/Resources/CurveSimulator/CurveSimulator.htm.
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3.1. MOVIMENTO POR CURVATURA 15

tada, mostre que

s=B
L'(t) = —/ K?dL
s=0
A@#) = -2«

(onde dL = g.ds é o elemento de comprimento de arco) pelo menos
enquanto a curva for C*.
¢) Mostre que

K=K+ K®

Uma consequéncia desta dltima equagao é uma espécie de princi-
pio do minimo para K: se K (s,tp) > 0 para todo s, entdo K (s,¢1) >
0 (onde t; > tg) para todo s também. Em suma:

Teorema 12. No movimento por curvatura, curvas convexas per-
manecem converas.

O arredondamento da curva também pode ser descrito de maneira
mais precisa. Afinal, um interessante teorema da Geometria Diferen-
cial [5] diz que:

Teorema 13 (Desigualdade Isoperimétrica). Seja @ uma curva
plana, simples e fechada. Suponha que L é seu comprimento e A é a
area que ela delimita. Entao

L2

e a igualdade so se verifica se Q for um circulo.

~ 2 . ~
Isto sugere o uso da razao P = % para medir quao redonda uma
regiao é. No entanto, a partir dos cdlculos de L' e A’ acima, é facil

ver que:
B
P'(t) = —2P (/ K?dL — wP)
0

E possivel mostrar que o lado direito desta equagao é sempre negativo
[7]. Alids, com estimativas mais cuidadosas, é possivel mostrar que
no movimento por curvatura tem-se
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onde tp é o tempo final da evolugdo. Ou seja, & medida que a curva
encolhe, ela se aproxima de um circulo.

Mais ainda, o leitor pode estar preocupado com o fato de que tais
célculos acima sé valem enquanto a curva for suave e simples. Uma
série absolutamente notével de artigos por Gage e Hamilton ([7], [8],
[6]) mostra os seguintes fatos:

Teorema 14. No movimento por curvatura:
a) Se a curva inicial for conveza, ela permanece convera;
b) Se a curva inicial nao for convezxa, ela se torna convera em tempo
finito;
¢) A curva é instantaneamente suavizada, e permanece suave até seu
colapso;
d) Em suma, curvas imersas permanecem imersas e convergem para
um ponto circular, sem nunca apresentarem qualquer espécie de auto-
intersecao!

Lembrando que A’ (t) = —2m, isto é, A(t) = Ay — 27t, é entao

imediato notar que o colapso da curva se dd em t = ’24—7?.

3.2 Choques: que ponto?

Em suma, esta evolugao nao apresenta choques, exceto pelo ponto
final de colapso. Até onde sabemos, a localizagdo deste ponto de
colapso é desconhecida, isto é, nao sabemos em geral uma maneira
simples de escrevé-lo em funcdo da curva original (por exemplo, ele
nao ¢ o centro de massa da curva nem da regiao).

3.3 Aplicacao: Espaco de Reacao-Difusao

Outra aplicagao destas evolugoes em andlise de formas (Shape Analy-
sis) é o espago de Reagao-Difusdo apresentado em [11].

Antes de descrever matematicamente as idéias deste espaco, pense-
mos um pouco sobre como é dificil classificar formas visuais computa-
cionalmente. Por exemplo, quase todos os humanos concordam que
um corpo pode ser razoavelmente bem dividido em cabega, tronco
e membros. Mas, como criar um algoritmo que faca esta divisao
automaticamente a partir de um esbogo 2D de um corpo humano?
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A idéia do espago de Reacao-Difusdo é considerar uma curva
Q (s,t) evoluindo segundo a lei mais geral

Qi =(a+BK)N

Se a = 0, temos a evolugao por difusao. Por mais que a curva orig-
inal ) seja nao convexa, nunca hd uma quebra — a curva evolui suave-
mente, sem criar nem mesmo um bico, até o colapso final. Comeganco
por um esboco 2D de um corpo, os dedos simplesmente encolhem, as-
sim como os outros membros do corpo e a cabega, em diregao ao torso
central. Os pescogos inicialmente se alargam, até que o corpo se torna
uma grande bolha convexa, que entao encolhe até sumir.

Por outro lado, se 8 = 0, temos a evolugao por reagao; qualquer
pescoco ou afinamento que a curva () apresente resultard em uma
quebra da evolugao em duas curvas distintas. Agora, as maos se sep-
aram dos bragos quando os pulsos quebram, os pés se separam das
pernas pelas canelas; em algum momento, estes membros despare-
cem completamente, e permanecem apenas uma versao reduzida de
uma cabeca, provavelmente separada de uma versao reduzida do torso
quando o pescogo quebra. Em seguida, a cabega some e fica apenas
o torso. O processo é sanguinolento, mas, nao sé esta evolugao pro-
duz uma subdivisao da regiao inicial, mas ela produz também uma
hierarquia dependendo do tempo que cada regiao sobrevive.

Agora, se desejarmos nao somente detectar os afinamentos da
forma visual, mas também classificd-las quando & sua "pescogudez",
podemos variar os valores de « e 8. Para cada pescogo (pulso, canela
ou afinamento), deve haver uma razdo exata 8/a que faz com que
este pescoc¢o nao mais crie uma quebra na evolugao da curva. Esta
quantidade indicaria entdo o "grau de pescogudez"deste pescogo da
regiao R.

A figura a seguir, retirada de [12], exemplifica o processo acima.
O eixo horizontal representa a quantidade 8/ e o eixo vertical rep-
resenta o tempo da evolugao.
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Capitulo 4

Algoritmos

Nesta secao discutiremos algoritmos eficientes que calculam as evolu-
coes das segoes anteriores, e apresentaremos mais algumas aplicagoes.
Porém, antes de abordar nossas evolugdes, precisamos de alguns fun-
damentos de Programacao Dindmica.

4.1 O Algoritmo de Dijkstra

Suponha que nos é dado um grafo conectado, cujas arestas sao asso-
ciadas a custos positivos (ou distancias). Definimos o custo de um
caminho como a soma dos custos de suas arestas. Escolhidos dois
vértices deste grafo, como encontrar o caminho mais barato (ou mais
curto) que os conecta?

Um algoritmo eficiente que resolve este problema é o algoritmo
de Dijkstra. Vejamos como ele funciona através de um exemplo: no
grafo a seguir com os custos indicados, qual o caminho mais barato
de A até D?

19
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O algoritmo de Dijkstra calcula, de fato, a fun¢ao C (z) que déd o
menor custo de A até o vértice © € {B,C, D, E, F}. Os passos sdo
0s seguintes:

i) Qual o vértice mais préximo de A?

Certamente, é um de seus vizinhos B, E ou F' (chamados de
vértices candidatos). Comparando os custos 4 < 5 < 10, vemos que
B ¢é o vértice mais préximo. Entao o custo de B é agora conhecido:
C (B) = 4. pelo caminho AB. Mais ainda, ja sabemos que C (F) <5
(caminho AF) e que C (E) < 10 (caminho AF).

ii) Qual o segundo vértice mais préximo de A?

Quem sao os candidatos? Certamente E e F ainda tém de
ser considerados, com possiveis custos 10 e 5, respectivamente. Mas
devemos também considerar os vizinhos de B como novos candidatos!
Entao temos também:

— o vértice F, agora pelo caminho ABF', com custo
C(B)+5=29. Como AF era melhor, este caminho ¢ inttil.

— o vértice C, pelo caminho ABC que custa C (B)+5 =
9. Entao C (C) <9.

Em suma, temos vértices candidatos C', £ e F' com custos
candidatos 9, 5 e 10. Como destes o mais barato é 5, o vértice F'
passa a ser conhecido. De fato, C'(F') = 5 pelo caminho AF. Mais
ainda, sabemos que C' (E) < 10 (caminho AE) e C (C) < 9 (caminho
ABCQC).

iii) Qual o terceiro vértice mais préximo de A?

Candidatos antigos: AE (custo 10) e ABC (custo 9).
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Candidatos novos: os novos vizinhos de F', a saber:

— o vértice F, agora pelo caminho AFE, com custo
C (F) + 3 = 8 (melhor do que o antigo AE!)

— o vértice C, agora via AFC, com custo C (F)+9 =14
(ndo presta, ABC era melhor!).

Comparando AFE (8) com ABC (9), vemos que E é mais
préximo. Ou seja, o préximo veértice conhecido é C (E) = 8 por AFE,
e resta a informagao de que C (C') < 9 por ABC.

iv) Quarto?

Candidatos antigos: ABC' (custo 9).

Candidatos novos: os vizinhos do ultimo vértice calculado
E... Neste caso, apenas D, isto é, AFED com custo C (E) +4 = 12.

Entao o novo vértice conhecido é C, com C (C) = 9 via ABC,
enquanto C (D) < 12 via AFED.

v) Quinto?

Candidato antigo: AFED com custo 12.

Candidato novo: novos vizinhos de C, a saber, apenas D via
ABCD, com custo C' (C) +4 = 13.

Conclusao: C (D) =12 via AFED.

Note que nao s6 determinamos o custo minimo de A até qualquer
outro vértice, mas também temos computado o caminho minimo até
14. A figura a seguir ilustra toda a informacéo que obtivemos:

Algoritmo de Dijkstra
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1. Inicializagao: associar a cada vértice uma funcdo custo es-
timado, fazendo C (Inicio) = 0 e C (x) = oo para todo x # Inicio.
Marcar o vértice inicial como conhecido e os outros como candidatos.
Enfim, definir o vértice corrente como o vértice A.

2. Loop:

— Para cada vizinho candidato Y do vértice corrente X, con-
sidere o novo custo estimado C' (X)+C(XY"). Se este custo for menor
que o C (V) previamente calculado, ele passa a ser o novo custo esti-
mado C (Y') (com novo melhor caminho A...XY).

— Dentre todos os vértices candidatos, verifique qual tem o
menor custo. Este vértice passa a ser conhecido (isto é, seu custo e
caminho 6timos estdo determinados e ndo mudam mais). Também,
ele passa a ser o novo vértice corrente (seus vizinhos serao recalcula-
dos na préxima interagao).

— Se ainda houver vértices candidatos, volte ao inicio do loop.
Senao, o algoritmo termina.

Suponha que o grafo tem V vértices e A arestas. Note que cada
vértice é visitado apenas uma vez como "corrente", e em cada uma
destas visitas a operagao mais trabalhosa é encontrar um minimo
dentre V custos dos vértices candidatos!. Também, cada aresta é
visitada uma unica vez. Assim, o nimero de operacoes no algoritmo
de Dijkstra é no maximo O (E + V2) —numero que costuma ser muito
menor do que o nimero de caminhos presentes no grafo entre dois
de seus vértices.

Exercicio 15. No grafo a sequir, encontre o caminho mais curto

de A até I.

ITipicamente, a lista de candidatos tem menos que V vértices. Alids, se eles
forem mantidos ordenados, nao é necessdrio vasculhar todos eles — basta com-
parar o menor dos vértices da lista antiga com os novos vizinhos, e inserir os
novos vizinhos ordenadamente na lista de candidatos. Assim, é possivel reduzir
o numero de operagoes em cada vértice para O (log V') ao invés de O (V).
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Resposta:

4.2 Fast Marching Methods

Como adaptar o cdlculo de "custos"para determinar a fungdo distan-
cia a uma curva do plano dada?

Uma primeira ideia é tomar a curva original como sendo um con-
junto de "pixels"do plano, e usar um grafo que conecte os pixels para
ser o grafo do algoritmo de Dijkstra. Ao invés de partir de um vér-
tice inicial, terfamos um conjunto de vértices iniciais (a curva toda),
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todos eles marcados com distancia zero e como vértices "correntes".
Agora é s6 usar algum grafo que conecte todos os pixels do plano e
aplicar a ele o algoritmo.

Porém, que grafo utilizar? Se tomarmos um grafo que conecte
apenas pontos adjacentes na vertical ou horizontal, varias distancias
serao superestimadas — na prética, estarfamos calculando uma dis-
tancia via a métrica "quarteirao", mas queriamos utilizar a métrica
Euclideana! Por exemplo, qual a distdncia do vértice X da figura
abaixo ao poligono que o cerca, supondo que cada quadrado do grid
é1x17?

Aplicando o algoritmo de Dijkstra ao grafo tracejado, teremos
f(X) = 3, pois esta é a distancia minima de X até a curva via cam-
inhos paralelos aos eixos. Note que esta estimativa nao melhora
diminuindo o lado do quadrado fundamental do grafo — se
todas as arestas do grafo forem paralelas aos eixos, sempre
teremos f (X) = 3!

Se completarmos o grafo utilizando diagonais dos quadrados fun-
damentais, a distancia ainda seria superestimada: terfamos f (X) =
V2 4 1, ainda independente do tamanho do grid.

A fungdo que queremos de fato & f(X) = /5 (que é o raio do
circulo indicado na figura). Uma maneira de encontrar este nimero
seria conectar cada vértice do interior da regiao a cada pixel da curva
original — mas, ao fazer isto, estamos de fato resolvendo o problema
por forga bruta, e o algoritmo de Dijkstra nem seria necessério. O
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nimero de operacdes seria da ordem de V2 onde V é o niimero de
vértices no interior da regiao onde queremos calcular a fungao
distancia.

Ao invés de usar o algoritmo desta forma, considere o seguinte
problema: na figura a seguir, suponha que conhecemos f (A) = f4 e
f(B) = fp e desejamos utilizar estes valores para estimar f (X) =
fx. Como fazé-lo?

A chave é lembrar que, para a funcdo distancia, temos |V f| = 1.
Assim, usando aproximacgoes de primeira ordem, temos

fa = (X +u)=fx+(Vf(X),u)
fB f(X +v)=fx+(Vf(X),v)
VF(X)| = 1

Exercicio 16. Suponha que v = (1,0) e v = (0,1) e elimine
Vf(X) no sistema acima, chegando a

(fx = fa) +(Ix—fB)° =1

que é uma quadrdtica em fx. Qual a condi¢ao para que esta quadrd-
tica tenha soluc¢ao real? Interprete esta condi¢ao geometricamente.

Em geral, nas trés equagoes acima, conhecemos f4, fp, u e v, e as
incognitas sdo fx e ambas as coordenadas de V f (X). Trés equagoes,
trés incégnitas, hd esperanga de encontrar uma estimativa para fx!
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De fato, temos

falv.w—u)+ fp (u,u—v) £ [u,0] \/d® = (fa— f5)°

fx = -

onde d =d (A, B).

Observe que para encontrarmos uma solugao real para fx é ne-
cessdrio que |fa — fp| < d(A4,B) — mas j4 sabemos que a fungao
distancia f tem de satisfazer esta condigao, pois é uma contragao
fracal

Agora temos um plano: o cilculo da funcao f sera feito comegando
pelos pontos mais préximos da curva original. Utilizaremos a férmula
acima para encontrar uma distancia candidata fx baseada em dis-
tancias previamente determinadas f4 e fp em pixels conhecidos A e
B que sao vizinhos a X. Dentre todos os candidatos X, aceitamos o
"mais barato"como conhecido, recalculamos seus vizinhos usando a
férmula acima, e continuamos como no algoritmo de Dijkstra. Este
algoritmo é chamado do tipo Fast Marching, jé que o algoritmo "mar-
cha"da curva para dentro, e essencialmente visita cada pixel a ser
calculado apenas uma vez. Em suma:

Fast Marching Method para a funcao distancia

1. Inicializacao: Estabelega valores iniciais nos pixels conheci-
dos (tipicamente, pixels em ) onde f vale 0), que inicialmente sao
também uma pilha de vértices correntes.

2. Loop:

Para cada pixel corrente, estime f em seus vizinhos descon-
hecidos e ponha estes pixels (e os valores de f) numa pilha de can-
didatos.

Tome o pixel X da pilha de candidatos com o menor f (X)
estimado e marque-o como conhecido e como o novo vértice corrente.

(Se em algum pixel X a nova estimativa for menor que uma
estimativa prévia, fique com a noval)

Se ainda houver vértices desconhecidos, volte ao inicio do
loop.
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Um 1ltimo detalhe: a quadratica que calcula fx tem duas raizes.
Qual escolher? A resposta é clara se pensarmos na ordenacao do
método: escolha a raiz que for maior que ambos f4 e fp.

Exercicio 17. Mostre que, se o tridngulo X AB for acutdngulo®
em A e em B, entao a média aritmética das duas raizes é uma média
ponderada de fa e fg. Portanto, apenas a maior raiz pode satisfazer
o critério fx > max (fa, fB)-

Note também que a ordenagao do nosso algoritmo garante que
a propagacao nao passa dos choques, e portanto calcula a distancia
corretamente. Usando uma ordenagao rapida de vértices candidatos,
pode-se mostrar que este algoritmo é O (N log N) onde N ¢ o niimero
de pixels na regiao R.

4.2.1 Aplicacao a robética

Os métodos Fast Marching sao tao rdapidos que permitem a resolucao
de problemas aparentemente bem dificeis. Uma aplicagdo (de novo,
mencionada pelo Prof. Sethian®) consiste em determinar como mover
um sélido de um ponto a outro evitando obstdculos pré-determinados.

Expliquemos uma versdo 2D do problema: vocé tem um "sofd
poligonal"em um canto de uma sala retangular S C R2?. Nesta sala
h& vérios obstaculos, digamos, um conjunto de outros poligonos espal-
hados pelo retangulo original. Vocé quer mover seu sofd para outro
ponto da sala, talvez até com uma nova orientagao, driblando, é claro,
os obstdculos todos. Serd que é possivel? Como?

A solucao ¢ surpreendentemente brutal: cada posi¢ao do sofd na
sala pode ser representado por um ponto (z,y,6) € S x [0, 27], onde
(z,y) representa a posi¢do de um ponto specifico do sofd (digamos, de
seu centro de massa, ou de um vértice referéncia) e 6 ¢ um angulo que
representa a orientacao do sofd como relagao a original. O conjunto
S x [0,27] é um espago de estados para o sofd.

Agora, para cada ponto deste conjunto, verifique se a presenga do
sofd naquele estado é possivel ou nao — isto €, se o sofd naquele estado

2Na prética, sempre que X é pixel vizinho a A e a B, o triangulo XAB é
acutangulo em A e em B. Em outras palavras, se XAB ¢é obtusangulo em B,
entdo A nao é vizinho de X — deve haver um pixel mais préximo de X do que A.

3http://math.berkeley.edu/ ~sethian/2006/ Applications/Robotics/robotics.html.
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intersectaria algum obstdaculo. Este é um problema de geometria —
se o sofd e os obstdculos tiverem formas simples, verificar se eles
intersectam é rapido. Se alguma posigao for impossivel, elimine-a do
espaco de estados.

Ao terminar o processo acima, temos um espago de estados com
todas as posigoes possiveis do sofd. Simplesmente aplique o algoritmo
de Dijkstra (ou o algoritmo Fast Marching correspondente) partindo
do estado inicial, e encontraremos o menor custo saindo deste estado
e chegando ao estado final. O caminho no espaco de estados indica o
movimento que tem de ser aplicado ao sofd em questao! O algoritmo
calcularda TODAS as posiveis posi¢des do sofd a partir da original, e
também o caminho "menos custoso"até cada ponto da salal

Melhor do que ler esta explicacdo é ver um Applet que realiza este
algoritmo: visite a pdgina do Prof Sethian.

A versao 3D pode ser resolvida de maneira semelhante, mas agora
o espago de estados terd 5 parametros — (z,y, z) para posigao, (6, ¢)
para orientacgao.

4.3 Level Set Methods

Agora voltamos nossa atencao a algoritmos eficientes que computem
a Evolugao por Difusao.

4.3.1 Meétodo Lagrangiano

Uma primeira ideia para realizar o movimento por curvatura de uma
curva plana seria amostrar a curva por um poligono (utilizando vér-
tices sobre a curva chamados de "marcadores"). A partir destes,
farfamos estimativas de vetor normal e da curvatura usando uma
aproximacao numérica em cada vértice. Tendo a velocidade estimada
de cada ponto, podemos mové-los, obter uma nova curva, recalcular
normais e curvaturas, etc.

Este ¢ o chamado de método Lagrangiano, e pode ser aplicado a
principio para nao somente a evolugao por difusdo, mas a qualquer
evolugao cuja velocidade dependa da normal e da curvatura. En-
quanto ¢é perfeitamente possivel implementd-lo numericamente, con-
sidere:
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e A ordem dos marcadores tem que ser cuidadosamente mantida.
Parece simples fazer isto por meio de uma lista ordenada, mas
lembremos que evolugoes em geral podem levar a "quebras'"na
curva, isto é, mudancgas de sua topologia. No momento da que-
bra, decidir computacionalmente que marcadores ficam em que
pedago da curva pode ser bastante complicado.

N
i

Quebra na evolugao.

e Os calculos do vetor normal e da curvatura sdo instdveis nu-
mericamente quando os marcadores estao muito préximos.

Enquanto o primeiro problema em teoria nao afeta o movimento
por curvatura (néo ha quebras), o segundo é praticamente inevitavel:
mesmo que a amostragem inicial da curva seja razoavelmente "bem
espalhada", o movimento por curvatura vai trazer estes marcadores
préximos um ao outro. E realmente questdo de tempo até que in-
stabilidades numéricas aparegam, a curvatura seja mal calculada, e o
algoritmo v4 por dgua abaixo?.

4.3.2 Meétodo Euleriano

Considere uma fungdo z = F (x,y) e uma de suas curvas de nivel
Q : z = zp. Se a fungdo F varia com o tempo (entdo de fato F' =

4Uma outra possibilidade ¢ "reamostrar" curva quando marcadores fiquem
préximos uns dos outros, mas este processo traz uma "difusao adicional"ao prob-
lema que gostarfamos de evitar.
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F (z,y;t)), a curva de nivel também variard no plano z = zy.

z=F(x,y;0) e a curva de nivel z = z

Para ser exato, considere a curva de nivel F' = 2y parametrizada
por (z (s,t),y (s,t)) onde s é o parAmetro sobre a curva e t é o tempo.
Assim, F (x(s,t),y(s,t);t) = zp para todo s e t. Derivando com
relacao ao tempo:

Fxl‘t+Fyyt+Ft:OiFt:—<VF,’L_)’>

onde 7 é a velocidade de um ponto (z,y) de @ (com s fixo) no plano
z = z9. Em particular, se ¥ = vIN onde N ¢é a normal unitdria a @,
ficamos com

F,=—|VF|v

onde supusemos que VF' aponta para dentro da curva, isto é, VF =
IVE|N.

Esta é a ideia principal do método Fuleriano ou método por curvas
de nivel (Level Set Method); a invés de deformar diretamente uma
curva no plano, representamo-la como uma curva de nivel de uma
funcdo de duas varidveis F' (z,y;0) — podemos usar, por exemplo,
F(z,y;0) = f (x,y) onde f é a fun¢do distancia com sinal discutida
anteriormente! Agora aplicando a E.D.P. acima a F, fazemos a curva
variar implicitamente. Se escolhermos v cuidadosamente, podemos
fazer com que a curva evolua da maneira desejada.

Métodos deste tipo tém as seguintes vantagens:
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e A curva em evolug@ao pode passar entre os pixels onde a funcao
F é calculada. De fato, se F)4 > 2o num pixel A e Fg < zp num
pixel vizinho B, a curva passard entre A e B, e sua posi¢ao exata
pode ser estimada com base nos valores F'4 ¢ Flg. Em suma,
representar uma curva como curva de nivel de uma fungdo nos
d&a precisao sub-pixel na localizagao desta curva.

e O grifico de F' pode ter curvas de nivel com topologias dis-
tintas. Assim, mudangas de topologia da curva em evolugao
nao sao problema algum, e nao é necessdrio manter estruturas
ordenadas para representar a curva.

F' desce: nova topologia para I’

No caso do movimento por curvatura, queremos fazer v = K.
Como a curvatura das curvas de nivel de F' (z,y) pode ser calculada

por K = div (%), entao basta evoluir F' segundo a lei

VF
F, = —|VF|di —_
= ror (5)

onde o gradiente e divergente sao tomados apenas nas coordenadas
z e y. De fato, como zy é arbitrédrio, todas as curvas de nivel de F'
fardo seus movimentos por curvatura!
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Implementar uma versao discreta desta E.D.P. nao é muito dificil
— algum cuidado tem que ser tomado em pontos onde |VF| ~ 0, onde
a expressao a direita é indefinida; em tais pontos, pode-se mostrar
([4]) que a velocidade correta para que ocorra o movimento por cur-
vatura desejado é:

o —+v/det H se det H >0
b 0se det H <0

onde det H = F, Iy, — Fg?y ¢ o determinante da Hessiana de F'. Em
suma, pontos de sela nao se movem verticalmente, enquanto maximos
locais se movem com a velocidade v/det H para baixo. Mais detalhes

sobre este algoritmo estao em [3].

4.3.3 Aplicagao: Image Denoising

Uma aplicagao deste algoritmo é a eliminacao de ruidos de imagens
digitais. Uma imagem em tons de cinza pode ser modelada por uma
fungdo z = F (z,y), onde (z,y) denota um ponto da tela e z é a sua
cor (tipicamente, 0 =preto e 255 =branco). Neste contexto, ruidos
tipicamente correspondem a valores de F' que sao muito diferentes
de seus vizinhos, isto é, extremos locais de F' cujas curvas de nivel
tem drea muito pequena. Aplicando o algoritmo Level Set usando
a imagem como estado inicial, tais curvas de nivel de pequena &drea
desaparecem rapidamente, sem deformar demais as de drea maior.

Para exemplos desta aplicagao, veja novamente o site do Prof.
Sethian (Berkeley)®.

5Novamente, em http://math.berkeley.edu/ sethian/.
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Distancias Afins

Neste capitulo, criamos novas fungoes distancia diferentes da Eucli-
deana com a propriedade de serem co-variantes por transformagoes
afins.

5.1 Geometria Afim de Curvas

Uma das propriedades interessantes dos vetores tangente e normal
4 uma curva é sua covariancia por isometrias. Em outras palavras,
aplicando uma isometria & curva original, os vetores tangente e nor-
mal da nova curva sao os transformados dos anteriores pela mesma
isometria.

Agora, note que estes vetores ndo sao invariantes por transfor-
macoes lineares em geral. Afinal, o vetor normal a uma circunferén-
cia passa pelo seu centro. Aplicando uma transformagao afim a esta
circunferéncia, podemos transformé-la numa elipse — e, em geral, o
vetor normal & elipse ndo passa pelo seu centro!

Serd que existem outros vetores associados a uma curva que sejam
invariantes por transformagoes afins (lineares + translagoes) quais-
quer? Se limitarmos as transformacgoes lineares aquelas que preser-
vam drea (determinante 1), a resposta ¢, surpreendentemente, sim.

Definicao 18. Dada uma curva parametrizada @ (s), o compri-

33
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mento de arco afim é o pardmetro
1/3
u:/[Qwst} / ds

Note que u independe da parametrizagao @ (s) utilizada. De fato,
tomando uma nova parametrizagdo R (t) = Q (s (1)), vem

Rt = Qs -8
Ry Qss - (5/)2 +Qs - s"

entao
[Rt7 Rtt] = st/a Qss (3/)2 + st//] = [Q57 st] (S/)g =
= [Re, R)"? dt = [Qs, Qus) ds

Em particular, se s = L for o comprimento de arco, entdao Qp = T,
Qrr, = KN e portanto

u= /K1/3dL

Definicao 19. Dada uma curva parametrizada, sua tangente afim
e sua normal afim num ponto da curva sao respectivamente

T = Qu
N:Quu

onde u é o pardmetro de arco afim.

Como sabemos que %% = K1/3, nfo é dificil re-escrever a tangente
e a normal afim em fung¢do da tangente e normal usuais. De fato

T = Q= g7
du

d(K~V°T) dL _ <

N = AL du

—%K‘M?’KLT + K—1/3KN> K1/3

ou seja
= K31

T
1
N = —gK*5/3KLT +KY3N
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Note que se K # 0, entdo 7 e A sao transversais, mas nao neces-
sariamente perpendiculares! Quando K = 0, estes vetores nao estao
bem definidos (s@o "infinitos"na dire¢do tangente). Por este motivo,
daqui para a frente suporemos que a curva Q (s) tem curvatura posi-
tiva em todos os seus pontos.

Exemplo 20. A elipse Q (s) = (acos s, bsins) nao estd parame-
trizada por comprimento de arco. O comprimento de arco afim é

—asins —acoss 1/3
u:/[Qs7st]l/3dSZ/’

_ 1/3
bcoss —bsins ds = (ab)™""s

Portanto, para parametrizar uma elipse pelo comprimento de arco
afim, usamos a nova parametrizagdo

u .U
Q(u) = (aCObW’bbmW>

A tangente e a normal afim sao

T = Qu= —a2/3b1/3sinu,a1/3b2/3cosu)
o= Vab Vet

N = wu = (—a1/3b_2/3 cos v ,—a_2/3b1/3 sin Y )
N Vab Vab

Observe que Q e N sdo paralelos. Em outras palavras, a normal afim
a uma elipse aponta para seu centro!

A propriedade fundamental a seguir pode ser usada como uma
definicao da parametrizacao afim.

Proposigao 21. Se u é o comprimento de arco afim, entao
em todos os pontos da curva.

Demonstracao. Segue imediatamente de

[T,N] = [K*1/3T,K1/3N} —1
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Definicao 22. Dada uma curva Q (u) parametrizada por com-
primento de arco afim, a curvatura afim p(u) no ponto Q (u) é
definida por

n= [Quua Quuu] = [N7 Nu}

Proposigao 23. N, = —u7.
Demonstragao. Derivando [Qu, Quy] = 1 com relago a u
[Quus Qua] + [Qus Quun] = 0 = [Qus Quun] = [T, Nu] =0
Portanto, NV, ¢ um multiplo de 7, digamos N,, = o7. Mas entdo
= [Quu, Quuu] = W, N =[N, aT] = —a[T,N] = —a
O

Exemplo 24. Voltemos a elipse parametrizada por comprimento
de arco afim. Temos

wuw = | b sin u ,alcosu>
Quun = (17150 5 Vab

entdo sua curvatura afim serd

1/31-2/3 u 1w
—a/°b COS 5= b 'sin 5=
H= 2/3p1/3 Vb 1 Vab
—a~7/°bM P 8in o= —a~ " COS =
\3/ ab \3/ab

Portanto, a curvatura afim de uma elipse é constante
—2/3
p=(ab)~*
No caso particular a = b= R, temos a curvatura afim de um circulo
= R/3

Exercicio 25. Mostre que a expressio da curvatura afim em
funcao da curvatura usual K e de suas derivadas com respeito ao
comprimento de arco usual é

) 1
o= K4/3 _ §K_8/3KI% + g[(—5/3[{[/[/
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Exercicio 26. Mostre que a curvatura afim de uma pardbola é 0.

Proposicao 27. Seja A uma transformacgaio equi-linear (isto é,
linear que preserva dreas, ou seja, que tem determinante 1). Entao
as normais afins e tangentes afins em qualquer ponto da curva sao
co-variantes por A, e a curvatura afim é invariante por A.

Demonstragio. Como [Qs, Qss] ¢ uma drea, esta funcao escalar é in-
variante por A. Assim, o parametro comprimento de arco afim u é o
mesmo na curva Q e na curva transformada A@. Consequentemente,
as novas tangente e normal afins sao

(AQ), = AQ.=AT

e portanto a nova curvatura afim é

[AQUIM AQuuu] = [Quua Quuu} =

jé que, novamente, [Qqyq, Quuy) € uma drea que tem de ser preservada
por A. O

5.2 Distancia Afim

Com as ferramentas da geometria afim em maos, é simples definir uma
evolugao que seja invariante por transformagoes equi-afins — seguire-
mos uma légica semelhante & da Evolugao por Reacao.

Dada uma curva parametrizada Q (s) = Q (s, 0), considere a evo-
lucao dada por

Q(s,t) = Q(s) +tN (s)

Note que
Qe=N(s)
¢ a normal afim a curva original (e ndo a curva Q (s,t)!).
- ; — LU e
Exemplo 28. Vimos que a elipse Q (u) = (a cos m,bbln 5’/@)

tem normal afim N = ﬁ. Assim, a evolugao é

Q(s.1) = (1—(ab§2/3>cz<s)
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ou seja, para t fizo, a curva Q (s,t) é uma elipse semelhante & origi-

nal, de equacgdo
2?2 ¢ 2
iR A
+ b2 (ab)2/3

Esta evolucao colapsa na origem quando t = (ab)2/3.

Apesar da evolucao da elipse nao apresentar choques até seu fim,
em geral esta evolucao pode gerar entrecruzamentos. Portanto, no-
vamente é interessante redefinir a evolugdo afim de uma forma mais
implicita, usando curvas de nivel de alguma espécie de funcao distan-
cia. Isto pode ser feito da forma a seguir.

Definicao 29. Dada wma curva simples fechada Q (u) parame-
trizada por comprimento de drea afim e um ponto P na regido delim-
itada pela curva, definimos a distancia afim de P a Q por

f(P):muln[Qu(u),P—Q(uﬂ

Na definigao acima, @, é uma normal afim e portanto co-variante
por transformagoes afins. A expressao

h(u) =[P —Q(u),Qu(u)]

é o dobro da 4drea do triAngulo com lados P — Q (u) e @, (u) (vide
figura acima), portanto também ¢ invariante. Enfim, como todos
os objetos da definicdo acima sdo co-variantes por transformacoes
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equi-afins, claramente a fungdo f (P) também é invariante por tais
transformagoes.

Tentemos encontrar explicitamente o minimo de h (u). Derivando
com relacao a u

B (u) =[P —Q (1), Quu (u)]

e note que esta derivada s6 se anula quando P — @ (u) for paralelo a
normal afim @, digamos,

P—Q(u)
P

tN (u)
Q (u) + tN (u)

ou seja, P = @ (s,t) na evolugao afim.
Mais ainda, voltando a defini¢ao de h teriamos entao neste ponto

f(P)=h(u)=[Qu(u),P-Qu)]=I[TtN]=t

Ou seja, fixada a curva @, a fungdo distancia f (P) é exatamente
o tempo que a propagacdo afim demora para chegar ao ponto P.

Em suma, assim como a propagagao com a velocidade do vetor
normal foi redefinida via curvas de nivel da fungao distancia usual, va-
mos redefinir a evolug¢do afim usando as curvas de nivel da distdncia
aftim f. Com isto, evitamos quaisquer entrecruzamentos.

Vale a pena também notar que a expressao f (Q + tN) = ¢t mostra
que o gréafico de f é uma superficie regrada. Mais ainda, Moacyr Silva
[17] mostrou que:

Teorema 30. Com a notagdo acima, na curva original Q (s)
tem-se

Vfl=K°
Mais ainda, nos pontos da regiio em volta dos quais f é C? vale
D*f - N =0

e, portanto,
det (D2 f ) =0
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Demonstrag¢ao. Podemos supor que @Q (u) estd parametrizada por
comprimento de arco afim. Derivando f (Q + tN) =t com relagio a
t, temos

(VI (Q+IN),N)=1 (5.1)
Mas nos pontos da curva original, tem-se
Vf = [VfIN
1
N = —gK_5/3KLT + K'Y3N

donde vem a primeira igualdade.
Derivando 5.1 novamente com relagao a ¢, vem:

(D*f-N,N)=0
e derivando 5.1 com relacao a u
(D*f (T —tuT),N)=0=(D*f-N,T)=0

(onde usamos que D?f & simétrica e que t < 1/u antes dos choques).
Assim, D?f-N ¢ ortogonal a ambos 7 e N (que sdo linearmente inde-
pendentes) e tem que ser nulo. Enfim, como D?f tem um autovalor
0, entao

det (D2 f) =0

O

O teorema acima nos diz que a fungao distancia afim f & (em
algum sentido) a solugdo do problema

det(sz) = O0em R
IDf| = K 'Y3emdR=Q
f = 0emdR=Q

0 que nos permite criar algoritmos do tipo Fast Marching para o
cédlculo numérico da distancia afim! De fato, se soubermos os valores
do gradiente de f em dois pontos A e B (digamos, V4 e Vp),
podemos estimar o valor do gradiente de f num ponto vizinho X
(digamos, Vx) usando as seguintes estimativas
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A X
\"
B
Vi = Vx+D?f(X) u
Vg = Vx+D*f(X)-v
det (D*f) = 0

Temos aqui 2+ 2 + 1 = 5 equagbes e 5 incégnitas (2 para Vx e
3 para D?f (X), que deve ser simétrica). Com os gradientes todos
calculados, é facil estimar o valor de f (X) baseado em f (A) ou f (B).

Enfim, citemos brevemente que os choques da evolugao afim séo
um esqueleto co-variante por quaisquer transformagoes afins, denom-
inado Affine Distance Symmetry Set (ADSS) (vide [9] e [10]).

Exemplo 31. A distdncia afim f correspondente & epitrochdide
(2 (5). 0 () + 2 cosds,sins 4 o sind
z (s s)) = | coss + — cos4s,sin s + — sin4s
Y 50 “° T 50

tem o grifico abaizo
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P
'120

Note as "cristas"do grifico, que correspondem a choques da evolu¢ao
afim e, projetados no plano da curva, seriam o ADSS da epitrochdide.

5.3 Distancia Afim por Areas

A titulo de curiosidade, mencionamos brevemente aqui uma outra
distancia afim que nao vem diretamente de uma evolugdo nem da
geometria diferencial acima descrita. Esta distancia aparece em [13]
e [1].

Defini¢ao 32. Dada a curva Q (s) conveza limitando uma regido
R e um ponto P em R, considere uma corda (Q (a), @ (b)) passando
por R. Esta corda divide R em duas regioes, com dreas A; < As. Es-
colha a corda (Q (a),Q (b)) (sempre passando por P) que determina
a menor drea Ay possivel. Esta drea A; é a distdncia afim por drea
de P aQ@.
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Q(b)

Q(a)

Como a definigao é baseada apenas em cordas e dreas, ela é clara-
mente invariante por transformacoes equi-afins. Apenas citaremos
aqui algumas belissimas propriedades desta nova funcao distancia

f(P).

Proposicao 33. Se C é uma corda dtima associada ao ponto
P (no sentido de determinar a menor drea Ay possivel), entdo P é
médio de C. Alem disso, a corda dtima associada a P é tangente &
curva de nivel de f passando por P

Demonstragao. Veja [13] ou [14]. O
Teorema 34. A menos de singularidades, a fun¢do f satisfaz
det (sz) = —4demR
IVl = 0emO0R=Q
f = 0emdR=Q
Demonstragao. Veja [17] ou [16]. O
Teorema 35. O grifico de f é uma esfera afim impropria.
Demonstragao. Veja [2]. O

Enfim, a fungao f pode ser calculada com algoritmos do tipo Fast
Marching (vide [15] para um algoritmo baseado na EDP, ou [2] para
uma abordagem direta caso a curva @ seja um poligono).
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S e
! -1 5:”'.-_1.5 A
Distancia afim por drea a um circulo (parte interna)
—
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Apéndice A

Curvatura de Curvas
Planas

A.1 Definicao

Dada uma curva plana parametrizada por @ (s) = (x (s),y (s)), o seu
vetor velocidade Qs = (2' (s), ¥ (s)) forma um certo angulo 6 (s) com
a horizontal (eixo Oz). Definimos a curvatura K desta curva plana
num determinado ponto como a taxa de variacao deste dngulo por
unidade de comprimento L medida na curva. Em outras palavras

do
K=3r
onde
tanf = v (s) ou 6 = arctan (y’)
x' (s) x!
dL
S =l =V ) ()

Uma expressao de K em fungdo da parametrizagio pode ser obtida

45
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assim:
. @ ﬁ B d (arctan <%)) 1 B
T ds dL ds o

1.0 ",/

1 y'x —ay 1

ou

[QS? QSS]

Quf°
Em particular, note que a definicio de K depende apenas do
formato da curva e nao da velocidade em que a percorremos, isto é,
dada uma curva, K nao depende da parametrizacao escolhida!l.

Exemplo 36. Uma possivel parametriza¢ao de um circulo de raio
R ¢
Q (s) = (Rcosws, Rsinws)

Neste caso

Qs = (—Rwsinws, Rw cosws) = |Qs| = Rw

Qss = (—Rw2 cos ws, — Rw? sin ws) =

= [Qsast] =

—Rwsinws —Rw? cosws 2 3
2 . = R w
Rwcosws —Rw*sinws

portanto
K — [st@ss] _ R*w? 1

Q) Rwh R

confirmando a idéia intuitiva de que K é maior quando a curva é
mais fechada. Note que K nao depende de w (que apenas muda a

LPara ser exato, a curvatura depende somente da direcdo em que a curva é
percorrida; se usarmos uma parametrizagao que reverte essa dire¢do, a expressao
da curvatura muda de sinal. E comum se exigir que tal parametrizacio siga o
sentido anti-hordrio para curvas fechadas.
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parametriza¢@o, mas nao a curva). Vale a pena notar que em geral
K ¢ o tnverso do “raio de curvatura” de uma curva.

Com esta definicao de curvatura, o seguinte teorema é bastante
intuitivo (apesar de sua demonstragao fornal em [5] ser complicada):

Teorema 37 (do Indice de Rotacio). Para uma curva regular
simples fechada Q : [0, B] — R? orientada no sentido anti-hordrio,

tem-se
B
/ KdL = 2r.
0

A.2 Parametrizacao por comprimento de
arco

Se parametrizamos a curva por comprimento de arco (isto é, |Qs| =
(z/)? + ()* =1 e ds = dL), entdo os vetores tangente e normal &
curva’ sao T = Qs = (2/,y') e N = (—¢/,2’). Assim:

d/dL

<T7 T> = <Q87QS> =1 = <T7 TI> =0

e portanto vemos que T e T’ sao perpendiculares, isto ¢, 7" = aN
para alguma fungao escalar «/(s). No entanto

!/ 1 T T/
K = [Q’QP)] = [.T] =[T,aN]=«a[T,N] =«
Q| 1
jd que T e N sao unitdrios e ortogonais. Em suma
dr
— =KN
dL
e, analogamente
dN
— =—KT
dL

2Mais uma vez, supondo que N é a rotacdo de T de 90 graus no sentido
anti-horério.
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Estas duas equacoes sao as equacoes de Frenet para curvas planas
parametrizadas por comprimento de arco. E comum definir-se
curvatura a partir das expressées acima, ou como

dT
K=|—
dL
apesar desta ultima definicao perder o sinal de K e ser inconveniente
para nossos propoésitos.

Exercicio 38. Suponha que Q (s) ndo é parametrizada por
comprimento de arco. Neste caso, defina a métrica de uma curva
parametrizada @Q (s) como g (s) = ‘(% =|Qsl, isto é, Qs = gT. Mostre
que

T, = gKN (s)
e, consequentemente
Ny = —gKT (s)

Exercicio 39. Uma curva Q (s,t) = (z(s,t),y(s,t)) (onde s €
[0, B]) regular fechada simples evolui com o tempo t de acordo com a
lei Q¢ (s,t) = N (s,t).
a) Use que Qs = Qs para mostrar que

g = —Kg

Tt = Nt - O
Em particular, isto mostra que a mormal unitdria é constante com
relacao a t.

b) Lembremos que o comprimento desta curva e a drea por ela delim-
itada sdo, respectivamente,

L(t) = /OBgds

1 1

N
—~
~
~—

I

2

Mostre que, enquanto a curva for de classe C* (isto é, antes dos
choques), tem-se

L't = -2«
A'(t) = —-L

B B 1 B
3] wn—wgds=—3 [ @M gas=3 [ Q11 gas
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¢) Mostre que a func¢ao curvatura K (s,t) satisfaz
K, = K?

e, portanto
Ky

K=-—-0_
1—tK,

onde Ky é a curvatura no ponto correspondente da curva original.
[Dica: derive Ts = gKN com relagio a t.]

A.3 Curvatura de curvas de nivel

Dada uma fungéo F (x,y) que assuma valores reais, como calcular a
curvatura da curva de nivel F' (z,y) = C num determinado ponto reg-
ular® de seu dominio? Notemos que (utilizando fndices para derivadas
parciais) VF = (Fy, F,) estd na direcdo normal a curva de nivel,
portanto o vetor (—Fy, F,) é tangente & mesma. Assim, podemos en-
contrar uma parametrizagido da curva de nivel Q (s) = (z (s),y(s))
com tal velocidade, isto é

Podemos entao calcular Q)55 usando a regra da cadeia

" = —Fypyr' = Fyyy' = FoyFy — Fyy Fy
Y' = Fpott' + Foyy' = —Fpo Fy + Fp F

onde omitimos da notagéo o ponto (z (s),y (s)) onde todas as derivadas
parciais tem de ser calculadas.
Estamos prontos para calcular a curvatura de uma curva de nivel

31sto &, um ponto nao critico ou um ponto P tal que |VF (P)| # 0.
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de F num ponto P = (x (s),y (s)). De fato,
—F, FyF,—F,,F,
[Qsast} o Fw _meFy +meFw
3 3/2
Qs (F2 + F2)
F,,F2 — 2F, F,F, + F,, F2
3/2
(F2+F?)

= K=

e temos uma expressao para K em funcao de derivadas (cartesianas)
de F. Uma maneira mais simples de escrever esta expressao é

VF
K = div | ——
d”<|VF|)

cuja verificagado deixamos ao leitor.

Comentéario 40. Sistema gradiente de coordenadas. Note
que uma rotagdo ou uma transla¢do dos eizos cartesianos nao muda
o formato das curvas de nivel de F e, portanto, ndo muda a ex-
pressao de K. Jd que temos liberdade em escolher tais coordenadas,
por que nao escolher um sistema de coordenadas locais que simplifique
as expressoes encontradas? Para tanto, dada uma funcao F (x,y) e
um ponto regular P (xq,yo), definiremos o sistema de coordenadas
gradiente (denotado por u,v) colocando a origem no ponto P, o eizo

Ei tangente a curva de nivel de F passando por P e a diregdo E}
na diregdo do gradiente de F no ponto P.

Segue imediatamente que, no ponto P, temos F,, =0 e F, = |[VF]|.
Como a expressao de K é a mesma neste sistema de coordenadas,
podemos substituir F,, = 0 na expressao de K para obter simples-

mente
Fuu

K =
E,

E importante notar que as coordenadas u e v dependem do ponto
P escolhido; podemos imaginar que a expressao de K é vdlida para
qualquer ponto do dominio de F' se imaginarmos que as coordenadas
u e v variam de acordo com o ponto escolhido. Note que F,, = 0
somente no ponto P; portanto, ndo podemos escrever que Fy, = 0.
Em outras palavras, ou pense que F,, = 0 é vdlido somente em P para
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u fizo (e fique & vontade para diferenciar qualquer coisa com relagdo
a u), ou pense que F,, = 0 em todos os pontos P do dominio (mas
entdo u varia com o ponto P escolhido, e ndo faz sentido diferenciar

com respeito a u). O truque é manter ambas as interpretagoes em
mente ao mesmo tempo...
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