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Capitulo 1

Introducao

A geometria é uma das disciplinas mais antigas da matematica, e se
enriqueceu com muitas interagoes ao longo do tempo. Comegando
com problemas préticos de medigao, do qual tirou o nome, a geome-
tria descritiva foi formalizada muito cedo por Euclides. Os axiomas
da geometria Euclidiana permitiram garantir a coeréncia entre as
plantas desenhadas e a realizagao dos projetos de engenharia e da ar-
quitetura da época. Depois, Arquimedes associou as definigdes cons-
trutivas de drea e volume, métodos para calculé-los, abrindo ligagoes
entre a geometria e o calculo integral.

Por um lado, a geometria descritiva cresceu através das suas
aplicacoes, a mais conhecida delas vindo das artes com a invengao da
projecao perspectiva. Estas aplicagoes geraram grandes desafios, por
exemplo definir medigoes de objetos tridimensionais diretamente a
partir de uma projecao. Por outro lado, a introducao de coordenadas
e equagoes de forma por Descartes e Fermat, junto com o desenvolvi-
mento rapido do calculo pela fisica, em particular o calculo diferencial
de Newton e Leibniz, permitiu estender os métodos de Arquimedes e
Apolénio para o cdlculo geométrico. As formalizacoes da geometria
diferencial de Gauss e Riemann permitiram abrir a geometria para
analisar problemas muito mais amplos, e até contribuir de volta a
fisica, em particular na teoria da relatividade geral de Einstein.
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6 CAPITULO 1. INTRODUCAO

Assim, o desenvolvimento espetacular do célculo infinitesimal o
tornou, até o século XX, a ferramenta predominante para tratar de
problemas geométricos. Hoje, o computador é a principal ferramenta
nas engenharias e em muitas ciéncias. Porém, ainda nao é usado de
forma extensiva em geometria, apesar do fundamento matematico da
ciéncia da computacao.

O presente livro descreve algumas abordagens diferenciais e dis-
cretas para curvas e superficies implicitas. Os primeiros capitulos
apresentam a formalizagao usual de geometria diferencial para su-
perficies implicitas. O leitor acharad referéncias mais completas so-
bre a geometria diferencial de curvas e superficies no livro de M. do
Carmo [dCO05]. Os tltimos capitulos agrupam e discutem algumas
das técnicas usadas para adaptar o calculo diferencial em geometria
para as capacidades discretas dos computadores. Eles tratam de te-
mas independentes mas relacionados: o estudo da aproximagao de
quantidades geométricas locais e a construgao de representagoes dis-
cretas de superficie. Para uma descricdo mais completa do uso de
superficies discretas no computador, o leitor pode procurar no livro
de L. Velho, L.H. de Figueiredo e J. Gomes [VAFG9S].

O presente livro é destinado a alunos de graduagao e procura ao
mesmo tempo apresentar conceitos simples de geometria, e mostrar
alguns problemas simples que sao ainda temas de pesquisa atual.
Em particular, o contraste entre a estrutura rigorosa dos primei-
ros capitulos e a apresentacao mais pratica dos ultimos coloca em
evidéncia o estado ainda iniciante da geometria discreta. O livro
contém muitas sugestoes de exercicios para ajudar a assimilar os con-
ceitos apresentados, e recomendamos fortemente que o leitor apro-
veite estas pausas na passividade da leitura para tornar este livro
mais dindmico. Atenderemos com muito prazer os leitores para tirar
duvidas, receber criticas ou sugestoes por correio eletronico.

Maria, Allyson, Vinicius, Adelailson e Thomas,
Rio de Janeiro, Maceio, Salvador e Aracaju. Janeiro de 2011.
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Capitulo 2

Curvas e Superficies
Paramétricas

A geometria diferencial de curvas e superficies tem sido estudada
desde das ideias iniciais que levaram ao célculo, isto é, desde tempos
anteriores a Newton e Leibniz. A geometria diferencial Euclidiana
classica é o estudo de invariantes diferenciais em relacdo ao grupo
dos movimentos rigidos. Neste sentido, vamos estudar propriedades
geométricas de curvas em R? tais como: vetores tangente e normal,
comprimento de arco e a curvatura da curva, ja em superficies con-
tidas em R® apresentaremos os conceitos de plano tangente, vetor
normal, primeira e segunda formas fundamentais e curvaturas.

A principal referéncia utilizada ao longo deste capitulo foi o livro
de M. do Carmo [dCO05].

2.1 Curvas Regulares

Uma curva é dita diferencidvel se ela pode ser descrita (parametri-
zada) por fungoes diferencidveis. Porém, isto n@o implica que o de-
senho (traco) de uma curva seja suave. Isso ocorre no caso regular.
Nesta secao, vamos estudar curvas diferencidveis em R?, mais pre-
cisamente curvas regulares. Além disso, conceituaremos alguns tipos
de curvas como por exemplo: curvas simples, peridédica e fechada.

7
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8 CAPITULO 2. CURVAS E SUPERFICIES PARAMETRICAS

Definigao 2.1. Uma curva diferencidvel parametrizada € dada por
uma aplicacdo diferencidvel oo : I — R?, onde I é um intervalo real.

A palavra diferencidvel na defini¢do acima significa que o é uma
aplicagao que leva cada t € I em um ponto «(t) = (z(t),y(t)) € R?
tal que as fungdes reais z(t), y(t) sdo diferencidveis.

O conjunto imagem C da aplicagdo «, dada por

C={(=(t),y(1),t €1}

é chamado trago de a. A aplicacao « é dita uma parametrizagao de
C e denotaremos t o parametro da curva a.

Caso I = (a,b), entdo os pontos limites a(a) e a(b) , caso existam,
sao chamados pontos inicial e final de a. Se a(a) = a(b) dizemos que
a é uma curva fechada. Uma curva a : R — R? é dita periédica se
existe um numero real p > 0, tal que

a(t)=a(t+p),Vt € R,

O menor numero py tal que a equagao acima é satisfeita é chamado
de periodo.

A curva a : I — R? ¢ dita simples se a aplicaciio « for injetiva,
isto é, se a(t1) = a(tz), com t1,t2 € I, entdo t; = to. Em outras
palavras, nao tem auto-intersegoes.

Seja P um ponto em uma curva C. Dentre todas as retas pas-
sando por P existe uma reta que melhor aproxima a curva, tal reta
é chamada de reta tangente. O vetor o/(t) = (2(¢),y'(t)) é chamado
de vetor tangente da curva a em t.

figura 2.1: Curva com cuspide.

Exemplo 2.2. A aplicagio oo : R — R? dada por a(t) = (t3,1?)
comt € R € uma curva suave diferencidvel parametrizada cujo trago
estd esbogado na figura 2.1. Note que o/(0) =(0,0), isto € o vetor
tangente é nulo para t = 0.
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2.1. CURVAS REGULARES 9

Exemplo 2.3. A aplica¢io o : R — R? dada por a(t) =(t,t]) ,t € R,
nao é uma curva diferencidvel parametrizada, pois |t| nao € dife-
rencidvel em t = 0.

3
27
17

2]
,3—_

figura 2.2: Curva com auto-intersecao.

Exemplo 2.4. A aplicagio o dada por a(t) = (t3 —4t,12 — 4) ,t €
R, € uma curva diferencidvel parametrizada nao injetiva, pois temos
a(2) = a(—2) =(0,0) (ver figura 2.2).

figura 2.3: Circulo de raio 1.

Exemplo 2.5. A curva dada pela aplicagdo o : (0,47) — R? com
a(t) =(cos(t), sen(t)) € uma curva diferencidvel, periddica e fechada,
mas ndo € injetiva, pois a(m) = a(3w) =(—1,0) (ver figura 2.3).

Definigao 2.6. Seja o : I C R — R? uma curva diferencidvel para-
metrizada. Dizemos que « € regular se o/(t) #0, V¢ € I. Caso
contrdrio, o ponto a(t) tal que o'(t) = 0 € singular.
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2.2 Comprimento de Arco e Curvatura

Consideraremos a partir de agora apenas curvas regulares.

2.2.1 Comprimento de arco

Nesta subsecao mostraremos como calcular o comprimento de arco
entre dois pontos de uma curva.

Definigao 2.7. Sejaty € I, o comprimento de arco de uma curva
parametrizada regqular o : I — R?, dada por o(t) = (z(t),y(t)) a
partir do ponto ty, € definido por

L(t) = / o ()| = / V@ + g (w)du.

dL
Como o/ (t) # 0, L é uma funcdo diferencidvel e i [l (t)]]. Se

[lo/(¢)]| = 1, dizemos que « estd parametrizada pelo comprimento de
arco, entao, neste caso,

t
L(t):/ dt =t — o,
to

Exercicio 2.8. Mostre que o comprimento de arco estd determinado
de forma inica a menos de uma constante.

Exemplo 2.9. [Circulo de raio r] Seja a curva o : [0,27) — R? dada
por
a(t) = (rcos(t), rsen(t)),

cujo trago é um circulo de raio r e centro na origem (0,0). Observe-
mos que,

o/ (t) = (—=rsen(t),rcos(t)) e a(t).o/(t) = 0 Vt.

Isto significa que o vetor tangente € perpendicular ao raio. Notemos
que o/(t) £ 0, YVt € [0,27m), logo podemos calcular o comprimento
de arco do circulo que é dado por

2m 27
L(a):/ ||o/(t)|\dt:/ rdt = 2.
0 0
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2.2. COMPRIMENTO DE ARCO E CURVATURA 11

Dada uma curva « : I — R? com pardmetro t, podemos repara-
metrizar a curva aplicando outro intervalo sobre I e usando a com-
posicao como uma nova curva. Mais precisamente, seja h : J — [
diferencidvel, onde J C R intervalo aberto real, entdao a reparame-
trizacao de « é

B=aoh:J—=R3 B(s)=a(h(s)), h(s) =t

dh(s)

E facil verificar, usando a regra da cadeia, que 8'(s) = o/ (h(s)). 7
s

Teorema 2.10. Toda curva regular pode ser reparametrizada para
obter velocidade unitdria.

Demonstragao Seja a uma curva regular definida em I. O compri-
mento de arco é definido por

)= [l w)au,

pelo teorema fundamental do célculo temos que

Usando o teorema do valor médio, segue que s é estritamente cres-
cente em I. Portanto, é injetiva. Logo, s tem inversa na sua imagem,
a qual denotaremos por (s) e suas respectivas derivadas estao rela-
cionadas da seguinte forma

dt 1

2 = Zs7aaey

Seja B(s) = a(t(s)). Entao

1865) = lla I 32| = 1.
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12 CAPITULO 2. CURVAS E SUPERFICIES PARAMETRICAS

2.2.2 Curvatura

A curvatura indica o quanto a curva muda a direcdo. Seja a : I — R?2
curva parametrizada pelo comprimento de arco. Podemos expressar
essa direcdo como uma base positiva de R? a partir de elementos
geométricos da curva.

Vamos denotar por t(s) o vetor tangente o'(s), ousejat : I — R?
é um vetor diferencidvel e |[t|| = 1. Existem somente dois vetores
ortogonais a t. Definimos entdo n(s) = Jt(s), onde J : R? — R? é a
rotacao de 90 graus no sentido anti-horario. O vetor n(s) é chamado
de normal da curva a(s) em s. Com esta escolha temos n: I — R? é
diferenciavel e satisfaz:

lIn(s) || =1, (t(s),n(s)) =0 e det(t(s),n(s)) =1,Vs € I.

figura 2.4: Vetores normais e tangentes.

Uma maneira de medir como o trago se curva é observar como a
base {t(s),n(s)} associada a cada ponto varia quando nos movemos
ao longo da curva. Esta mudanga pode ser controlada pelo significado
das derivadas de t'(s) e n’(s) . Diferenciando as expressoes

[[t]|* = [In]|* = 1 e (t(s) ,n(s)) = 0,
obtemos

(t'(s),t(s)) = (n'(s) ,n(s)) = 0 e (t'(s) ,n(s)) + (t(s) ,0'(s)) = 0.

Portanto, o vetor t'(s) estd na diregdo de n(s), isto é, existe uma
fungao diferenciavel s : I — R?, tal que t'(s) = x(s)n(s) ou ainda
k(s) = (t'(s),n(s)). O nimero real x(s) é chamado de curvatura da
curva o em s € I. Entao, temos

t'(s) = k(s)n(s) en'(s) = —k(s)t(s).
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Notemos que |k(s) | = [[t'(s) || = ||@”(s) || que é o valor absoluto
da aceleracao da curva . Como ||o/(s) || = 1,Vs € I, esta aceleragdo
é centripeta e nao tangencial. Por outro lado,

k(s) = (t'(s) ,n(s)) = (a”(s) , Jo/(s)) = det(d/(s) ,a"(s)),

e entao o sinal de k(s) informa sobre a orientacao da base formada
pelo vetor velocidade e a aceleragdo da curva. Isto é, se k(s) > 0
entdo a curva muda sua direcdo no sentido anti-horario e se x(s) < 0
no sentido horario.

Uma forma simples de ver o que acabamos de falar é o seguinte,
suponhamos que estamos viajando de Itabaiana para Aracaju pela
BR — 235 que a representaremos pela curva C, fixemos um sentido
no qual a curva C é percorrida, neste caso dizemos que a curva é
orientada, entao podemos colocar um sinal na curvatura para indicar
se estamos virando a direita (—) ou a esquerda (+) (ver figura 2.5).

Itabaiana

Ponto de k=0
Inflexdo

Aracaju

figura 2.5: Sinais da curvatura.

Podemos ainda dar outra interpretacao geométrica para a curva-
tura da curva C. Seja P um ponto em C e seja r a reta tangente da
curva em P, existe um circulo que é tangente a reta tangente em P e
que melhor aproxima a curva tal circulo chamamos de circulo oscula-
dor, a curvatura nesse ponto é dada como o inverso do raio, ou seja,
quanto maior o raio do circulo no ponto P menor serd a curvatura
nesse ponto.
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Exemplo 2.11 (Circulo). Seja « : [0,27] — R? uma parametrizagdo
do circulo dado por

a(t) = e+ r(cosC) sen<:)>

cujo centro é o ponto ¢ € R? e raio r > 0. Se tomarmos to = 0,
temos

s(t) :/O o () || du = rt, ¢ € (0, 2],

Reparametrizamos « por 3(s) = ¢+ r(cos( ) ,sen( )) , dai

s s
T T

= -
— —
» »
S— S~—
I I
~ ™
=
—~
V) ~—
N
— ‘
| 3
Q /~
S Q
» S
—~ ©»
S| w7 N
~_— 3 ®
- ——
| -
w
& m
3
3 =
I
I
~—
—
~— T

entdo k(s) = 1/r,Vs € R.

Exercicio 2.12. Seja o : I — R? uma curva reqular definida por
a(t) =(x(t),y(t)), ndo necessariamente parametrizada pelo compri-
mento de arco. Mostre que a curvatura de o em t € I é dada por

2'(t)y"(t) —a"(t)y'(t)
(z7? + y’2)3

KR =

Exercicio 2.13. Seja a elipse definida por a(t) = (acos(t) ,bsen(t)),
comt € I CR. Mostre que k = ab/(a’sen®(t) + b20082(t))3/2.

2.3 Superficies Regulares

Vemos exemplos de superficies todos os dias, como pneus, baldes,
bolas de futebol, latas, por exemplo. Uma superficie regular em R é
obtida tomando pedagos do plano, deformando-os e colando-os entre
si de tal forma que a figura resultante nao tenha pontas, arestas ou
auto-intersegoes. A definigdo seguinte descreve essa propriedade de
uma maneira mais formal.
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Definicao 2.14. Um subconjunto S C R3 é uma superficie reqular
se, para cada p € S, existe uma vizinhanca V de p em R? e uma
aplicacdo o : U = VNS de um aberto U de R? sobre VNS tal que:

- o € diferencidvel.

- 0 € um homeomorfismo. Como o € continua pela condi¢do 1,
isto significa que o tem inversa o~ t: VNS — U que é continua.

- Para todo p € U a diferencial do,, : R? — R3 € injetiva.

(x(uv)y(uv),z(uv))

figura 2.6: Definigdo de superficie.

Escrevendo o em coordenadas, o(u,v)={z(u,v),y(u,v), z(u,v)},
podemos dizer que o é diferencidvel é equivalente a dizer que as
fungoes z,y e z sao diferencidveis.

A dltima condigao da definicao equivale a oy X oy # 0, ou seja,
os vetores oy = g—z e oy = g—g sao linearmente independentes.

A aplicacdo o é chamada de parametrizacao em p. Ela tem o
mesmo papel que a parametrizacao da curva « para superficies, porém
a expressao de o pode variar de regiao para regiao permitindo mais
tipos de superficies (ver topologia no final do capitulo 3). A vizi-
nhanga V' N S de p é chamada vizinhan¢a coordenada e as varidveis
u, v sao denominadas coordenadas locais de S.

Exemplo 2.15 (Plano). Seja S = {(z,y,2) € R3|azx + by + cz = d}
com(a,b,c) #(0,0,0). Sec # 0, podemos reescrever a superficie como
S = {(z,y,2) € R3/2 = Az + By + C}. Definimos a aplicagdo dife-
rencidvel o(u,v) =(u,v, Au+ Bv + C) . Temos que o é diferencidvel,
o é um homeomorfismo, cuja aplicagdo inversa é o~ (x,y,2) = (z,y)
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16 CAPITULO 2. CURVAS E SUPERFICIES PARAMETRICAS

e suas derivadas parciais sao oy = (1,0,A) e oy = (0,1, B) sdo li-
nearmente independentes em cada ponto. Logo, S € uma superficie
diferencidvel regular. Esta superficie pode ser apresentada por uma
Unica parametrizacao.

Exercicio 2.16. Seja U C R? um conjunto aberto e seja f : U — R
aplicacao diferencidvel. O gréafico de f € o sequinte conjunto

S={zy,2) € R’|(z,y) € U,z = f(z,y)}.

Mostre que o grdfico é uma superficie reqular.

2.3.1 Mudanga de parametros

A defini¢ao analitica de uma aplicacao f : S — R definida sobre uma
superficie regular é delicada. Uma forma natural de pensarmos sobre
o seu significado seria escolher para cada p € S uma parametrizagao.
O problema é que tal ponto pode pertencer a duas ou mais parame-
trizagOes e é necessario garantir que o valor de f(p) seja o mesmo
em todas. Entao, é importante mostrarmos que isso nao depende do
sistema de coordenadas escolhido. Neste sentido, podemos enunciar
o seguinte resultado:

Proposicao 2.17 (Mudanga de pardmetros). Seja p um ponto de
uma superficie reqular S e sejam 0 : U CR? - S er:V CR? = S
duas parametrizagoes de S tais que p € o(U) N 7(V) = W. Entao,
a mudanca de coordenadas h = o~ Lo : 77 Y (W) — o=} (W) é um
difeomorfismo: h € diferencidvel e tem inversa diferencidvel h=!.

Demonstracao Exercicio. O

Definigao 2.18. Seja f : S — R uma funcdo definida em um subcon-
junto aberto V' de uma superficie reqular S. Entao, f é diferencidvel
em p € V se para alguma parametriza¢io o : U C R? — S, com
p € o(U) CV, acomposicio foo:U CR? — R € diferencidvel em
o~ Y(p). A funcio f é diferencidvel em V se é diferencidvel em todos
0s pontos de V.

Exemplo 2.19. O quadrado da distincia a wm ponto fixo py € R>
¢ dada por f(p) = ||p — pol|?, p € S. Notemos que f é uma fun¢dio
diferencidvel.
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figura 2.7: Mudanca de Pa- | figura 2.8: Aplicagao dife-
rameétros renciavel entre duas superficies

Definicao 2.20. Sejam Sie Sy duas superficies regulares. Dizemos
que uma aplicacdo ¢ : Vi C S1 — Sy € diferencidvel em p € Vi, se,
dadas parametrizagoes
o1: U1 CR? = Sy, 09:Us CR? -5 S,
onde p € 01(Uy) e ¢p(o1) C 02(Uz), a aplicagdo
J{logbool U — Uy
¢ diferencidvel em o171(p).

Exemplo 2.21. Seja ¢ : R? — R? dada por ¢(z,vy,2) = (za,yb, zc),
onde a, b e ¢ sdo numeros reais nao-nulos. Temos que ¢ € dife-

renciqavel e que a restri¢ao (/5‘52 € uma aplicacdo da esfera
S% = {(x,y,2) e R¥/a® +9? + 22 =1}

sobre o elipsoide

22y 2
Ezz{(x,y,z)ER3/a2+b2+czzl}.
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2.3.2 Plano tangente

Podemos também considerar curvas desenhadas sobre S. Mostrare-
mos que, para cada p € S, o conjunto de vetores tangentes as curvas
parametrizadas de S, passando por p, constituem um plano, o qual
denotaremos por T,,S (plano tangente a superficie em p).

Definicao 2.22. Uma curva parametrizada o : I C R — R® é uma
aplicagao diferencidvel a(t) = (x(t),y(t), 2(t)). Uma curva a € de-
senhada sobre S se para todo t € I, existem fungoes u(t), v(t) dife-
rencidveis, tais que a(t) = o(u(t),v(t)).

Definigao 2.23. Fizado (ug,vo) € U C R?, as curvas

a(t) = o(ult),vo),
B(t) = o(uo,v(t)),

sao chamadas as curvas coordenadas de o em (ug,vg) € U.

Proposicdo 2.24. Seja o : U C R? — S wma parametrizacio de
uma superficie reqular S e seja q € U. O subespago vetorial de di-
mensdo 2 , doy,(R?*) C R?® coincide com o conjunto de vetores tan-
gentes a curvas desenhadas sobre S passando em p.

figura 2.9: Plano tangente.

Demonstracao A demonstragdo é deixada como exercicio, mas a

ideia estd na figura 2.9.)
O
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O plano tangente de S em p pode também ser visto como

T,(S) = {v, v é tangente a S em p}.

As coordenadas de um vetor w € T,,S na base associada a ¢ sao
determinadas da seguinte forma. Seja 8 : (—e€,¢) — U uma curva
em U dada por (t) = (u(t),v(t)) e seja a(—e,e) — S definida por

a(t) = oo fB(t), com B(0) = ¢ = o~ 1(p). Entao
, _d
Q0 = Leop)
= ou(q)u'(0) + ov(q)v'(0)

Assim, na base {oy(q),0v(¢)} w tem coordenada u’(0), v'(0).

Vale notar que a nogéo de plano tangente é transportada (preser-
vada) por aplicagoes diferencidveis. Sejam S; e Sy duas superficies
regulares e seja ¢ : V C S1 — Sy aplicagao diferencidvel. Seja p € V,
sabemos que todo vetor v € T},S1 é o vetor velocidade o/(0) de uma
curva diferencidvel o : (—¢,€) = V com a(0) =p. A curva f = ¢po«
é tal que B(0) = &(p) e, portanto, 5'(0) é um vetor tangente em

T¢>(p)52'

Exercicio 2.25. Dado w, como acima, mostre que o vetor 5'(0) ndo
depende da escolha de o e que a aplicagio dpy, : TpS1 — Ty()Sa

definida por do,(w) = £(0) € linear.

2.4 Primeira Forma Fundamental

Nesta sec¢ao, estudaremos a primeira forma fundamental, objeto que
permite medir a area de regides e o comprimento de curvas em su-

perficies.

O produto interno de R? 5 S induz em cada plano tangente
T,S de uma superficie regular S um produto interno, indicado por
(,):T,S xT,8 — R, que associa um numero real a cada par de
vetores (wy,ws) € (T,S)%. A este produto interno, que é uma forma
bilinear simétrica, corresponde uma forma quadratica I, : 7,5 — R

dada por I,(w) = (w,w), = |w|* > 0.

Definigao 2.26. A forma quadrdtica I, : T,S xT,S — R € chamada

de primeira forma fundamental da superficie S C R® em p € S.
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Vamos expressar I, em termos da base {oy,0y} de T,S. Seja
w € T,S, entéo existe uma curva diferencidvel o : (—e¢,¢) — S dada
por a(t) = o(u(t),v(t)) tal que a(0) = p = o(ug,vp) € &'(0) = w.
Obtemos os coeficientes da primeira forma fundamental:

I,('(0)) = (a'(0),0/(0)),
= (out' +oyv, oyt + oy,
= (ow 0wt + 200,00V + {0y, 03 )0

= Eu?+2Fuv + Gu'”?,
onde os valores das fungoes sao calculadas em ¢t = 0 e os coeficientes:
E(u07 UO) = <O-ua O-ll>7 F(UO, UO) = <qu UV> € G(u07 UO) = <O-V7 UV)

s@o os coeficientes da primeira forma fundamental na base {oy, oy}
de T,,S. Fazendo p variar na vizinhanga coordenada correspondente
a o(u,v), obtemos que as fungoes E(u,v), F(u,v) e G(u,v) sdo dife-
rencidveis nessa vizinhanca.

Exemplo 2.27. Seja P C R um plano passando por po = (2o, Yo, 20)
e contendo os wetores ortonormais wy e ws. FEntdo uma parame-
trizacao para P €

x(u,v) = po + uwy + vws.

Os coeficientes da primeira forma fundamental sao, para esse plano:
E=1 F=0eG=1.

Exercicio 2.28. Considere a esfera S*(r) centrada na origem e de
raio r > 0. Sejam V ={0,¢);0 <0 <m,0<¢p <21} eoc:V — R3
dada por

o(0,¢) =(rsenfcoso, rsenfsene, rcosd) .

Mostre que o é uma parametrizacao para S?(r), e que os coeficientes
da primeira forma fundamental sao:

E=7r% F=0 e G=r%sen?.
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2.4.1 Comprimento de curva sobre uma superficie

Agora mostraremos como a primeira forma fundamental esta relaci-
onada com o comprimento de arco de curvas. Seja a: J C R — S
curva parametrizada, vimos que o comprimento de arco é

s = [ o= [ V@mar

Se a(t) = o(u(t),v(t)) estd contida em uma vizinhanga coorde-
nada correspondente & parametrizacao o(u,v), podemos calcular o
comprimento de arco de « entre a < ¢t < b por

b
s(t) = / VEW)? + 2Fu'v' + Gv2dt.

2.4.2 Area de uma regiao em uma superficie

Nesta subsecao, mostraremos a relacdo entre os coeficientes da pri-
meira forma fundamental e a drea de uma regiao em uma superficie.
Seja o : U € R? — S uma parametrizacdo da superficie S. A

funcgao:
[low X ov|| = VEG — F?

representa a area do paralelogramo de lados oy e oy. Integrando esta
a drea infinitesimal ||oy, X oy ||dudv sobre a superficie obtemos a drea
dela.

Definigao 2.29. Seja R C S uwma regido limitada de uma superficie

reqular contida na imagem da parametrizacio o : U C R? — §S.
Entao a drea de R ¢ dada por

A(R) = // low X ov||dudv .
o1 (R)

Exercicio 2.30. Mostre que A(R) ndao depende da escolha da para-
metriza¢ao.
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2.5 Segunda Forma Fundamental

Nesta se¢ao, estudaremos a segunda forma fundamental, objeto que
permite introduzir as curvaturas, em particular as curvaturas Gaus-
siana e média, as quais dao informagoes sobre o comportamento local
da superficie.

2.5.1 Aplicagao normal de Gauss

A seguir, vamos estudar a aplicacao normal de Gauss. A variagao
desta d4 origem ao conceito de curvatura. Seja o : U C R? = S uma
parametrizagao da superficie regular S. Podemos escolher para cada
p € o(U), um vetor normal unitario, dado por

Ou X Oy

N@p)=7———7), pe o).
||‘7u X UVH
0,X 0,
N

figura 2.10: Vetor normal.

A aplicacio N : o(U) — S? que toma seus valores na esfera
unitdria S? = {(x,y,2) € R3/2% +y? + 22 = 1} é chamada aplicagdo
normal de Gauss.

A sua derivada dN,, : T,S — Tn()S ¢ uma aplicagao linear.
Como T}, e T (p)S sdo paralelos (perpendiculares & mesma normal)
podemos identifici-los assim:

dN,, : T,S — T, .
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z A
N(p)
/N' 0 ¢

figura 2.11: A aplicagdo de Gauss.

Exemplo 2.31. Seja P = {(x,y,2) € R3/az + by + cz +d =0} um
plano. O vetor normal emp € P é dado por N = (a,b,c)/va? + b% + ¢?
e € constante, logo AN, = 0.

Exercicio 2.32. Mostre que a aplicacio dN, é auto-adjunta, isto é
(dNpv, w) = (v,dN,w).

Definicao 2.33. Sejap € S e seja dN,, : T,S — T,,S a diferencial
da aplicagdo de Gauss. O determinante de dN, é chamado curvatura
Gaussiana K de S em p. A metade do traco de dN,, é chamado de
curvatura média H de S em p.

Definicao 2.34. A forma quadrdtica I, : T,S x T,S — R, defi-
nida em TS por IL,(v) = —(dN,(v),v) € chamada segunda forma
fundamental de S em p.

Vamos escrever a expressao da segunda forma fundamental na
base {0, ov}. Seja a(t) = o(u(t),v(t)) uma curva parametrizada em
S, com ¢(0) = p. O vetor tangente a «a(t) em p é o/ (t) = oyt + oyv’
e dN(a/) = N'(u(t),v(t)) = Nyu' + N,v'. Portanto,

Iy(a/) = —(dNp(a'),d)
= —(Nu' + N oyt +oyv)
— eu/z + 2fu/U/ + gle,
onde e = —(Ny, 0u), f = —(Ny,0v) e g =—(N,,0y). Os coeficientes
e, f e g sao chamados coeficientes da segunda forma fundamental.
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2.5.2 Curvatura

Daremos agora uma interpretacao geométrica da segunda forma fun-
damental.

Definigao 2.35. Seja C uma curva reqular na superficie S passando
por p € S, k a curvatura de C em p, e cos(f) = (n,N), onde n
é o vetor normal a C e N ¢é o vetor normal a S em p. O nimero
Kn, = kcos(8) é chamado a curvatura normal de C' C S em p.

figura 2.12: Curvatura normal.

A curvatura normal K, é o comprimento da projecao do vetor kn
sobre o normal a superficie em p, com sinal dado pela orientacao N
de S em p.

A curvatura normal de C' nao depende da orientagao de C, mas
troca de sinal com uma mudanga de orientagao da superficie.

Podemos dar uma interpretagao geométrica da segunda forma fun-
damental 7Z,, utilizando a curvatura normal. De fato, Seja C' C S uma
curva parametrizada pelo comprimento de arco a(s), com a(0) = p.
Se indicarmos por N(s) a restri¢ado do vetor normal N & curva a(s),
teremos ZZ, (o (0)) = Kn(p).

Exercicio 2.36. Com a notagao acima, prove que a segunda forma
fundamental verifica IL,(c/(0)) = kn(p).
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Como dIN,, é uma aplicacao auto-adjunta sabemos pelo teorema
espectral que existe uma base {eq, e2} ortonormal de T,S tal que

de(el) = —k161 e de(ez) = —k‘2€2.

Vetor
Normal

Planos das
curvaturas-.
principais

Plano
Tanggnle

s

figura 2.13: Interpretagao das curvaturas principais (© wikipedia).

Definigao 2.37. O mdzimo ki da curvatura e o minimo ko da cur-
vatura sao chamadas curvaturas principais em p; as direcoes corres-
pondentes, isto €, as direcoes dadas pelos autovalores e; e eo sdo
chamadas dire¢oes principais em p.

Em termos das curvaturas principais, as curvaturas Gaussiana e
média sao, respectivamente, dadas por

1
K=Fkkye H= 5(]61 +k2)

As curvaturas principais podem ser interpretadas da seguinte ma-
neira: dado p € S, onde é definido um plano tangente e o vetor normal
N, consideramos todos os planos que passam por p e contém N. As
intersecoes destes planos com a superficie nos dao uma familia de cur-
vas, cujas curvaturas maxima e minima sao as curvaturas principais
da superficie.
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2.6 Calculo das curvaturas

Vamos calcular as férmulas explicitas para as curvaturas Gaussiana
e média de uma superficie parametrizada regular, em fungao dos co-
eficientes da primeira e da segunda forma fundamental. Vimos na
subsecdao anterior que d,N : T,,S — TS, assim podemos escrever
Ny, N, na base {ou,0v} do plano tangente T,,S, ou seja, existem
nimeros reais (a; ;j)1<; j<2 tais que

Ny, = a110u+ a0y,
Nv = 910y + A290y. (21)

Vamos encontrar os coeficientes a; ; em termos da base {ou,0v,N}.
Tomando o produto interno de cada uma das igualdades da ex-
pressao (2.1) por oy e oy, obtemos

(0w, Ny) a11{0q, Ou) + a12{0y, oy,
(ov,Ny) = a21(0v,0u) + a22{0oy,0v),
(0w, Ny) = a21(0u,0u) + a22{(0v,0n), (2.2)
(ov,Ny) = a11(oy,0u) + a12{oy,0v).
Como (oy,N) =0 = (oy,N), temos
(0w, Ny) = —(ouu,N),
(0v;Ny) = —(ouw, N),
(ov,Ny) = —(op,N).
Assim,
e = —(Ny,o0u)= (N, 0u),
f = —=(Ny,ov) = (N,0u) = (N,0pu) = —(Ny,0,),
g = —(Ny,04) = (N,0u).

Vamos obter, agora, os coeficientes (a; ;j)i1<i j<2 em termos de
e, [ e g. Usando as equagoes (2.2), segue que

—f = (Ny,0,) = a11{ou,00) + a21{(0v,0n) = a11 F + a21G,
—f = (Ny,0u) = a12(0u, 0u) + a22(0u, 0y) = a12E + ax F,
—e = (Ny,04) =a11(0u,0u) + CL21<01,7 ou) =anFE + axn F,
-9 = <Nv70v> = a12<0u70v> + a22<0—v70—v> = a12F + a22G,
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onde E = (oy,04), F = (0y,04) € G = {(0,,0,) s@o os coeficientes
da primeira forma fundamental. Em termos de matrizes

(- (2 )(E )
f g9 ) \laxn ax F G )

Em particular temos

()= IEe)
asy Gz ) f g Fr G )

Como
E F\ ' 1 G -F
F G) ~EG-F*\ -F E )’
segue que
_ JF—eG
WS EG-FY
u _ gF—-fG
12 - EG—FQ’
el fE
T EG-FY
_ fF—ygE
= BG-F?

Dai, obtemos

eg — f? _ det(1L,)

K(p) = det(aij) = o= = det(I,)

Calculando a curvatura, vimos anteriormente que ki e ko satisfa-
zem

dN(v) = —k(v) = —kI(v), para algum v € T,S — {0},

onde I : 1,8 — T,S é a aplicagdo identidade. Por definicao de
autovalores temos que a aplicagao linear dN = kI nao é invertivel.
Logo,

ar +k a2 _
det( a1 az +k ) =0
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Isto é equivalente a:

k* + k (a11 + a2) + (a11a22 — a12a21) = 0,

tr(A) det(A)

aqui A = (a;,5)1<ij<2-
Como k; e ko sao as raizes da equagao acima, obtemos

Ckitks 1 _ 1eG-2fF+gE
= =W =55

Exemplo 2.38 (Plano). Vimos anteriormente que dN = 0. Logo,
K=H=0.

Exemplo 2.39 (Esfera). Consideremos a parametrizacao definida
no ezercicio 2.28. Temos que o vetor normal em cada ponto é

N = (sen(f)cos(v)), sen(0)sin(1), cos(H)).

Verificamos que os coeficientes da sequnda forma fundamental sdo:
e=—r, f=0ceg= —rsen?(0). Logo, as curvaturas Gaussiana e
média, respectivamente, sGo K =r~2 ¢ H = r~%.

Exercicio 2.40. Verifique os cdlculos do exemplo anterior.
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Capitulo 3

Curvas e Superficies
Implicitas

Neste capitulo estudaremos as curvas e superficies dadas por fungoes
implicitas. Encontraremos os elementos geométricos do capitulo an-
terior a partir de fungdes implicitas. Além disso, daremos algumas
nocoes de topologia de curvas e superficies.

A nocao de submersao nos permite definir a superficie como um
conjunto de pontos que satisfazem certas propriedades. Por exemplo,
a esfera é o conjunto de pontos que sao equidistantes a um ponto,
o centro da esfera. O teorema de Sard nos diz que quase sempre
tal definicao gera uma superficie regular, ou seja, a medida total de
probabilidade de ocorrer tal evento é 1.

Teorema 3.1. [Teorema de Sard] O conjunto dos valores criticos de
f tem medida total, ou seja, a probabilidade de um wvalor ser critico
para [ € nula.

Utilizamos neste capitulo algumas referéncias, a saber: o artigo
de R. Goldman [Gol05], onde se encontra uma vasta exposi¢ao so-
bre o cédlculo de curvatura em superficies implicitas, e o livro de M.
Armstrong [Arm79], na parte de topologia.

29



“implicit coloquio-ne” — 2011/1/10 — 21:45 — page 30 — #30

30 CAPITULO 3. CURVAS E SUPERFICIES IMPLICITAS

3.1 Derivacao sobre uma Curva Implicita

Nesta segao vamos definir o vetor gradiente e exibiremos o teorema
da fungao implicita, o qual garante que localmente uma curva pode
ser vista como um gréfico de fungao real.

Seja f : U € R? — R funcao diferenciavel. O vetor gradiente, o
qual denotaremos por V f, é uma aplicacao diferencidvel definida por

Vf:U — R?
p vf(p):(fx(p)vfy(p)vfz(p))v

onde f;, fy e f. sao as derivadas de f com relacao a z,y e 2.

O teorema da funcao implicita diz que localmente uma superficie
pode ser vista como um grafico (caso particular da superficie pa-
ramétrica). Ele permite encontrar propriedades geométricas como
vetores tangente, normal e curvaturas de superficies implicitas a par-
tir do capftulo anterior. Enunciaremos o teorema para R2, mas o
resultado vale para o R™.

Teorema 3.2. [Teorema da fungio implicita] Sejam U C R3 um
aberto, p = (xo,Y0,20) € Uya € R e seja f : U — R fungao di-
ferencidvel. Suponhamos que f(p) = a e f,(p) # 0. Entdao existem
uma vizinhanca V de (zo,y0) em R? e uma vizinhanca W de 2y em
R tal que V. x W C U e uma fungdo diferencidvel g : V.— W com

g(x0,Y0) = 2o tal que:
{p eV xW|f(p) = a} = {(x,y,9(x,y)) € R®|(x,y) € U}.

Em outras palavras, se f,(p) # 0, podemos utilizar a equagio
f(z,y,2) = a para expressar z como uma fungio de z e y, em uma
certa vizinhanca de p.

Em célculo, a regra da cadeia é uma férmula para derivada da
fungdo composta de duas fungdes. A regra da cadeia afirma que:
(f o) (@) = (F(g(®))) = f'(9(x))g'(x), e é aplicada para fingdes de
mais de uma varidvel. Considere a fungao f(z,y), e as fungoes x(t) e
y(t). A derivada da composta f(t) = f(x(t),y(t)) é dada por

F(t) = fa(x(t),y (1) - X'(£) + fy (x(2), y(t)) - y'(#).
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3.2 Foérmulas para Curvas Implicitas

Nesta secao encontraremos os vetores tangente t e normal n e a cur-
vatura k de uma curva implicita f : U ¢ R? — R. A principal ideia
para encontrarmos elementos geométricos é usarmos o teorema da
funcao implicita o qual garante que localmente a curva pode ser vista
como um grafico. Curvas implicitas podem ser descritas pela equagao
f(x,y) = a, onde f: U C R? — R. Desse ponto de vista, uma curva
implicita é o conjunto de pontos C' = {(z,y) € U/ f(z,y) = a} que sa-
tisfazem a equac@o. Vamos supor que o vetor gradiente V f = (fz, fy)
¢ nao-nulo. Podemos supor sem perda de generalidade que f, # 0,
entao existe um intervalo aberto J C R e uma funcgao g : J — R tal
que a curva localmente é dada como um grafico {(z,g(z));x € J}.
Usando a segao 2.2 temos as férmulas dos elementos t,n e x, mas
observemos que tais férmulas sao dadas em funcao de g

t = (1+gg)71/2(1agr)7
n = (1+g2)"*(=g. 1), (3.1)
P Jxx

(149272

assim devemos buscar informagoes das derivadas da g com as da f.
Um célculo relativamente simples mostra que:

gs = _fe
xr fy?
_ 7fmr szyfac - fyyfg 3 2
gee = 7 s (3.2)

Portanto,

t o= (24 1) (fy =),
no= (f2+4 )2 (fer ) (3.3)
_facxfgcQ - wayfxfy + fyyf2

(f2+ f2)%2 '

Exercicio 3.3. Verifique as expressées (3.1),(3.2) e (3.3).
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Exercicio 3.4. Considere o circulo de raio r dado pela seguinte
funcao f(x,y) = x® + y* — r2. Mostre que

t=r"'y,—2), n=r"Y(2,y), k=11,

Exercicio 3.5. Mostre que Vf # 0 equivale d curva ser regular.

3.3 Derivacao numa Superficie Implicita

Nesta secdo, estudaremos as superficies implicitas e veremos que o
plano tangente em um ponto é dado pelo ntcleo da funcao que define
a superficie neste ponto. Além disso, escreveremos explicitamente
o vetor normal N e as curvaturas Gaussiana e média da superficie.
Para isso serao necessarias algumas definigoes e o teorema da fungao
implicita.

Definicao 3.6. Seja U C R® um conjunto aberto e seja f : U — R
aplicagcao diferencidvel e seja a € R. Dizemos que a € uwm valor
regular de f se, para cada p € U com f(p) = a, temos (df), # 0, ou
equivalentemente, V f(p) # 0.

O proximo resultado mostra que a pré-imagem de um valor regular
¢ uma superficie regular.

Proposigao 3.7. Seja a € R um valor regular de uma func¢ao dife-
rencidvel, onde U é um conjunto aberto de R3. Se S = f~1(a) é um
conjunto nao-vazio, entao S € uma superficie.

Demonstracao Basta utilizar o teorema da fungao implicita e o fato
que todo grafico é uma superficie regular. |

Exemplo 3.8. O elipsoide i—z + Z—z + i—i =1 € uma superficie reqular.
De fato, é o conjunto f~1(0), onde
2 2 2
x Y z
f(%y,Z):?"‘bj"‘cj—l
€ uma funcao diferencidvel e 0 € um valor regular da funcdo f, pois,
fo =2x/ad? f, = 2y/b%, f. = 22/c* se anulam simultaneamente ape-
nas no ponto (0,0,0), que ndo pertence a f~1(0). Em particular, te-
mos que a esfera é uma superficie reqular, basta tomara =b=c=1.
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Exercicio 3.9. Mostre que o paraboloide z = 2% +y? € uma superficie
reqular.

Plano Tangente Seja U C R? um aberto e f : U — R uma funcao
diferenciavel tal que a seja um valor regular de f pertencendo a sua
imagem, temos que S = f~!(a) é uma superficie, com plano tangente

T,S = ker((df), : R* - R),¥p € S.

De fato, se v € T},5, entdo existe uma curva « : (—¢,€) — S tal que
a(0) = p e &/(0) = v. Portanto, (f o a)(t) = a,Vt, e por diferenciagéo
em t =0,

(df)p(v) = (foa)'(0) = 0.

Portanto, v pertence ao nicleo de (df),. Como T,S e ker((df),) sao
subespagos lineares de dimensao dois e um estd contido no outro,
temos o resultado.

Vetor Normal O espago tangente & superficie S = f~!(a), onde
a é um valor regular de f, no ponto p é o complementar ortogonal
da reta gerada Vf(p). Seja v € T,S, entdo existe uma curva « :
(—e,e) = S tal que a(0) = p e &/(0) = v, logo f o a(t) = a, temos
que

(VI(p),d/(0)) = (f 0 )'(0) =0,

que mostra que V f(p) é ortogonal a T,5.

Consideremos a superficie S = {(z,y,2) € R3/f(x,y,2) = 0},
onde f é uma fungao suave. Seja p € S tal que Vf(p) # 0, entdo
podemos supor, sem perda de generalidade, que f,(p) # 0. Isso
implica, pelo teorema das funcao implicita, que existe uma funcéo g :
U C R? — R tal que a equagdo z = g(z,y) descreve a superficie S em
uma vizinhanca de p, V},, ou seja, nessa vizinhanca S é parametrizada
como um grafico G = {(z,y,9(z,y))/(z,y) € U}. Calcularemos os
coeficientes da primeira forma fundamental em p = (z,y, g(z,y)), os
quais denotaremos por F, F, G.
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Usando a hipétese f,(p) # 0, obtemos:

od) = <50y

e = 5

Gaa(T,y) = J;f:+2fszfzz;z2’ -,
Goy(T,y) = _% _*_fyszf‘i'gfyfxz_fy;:gfw’
i) = e B

3.4 Foérmulas para Superficies Implicitas

Dos resultados anteriores, podemos deduzir os coeficientes da pri-
meira forma fundamental:

£2+
f.2

O vetor normal é

faf,

E: fgya G:

£2+ 1,7
Iz Ty

; F=
I

(3.5)

—9z, —Gy, L —1/2

N = ( K ) :(fz2+fx2+fy2) (facvfyvfz) . (36)
9z + 95 +1

Exercicio 3.10. Verifique as expressoes (3.4), (3.5) e (3.6).

Os coeficientes da segunda forma fundamental e, f e g sdo

_fxmfz2 - zfzzfxfz + fzzfm2 o det(Al)

e = (N,(0,0,9:0)) = fz2\/m B L2IVE
2
[ = <N7(0,079xy)>=_fxyfz — falyzfo — Lofyfaz + fylozta

LA+ B2+ 1S
det(Ag)
LAV
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_fyyfz2 - 2fyzfyfz + fzzfy2

g = <N7 (0,0,gyy)>=
ARV SR P
o det(Ag)
I
onde
fa::]c fmz fz fa:y fyz fy fyy fyz fy
A1: fzz fzz fz 3 A2: fzz fzz fz €A3: fyz fzz fz
.f:c fz 0 fﬂc fz 0 fy fz 0

As curvaturas Gaussiana e médias em p sdo dadas por:

det(A;) det(A3) — det(Az)?

ko= L
- (fzzfyy B 5z) facQ + (_2f;vyfzz + 2fzzfyz) fyfz
- (f2+ 12+ f2)°
o 2 ecfuy t Fontyz) Fofe + (fanfon = foi) 1)
(f2+ 12+ f2)°
L 2 Fefay + foafye) fufe + (Foufy = foy”) 122

)

(f2+ 2+ 12)°

H = -2 det(A;) 1+—5 —2det(A2)(fxfy)+det(A3) <1+ff2>
2[VfI? 1z fz 12

(fg + 1) fae + (F2H )y + (P24 1) 2
2[VfP
(fxfyfxy"’fxfzf:cz+fyfzfyz)
VP '

Observagao. Notemos que ao permutarmos as varidveis T, y e z
nas expressoes de K e H obtemos o mesmo resultado. Isto decorre
da invariancia das curvaturas.

Exercicio 3.11. Verifique as expressées dee, f, g, K e H.

Exercicio 3.12. Fac¢a um programa utilizando o Maple para calcular
os vetores tangente e normal, as curvaturas Gaussiana e média nos
casos em que a superficie € dada na forma paramétrica e implicita.
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3.5 Nocoes de Topologia de Superficies

Mostraremos algumas definigoes bésicas sobre a topologia de su-
perficie, em particular o teorema da classificacao de superficies li-
mitadas, sem bordo e conexas. Restringimos ao caso de superficie
implicita considerando apenas superficies sem bordo (o bordo seria o
que chamamos de “furo” ou fronteira da superficie).

Definigao 3.13. Se X € um conjunto, uma topologia em X € um
congunto T C P(X) (conjunto das partes) tal que

-per, Xer,

- Toda familia enumerdvel (A;);cs de elementos de T deve veri-
ficar Uje 45 €,

- Toda famdlia finita (Aj)jecs de elementos de T deve verificar
ﬂjGJ Aj €T
Os elementos de T sao chamados de abertos.

Um espago topoldgico é um par ordenado (X,7) sendo X um
conjunto e 7 uma topologia em X.

Exemplo 3.14. O espaco R com a topologia formada pela unidgo de
intervalos abertos € um espago topoldgico.

Os espagos topoldgicos permitem definir formalmente conceitos
como conectividade.

Definigao 3.15. Uma cisao de um conjunto X é uma decomposi¢ao
X = AUB, onde ANB =0 e 0s conjuntos A e B sao abertos em X.
Uma cisao € dita trivial quando A ou B € vazio.

Exemplo 3.16 (Cisao nao-trivial). Na topologia de R definida pelas
unides de abertos, considere o conjunto R — {0} = (—o00,0) U (0, 00).

Definigao 3.17. Um conjunto chama-se conexo quando nao admite
outra cisao além da trivial. Assim, se X € conexo, X = AU B, com
A e B disjuntos e abertos em X, entdo A= 0 ou B = 0.

Exemplo 3.18. Os conjuntos R™ e () sao conjuntos conexos, jd o
congunto R — {0} € desconexo, pois admite uma cisdo ndao-trivial.
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Definigao 3.19. Seja z € X C R™. A componente conexa do ponto
x no conjunto X € a reunido C, de todos os subconjuntos conexos de
X que contém o ponto x.

Exemplo 3.20. A componente conexa de 1 em R — {0} € (0, 00).

Orientagao de Superficies Dada uma superficie regular S cuja
parametrizagio é o(u, v), temos que os vetores o, e o, sdo linearmente
independentes, logo {0, 0,, N} é uma base positiva orientada para
R3. Isto quer dizer que a matriz cujas colunas sdo esses vetores tem
determinante positivo.

Definicao 3.21. Dizemos que a superficie S € orientdvel se for
possivel escolher, para cada p € S, uma orientagdo T,S que va-
rie continuamente com p, ou seja se existir uma aplicagao continua
N : S — S? tal que, para cada p, N(p) seja ortogonal a T,S. A tal
campo de vetores normais N chamamos orientacdo de S.

Exemplo 3.22. As superficies implicitas sdo orientdveis, pois o
Vi) 4

campo N(p) = o7 € wma orientacdo de f~*(a).

Exemplo 3.23. Uma superficie que é um grdfico de uma fungao
diferencidvel é uma superficie orientdvel: € um caso particular de
superficies que podem ser cobertas por uma unica parametriza¢do.

Exemplo 3.24. A faiza de Mdébius M € a superficie obtida quando
colamos as duas extremidades de um retangulo alongado de papel de
modo a fazer coincidir os vértices opostos. Tal superficie € ndo-
orientdvel.

figura 3.1: Faixa de Mdbius.
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A topologia estuda as propriedades do espago topolégico que per-
manecem inalteradas sobre certas transformacces. As deformacoes
decorrentes destas transformacoes nao podem envolver cortes ou co-
lagens para serem topologicamente vélidas. A transformagio que
vamos estudar é conhecida como homeomorfismo, ou seja, é uma
aplicagao entre espagos topoldgicos que é bijetiva, continua e cuja in-
versa também é continua. O espago topoldgico que vamos trabalhar
é o R™. E bom entender o conceito de funcao continua, a saber

Definicao 3.25. Dizemos que f : R™ — R™ ¢ continua, se para
qualquer aberto U C R™ a pré-imagem f~1(U) é um aberto de R™.

figura 3.2: Superficies: esfera, cilindro e toro.

Algumas superficies bidimensionais como a esfera, o cilindro e o
toro moram no R3, como estd ilustrado na figura 3.2. Um exem-
plo mais complicado é a Garrafa de Klein pois qualquer tentativa de
representd-la em trés dimensoes tera auto-intersecao. Podemos cons-
truir um modelo da Garrafa de Klein da seguinte forma. Primeiro
construimos um retangulo com orientagao, em seguida colamos dois
dos lados desse retangulo transformando-o em um cilindro e entao as
extremidades do cilindro sdo identificadas nas diregoes opostas. Para

figura 3.3: Construgéo da garrafa de Klein ((©) wikipedia).
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fazer isso o cilindro precisa ser dobrado em torno de uma extremi-
dade e empurrado pelo lado como mostra a figura 3.3. A garrafa
de Klein pode ser representada em um espago 4—dimensional sem
auto-intersecao.

Definicao 3.26. Dizemos que duas superficies M e N sao topologi-
camente equivalentes se existe h: M — N homeomorfismo.

Exemplo 3.27. Seja S? a esfera. Se a apertamos um pouco obte-
mos uma outra superficie que € topologicamente equivalente a esfera

(ver figura 3.4).

5

figura 3.4: Superficies topologicamente equivalentes.

Vamos considerar superficies limitadas, sem bordo e conexas, e
classificar essas superficies para saber se sao topologicamente equi-
valentes. Vimos na figura 3.4 um exemplo de superficies topologica-
mente equivalentes. Vamos construir alguns exemplos de superficies
que sao limitadas, sem bordo e conexas.

Exemplo 3.28 (Esfera com uma alga). Consideramos a esfera S* e
tiramos dois discos disjuntos e entdo adicionamos um cilindro iden-

iscos N +alca N
=2

figura 3.5: Esfera com uma alga.
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tificando seus bordos circulares com os bordos da esfera sem os discos
(ver a figura 3.5). Este processo € o que chamamos de adicionar
alcas. Repetindo o processo obteremos uma esfera com duas, trés ou
qualquer numero finito de algas. Observemos que uma esfera com
uma alca € homeomorfa a um toro.

Exemplo 3.29 (Plano Projetivo). Comecamos com uma esfera S? e
retiramos um disco e adicionamos a faiza de Mobius neste lugar. O
resultado € uma superficie fechada chamada plano projetivo denotada
por P2 (ver a figura 3.6). Um fato importante é que P* mora em R*.

\ + faixa d
- 1disco ?jlxiause Pla nO
1d Mobi -

figura 3.6: Construgao plano projetivo.

Exemplo 3.30 (Garrafa de Klein). Comecamos com uma esfera S? e
retiramos dois discos. Esta nova superficie ¢ homeomorfa ao cilindro.
Agora adicionamos uma faiza de Mébius em cada bordo (circulo) do
cilindro. O resultado € uma superficie fechada chamada garrafa de
Klein (ver a figura 3.7).

- 2 discos \ ' ’wa;:;zssde Ga rrafa
i / > = de
Klein

figura 3.7: Construcao da garrafa de Klein.
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Teorema 3.31 (Classificagao de superficies). Qualquer superficie li-
mitada, sem bordo e conexa é homeomorfa a:

- Esfera.
- Esfera com um nimero finito g de algas.

- Esfera com um numero finito g de discos removidos e subs-
tituidos por g faizas de Mdbius.

Demonstragao A prova deste resultado pode ser encontrada no li-
vro de M. Armstrong [Arm79]. O

As superficies nas duas primeiras familias sdo orientdveis. A es-
fera pode ser vista como um 0 toro e no ultimo item temos que as
superficies s@o nao orientaveis, em particular o plano projetivo e a
garrafa de Klein sao nao orientaveis. O niimero g de algas é chamado
genus da superficie.

Superficies com varias componentes conexas sao classificadas pela
classe de cada uma de suas componentes conexas e assim, resta clas-
sificar superficies conexas.

A partir do teorema da classificacao é possivel definir outro inva-
riante topologico, ou seja, ao fazermos deformacgoes na superficie essa
propriedade topoldgica nao ¢é alterada.

Definicao 3.32. A caracteristica de Euler x para superficies limita-
das, sem bordo e conexas € definida por

- x = 2, se a superficie é uma esfera.

- x = 2—2g, se a superficie € uma esfera com um nimero finito
g de algas.

- x =2 —g, se a superficie € uma esfera com um numero finito
g de discos removidos e substituidos por g faizas de Mdébius.

Exercicio 3.33. Mostre que a caracteristica de Euler da garrafa de
Klein € 0.
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Capitulo 4

Interpolacao e
Derivacao Discreta

As férmulas para calcular as curvaturas de superficies implicitas sao
calculdveis no computador, dado os valores das derivadas da fungao
implicita f. Quando a funcao implicita é dada por uma férmula
algébrica, é possivel usar cdlculo simbdlico para obter estas derivadas.
Porém, nos casos usuais, a func¢ao é apenas medida (amostrada) como
um sinal em alguns pontos do espago, geralmente os vértices de uma
grade (reticulado) regular. Neste capitulo estudaremos como, a partir
do sinal discreto, encontrar uma aproximacao continua. Além disso,
veremos como calcular derivadas a partir de dados interpolados e com
isso extrair informacoes como normais e valores de curvaturas.

4.1 Interpolacao Local

Em muitas aplicagoes computacionais, desejamos obter uma fungao
continua f : R — R a partir de um sinal discreto g[k], de tal modo que
f(k) = glk] para todo k € Z. Esse problema é denominado problema
de interpolacao de sinais discretos. Nestes casos, podemos empre-
gar interpolagao linear, de modo que f(t) = (1 — ¢)g[i] + tg[t + 1],
onde i = |z]| denota a parte inteira e t = {x} a parte fraciondria
de z. Interpolacao linear é uma solug¢ao muito eficiente para o pro-

43
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blema de interpolagao. Entretanto, em alguns problemas, como no
calculo de curvaturas, mais uma condigao é necessaria, a de que f
seja de classe C2?. Neste caso, deve-se recorrer a outro método de
interpolagao, pois em geral as fungoes obtidas por interpolacao linear
nao sao diferencidveis nos pontos k € Z.

4.1.1 Interpolacao polinomial

Uma abordagem geral para o problema da interpolacao é considerar
que a funcao f pertence a um certo espaco de fungoes que possua as
propriedades desejadas. Em aplicacoes de Computacao Grafica, os
espacos mais usados sdo os espacos das fungoes splines de grau n,

S™ ={f € C" '(R)|f|{g,k+1) ¢ um polinémio de grau n},
ou seja, S™ é o espaco das funcdes de classe C™~! que sdo polinomiais
por partes nos intervalos [k, k + 1] da reta.

Exercicio 4.1. Verifique que para cada sinal discreto g[k] existe uma
dnica funcio em S' que satisfaz & condicdo de interpolacio, exata-
mente a funcao obtida por interpolacao linear.

Nos modelos tradicionais de visualizagao espera-se apenas que a
superficie seja regular, em outras palavras, que f definida em R? seja
de classe C, dessa forma podem ser definidos planos tangentes em
cada um dos seus pontos. Esse fato é muito importante pois garante
que vetores normais possam ser calculados sobre esses pontos para
serem utilizados, por exemplo, no processo de iluminacao da cena.
Incluiremos mais uma condicdo, a de que f seja de classe C2, ou
seja, que suas derivadas até a segunda ordem sejam continuas. Essa
garantia é fundamental para o calculo da curvatura sobre pontos em
superficies descritas por f.

Entretanto, para que f seja de classe C?, devemos buscé-la no
espaco S2, conhecido como espaco das splines cibicas. Nas préximas
secoes, mostraremos como resolver o problema de interpolacao para
splines cibicas, ou seja, dado um sinal g[k], determinar a inica fungéo
f € 83 tal que f(k) = g[k], para todo k € Z. Além disso, serd
apresentado um método para obtengao de valores de curvatura sobre
superficies.
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4.1.2 Interpolacao por splines

Para uma boa compreensao do problema de interpolagao cubica, é
necessaria uma prévia caracterizagdo dos espacos S™. Analisando o
método de interpolacdo linear, é facil ver que se f € S* entdo

flx)= Z clk]Bi(x — k), (4.1)

kEZ

onde Bi(z) é a funcao B-spline de grau 1 exibida na figura 4.1(a)
e clk] = g[k]. O prefixo B antes da palavra spline significa que
as translagoes inteiras da fungao B; formam uma base do espago
vetorial S1. Note que como B; possui suporte compacto, para cada
x 0 somatdrio em (4.1) é finito.

E possivel mostrar, que para cada espago S™, com n > 1, existe
uma funcao B,,, chamada func¢do B-spline de grau n, tal que o con-
junto {By(- — k) }rxez é uma base do espago S™, ou seja, cada fungdo
f € 8™ pode ser escrita da forma

fl@) =" clk]Bn(x — k), (4.2)
keZ

para coeficientes c[k] unicamente determinados por f. O gréfico das
fungoes B,, paran =0,---,3 pode ser visto na figura 4.1.

o

8 8 & &%
eegeegesge

o

(a) Bo(x) (b) Bi(z) (c) Ba(x) (d) Bs(x)
figura 4.1: Fungoes B-spline.
Exercicio 4.2. Existem vdrias férmulas recursivas para as fungoes
B,,. Mostre que By11 = B, x By, onde By € a fun¢do caracteristica

do intervalo (—%, %], conhecida como funcao box, e a operagao f*g
€ o produto de convolugao entre duas fungoes,

Frot) = [ st
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Aplicando a definicao recursiva, concluimos que

0 , se |z| > 2
Bs(z) = é “(2—1z])3 ,sel<|z| <2 (4.3)
5l @—lzl) |, selz| <1

Como o suporte da funcao Bs tem largura 4, em geral cada ponto z
da funcao f(z) sofre a influéncia de quatro fungoes de base Bz(- — k),
mais exatamente para k =14 —1,i,¢ + 1,4+ 2 onde ¢ = |z|. Mas se
x ¢é inteiro, apenas trés fungoes de base contribuem para o valor de
f(x), aquelas com k =i —1,4,i+ 1, onde i = z. Portanto, temos que
para todo k € Z

f(k) = c[k—1]Bs(k — (k—1)) + c[k]Bs(k — k) + c[k+1](k — (k+1))
= [k —1]Bs(1) + c[k]B3(0) + c[k + 1] Bs(—1)
= %c[k -1+ %c[k] + %c[k: +1].

Voltando ao problema de interpolacao, o problema de encontrar
a funcio f € S® que interpola o sinal discreto g[k] resume-se a deter-
minar coeficientes c[k] tais que
1

Sclk 1]+ Lem + sl +1] (4.4)

glk] = 6

para todo k € Z. Note que os coeficientes c[k] podem ser interpre-
tados como um sinal discreto de modo que a equagao (4.4) pode ser
colocada na forma de uma convolucdo discreta

glk] = <[é % H *c) [k], onde (g*h)[k]= ;gmh[kq].

Considerando que o produto de convolugao é associativo, obtemos:

el = ([é ! Hg> "),

e o problema se reduz a encontrar a inversa com respeito a convolugao

do sinal discreto [+ 3 &].
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Existem algumas técnicas que podem ser empregadas com esse
intuito, uma delas é a Transformada Z [UAEF93, UAE93|, mas nesse
caso em particular é facil verificar diretamente que

—6z
hlk] = ¥l
%] 1—22
com z = —2 + /3, é a inversa de [% % é], basta usar a definigdo de
convolucdo discreta e o fato que 22 + 1 = —4z.
151
101
05
| |
—4 2 ‘ ‘ 2 4

figura 4.2: Grafico do sinal h[k].

4.2 Derivagao de Sinais Interpolados

4.2.1 Derivadas de funcgoes splines

Agora que sabemos como avaliar a funcao f utilizando B-Splines
ctbicas, podemos analisar o problema de calcular as derivadas desta
fungao utilizando os coeficientes obtidos.

Encontrar as derivadas da funcao f se torna uma tarefa simples
quando a caracterizamos como

flx) =2 clk|Bs(z — k),
kez
pois, pela linearidade da derivagao,

fl) =Y clk]By(z — k) e f'(x) = k] By (x — k),

kEZ kEZL
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As derivadas de primeira e segunda ordem da fungao B3 sao descritas
pelas equacgoes 4.5 e 4.6.

By(z) =

0
%m2+2x+2
—%x2—2x
%x2—2x
—%x2—|—2x—2
0

T+ 2
—3r—2
3r—2
—x+2

se |z| > 2

se —2<x<-—-1
se —1l<x<0
se<ax<1
sel<xz<?2

se |z| > 2

se —2<zr<—1
se —1<z<0
sel0<zx <1
sel<xz<?2

(4.5)

(4.6)

Estas derivadas estdo representadas na figura 4.3.

-2

-1

AN

-2 -1

-02

-04

-06}

(b) Bj(x)

-0sf

-101

—-15F

—20%

(e) By (z)

figura 4.3: Derivadas da funcao spline cibica.
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4.2.2 Caso tridimensional

Os passos descritos nas segoes anteriores para o calculo de inter-
polagao utilizando fungoes B-spline cubicas podem ser facilmente es-
tendidos para o caso tridimensional. Neste contexto, f passa a ser

avaliada a partir de um produto tensorial.
No caso geral temos entao o seguinte

flx,y,2) = > cli,j, k]Bs(x —i)Bs(y — j)Ba(z — k).
4,7,kEZ

Podemos ainda calcular as derivadas parciais de primeira e se-

gunda ordem de f da seguinte forma

fw(xvyvz) = Z C[Z,],k]Bé(Jf—Z)B3(y—])B3(Z—k'),
i,5,kEZL

fylmy,2) = Y cli,j K Bs(x — i) By(y — §)Bs(z — k),
i,5,kEZL

fz($7yvz) = Z C[Z,],k]Bg(fE*Z)B3(Zj*])Bé(2’*k),
i,5,kEZL

fmz(zvyaz) = Z c[i7j7k]Bg(I*i)B3(y7.7‘)B3(Z*k)7
i,5,kEZL

fmy(m,yaz) - Z C[Zm],k]Bé(w7Z)B§(y7])B3(ka)a
1,5,kEZL

foelw,y,2) = Y cli,g, kIBy(x — i)Bs(y — j)By(z — k),
©,9,kEZL

fyy(xvyvz) = Z C[’L,j,k]Bg(.’E—l)Bg(y—j)Bg(Z—k),
©,9,kEZL

fyz(xvywz) = Z C[Z,j,k‘]B;g(iU—Z)Bg(y—j)Bé(Z—k),
1,5,k€Z

fzz(x>y72) = Z C[Z,j7k]B3(£U—Z)Bg(y—j)Bé/(Z—k)
©,5,kEZL

Pela natureza das equagoes apresentadas, percebe-se facilmente

que fwy = fyza fmz = fzm € fyz = fzy-

A figura 4.4 apresenta as derivadas de primeira e segunda ordem

da funcao f para o caso bidimensional.
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2
e
LIS FZS
LA
T

= &

5;‘\\\

=
<Z
LA
SRR L
PN
T >

= W2
s N S

L7
L

(d) 9z2Bs(z,y) (e) OzyBs(z,y) (f) OyyBs(z,y)

figura 4.4: Funcoes B-spline bidimensionais e suas derivadas parciais
de primeira e segunda ordem.

4.2.3 Curvatura da interpolagao por splines

Dadas as derivadas da interpolagao por splines f vistas na secdo ante-
rior, podemos usar diretamente as férmulas para superficies implicitas
vistas no capitulo 3 [Gol05]. Lembramos que a normal da superficie
implicita definida por f no ponto (z,y, z) é definida como N = H%f%’
onde Vf = (fz, fy, f-). As informagdes sobre a curvatura estao em
dN que é em uma matriz 3 X 3 e pode ser expandida:

AV V(YD
= <HVﬂ| NGB >
_ _;(H_ Vf~V(VfT~Vf))
o M e v e
(T )
o] NG

1 (1_Vf-VfTH> _ 1

=—— (I-N-NTYH .
IAIZIE ik )
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No resultado acima, I é a matriz identidade e H a matriz Hessiana
definida por

fa:m f:ry fmz
H= fyw fyy fyz
fzx fzy fzz

O produto NN7 é um operador linear que projeta vetores sobre
a reta suportada por N. O operador I — NN projeta sobre o com-
plemento ortogonal desse subespaco, que vem a ser o plano tangente
4 isosuperficie em p. Definindo P =1 — NN7 temos

_ 1

=——_P-H. 4.
o7 (4.8)

A equacdo (4.8) mostra que a variagdo do vetor normal da su-
perficie dN é a projegao (por P) da matriz Hessiana sobre o plano
tangente re-escalonada pelo fator escalar 1/||V f||. A composigao com
a projecao P significa que dN admite N como um autovetor associ-
ado ao autovalor 0. Existe entdo uma base ortonormal {v1,ve, N} de
R3 onde v; e vy sd0 as direcdes principais de curvatura associados aos
autovalores ky e k3. Nessa base, dN é diagonal:

kh 0 O
dN~ | 0 ko O
0 0 O

Como estas quantidades sdo invariantes por mudanga de base, temos
que o trago de dN é tr(dN) = k1 + k2 e sua norma de Frobenius é
|dN|r = \/tr(dNdNT) = \/k? + k2. Podemos achar a diferenca das
curvaturas principais a partir de 2|dN|% — tr(dN)? = (k1 — k2)? e
deduzir k; e ka:

tr(dN) £ \/2[dN|% — tr(dN)2
5 .

k12 =

Lembramos que a curvatura gaussiana é definida como K = ky - ko
e a curvatura média como H = (k1 + k2)/2.

As figuras 4.5 and 4.6 apresentam um exemplo da aplicagdo da
teoria que estamos estudando na visualizacao de curvaturas em su-
perficies detalhada na préxima segao.
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©

(a) K (b) H (c) k1 (d) k2

figura 4.5: Exemplo de visualizagdo baseada em curvatura. Verme-
lho indica curvaturas positivas e em azul aparecem as curvaturas
negativas. Na imagem estao representadas a curvatura Gaussiana, a
curvatura média e as curvaturas principais k1 e ks

figura 4.6: Exemplo de visualizagao baseada em curvatura em diferen-

tes superficies. Vermelho indica curvaturas positivas, verde curvatura
nula e azul curvaturas negativas.
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figura 4.7: Langamento de Raios.

4.3 Visualizacao de Superficies Implicitas

Nesta segao, vamos descrever brevemente como as figuras de su-
perficies deste capitulo foram geradas. Empregamos um algoritmo
simples e direto para a visualizacao de superficies implicitas: o lan-
gamento de raios (ray casting em inglés) [Gla02]. Além do lancamento
de raios bésico para superficies, descreveremos também o langcamento
de raios para volumes.

4.3.1 Lancamento de Raios para Superficies

Dada uma superficie implicita S = f~1(a), o primeiro passo do al-
goritmo consiste em considerar um grid regular, que representa a
imagem resultante do algoritmo, onde cada elemento é chamado de
pizel. Para cada pizel P;; é tracado um raio r(t) que parte do centro
de projecao o e passa pelo ponto P;;, ou seja, 7(t) = P;; +t(P;; — o).
Conhecendo a equacao do raio e a equagao da superficie, podemos cal-
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cular os pontos de intersecao entre o raio r e a superficie S fazendo
f(r(t)) = a. Note que chegamos assim a uma equacao na varigvel
t. Se a equagao nao possui solugao, temos que o raio nao intersecta
a superficie e portanto o pizel P;; pode ser colorido com uma cor
de fundo pré-determinada. Caso contrério, calculamos o menor valor
positivo t; que satisfaz a equagdo acima, de modo que p = r(t1) é a
primeira intersecao do raio com a superficie. A figura 4.7 ilustra o
algoritmo de langamento de raios.

Resta agora decidir que cor devemos aplicar ao pixel P;; corres-
pondente. Isso depende de dois fatores: do modelo de iluminagao, ou
seja, de como o processo de iluminagao é simulado no computador
para gerar um efeito de sombreamento mais ou menos realista, e de
atributos associados a superficie S, tais como cor, textura e outras
propriedades fisicas que se deseje simular.

Um modelo de iluminagao prético e facil de implementar, embora
nao acurado fisicamente, é o modelo de Blinn-Phong [Bli77]. A ideia
bésica é calcular um fator I, que representa a intensidade de luz
proveniente da fonte de luz presente na cena que é refletida pela
superficie S no ponto p na diregao do raio r.

7D
Vv

R L%%

N H

figura 4.8: Modelo de Iluminagao de Blinn-Phong (© wikipedia).

A figura 4.8 ilustra os componentes do modelo de iluminacao. O
primeiro fator considerado é a reflexdo difusa que é provocada pela
absorcao e irradiagao uniformemente distribuida da luz sobre o objeto
iluminado. Esse efeito é modelado pela Lei de Lambert, descrita por:

I, = ka(N - L), (4.9)
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onde kg é a constante de reflexdo difusa determinada pelo material
que constitui o objeto, N é o vetor normal & superficie S no ponto p
e L é o vetor que representa a direcao da fonte de luz.

Aliada a componente do pardgrafo anterior, para simplificar o
modelo, a contribui¢ao da energia luminosa provocada pela reflexao
da luz por outros objetos contidos na cena é considerada em um novo
elemento chamado de luz ambiente. Dessa maneira, o modelo pode
ser novamente descrito como

I, = ko + kg(N - L), (4.10)

onde k, é a constante de reflexao do ambiente.

Finalmente, podemos considerar a componente especular que si-
mula propriedades de reflexao da superficie e portanto depende em
grande medida da posi¢ao do observador relativamente ao ponto p,
ou seja, depende do vetor V que liga o ponto p ao observador (exa-
tamente o vetor diretor do raio r, no sentido oposto). A componente
especular é responsdvel pelo efeito de brilho intenso em uma determi-
nada regiao da superficie conhecido como highlight. Chegamos entao
a seguinte expressao:

I, = ko + kg(N - L) + k(N - H)*, (4.11)

onde ks é a constante de reflexdo especular, o é o expoente de reflexdo
especular e H é o vetor que indica a direcao de highlight maximo,
definido por

LtV
L+ VI

Encontrada a intensidade de luz refletida no ponto p, a cor C;;
do pixel P;; € apenas o produto da intensidade I, pela cor C da
superficie:

Cij = IpC.
Note que a cor de um pixel normalmente é representada por um

vetor C = (r, g,b) que representa a porcentagem das cores primdrias
vermelho (r), verde (g) e azul (b).
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4.3.2 Lancamento de Raios para Volumes

Em muitas aplicagoes é necessario visualizar o interior de volumes
sélidos do espago, mas o algoritmo de lancamento de raios classico
permite visualizar apenas superficies. Veremos agora como estender
o algoritmo descrito na subsecao anterior para visualizacao de um
volume descrito por uma funcio escalar f:[0,1]> — [0,1]. A ideia é
que podemos pensar na fungao f como uma maneira de classificar os
pontos do cubo [0, 1]® atribuindo um valor de transparéncia a cada
um deles. O processo de visualizacao de volumes que utiliza esses
valores de transparéncia é chamado de Visualizagao Volumétrica.

Uma maneira de interpretar a visualizagao volumétrica é conside-
rar que

[0,1]° = Uae[O,l]fil(a)v

ou seja, o cubo [0,1]® é a unido de todos as superficies de nivel da
funcdo f. Assim, podemos aplicar as técnicas de visualizacdo de
superficies implicitas para cada um dos niveis a € [0, 1], integrando-
as de alguma forma. E possivel combinar os atributos contidos em
cada uma dessas superficies de maneira a visualizar partes diferentes
do volume simultaneamente através de um efeito de transparéncia
ilustrado na figura 4.9.

O segredo para realizar essa integragado é considerar que existe
um atributo 7, chamado transparéncia, associado a cada ponto p €
[0,1]3. Este atributo normalmente é considerado constante em cada
superficie S, = f~!(a), sendo portanto uma funcao de a, ou seja,

7(p) = v(f(p)),

onde v:[0,1] — [0,1] é denominada funcdo de transferéncia. Assim,
alterando o valor da fungao de transferéncia no ponto a, podemos
tornar uma certa superficie S, mais ou menos transparente.

Note que a transparéncia tem um carater multiplicativo. Por
exemplo, se um vidro tem 50% de transparéncia, isso significa que
metade da luz que incide em um lado passa para o outro lado. Se
justapomos dois destes vidros, temos que apenas metade da metade
da luz passa, ou seja, 25% = 50% x 50%. Como em certos casos é
mais conveniente somar que multiplicar, vamos introduzir a grandeza
w, denominada opacidade, de modo que

w(p) = —InT(p).
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figura 4.9: Visualizacao de volumes com efeito de transparéncia.

Assim, somar opacidades é equivalente a multiplicar transparéncias,
pelas propriedades do logaritmo. Note ainda que quando a trans-
paréncia vale 100% a opacidade vale 0 e quando a transparéncia vale
0%, a opacidade ¢ infinita.

Durante o lancamento de raios, um mesmo raio pode intersectar
diferentes superficies de nivel, com diferentes valores de transparéncia
e cor. No algoritmo descrito anteriormente, consideravamos apenas a
primeira interse¢do. O problema entdo é: como compor esses valores
para gerar o resultado final?

A ideia é simplesmente integrar a contribuicao de intensidade e
cor ao longo do raio 7, considerando a atenuagao causada pela trans-
paréncia acumulada, ou seja,

tp ¢

Cij = / e L Cr) dt, (4.12)
ta

onde t4 e tp sao os parametros dos pontos de entrada e saida do raio

no cubo [0, 1]3. Note o aparecimento da fungao C(p) que d4 a cor no

ponto p.
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Analogamente ao caso da transparéncia, normalmente considera-
mos que a cor C(p) é constante em cada superficie de nivel, de modo
que

C(p) = (- (f (), v (f (), w(f(p))),

onde v,, 74 € 1 sado as fungoes de transferéncia dos componentes de
cor, as quais podemos controlar para escolher as cores finais de cada
superficie de nivel.

A equacdo (4.12) pode ser justificada fisicamente [PSG99], mas
¢é mais facil pensar nela intuitivamente. Simplesmente estamos inte-
grando todas as contribuicoes de cor de todas as superficies de nivel
ao longo do raio, ponderando cada uma delas com um fator da forma

o (- [ () ds)

que mede a transparéncia total acumulada de r(t4) até r(t).

Na prética, a integral da equacao (4.12) pode ser aproximada por
uma soma de Riemann sobre uma partigao finita de maneira bastante
eficiente. Além disso, os computadores mais modernos possuem pla-
cas aceleradoras grificas dedicadas (as GPU’s) que permitem que os
célculos relativos a varios raios diferentes sejam efetuados simultane-
amente, o que aumenta ainda mais a eficiéncia do processo, de modo
que mesmo volumes de grandes dimensoes podem ser visualizados
em tempo real. Na nossa implementacao, utilizamos o framework de
visualizagdo volumétrica VOREEN [MSRMHO09], ao qual adicionamos
modulos para célculos de interpolacao e local e calculo de curvaturas,
descritas nas se¢oes anteriores.

4.3.3 Visualizagao da Curvatura

Finalmente, vamos explicar como incorporar a informacao de curva-
tura na visualizagdo de superficies e volumes. Vamos denotar por
k(p) uma das curvaturas estudadas no capitulo 3 (K, H, ki e ks)
no ponto p da superficie S,, com a = f(p). Queremos modificar a
fungao de cor C(p) de modo que a cor dependa da curvatura k(p), ao
contrario das subsecoes anteriores onde se usava o nivel a para definir
a cor da superficie.
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Uma pequena dificuldade inicial é que os valores de k(p) nao sao
conhecidos a priori, podendo assumir qualquer valor real, ao passo
que os valores das componentes de cor estao limitados a valores no
intervalo [0,1]. A fungao

— ,sex <0

11— — >0
5 ,se x>

exibida na figura 4.10, mapeia o intervalo (—o0,+00) no intervalo
(0,1), onde A é um parametro que controla a inclinacdo do grafico.
Podemos assim definir a curvatura normalizada ky,(p) = nx(k(p)) e
calcular a cor C(p) fazendo

C(p) = (v (kn(p)), g (kn(p)), 1 (kn(p))).

1.0t

0.8¢ e

figura 4.10: Grafico da fungao ng5(z).
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4.4 Problema da Invariancia

Uma propriedade desejavel ao estudarmos propriedades de geometria
Euclidiana, como, por exemplo, vetores tangentes e normais ou curva-
turas, é a invaridncia por movimentos rigidos (rotagoes e translagoes).
Isto é importante porque podemos identificar um mesmo objeto (cur-
vas ou superficies) em posigdes distintas do espago, pois ele terd as
mesmas propriedades geométricas. De fato, a propriedade essencial
para usar uma medida em fisica ou nas engenharias (e no dia a dia) é
a invariancia, e isso confere as medidas usuais (drea e curvatura por
exemplo) o seu significado mais 1til.

Um exemplo simples para visualizar essa invariancia é o caso da
esfera. Facamos uma rotagdo e uma translagdo na esfera, temos que
as curvaturas Gaussiana e média da superficie nao se alteram. For-
malmente, dizemos que uma propriedade geométrica A em um objeto
O é invariante por movimentos rigidos T se, para todo p € O, termos

A(T(p)) = Ap)-

Exercicio 4.3. Mostre que as curvaturas Gaussiana e média sao
invariantes por movimentos rigidos. Dé um exemplo mostrando que
a curvatura Gaussiana ndo € invariante por escalonamento (mesmo
uniforme).

Vamos supor de agora por diante que estamos trabalhando com
transformagoes lineares. Os vetores tangentes o, e oy sao natural-
mente contravariantes sobre qualquer transformagéo linear A, ou seja:

T fun} (A(p)) = Ao g0y ().

Isto é uma consequéncia direta da regra da cadeia.

Relacoes de ortogonalidade nao sao preservadas sobre algumas
transformagoes lineares A, portanto o vetor normal IN nao € invariante
por movimentos rigidos. Entretanto, a diregao do normal é covariante
(se (N, 07y,0y) = 0, entdo (A-TN, Ao pypy) = 0), isto é, se aplicarmos
uma transformacao rigida A na superficie S teremos que o novo vetor
normal é A~TN,
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No caso discreto, surgem alguns problemas quando vamos obter
as propriedades geométricas, como vetores tangentes e normais ou
curvaturas, invariantes por movimentos rigidos. Uma das dificulda-
des é a boa estimativa das derivadas em cada ponto da grade e feito
isso teremos que interpolar os valores das derivadas para obtermos
uma boa representagao dessas propriedades geométricas. Ao aplicar-
mos uma transformacao rigida em nossa amostra de dados, o sinal
gli, j, k] ndo é transformado por este movimento rigido pois aparecem
pontos de amostragem que nao sao necessariamente combinagoes sis-
tematicas de amostras anteriores. Por isso, muitas vezes perdemos a
invariancia das propriedades geométricas. Isto torna-se algo interes-
sante de estudar visto que a propriedade de invariancia é importante
em varias aplicagoes, como reconhecimento e reconstrugao de curvas
ou superficies.
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Capitulo 5

Representacoes
Discretas (zlobais

Com as ferramentas de interpolacao do capitulo anterior, podemos
definir a geometria local de curvas e superficies implicitas definidas
por dados discretos. Isto é uma maneira de relacionar parte das
defini¢oes diferenciais (capitulo 3) com os dados discretos. Porém,
lembramos que as superficies tem propriedades geométricas locais,
como curvatura, mas devem ter uma consisténcia global para poder
expressar, por exemplo, a drea total ou o nimero de componentes
conexas.

Este capitulo introduz representagoes e mecanismos de geome-
tria discreta para expressar curvas e superficies de forma global. De
uma certa forma, esses mecanismos criam uma base para mudancas
de parametros entre as regioes onde pode-se aplicar o teorema da
funcdo implicita e usar os calculos do capitulo anterior. Para isto,
introduzimos representagoes de curvas e superficies discretas, essen-
cialmente curvas poligonais e malhas triangulares, e mecanismos de
gerar essas representagoes a partir de um sinal discreto.

O estudo global das superficies requer frequentemente, até na Ge-
ometria Diferencial, abordagens menos fundamentadas no calculo e
mais nos processos construtivos. No caso discreto, as construgoes
sao expressas como algoritmos para adaptar-se ao computador. Os

63
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procedimentos sao infelizmente formalizados como condi¢ao apenas
suficiente (“deste jeito funciona”) mais do que de forma necesséria
(“existe apenas uma solugdo com hipdteses minimas”). Isto é prin-
cipalmente devido a juventude destas areas que precisam ainda ser
melhor formalizadas. Mas do lado didatico, tém a vantagem de envol-
ver conceitos de varias dreas da Matematica: desde a Combinatéria
(complexos celulares), até Topologia e Geometria.

5.1 Representacoes Discretas

o

S
\r /

/

figura 5.1: Um complexo celular com vértices, arestas e faces.

5.1.1 Complexo celular

A representacao discreta usual de curvas e superficies é similar a
defini¢do de superficie regular (segao 2.4): colando pedagos de reta
ou de plano, eventualmente deformados. A diferenca é que cada um
dos pedagos nao se recobrem, mas sao postos lado a lado, colados pela
fronteira deles. Cada pedago é chamado de célula, tendo dimensao 0,
1 ou 2 se corresponder a um ponto, um pedago de reta ou um pedago
de plano deformado.

Mais precisamente usando a nocao de homeomorfismo vista no
capitulo 3 [LW69]:

Definicao 5.1 (Célula). Uma célula T de dimensao d € a imagem de
um aberto limitado U de RY por wma aplicagio ¢ bijetiva, continua,
de inversa continua e estendivel ao bordo de U. O bordo de T ¢ a
imagem do bordo de U por ¢.
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A aplicacdo ¢ modela a deformagao de cada pedaco T. A su-
perficie discreta é um conjunto de tais células justapostas, coladas no
bordo delas (ver figura 5.1). O bordo comum a duas células tem que
ser uma célula de dimensao menor, a saber

Definicao 5.2 (Complexo celular). Um complexo celular C' é um
conjunto de células disjuntas tais que o bordo de uma célula seja a
uniao de células de dimensdo menores.

5.1.2 Complexo simplicial

Essa definigao de complexo celular (finito mergulhado) permite repre-
sentar a grande maioria das superficies diferenciais de forma exata.
Porém, apesar de discreta, esta representacao nem sempre pode ser
usada no computador, principalmente por causa da deformacao ¢ e
da eventual complexidade do bordo. Por isso é comum usar um caso
particular de complexos celulares, mais simples, chamada de comple-
zos simpliciais [BY98] (ver figura 5.2). Neste caso, as células séo
simplexos, que generalizam pontos, segmentos de reta, tridngulos,
tetraedros, pentachoron, etc.

Definicao 5.3 (Simplexo). Um simplexo T de dimensdo d é o fecho
convezo de d + 1 pontos em posicao geral.

O fecho convexo é o menor conjunto convexo contendo os pontos.
Por exemplo, o fecho convexo de trés pontos no plano é o triangulo
tendo esses pontos como vértices. Os pontos precisam ser em posigao
geral (ndo tendo trés pontos alinhados, quatro pontos coplanares)
para evitar que o simplexo degenere.

LY

Complexo simplicial Casos invalidos

figura 5.2: Um complexo simplicial e casos nao validos
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Os simplexos de dimensao 0, 1 e 2 sdo respectivamente chamados
de vértices, arestas e triangulos. Observe que as faces de dimensao
d—1 de um simplexo de dimensao d sao simplexos de dimensao d — 1,
pois sao os fechos convexos de d dos d + 1 pontos.

Exercicio 5.4. Verifique que um simplexo de dimensao d tem (Z)
faces de dimensao k.

5.1.3 Propriedade de variedade local

Um complexo simplicial é um complexo celular onde cada célula é
um simplexo. Para um complexo simplicial corresponder a uma curva
(continua), é necessdrio garantir que a vizinhanga de cada ponto possa
ser parecida com um segmento de reta. Chamamos esta propriedade
de variedade local. Para isso, nao pode haver simplexos de dimensao
maior ou igual a 2, nem vértices isolados (ndo contidos no bordo
de outra célula). Cada ponto de uma aresta verifica a propriedade
de variedade local (as células sdo disjuntas). Para os vértices, eles
podem ser considerados no meio de um segmento de reta se ele per-
tencer exatamente ao bordo de duas arestas. Neste caso, chamamos
o complexo simplicial de curva poligonal.

Para um complexo simplicial corresponder a uma superficie (ndo
necessariamente suave), nao pode haver simplexos de dimensao maior
ou igual a 3, nem vértices ou arestas isolados (néo contidos no bordo
de outra célula). Cada ponto de um tridngulo verifica a propriedade
de variedade local. Para a aresta, ela pode ser considerada no meio
de um pedaco de plano se ela pertencer exatamente ao bordo de dois
triangulos.

Esta propriedade serd fundamental para os algoritmos de Mar-
ching Cubes. Um vértice verifica a propriedade de variedade local se
a uniao das arestas e dos triangulos em volta dele é conexa. Neste
caso, chamamos o complexo simplicial de malha triangular ou de su-
perficie discreta triangulada

Exercicio 5.5. Verifique que a condi¢do de variedade local para um
vértice € vdlida apenas se as arestas em volta verifiquem a condi¢do
de variedade local.
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A caracteristica de Euler x vista no final do capitulo 3 pode ser
expressa de forma algébrica numa superficie discreta como

X = #2 — #1 + #0,

onde #5 é o namero de triangulos, #; o numero de arestas e #( o
nimero de vértices [Cro78, Arm79).

Exercicio 5.6. Verifique em exemplos que operagoes que nao mudam
a topologia, como dividir um triangulo em trés inserindo o baricen-
tro, nao mudam x. Verifiqgue também que tem operacoes que nao
mudam o valor de x, mas modificam a topologia, como acrescentar
uma componente conexa orientdvel de genus 1.

5.2 Funcgoes Multilineares por Partes

A opcao apresentada no capitulo anterior para construir uma re-
presentacao discreta de curva ou de superficie a partir de um sinal
discreto g[i, j] ou g[i,j, k] passa por interpolar o sinal g por uma
funcdo continua (ou suave) f, e considerar a superficie implicita de-
finida por f. orém, as interpolagoes por splines podem gerar fungoes
implicitas muito complexas, tipicamente polinomiais por partes em
varias varidveis e de grau alto. Isso dificulta a resolugao numérica da
equacao f(x,y,z) = 0, e por consequéncia a construgao da superficie
no computador. Nesta secdo, veremos uma interpolacao diferente,
chamada de multilinear, que gera uma funcdo f continua (além de
C*™ por partes), e permite uma construcao mais direta da superficie
discreta no computador.

5.2.1 Interpolacao linear por partes

Dado um sinal unidimensional g : Z — R, geramos uma interpolagao
fi 1 [0,1] — R dentro de cada intervalo entre g[i] e g[i + 1] , de modo
que f;(0) = g[i] e fi(1) = g[t +1]. Assim, a interpolacao global
f R — R de g é deduzida por: f(x) = fi(x — i) com ¢ igual a parte
inteira de z: i = |z].

Exercicio 5.7. Mostre que as restrigéoes f;(0) = g[i] e fi(1) = g[i+1]
garantem que a interpolacao f seja continua.
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gli+1]

gli] 1 2 3\ 4 5

i i+u  i+1 1

figura 5.3: Interpolagao linear de figura 5.4:

: - Interpolagao linear
dois pontos do sinal.

por partes.

A interpolacdo f é dita linear por partes se cada interpolagao f;
tem um segmento de reta como grafico, sendo o tnico verificando as
restrigdes acima (ver figura 5.3):

fitw)= (1 —u)-gli] +u-gli+1] . (5.1)
Exercicio 5.8. Mostre que a formulagcao acima verifica as condi¢oes
fi(0) = g[i] e fi(1) = g[i +1].

Juntado as expressoes acima, obtemos a expressao completa (ver
figura 5.4)

Definicao 5.9 (Interpolacao linear por partes). Dada um sinal dis-
creto g : Z.— R, a sua interpolacdo linear por partes € dada por

f@) =1 —a+[z]) glle]] + (z = [z]) - g[[z] + 1], V2 € R.

5.2.2 Solugao de f(z) =0

Esta formulagao da interpolacao facilita muito o processo de resolugao
de f(x) = 0. Primeiro, observamos que se g[i] e g[i + 1] sdo ambos
positivos, f;(u) = 0 nao tem solucao para u € [0, 1]. De fato, o grafico
de f; é, por definicao, um segmento de reta comecando e terminando
acima do eixo horizontal y = 0, portanto nao a corta. Similarmente,
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nao tem solugao se g[i] e g[i+ 1] sdo ambos negativos. Por outro lado,
o grafico de f; cortard uma vez o eixo horizontal se g[i] e g[i + 1] tem
sinais opostos, ou se um dos dois valores é nulo. O ponto ug de corte,
solucdo de f;(u) = 0, é obtido a partir da expressao (5.1):

gli]

TG —gli+ 1]

(5.2)

Exercicio 5.10. Sabendo que g[i] e g[i + 1] tem sinais opostos, ve-
rifique que ug € [0, 1].

5.2.3 Interpolacao bilinear por partes

Quando o sinal g[i,j] é bidimensional, podemos estender a inter-
polacao acima. Cada parte serd agora formada pelo quadrado entre
glivil, gli + 1,4], gli,7 +1] e gli + 1,5 + 1]. A interpolacao local
fij 2 [0,1] x [0,1] — R tem que respeitar as restrigoes

fi,3(0,0) = gli, j] , fi(1,0) =gli+1,4] ,
fij(0,1) = gli, j + 1] e fij(1,1)=gli+1,7+1].
j+1 g[i‘,j"'ﬂ gli+1,j+1]

Jru

ali.j] glirt,j]

i i+u i+1

figura 5.5: Interpolacdo bilinear de quatro pontos do sinal.
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A interpolacao bilinear por partes é obtida definindo f; ; como a
unica quadrica que respeite as restrigoes acima (ver figura 5.5)

fij(u,v) = (1—u)8—v§-g{ il, j }
+ U - g ’L+ ) ]
+-w v gl i 1] O
+ u v o cglit+l,j+1]

Exercicio 5.11. Mostre que a formulagdo (5.3) verifica as restrigoes
de igualdade nas extremidades do quadrado.

A propriedade essencial dessa interpolacao é que f; ; é uma inter-
polacao linear ao longo de qualquer reta paralela a um eixo. Mais
precisamente, se fixarmos um valor real a em [0, 1] para a coorde-
nada u, f;; tem a expressao da interpolagao linear entre os valores
fi,j(a,0) e f; j(a,1) (e similarmente se fixar o valor de v). Isto per-
mite calcular a interpolagao bilinear a partir de duas interpolagoes
lineares (ver figura 5.5).

Em particular, a interpolagao bilinear restrita ao longo de uma
aresta do quadrado, por exemplo entre g[i,j] e g[i + 1,j] é a inter-
polagdo linear (expressao (5.1)) entre g[i,j] e g[i + 1,7]. Como a
aresta entre g[i,j] e g[i + 1,7] é comum ao quadrado entre g[i, j],
gli +1,4], gli,j + 1] e g[i + 1, + 1] e ao quadrado entre g[i,j — 1],
gli+ 1,5 —1], g[i,j] e gli +1,7], o valor de f; ; e de f; j—1 é igual
na aresta. Portanto, isto garante que a interpolacao bilinear por par-
tes obtida a partir dos f; ; é continua passando de um quadrado ao
vizinho (através das arestas).

Outra conseqiiéncia importante é que a solugao de f(x,y) =0 ao
longo das arestas do reticulado Z2? é dada pela expressdao da inter-
polagao linear (5.2).

5.2.4 Interpolacao trilinear por partes

Quando o sinal g[i,j, k] é tridimensional, podemos seguir a cons-
trucao anterior. Cada parte serd agora formada pelo cubo de dia-
gonal g[i,j, k], gli + 1,5 + 1,k + 1]. A interpolagao local no cubo
figk + [0,1] x [0,1] x [0,1] — R tem que respeitar as restrigdes
{fi,j,k(0u7 Oy, Ow) = g[i + 0y, + 0y, k + Ow] para Oypw € {07 1}
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figura 5.6: Interpolagao trilinear dentro de um cubo pode ser feita
por combinagoes de varias interpolagoes lineares ao longo dos eixos.

A interpolacdo trilinear por partes é obtida definindo f; ;5 como
a Unica cubica que respeite as restricoes acima

franlmow) = (1 —w(1—0)(1—w)g[ i, j , k|
+ u (I-v)(l—w)glitl J ko]
+(1—-u) w E wgg{z ,j+1 k‘}
+ u v (I—-w) gle+17+1,

G=w(l=0) w gl Lk (54)

+ u (1-9v) w -gli+ g+ 1]
+(1-uw) v w gl 4 ,j—i—lk—i—l]
+ wu v w [Z+1,j+1]€+1].

Essa interpolagao conserva a propriedade de ser bilinear em qual-
quer plano paralelo aos eixos, e linear em qualquer reta paralela a
um eixo, garantindo a continuidade da interpolagao e a simplicidade
da solucdo ao longo das arestas de cada cubo (ver figura 5.6).

Exercicio 5.12. Desenhe no computador vdrias curvas implicitas
com valores arbitrdrios para gli + 0y, j + 0y, k + 04).
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5.3 Marching Squares: Isocurvas

o oo N
L] L L ]
N L L

figura 5.8: Problemas to-

figura 5.7: Exemplo de aplicacdo poldgicos gerados pela ma re-
do Marching Squares. solucao das ambiguidades.

Um algoritmo bastante usado para construir representagoes dis-
cretas de curvas a partir de sinais discretos bidimensionais é o Mar-
ching Squares [LC8T7]. A base do algoritmo é de construir os vértices
da curva poligonal resolvendo f(z,y) = 0 ao longo das arestas de
cada quadrado, usando a solugdo simples do caso linear (expressao
(5.2)). Em cada quadrado da interpolag@o bilinear por partes sao
criadas arestas ligando estes vértices (ver figura 5.7). Na maioria dos
casos, um quadrado terd nenhum ou dois vértices, e assim sera criada
zero ou uma aresta ligando os dois vértices (ver figura 5.9).

Exercicio 5.13. Supondo que V(i,j) € Z2, gli,j] # 0, mostre que
em cada quadrado da interpolacdo bilinear por partes poderd haver
apenas 0, 2 ou 4 vértices.

Exercicio 5.14. Verifique que o nimero de solugdes de f(x,y) =0
pode ser infinito se deivar a condigdio ¥(i,j) € Z2, g[i, ] # 0.
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7N

figura 5.9: Casos do Marching Squares.

5.3.1 Ambiguidades

No caso bidimensional, o nico caso ambiguo (se g[i, j] # 0) é quando
tiver 4 vértices (solugbes de f(x,y)=0) no mesmo quadrado. Este
caso acontece quando um par de cantos diagonalmente opostos do
quadrado tem valores positivos, e o outro par tem valores negati-
vos. A interpolagao bilinear f; ;(u,v) parametriza assim um para-
boloide hiperbdlico com o ponto (us,vs) correspondendo & sela per-
tencente ao quadrado. A curva implicita f; j(u,v) = 0 é entdo uma
hipérbole, com seu centro pertencente ao quadrado. A orientagao
dessa hipérbole, dada pelo determinante

permite escolher como ligar os quatro pontos [NH91].

Exercicio 5.15. Verifique que o ponto (us,vs), onde o gradiente
de f;; € nulo, pertence ao quadrado, e que o sinal de f; j(us,vs) €
relacionado ao determinante g[i, j]-gli+1,j+1]—gli+1, j]-g[i, j+1].

Uma maneira de formular este problema é considerar a superficie
S_ = {(z,y) € R?, f(x,y) < 0}, e olhar se S_ intersectada com o
interior do quadrado é conexa ou nao (ver figura 5.10). Note que estas
ambiguidades sao importantes para garantir a coeréncia do resultado
do Marching Squares, em particular em relagao a topologia da curva
gerada (ver figura 5.8).
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figura 5.10: Caso ambiguo do Marching Squares.

5.3.2 Propriedades e limitagoes

O procedimento acima permite uma implementagao eficaz no compu-
tador respeitando a base da interpolagao bilinear por partes. Consi-
derando que g[i, j] # 0, pode-se garantir que o conjunto dos vértices e
das arestas geradas é uma curva poligonal com a propriedade de vari-
edade local, exceto eventualmente na fronteira do reticulado quando
limitado.

Porém, desenvolver o algoritmo para incluir valores nulos do sinal
¢é mais delicado, e pode nao garantir a construcao de uma variedade.
A condicao g[i,j] # 0 corresponde ao critério de valor regular para
as curvas implicitas.

Exercicio 5.16. Mostre, com um exemplo, que o critério g[i, j] # 0
nao € necessdrio para garantir que o Marching Squares crie uma

curva discreta.

Um problema mais delicado é a coeréncia entre as interpolagoes
por splines, permitindo calculos de curvaturas por derivagao, e bi-
linear, permitindo a representacao geométrica da curva. Em par-
ticular perto dos casos ambiguos, o sinal da curvatura obtido pela
interpolagao por splines pode nao bater com a concavidade da curva
poligonal gerada.
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5.3.3 Alternativas

No caso do sinal discreto ndo vir num reticulado equivalente a Z?2,
mas em pedacos formados por triangulos, é possivel usar da inter-
polacgao baricéntrica em vez de bilinear. Essa interpolagao nao tem
caso ambiguo, pois tem no méximo dois vértices solucdo de f = 0
nas arestas por triangulo. E possivel usar esta técnica dividindo cada
quadrado em dois triangulos, mas isto resolve as ambiguidades arbi-
trariamente, e nao a partir dos dados.

figura 5.11: Casos do Marching Triangle.

Exercicio 5.17. Mostre que, no caso de interpolacdo baricéntrica
dentro de um triangulo com g # 0, pode ter apenas dois casos: ne-
nhum vértice ao longo das arestas do triangulo, ou exatamente dois
vértices.

E possivel gerar no computador uma quantidade importante de
pontos na curva com interpolagoes mais complexas (como splines por
exemplo) até ter a impressdo de uma curva continua, ou até poder
ligar os vértices vizinhos sem ambiguidade. Porém, é um processo
bem mais custoso numericamente, e delicado de estender para mais
dimensoes.

5.4 Marching Cubes: Isosuperficies

O principio do caso tridimensional é similar, porém a complexidade
de criar triangulos ligando vértices nas arestas de um cubo é bem
maior que no caso do quadrado. O algoritmo Marching Cubes [LC8T]
usa a interpolacao trilinear e calcula num primeiro tempo os eventuais
vértices em cada aresta do reticulado usando de novo a solugao do
caso linear.



“implicit coloquio-ne” — 2011/1/10 — 21:45 — page 76 — #76

76 CAPITULO 5. REPRESENTACOES DISCRETAS GLOBAIS

Sil
)i

figura 5.12: Casos bésicos do algoritmo Marching Cubes.

5.4.1 Geracao de tridngulos

Supondo de novo que g[i, j, k] # 0, temos no méximo um vértice por
aresta. Considerando um cubo por vez, temos que gerar triangulos
ligando os vértices, com as restrigoes de gerar uma malha triangular
valida. Em particular, os tridngulos nao podem se intersectar, e eles
tem que se justapor corretamente com os triangulos vizinhos, em
particular com os tridangulos dos cubos vizinhos.

Existem casos simples, por exemplo, quando um canto do cubo
tem valor de g positivo e todos os outros negativos. Neste caso, exis-
tem trés arestas do cubo saindo do canto positivo, indo para cantos
negativos, portanto apenas trés arestas do cubo vao ter vértices. Com
apenas trés vértices, da para criar apenas um triangulo e o caso esta
resolvido (ver figura 5.12).
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5.4.2 Ambiguidades

— 7

figura 5.13: As faces ambiguas tem que ser resolvidas da mesma ma-
neira nos dois cubos adjacentes, se nao gera um complexo simplicial
vélido, como aqui usando diretamente a tabela base com os casos 12
e d.

Porém, pode haver configuracoes dos sinais dos cantos do cubo
de tal forma que faces do cubo seriam ambiguas para o Marching
Squares. Neste caso, é importante tomar cuidado o algoritmo crie
tridngulos em cada cubo vizinho desta face de modo que as arestas
batam (ver figura 5.13). O mais simples é usar o mesmo teste do
determinante que o Marching Squares. O custo deste teste é que deve-
se prever mais configuragoes ainda, pois cada configuragao de sinal
deve ser subdividida por configuragoes de faces ambiguas [MSS94].

V

figura 5.14: Ambiguidade interna a um cubo no caso 4, deixando as
faces ambiguas com a mesma configuragao.
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Além disso, a interpolagao trilinear pode gerar topologias diferen-
tes com as mesmas restrigoes as faces do cubo [Che95, LB03, Nie03]
(ver figura 5.14). Similarmente ao caso bidimensional, uma maneira
de entender este problema consiste em considerar o sélido interior a
superficie S_ = {(z,y,2) € R3, f(z,y,2) < 0}. A questdo da topo-
logia da interpolagao trilinear dentro do cubo pode ser formulada da
seguinte maneira: o sélido S_ intersectado com o interior do cubo
é conexo ou nao. Isto pode ser verificado olhando cortes horizontais
do cubo, que sao quadrados, e ver o teste do determinante em cada
corte. O solido S_ serd conexo no cubo se e somente se este teste
sempre marcar S_ como conexo no corte (ver figura 5.15).

B Cl A AtBt_ CtDt

B, C, ,
/;\ t
| | >

"I B G, t . \\Il

figura 5.15: Resolucao da ambiguidade interna com a interpolagao
trilinear.

Exercicio 5.18 (dificil). Demonstre esta iltima equivaléncia. (Dica:
use o fato que f; ;1 € linear ao longo de qualquer reta paralela a um
eixo, e portanto muda de sinal no maximo uma vez.)
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figura 5.16: Casos do Marching Cubes com ambiguidades.
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5.4.3 Alternativas

Contando que os sinais podem ser ou positivo ou negativo em cada
um dois 8 cantos do cubo, temos 2% = 256 configuracdes bésicas,
redutiveis a 15 casos se tirar casos equivalentes por rotagao ou si-
metria. Porém, se incluirmos os sub-casos para acomodar as am-
biguidades, isso gera 33 casos bases derivados em mais de 730 por
simetria [LLVTO03] (ver figura 5.16). Esta complexidade tornou a
busca por alternativas ao Marching Cubes original [NY06].

Similarmente ao caso bidimensional, pode-se dividir cada cubo
em tetraedros e usar interpolagao baricéntrica, o que gera apenas 3
casos distintos [Blo94, Vel96]. Porém, a topologia da superficie gerada
nao depende mais apenas do sinal discreto g mas também da escolha
(arbitréria) da decomposigao dos cubos em tetraedros.

figura 5.17: Reticulado adaptado para garantir a topologia do resul-
tado: as partes vermelhas indicam que a aritmética exata nao validou
a regiao.

No caso que uma func¢ao diferenciavel g tiver originada o sinal
g (gli,j,k] = g(i - dx,j - oy, k - 6z)) e que g for conhecida, pode-
se também refinar o reticulado até que em cada cubo a topologia
da superficie seja simples [vGW94, LOdF02, PLLAF06]. Em teoria,
este procedimento pode gerar um reticulado infinitamente denso (por
exemplo numa superficie com uma alca arbitrariamente pequena), o
que nao é viavel no computador. Porém, com técnicas de aritmética
exata, é possivel isolar estes casos (ver figura 5.17).
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5.5 Problemas de Geometria e Topologia

As abordagens detalhadas anteriormente nao tém um formalismo
tnico: estudamos interpolagao por splines para o estudo local e por
funcoes multilineares para criar globalmente uma variedade discreta.
Idealmente, usar-se-ia uma tunica interpolacao para tudo, abrindo o
caminho para estudar categorias de interpolacao com as suas respec-
tivas propriedades. Esta tendéncia faz parte da pesquisa atual, mas
estd s comegando!

Existem ja alguns elementos simples para desenvolver teorias com
este objetivo. A abordagem mais antiga é de garantir convergéncia
das construgoes: se refinarmos infinitamente o reticulado e se o sinal g
convergir (localmente ou uniformemente) para uma funcao implicita
diferencidvel, as curvaturas calculadas por splines convergem para as
curvaturas da superficie implicita diferenciais? A topologia gerada
pelo Marching Cubes vai corresponder a topologia da superficie su-
ave? A resposta é a priori positiva, apesar de requerer por enquanto
condigoes de regularidade sobre g que nao sao necessarias no caso
diferencial [MDSB02, BCM03, MT02].

Um outro problema é a invariancia da superficie gerada. Porém, o
processo de amostragem ao longo do reticulado nao é invariante por
movimentos rigidos, pois privilegia as direcoes paralelas aos eixos.
Isto dificulta a anédlise de invariantes no caso implicito discreto.

Finalmente, uma abordagem recente e promissora consiste em pre-
servar as relagoes entre a topologia e a geometria. Por exemplo, o
teorema de Gauss-Bonnet estipula que a integral da curvatura Gaussi-
ana numa superficie sem bordo é igual a 27, onde x é a caracteristica
de Euler. Isto é valido nos complexos celulares definindo a curvatura
Gaussiana como o déficit angular em cada vértice v: 2 — > 5; onde
B; séo os angulos em v dos tridngulos tendo v na fronteira [Ban67].
Porém, usando a estimativa da curvatura por splines e a caracteristica
de Euler dada pelo complexo simplicial resultando do Marching Cu-
bes com interpolacao trilinear, esta relagao nao vale mais. Pode assim
servir de critério para construir uma teoria de interpolagao mais co-
erente.
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Capitulo 6

Conclusao

Vimos no decorrer do livro que o caminho de adaptar as ferramentas
de geometria diferencial ao mundo discreto do computador é delicado,
gerando ainda resultados aproximados, pouco formalizados e até um
pouco frustrantes. Existem tentativas de formalizacdo na linha de
geometria diferencial discreta, com alguns sucessos, mas ainda é uma
area de pesquisa atual. Uma das razoes das frustragoes da geome-
tria discreta vem de se comparar teorias antigas, como a geometria
diferencial, tendo diversas interpretacoes e intuicoes, além de forma-
lizacao elegante, com tentativas recentes de reconstruir resultados
similares, sem a base familiar do cédlculo diferencial.

Um outro elemento que dificulta a criagao de teorias discretas é o
héabito do célculo infinitesimal. Olhando o caminho desde Euclides, o
célculo infinitesimal comegou apenas como ferramenta para modelar e
medir formas. Esta ferramenta é claramente inadequada para o com-
putador, onde a combinatéria e a dlgebra tém mais aplicagoes. Por
exemplo, pode ser mais certo e elegante tentar definir o comprimento
de uma curva diretamente a partir da geometria descritiva do que
recorrer a aproximacoes de conceitos infinitesimais no computador.

Devemos expandir nossa intuicao no uso das ferramentas compu-
tacionais, apesar de ja termos confianga e habito de usar derivadas
e uma certa desconfianca dos erros numéricos no computador. E
uma area que apenas comega. .. Esperamos poder incluir alguns dos
leitores no rol dos pesquisadores que contribuirao nesta dreal!
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