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O corpo C

1.1 Introducao
Considere um nimero imaginario “ i ” que satisfaz a seguinte propriedade:

i2=—1

O conjunto dos niimeros complexos é o conjunto

C={a+bi|la,beR}

a é chamado “parte real” e b é chamado “parte imagindria” do niimero z = a + bi.

Em C estdo definidas as operag¢oes de “soma” e “produto”:

(a+bi)+(c+di) = (a+c)+ (b+d)i
(a+0bi)-(c+di) = (ac—bc)+ (ad+ bc)i
O conjunto dos ntmeros reis R pode ser visto como um subconjunto de C dos niimeros complexos da

forma a + 0i. Assim, a estrutura de corpo de R estende-se a C naturalmente. Veja que a soma e o produto
descritos acima para ntimeros da forma a + 07 coincidem com a soma e o produto convencionais em R.

Neste capitulo faremos uma breve apresentacdo sobre a estrutura de corpo de C.
1.2 Representacoes de C

Em geral, usamos o plano real R?> com coordenadas cartesianas
ou polares para representar o conjunto C. Em coordenadas

cartesianas o ponto (x,y) do plano representa o ntmero com-
plexo y

z=x+1iy

Em coordenadas polares o ponto (p,6) do plano representa o
ndmero complexo

z=p-(cos(P)+isen(d)) b o
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Essas duas representagdes tem as seguintes relacoes:

B p= VAT

b) x = p-cos(f) = cos(f) = i

y

Essas representacdes nos déo a idéia de “norma” ou “médulo” de um nimero complexo, que € a distancia
euclidiana de z a origem, ou seja,
2l =[x +iy[ = /22 +y? =p

Na sessdo 1.3 estudaremos um pouco mais sobre médulos de nimeros complexos. O ntimero 8 é chamado
argumento de z.

c) y=p-sen(f) = sen(f) =

Associando-se o nimero complexo a + bi ao vetor [ } € R?, podemos interpretar a soma em C como a

a
b
soma em R? como espaco vertorial. Veja:

(x +yi)+ (u+vi) = (x+u)+ (y+0)i
HEH R

E a multiplicagdo em C pode ser interpredada da seguinte maneira
(x +yi) - (u+0i) = (xu —yu) + (xv + yu)i
]l
y x v X0+ yu
Ou seja, trocando se o primeiro fator [ ; } pela matriz [ ; _Z }
Escrevendo z no forma polar

x+yi=p - (cos(f)+isen(0))

temos:

x Yy
2+2 2+2
| = e U

y X

| cos(f) —sen(0)
- f {sen(e) cos(0)

zZw

A
Ou seja, multiplicar z por w equivale a girar w no sentido anti-horario
(contrario ao movimento do relégio) a um angulo igual ao argumento de
z e em seguida multiplicar o resultado pela norma de z. .
Isso pode ser melhor percebido quando escrevemos u + iv também em
cordenadas polares

u+iv=rn-(cos(a)+isen(a)) « w
6
a .
0
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(x+iy)- (u+iv) = [y(cos(a)+isen(a))] - [p(cos(8)+ isen(h))]
= 1np(cos(a) +isen(a)) - (cos(f) +isen(d))

= 1np[(cos(a)(cos(f) — sen(a)sen(6))+
+ i(sen(a)(cos(0) + cos(a)sen(0))]

= np(cos(a+0)+isen(a+0))
Ou seja, |zw| = |z||w| e 0 argumento do produto é a soma dos argumentos dos fatores.

Veja que, se zw = 1 entdo 7o = 1 e « + 0 = 0. Neste caso w = z 1, portanto temos:
jaq np p

z7l = p~1(cos(—0) +isen(—0)) |= p~(cos(8) —isen(h))

Estas férmulas nos ddo uma férmula para a potenciagdo inteira.

z" = p"(cos(nb) +isen(nb)) ,Vn € Z

A identificagdo de C com o espago vetorial R? traz a C a “desigualdade triangular”, que significa exata-
mente o que o nome sugere: um lado de um tridngulo é no maximo igual a soma dos outros dois.

Em C, essa desigualdade é traduzida por
|z+w| < |z| + |w|, Vz,w € C

Veja a ilustragdo na figura 1.1

zZ+w w

Figura 1.1: Desigualdade triangular

Essa desigualdade estende indutivamente a somas finitas quaisquer:

Z1+ 22+ ] <zl 2o + - |z

Veja uma ilustragdo para a soma de trés niimeros na Figura 1.2.

1.3 Funcdes complexas

Nesta secdo apresentamos as principais fun¢des usadas com varidveis complexas. Elas possuem algumas
sutilezas, mas lidamos com elas de forma similar ao que fazemos com fungdes reais.
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Z3

z1+ 22+ 23
Figura 1.2: Desigualdade triangular para a soma de trés ntimeros

Re e Im

Considere o ntimero complexo z = x + iy. As fungdes Re e Im sao definidas da seguinte forma.

Re(z) retorna a parte real do namero complexo z enquando Im(z) retorna a parte imagindria de z. Observe
que essas fungdes sempre retornam um nimero real.

Exemplo 1.1. Exemplos das fungoes Re e Im:

* Re(241) =2 * Im(2+i) =1
*x Re(\V7 —im) = /7 *x Im(v/7 —in) = -7
* Re(—i) =0 * Im(—i) = —1

Nota 1.2. Para todo niimero complexo z temos

z = Re(z) + i Im(z)

As fungdes Re e Im sdo R-lineares, ou seja, satisfazem as seguintes propriedades:
Re(z + w) = Re(z) + Re(w)
Im(z 4+ w) = Im(z) + Im(w) ’

iy . . ) . ~ Re(tz) = t Re(z)
ii) Se t é um nuimero real e z € um niimero complexo entdo ;
Im(tz) = t Im(z)

i) Se z e w sdo nimeros complexos entdo {

(O fato de esta propriedade ser valida para valores reais de t é o motivo pelo qual dizemos que estas
fungdes sdo R-lineares)

A verificagdo é imediata. Veja:
Ponhamos z = a +ib e w = ¢ + id entao:

O caso i):
Re(z+w) = Re((a+c)+i(b+4d)) Im(z+w) = Im((a+c)+i(b+4d))
= a+c = b+d
= Re(z) +Re(w) = Im(z)+Im(w)
O caso ii):
Re(tz) = Re(ta+ith) Im(tz) = Im(ta+ith)
= fa = tb

t Re(z) = tIm(z)
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Note quem, em geral, ndo valem:
Re(z - w) = Re(z) - Re(w)
Im(z - w) = Im(z) - Im(w).

A conjugacdao complexa

A conjugacdo complexa é a func¢do que associa o nimero complexo z = x + iy ao niimero complexo
Z=x—1Yy

Dizemos que z é o “conjugado complexo” de z, ou apenas o “conjugado” de z.

Exemplo 1.3. Exemplos de conjugagio complexa:

x2+i=2—1 * —2i=2{
* V7 —in=7+in * 17 =17

Nota 1.4. Para todo niimero complexo z temos

Z = Re(z) —iIm(z)

Portanto, a conjugagdo complexa é, também, uma funcdo R-linear, ou seja, satisfaz as seguintes condicoes:

i) Se z e w sdo ntimeros complexos entdo z + w =z + W;

ii) Se t é um numero real e z é um nimero complexo entdo fz = tz;

A verificagdo é imediata, basta usar a verificacdo das propriedades i) e ii) das fun¢des Re e Im vistas na
segdo anterior. Veja:

O caso i):
z+w = Re(z+w)—ilm(z+w)
= Re(z) +Re(w) —ilm(z) — iIm(w)
= ERQ(E) —iIm(z)) + (Re(w) — iIm(w))
= zZ4+w
O caso ii):
tz = Re(tz) —ilm(tz)

tRe(z) — i tIm(z)
t(Re(z) —iIm(z))
= iz

Com as informacgdes das notas 1.2 e 1.4 temos:

{z—i—z = 2Re(z)
z—z = 2ilm(z)

Com isso temos as seguintes relagdes:

Re(z) =
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O valor absoluto

A fungdo “valor absoluto” associa a cada numero complexo z seu “médulo” |z| que é um ntimero real nao-
negativo, sendo que |z| = 0, somente quando z = 0. E comum chamamos o ntimero real |z| de “norma” de
Z.

Como vimos na se¢do 1.2 se temos o nimero complexo z = x + iy entdo podemos calcular seu valor abso-

luto da seguintes forma:
= yx2

Considere z e w nimeros complexos arbitrdrios. A fungdo valor absoluto satisfaz as seguintes propriedades:
i |z =z-2
i) |z-w| = |z] - [w]

A verificagdo do item i) é imediata. Veja:

z-z2 = (x+iy)-(x—iy)
x2 —ixy + ixy — i%y?
xz—l—]/2

= |z

Usamos o resultado do item i) para verificar o item ii). Veja:

z-wP? = (z-w)-zZ-w

Na primeira linha usamos o resultado do item i), na segunda linha usamos as propriedades da conjugagao
complexa, na terceira linha usamos a comutatividade da multiplicagdo de ntiimeros complexos e na quarta
linha usamos novamente o resultado do item ii).

Temos assim, |z - w|?> = (|z| - |w])?. Portanto |z - w| = |z| - |w]|, pois sdo ntimeros reais ndo-negativos.

Exemplo 1.5. Exemplos do cdlculo de valor absoluto de niimeros complexos:
* [3+4i|=32+42=25=5
w = VTR =i=1
* [5+i| =v52+12 = /26

A funcdo constante

A fungdo constante é a fungdo que associa todo niimero complexo a um niimero complexo pré-fixado, ou
seja, ¢ uma funcéo do tipo:

f: € - C
zZ =

Onde « é fixo. Esta fungao associa a todo ntimero complexo o nimero a.

Exemplo 1.6. Sio exemplos de fungdes constantes as fungoes:
* f(z) =5
* g(z)=7i
* h(z) =1—-2mi
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A funcao identidade

A fungdo identidade é a fungdo que associa todo ntimero complexo a ele mesmo. Ou seja, é a funcao:

f: € - C
z = oz
Exemplo 1.7. Se f(z) é a fungdo identidade entio:

* f(2)=2
* f(3i) =3i
*x f(V3+in) =+3+in

Funcdes de translacao

Uma fungdo de translagdo é uma func¢do da seguinte forma

f: € - C
z — z+p

Onde 8 é um ndmero complexo pré-fixado. Veja que se f = 0 teremos a fungdo identidade, ou seja, a fungao
identidade é uma transla¢do nula.

O que estas func¢des fazem é transladar os pontos de C.

Exemplo 1.8. Sio exemplos de fungoes de translagio:

* f(z) =1z
* g(z)=z+1
* h(z) =z — (4 +5i)

Veja na Figura 1.3 o efeito da fungdo f(z) = z + (3 + i) sobre o quadrado
Q={x+iyeC;lx|<lely| <1}

\J

|
l
|
|
. |
! | 1 __1_
|
|
|
|
|

Figura 1.3: llustragdo do efeito da fung¢do de translagao

O que essa funcdo faz é transladar todos os pontos deste quadrado somando 3 4 i a cada ponto. Ou seja,
ela translada todo o quadrado, que agora passa a ser centrado no ponto 3 + i, veja que o quadrado Q esta
centrado na origem (o ponto 0 4 0i).
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Funcdes lineares

Uma fungdo linear é uma fung¢do da seguinte forma

f: € - C
zZ = a-z

Onde « é um nimero complexo pré-fixado, com a # 0. Veja que se & = 1 teremos a fungao identidade, ou
seja, a fungdo identidade é uma fungdo linear.

Exemplo 1.9. Sio exemplos de fungdes lineares:

* f(z) =z
* g(z) = 6iz
* h(z) = (1+4i)z

Veja na Figura 1.4 o efeito da fung¢do f(z) = (1 + i)z sobre o quadrado
Q={x+iyeC;[x|<lely| <1}

2i

—2i

Figura 1.4: [lustragdo do efeito da fungdo linear

Essa fungdo gira todos os pontos do quadrado Q em torno da origem no sentido anti-hordrio a um angulo

de g e multiplica o resultado por v/2.

Isso acontece porque o ntiimero 1 + i tem a forma polar

14i= ﬁ(COS (%) +isen (%))

Funcdes afins

Uma fungdo afim é uma funcédo da seguinte forma
f: € - C
z — a-z+p

Onde « e  sdo ntimeros complexos pré-fixados, com « # 0. Veja que se f = 0 teremos uma fungdo linear,
ou seja, as fungdes lineares sdo fungdes afins.

Exemplo 1.10. Sdo exemplos de fungoes afins:

* f(z) =
* g(z) = —2iz+4
*x h(z) = (1+1i)z — (54 3i)

=z
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Funcdes afins sdo composicdes de fungdes lineares com fungdes de translagao.

Poténcias inteiras

Como vimos na sessdo 1.2, de fixarmos um #n € Z, entdo podemos associar a todo nimero complexo z sua
n-ésima poténcia z". Obtemos assim a funcéo:

f: C C
V4

%
=z
Em coordenadas polares, fica

fr C - C
p(cos(8) +isen()) ~— p"(cos(nb) + isen(nh))

Fixemos n € Z, com n > 0. Uma pergunta interessante é:

Dado um ntimero complexo w existem quantos ntimeros complexos z tais que z" = w?

Primeiramente, observe que se (p(cos(6) +isen(f)))"” = 0 entdo necessariamente p = 0, e portanto o tiinico
nimero que satisfaz a equagdo é z = 0.

Mas se (p(cos(0) +isen(8)))" = n(cos(a) +isen(a)), com # # 0 entdo temos

p—p'e { cos(nf) = cos(a)

sen(nf) = sen(a)
- ~ o= 1
Concluimos entdo que { n6—a = 2km,paraalgumk € Z
Existem exatamente n ntiimeros 6 no intervalo [0,277) que satisfazem a segunda igualdade, sdo eles:
«
b = -
n
o L b2
non
02 — 5 —+ 2£ .2
non
2
93 = ﬁ + l .3
non
L
911—1 = 7+7'(n71)
non

Isso nos mostra que, a equacdo (p(cos(6) +isen(6)))" = n(cos(a) +isen(a)) possui exatamente n solugdes,
2 2

que sdo os numeros do conjunto: {W (cos (Z + % ~k> +isen (;: + 771 k)) ]k =0,12,...,n— 1},

quando 1 # 0.

O interessante é que essas solugdes sdo os vértices do poligono regular de n lados, centrado no ponto 0 + 0i,
. « ) b . . o
onde um dos vértices € o ponto zg = {/1] (cos (7) +isen (7) ) e os outros seguem no sentido anti-horério.
n n

Veja na Figura 1.5 a localizagio das solugdes das equagdes z® = 1 e z8 = —1, a primeira com seis solugdes e
a segunda com oito solugdes.

Entdo estamos aptos a responder a pergunta do inicio da sessdo. “Se n é um inteiro ndo-nulo e w é um
nimero complexo ndo-nulo entdo a equagdo z" = w possui, exatamente, n solugdes.

1

m—w .

No caso em que 1 < 0 basta resolver a equagdo z~

Portanto, fungdes que retornam poténcias inteiras de nimeros complexos nédo sdo injetivas.
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A
i i
""""" e
, \ ¢ e
& \ 3 % L & : >
—1% 1 —1 1
L5 d
C v C N
| U R R R 7
—1 —1
Figura 1.5: Tlustracio da localizagao das solugdes das equagdes z° = 1e z8 = —1

Funcdes polinomiais

Seja n um inteiro, com # > 0. Uma fung¢do polinomial de grau n é uma funcéo da forma
f(x) = anz" +ap_12"V +a, 22" 2+ -+ az* +ayz +ag

onde ay, a,_1,a,_2,...,02,41,49 € C, com a, # 0.

Observe que as fungdes afins sdo fungdes polinomiais de grau 1 e que a fungdo constante é uma fungao
polinomial de grau zero.

Funcdes racionais

As fungdes racionais sdo as fung¢des definidas por

f: A —
H

z

< O
N
SN—

)
—
N
~—

onde p(z) e q(z) sdo fungdes polinomiais e o conjunto A C C é o conjunto onde §(z) ndo se anula.
Note que as fung¢des polinomiais sdo fungdes racionais em que polindmio g é uma constante ndo-nula.

A exponencial complexa

A exponencial complexa é a funcdo definida por

exp : C —- C
x+iy +— e (cos(y)+isen(y))

Oberve que, restringindo-se a exponencial complexa ao conjunto dos niimeros reais, ela coincide com a
exponencial real.

Sez = x +iyew = u+iv onde x, y, 1, v sdo nimeros reais. Conforme vimos na se¢do 1.2 temos
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exp(z)exp(w) = (e*(cos(y)+isen(y)))- (e"(cos(v)+isen(v)))
e‘e'(cos(y +v) +isen(y + v))

= e"t(cos(y +v) +isen(y+v))

— explz + )

Também, se n é um inteiro positivo, temos

(exp(2))"

(€*(cos(y) +isen(y)))"
= " (cos(ny) +isen(ny))
= exp(nz)

Geralmente denotamos e* ao invés de exp(z).

cosh e senh

As fungdes complexas cosh e senh sdo definidas da mesma forma que sdo definidas para ntimeros reais:

eZ + e*Z

cosh(z) =

COS e sen

Sejat € R. Usando a férmula da exponencial temos

et = cos(t) +isen(t)

Com isso temos o sistema:

et = cos(t)+isen(t)
et = cos(t) —isen(t)
it | it it _ it q
Cuja solugdo é | cos(t) = % = cosh(it) |e|sen(t) = % == senh(it) |

Como as fungdes cosh e senh sdo definidas em todo o plano complexo, definimos as fung¢des cos e sen no
plano complexo por:

iz —iz
cos(z) = cosh(iz) = %
e
1 eiz _ efiz
= — h | =
sen(z) - sen (iz) %

Exemplo 1.11. Calcular cos(ilog(10))

pliilog(10) _I_e—i‘ilog(lo)
2

_ %(e—log(lo) + ¢los(10)) = (l = 10> _ o 5,05

10 20

N —

cos(ilog(10)) =
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O Ramo Principal do Logaritmo Complexo

Consider o conjunto U = {pe®® |p > 0ef € (—m,m)}. Esse é o conjunto obtido quando removemos do
plano complexo o zero e 0s nimeros reais negativos.

O Ramo Principal do logaritmo complexo é a fungado definida por
Log: U — C
pe? — log(p) +if
Onde log é o logaritmo real. Veja que, a restrigdo do Ramo principal do logaritmo ao conjunto dos niimeros

reais é o logaritmo real.

Na sessdo 6.4 estudaremos melhor os ramos de logaritmo complexo.



Nocdes Topolégicas

Este capitulo é, praticamente, um glossério dos termos topoldgicos que usaremos no desenvolvimento do
texto nos capitulos seguintes. Damos uma pequena introdugdo a topologia de C, ou seja, ao estudo dos
subconjuntos de C.

2.1 Introducao a topologia de C

Um ntimero complexo é, também, tratado como um ponto do plano complexo. Assim, subconjuntos de
nimeros complexos é, também, um subconjunto de pontos do plano. Com base nisso, temos as seguintes
definicoes:

Definigdo 2.1. Sejaz € C er € R*.. Denotaremos por ID(z,r) o “disco” centrado em z de raio r, ou seja,

D(z,r) ={weC; |lw—z| <r}

Definigdo 2.2. Seja A C C. Damos as seguintes definigoes:

a) A é“aberto” se, para todo ponto z € A, existe r > 0 tal que D(z,r) C A.
b) Aé“fechado” se C — A é aberto.

c) Aé“limitado” se existe R > 0 tal que A C ID(z, R). Um conjunto que ndo é limitado é dito “ilimitado”.

d) A é“compacto” se A é fechado e limitado.

Em suma, a topologia de qualquer conjunto consiste na identificagdo dos abertos desse conjunto.

Temos, também, a defini¢do de abertos relativos, como veremos a seguir:

Definigdo 2.3. Seja A C Ce B C A. Entdo temos:

a) B éum “aberto” de A se, existe um aberto U C C de C tal que B = U N A.
b) B éum “fechado” de A se, existe um fechado F C C de C tal que B = F N A.

Definigdo 2.4. Seja A C C. Um ponto z € A é um “ponto interior” de A se Ir > 0 tal que D(z,r) C A. O
conjunto de todos os pontos interiores de A é chamado “interior” de A, e é denotado por int(A).

Note que um conjunto A C C é aberto se, e somente se, A = int(A).

Dgﬁnigio 2.5. Sejaz € Cer € RY. Denotaremos por ID*(z,r) o disco o “disco furado” centrado em z de raio r, ou
seja,
D*(z,r) ={z€C;0< |w—2z| <r}

Um disco furado é um disco que tem o seu centro removido.
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Defini¢ao 2.6. Seja A C C. Dizemos que um ponto z € C é um “ponto de acumulagio” de A se,

D*(z,r)NA#Q@,Vr>0

Um ponto z € A que nio é um ponto de acumulacio de A é chamado “ponto isolado” de A. Se todos os pontos de A
sdo pontos isolados dizemos que A é um conjunto “discreto”.

Pela defini¢do 2.6, se um conjunto X C C possui algum ponto de acumulagdo entdo, para todo ¢ > 0 existem
pontos z,w € X tais que |z — w| < e. Assim, temos o seguinte resultado:

Proposigdo 2.7. Qualquer subconjunto X C C infinito e limitado possui um ponto de acumulagio.

Demonstracgdo:

Suponha que a proposicéo seja falsa. Como X é limitado, existem a,b, A € IR, A > 0 tal que
X Cla,a+A]l x[b,b+A]
Se X ndo tem ponto de acumulagdo entdo Je > 0 tal que |x — y| > ¢, Vx,y € X. Consideremos o quadrado

A A
Q = [a,a+ Al x [c,c + A]. Tomemos n € N tal que Zﬂ < ¢ e dividimos Q em quadrados de lado e

A
Obtemos, assim, um total de 72 quadrados. A diagonal de cada um destes quadrados é E\/E, portando,

cada um deles contém no maximo um ponto de X, logo X contém no maximo n? pontos, ou seja, X é finito.
Contradigéo. O

Definigdo 2.8. Seja A C C denotamos por A o conjunto obtido unido-se A com todos os seus pontos de acumulagio.
A é chamado “fecho” de A.

Observe que um conjunto A C C é fechado se, e somente se, A = A.
Denotaremos o fecho do disco ID(z, r) por
D(zo,7r) ={weC; |lw—z| <r}

Definicdo 2.9. Seja A C C. Definimos

9A = A — int(A)

O conjunto 0A é chamado “bordo” ou “fronteira” de A.

Note que se A # C e A # @ entdo dA # @ e todo disco centrado em algum ponto de dA intercecta A e
C - A
Definicdo 2.10. Seja A C C. Se existem abertos X,Y C C disjuntos tais que:

e ACXUY,;

e ANX #Q;

e ANY £ Q;

A é dito “desconexo”, caso contrdrio dizemos que A é “conexo”. Chamaremos um conjunto A C C de “regido” ou
“dominio” se A é aberto e conexo.

Um subconjunto B C A é dito “componente conexa” de A se B é aberto e fechado em A.

Se A é aberto e conexo, dizemos que A é “simplesmente conexo” se A = C ou se todas as componentes conexas de
C — A sdo ilimitadas. Isso significa que A nio tem “buracos”.

Definicdo 2.11. Seja A C C. Dizemos que A é “convexo” se, dados dois pontos quaisquer z,w € A, entdo o
segmento de reta que liga z a w estd contido em A.
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3.1 Sequéncias
Uma sequéncia de ndmeros complexos é uma fungao

N — C
n = f(n)

Em geral, usamos z, no lugar f(n) e representamos essa sequéncia apenas por (z;).

(3.1)

Uma sequéncia de ndmeros complexos é uma lista ordenada de nliimeros complexos.

Quando falamos em lista ordenada é para ficar claro quem é o primeiro, segundo, terceiro termo, etc.

Exemplo 3.1. (1) é a sequéncia constante (1,1, 1, ...);

1
Exemplo 3.2. (n) é a sequéncia (1,

N —
Q| =
N~

Exemplo 3.3. (i") éa sequéncia (i, —1, —i, 1,1 ...);

7 i

i 1
E lo34. ( — | ¢ éncia (i, —=, —=, ... |;
xemplo ( p ) é a sequéncia (1 > 73 )

Definigdo 3.5. Dizemos que uma sequéncia (z,) converge se existe L € C tal que, para todo ¢ > 0, tomado arbi-
trariamente, conseguirmos encontrar N € N tal que, |z, — L| < € sempre que n > N. Ou seja, todos os termos zy
que aparecem na sequéncia depois de xy estio contidos no disco ID(L, €). Em notagdo matemdtica escrevemos:

dLeC;Ve>0,INEeN : |z, —L| <¢eVn>N

Neste caso dizemos que a sequéncia (z,,) converge para L e que L é o limite de (z,). Denotamos

llimzn:L‘ ou ’zn—>L‘
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(1" Lo
Exemplo 3.6. A sequéncia (—2) converge para 0. De fato, tome € > 0, arbitrariamente. Basta tomar N € IN com
n

N > —, entdo , para todo n > N, temos:
€

Ve

n

i

ou seja, | — —0‘ <&
n

Na Figura 3.1 aparecem os primeiros pontos desta sequéncia ligados por segmentos de reta (para fixarmos a ordem
dos pontos, assim sabemos quem vem depois de quem). Na figura da esquerda vemos os pontos a partir do 1° ponto
da sequéncia e na figura da direita vemos os pontos a partir do 9° ponto.

0012
08
0.008
04
0.004
0 0
-0.004
04
-0.008
08
-0.8 -04 0 0.4 0.8 -0.012 -0.008 -0.004 0 0.004 0.008 0.012

Figura 3.1: Pontos ordenados da sequéncia

Seja (z,) uma sequéncia. Se existir uma constante « € C e N € N tal que z, = a, Vn > N, entdo (z,)
converge, e z; — «. Esse tipo de sequéncia ndo é muito interessante. No texto que segue, s6 estudare-
mos sequéncias que nio satisfazem essa propriedade, ou seja, s6 estudaremos sequéncias (z,), tais que o
conjunto dos pontos da sequéncia {z, | n € N} seja infinito.

Exemplo 3.7. A sequéncia do Exemplo 3.3 nio convege.

Defini¢do 3.8. Uma sequéncia (z,) é de Cauchy se para todo ¢ > 0, existir N € N tal que |z, — z4| < g,
Vm,n > N.

2
Exemplo 3.9. A sequéncia do Exemplo 3.6 é de Cauchy. Veja que, se tormarmos e > 0e N > \/; entdo todos

. . € .
o0s pontos z,, com n > N, estdo contidos no disco ID (O, E)' portanto, se m,n > N entdo |z, — z,| < e. Vejaa
Figura 3.1.
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Proposigdo 3.10. O conjunto dos pontos de uma sequéncia de Cauchy é um conjunto limitado.

Demonstragdo:

Seja (z,) uma sequéncia de Cauchy.
Tomemos € = 1, entdo IN € N tal que z, € D(L,1), Vn > N.
Tome A = max(|z1], |z2],...,|zn]), entdo {z, |n € N} C D(0, A+ 1). O

Proposi¢do 3.11. Uma sequéncia (z,,) converge se, e somente se, é de Cauchy.

Demonstracdo:

Primeiramente suponha que (z,) converge.

SejaL € Ctalquez, — Lesejae > 0. Seja N € IN tal que z, € D (L,%),Vn > N. Logo, se n,m > N entdo

|zm — zn| < €, ou seja, (z,,) é uma sequéncia de Cauchy.

Agora suponha que (z,) é uma sequéncia de Cauchy.

Seja ¢ > 0 entdo 3Ny € N tal que |z — z4| < %’ Vm,n > Npy. Pela Proposicdo 3.10 o conjunto dos
pontos desta sequéncia é limitado, portanto pela Proposi¢do 2.7 este conjunto tem um ponto de acumulacgéo,
digamos L € C. Logo N > Ny tal que zy € D (L, %) Entdo para todo n > N temos x,, € ID(L, ). Assim,
concluimos que z, — L. O

Agora usaremos uma recurso muito comum em Matematica. Vamos usar os resultados apresentados até
agora para tirar conclusdes sobre sequéncias mais complicadas. Os teoremas a seguir sdo de extrema im-
portancia:

Teorema 3.12. Sejam (z,) e (wy,) sequéncias convergentes entio a sequéncia (z, + wy) converge e

lim(z, + wy,) = limz, + lim w,

Demonstracdo:
Sejam L = limz, e M = lim w;. Fixemos ¢ > 0, dado aleatoriamente.
c e .. N . . €
Pela defini¢do de limite de seguéncias, existem N;, N, € N tais que |z, — L| < 5 sen > Np
€
e|w, — M| < 5 sen > N,. Tome N = max{N;, N,} entdo, se n > N temos:

|(zn + wn) = (L + M)

NN

Isso prova o teorema. O
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Teorema 3.13. Sejam (z,) e (wy) sequéncias convergentes entio a sequéncia (z, - wy) converge e

lim(Zn . 'Z/Un) = 111’1’1 Zy lim Wy

Demonstragdo:

Pela defini¢do de sequéncia podemos encontrar Ny, N, € N tais que |z, — L| < >

€
WSGW>N1

€
M| <« &
e [wn — M| < 2(L[+ 1)

que também tenhamos |w, — M| < 1 sempre que n > Nj, isso significa que:

se n > Nj. Caso seja necessario, substituimos N, por um valor maior, de forma

|wy| = |wy — M+ M| < |w, — M|+ M| < [M|+1

Tome N = max{Nj, N,} entdo, se n > N temos:

|zy -wy —L-M| = |z -wy,—L-wy,+L-w,—L-M|
= |(zn —L)wy +L- (w, — M)|
< (20 = L) - wal + |L - (wn — M)
= |zn = L| - [wn| + [L] - [y — M|
€ €
< o0 (M| +1) + L s
2(|M| +1) (IM}+1) + |1 2(|L] +1)
o £ E
2 2
= ¢
Isso prova o teorema. 4

Corolario 3.14. Seja (z,) uma sequéncia convergente e seja « € C entdo a sequéncia (« - z,,) converge e
lim(a-z,) = a-limz,
em partiular, a sequéncia (—z,) converge e

lim(—z,) = —limz,

Demonstracgdo:

Basta considera o produto de sequéncias (wy, - z,), onde (wy,) é a sequéncia constante (). Agora é s
usar o resultado do Teorema 3.13

O

Coroldrio 3.15. Sejam (z,) e (wy,) sequéncias convergentes entio a sequéncia (z, — wy) converge e

lim(z, — w,) = limz, — limw,

Demonstracgdo:

Bata substituir z, — w, por z, + (—wy,) e usar o Corolério 3.14 e o Teorema 3.12. O
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Corolario 3.16. Seja (z,) uma sequéncia convergente e seja m € IN entio a sequéncia (z!') converge e

limz" = (lim z,, )™

Demonstracdo:

Basta aplicar o resultado do Teorema 3.13 usando o Principio da Indugdo Matematica.

Pelo Teorema 3.13 (z2) converge e

lim zﬁ =limz, -z, =limz, -limz, = (limzn)2

Suponha que para algum k € IN a sequéncia (z£) converge e lim z& = (lim z,,)*.

Entdo, pelo Teorema 3.13 a sequéncia (zﬁ“) converge pois 2l =2k . 2,

k1 — lim(zk - z,) = (limz,)* - limz, = (limz,

e temos lim z; Ykt

Isso conclui a prova. g

Corolario 3.17. Seja p(z) = anz" + -+ + ayz* + a1z + ag uma fungio polinomial. Se (z,) é uma sequéncia
convergente e entdo a sequéncia (p(zy)) converge e

lim p(z,) = p(limzy,).

Demonstragdo:

Basta aplica o Corolério 3.16, juntamente com o Coroldrio 3.14 e o Teorema 3.12. O

. ) . . (1
Teorema 3.18. Seja (z,) uma sequéncia convergente, tal que lim z,, # 0 entdo a sequéncia (z) converge e
n

. ( 1 ) 1
Iim (| — ) = =
Zy lim z,,

Demonstracdo:

L|%
Pela definigdo de sequéncia podemos encontrar N € N tais que |z, — L| < % sen > N.

L
Caso seja necessario, substituimos N por um valor maior, de forma que também tenhamos |z, — L| < |2—|
sempre que 1 > N, isso significa que:
L
IL| = |L —zp +2zn| < |L—2zu|+|z4] < %—I— |2 |

Portanto
" 2
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E temos a desigualdade

1 2
_ < JR—
|zal LI
Sen > N teremos:
1 1) _ (L-z,
zy L Lz, . ,
- AR
n
IL?2e 1 2
2 [L[ L
= ¢
Isso prova o teorema. O
Coroldrio 3.19. Sejam (z,,) e (wy) sequéncias convergentes, onde limw, # 0 entdo a sequéncia (;U" ) con-
verge e "
. Zn limz,
lim — =

w, limw,

Defini¢do 3.20. Seja (z,) uma sequéncia. Dizemos que o limite desta sequéncia é o infinito se, para todo R > 0,

existir N € N tal que |z,| > R sempre que n > N. Ou seja, todos os niimeros que aparecem na sequéncia depois de
zy estdo fora do disco ID(0, R). Denotamos isto por:

limz, = co

Teorema 3.21. Seja (z,,) uma sequéncia. Entdo

. o1
lim z,, = oo se, e somente se, im — = 0
Zn

Demonstracdo:

Zp

1 1 1
Seja R > 0. Se lim — = 0 entdo existe N € IN tal que, se n > N temos ‘Z—‘ <x logo, |zx| > R.
n

1
Reciprocamente, se limz, = oo entdo, dado ¢ > 0 existe N € IN tal que, se n > N temos |z,| > = logo
1

Zn

<eé&.

O

Exemplo 3.22. Vamos mostrar que a sequéncia (2in + 3 + 5i) tende ao infinito.

1
Observe que a sequéncia <2m+3—|—51> converge para zero, para ver isto basta usar os resultados mostrados neste
capitulo:
TR S S P
2in+3+5  n 1 - 2i+0-(3+5i)

it L. .
1—|—n (3 + 5i)

Isso mostra que lim (2in + 3 + 5i) = co
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3.2 Séries

Considere uma sequéncia (z,) e a sequéncia (s,) obtida da seguinte forma:
Sn =21 +2Z2+ -+ 2

ou seja
n
Sp — ZZZ'
i=1

Uma sequéncia como (s, ) é chamada “série”. Se a sequéncia (s, ) converge dizemos que a série converge,
caso contrario, dizemos que a série diverge.

Em geral denotamos a série (s, ) por
[e9)
T
n=1
(o]

E muito comum uma série aparecer como Z z, onde os termos comegam a ser somados a partir do indice

n=0
Zero.

(e9)
Exemplo 3.23. Seja o € C*, com |a| < 1. A série Y " converge. De fato, considere a sequéncia (s,) das somas

n=0
parciais.
3 " 1— an—i—l
sn:]+a+a + .ottt = —
1—u
; n+1 Rl 1
Como lim « = 0, entdo lims, = T—x Portanto
[ee] lxn _ 1
=0 1—n

Essa série é conhecida como “Série Geométrica” .

Uma série também pode ser vista como uma soma de vetores no plano, basta associar o ntimero complexo
z = x + iy ao vetor (x,y), assim, para uma série obtemos a figura de uma curva poligonal infinita, que rep-

) n
. o) . PRy 2 . 1
resenta a soma consecutiva dos termos da série. Por exemplo, considere a série geometrlca Z (2 + 3> .
n=0

Baseado exemplo anterior temos:

P ) B

—\2 3 1— 1+1 6—-(3+2i) 3-2i 13 13
2 3

Veja o esbogo da poligonal que representa essa série na Figura 3.2. Do lado esquerdo aparece uma ampliagao

préximo do local da convergéncia.

Note a semelhanca com a figura que usamos para ilustrar sequéncias (veja a Figura 3.1 na secéo anterior).
Isso é muito natural, pois sempre podemos associar uma sequéncia a uma série. E também podemos asso-
ciar uma série a uma sequéncia: Se (z,) é uma sequéncia convergente associamos a ela a série

(o)
w1 =27
an,onde{w n>2

=1 n=2Zn —Zp-1 ,
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0.98

12
0.97

0.8 C/\\ 0.96
0.95

0.4
0.94

0 0.93

(0] 04 0.8 12 16 135 136 137 138 139 14
. . L . 1 i
Figura 3.2: Poligonal que representa a série geométrica para « = 5 + 3

Testes de convergéncia

Antes de tentar calcular o limite de uma série, primeiro é necessario saber se ela converge. Para isso existem
vérios testes de convergéncia. Nesta subsecdo apresentaremos os testes de convergéncia mais populares.

[e9) [e)
Definigdo 3.24. Uma série complexa Y _ z, converge absolutamente se a série de niimeros reais positivos Y |zy|

n=0 n=0
converge.

[e9)
Teorema 3.25. Se Y _ z, converge absolutamente. Entio:
n=1

[e9)
a) Y zy converge;
n=1

[ee] (e}
b) Se {ny,ny,ns,...} éuma reordenagio de N = {1,2,3, ...} entio Z Zn; = Z Zn.
j=1 n=1

Demonstragdo:

Seja a sequéncia (s,) onde

[e9)
Seja € > 0. Logo, por hipétese, IN € IN tal que Z |zn| < €, pois a série converge absolutamente.
n=N+1
Logo,sen > m > N temos:
m m &)
lsn —sml=1 Y. za| < ) |zul < ) |zl <e
i=n+1 i=n+1 n=N+1

Logo (sn) € de Cauchy, portanto converge. Isso prova a).
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Sejas =) zy.

n=1

Seja {ny,ny,n3,...} é umareordenaciode N = {1,2,3,... }. Seja M > N o menor inteiro tal que {1,2,...,N} C
{ny,ny,... ny}. Paratodo ! > M temos:

!
s— Y, Zn,
=1

0 l
= Z Zn — Z Zn;
=1

n=1

= Y.
ng{nyny,...n;}

< 2 |zn|
ng{”ll”ZI"vnl}
[e9)
< Yzl <e
n=N+1
(o) [00)
Isso mostra que Z Zn; = Z zy. Isso prova b). U

j=1 n=1
Antes de prosseguirmos, precisamos das seguintes defini¢des:
Defini¢do 3.26. Seja (x,) uma sequéncia de niimeros reais positivos. O niimero real « é chamado “limite inferior” de

(xn) se para todo € > 0, escolhido arbitrariamente, existir N € IN tal que |xy — «| < € e para todo n > N tivermos
Xy > & — €. Neste caso denotamos

Iiminfx, =«

Se ndo existe w, dizemos que lim x;,, = +-co.

Definigdo 3.27. Seja (x,) uma sequéncia de niimeros reais positivos. O niimero real p é chamado “limite superior”

de (x,) se para todo € > 0, escolhido arbitrariamente, existir N € IN tal que |xy — B| < € e para todon > N
tivermos x, < P + €. Neste caso denotamos

limsup x, = B

Se ndo existe B dizemos, que lim sup x, = +oo.

Estas duas defini¢des foram adaptadas para sequéncias de niimeros reais positivos. Para sequéncias arbi-
trarias de nlimeros reais a definicdo é um pouco mais rigorosa. Veja [3] para ver a definicio completa.

Dizer que limsupx, = p significa dizer que, para todo ¢ > 0 existe N € IN tal que todos os termos
da sequéncia que aparecem depois de x estdo contidos no intervalo (0, + €), e que isso ndo vale para
nenhum outro ntimero menor que f.

Convém ressaltar que se a sequéncia (x,) converge entdo lim sup x;, e liminf x,, coincidem com lim x,,.

Inspirados na Série Geométrica temos dois testes convergéncia bem populares: o teste da razdo e o teste da
raiz.
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Teste da razdo

o

Seja ) | z, uma série. Podemos supor, sem perda de generalidade que z, # 0, Vn € IN. Seja
n=0

R = lim sup Znt1

n

Se R < 1 a série converge absolutamente; Se R = 1 nada podemos dizer sobre sua convergéncia; Se R > 1

a série diverge.

Zp4+1

Dizer que lim sup‘ < 1 significa dizer que existe N € NN tal que todos os termos da sequéncia

Zn

z
( ZH > ,com n > N, estdo contidos no disco unitério ID(0,1).
n

oo n
Exemplo 3.28. Seja « € C. Considere a série ) %.
n=0 """

a1
: (n+1)1| .. o | o]
lim sup @ = lim sup ol —hmsupn_’_l =0
n!

Portanto a série converge.
Na Figura 3.3 damos o esbogo da poligonal desta série para o caso em que « = 4 + 3i. Do lado direito temos uma

ampliagdo.

60

7.74

7.68 \\\\\\

36

24 7.62

12
7.56

75

-60 -48 -36 -24 -12 0 12 -54.12 -54.06 -54 -53.94 -$3.88

Figura 3.3: Poligonal da série do Exemplo 3.28 para « = 4 + 31.
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Teste da raiz

o0
Seja Z z; uma série e seja
n=0

R = limsup {/|zx|

Se R < 1 a série converge absolutamente;
Se R = 1 nada podemos dizer sobre sua convergéncia;
Se R > 1 a série diverge.

. ) et
Exemplo 3.29. Seja a € C. Considere a série Z ot

n=0
. 7 tX” . n ’a’n . |lX|
hmsup” pr :hmsup\/? zhmsup? =0

Portanto a série converge. Veja na Figura 3.4 um esbogo da poligonal associada a esta série para o« = 4 + 3i

15.6

12 15

14.4

138

. " \

126

-4 0 4 8 1.8 24 3 36 4.2 4.8

Figura 3.4: Poligonal da série do Exemplo 3.29 para & = 4 + 3i.

Um outro teste bem conhecido é o teste da integral.

Teste da integral

Seja f : [0, +00) — RT uma fungdo continua ndo-crescente tal que

—+00
: f(x)dx < +o0

oo
Seja ) _ z, uma série. Se IN € N tal que |z,| < f(n), Vn > N, entéo esta série converge absolutamente. Se
n=0
f1+°°f(x)dx = +oo e existir N € N tal que |z,| > f(n), Vn > N, entdo a série diverge.



30 Sequéncias, séries e produtérios

Exemplo 3.30. Seja x € C, com Re(x) > 1. Considere a série Y  n~*. Sejam a,b € R, tais que x = a + bi.
n=1

Observe que:

—a—bi| —

a a

n o|=n nten V= pt = 1=
| oc| | | a b1| | b1| a.q

O motivo pelo qual |n~"| = 1 serd explicado na secdo 6.4. Como a > 1 temos que:

00 R x1-a R
/ x %"dx = lim x %dx = lim
1 R—+o00 J1 R—+c0 1 —a

= lim R L _ 1
 Roteo\l—a 1-a) a-1
Portanto a série converge absolutamente.
Observe que se Re(x) < 1 a série diverge. Na Figura 3.30 exibimos a poligonal associada a esta série para « =

1

5 + 41i. Nela aparecem as primeiras 1000 somas parciais. Para melhorar o visual omitimos os pontos que marcam
os vértices da poligonal.

0.4

-0.042

02 -0.0432 (

| Al

|

e

—~
-0.2 -0.0468 %
-0.048 —
-04 \j
-0.0492
0 0.2 04 0.6 08 1 0.6876 0.6888 0.69 0.6912 0.6924 0.6936 0.6948 0.696

Figura 3.5: Poligonal da série do Exemplo 3.30 para a = g + 41i.

As vezes podemos concluir se uma série converge ou nao, Comparando-a com uma série que converge ou
nao.

Teste da comparagio

oo [e9)
Seja )z, uma série que converge absolutamente e seja ) w, uma outra série. Se IN € N tal que
n=0 n=0

[e0)
|wn| < |za|, Vn > N. Entdo ) wy, converge absolutamente.
n=0

Na verdade, para garantirmos a convergéncia absoluta, basta que

. Wy
limsup | —
Zn

< 400

o0 o0
Se Z zn diverge e existe N € N tal que |wy| > |z,|, ¥n > N, entdo Z w, diverge.
n=0 n=0
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Exemplo 3.31. Neste exemplo vamos ilustrar a deficiéncia das séries que nio convergem absolutamente.

Considere a série

£

n=1 @

. 1
Esta série é convergente. De fato, dado € > 0, basta tomar N > P’ entdo, para todo m,n > N, temos:

m (71)k 1 1 1 (71)m—n—1
Z k - 1 2+ 3_+“.+7
k1 n-—+ n—+ n—+ m
Veja que
n+l n+2 n+3 m -
1 — 1 _|_ 1 _ 1 _|_ +£>0
n+1l n+2 n+3 n+4 m
E também
n+1l n+2 n+3 m o
1 1 1 (—1)m-—n-1 1
n+1 n+2 n+3 m n—+1
Logo
i (il P N R
PP k n+1 N

Isso mostra que a sequéncia (s, ) das somas parciais da série é de Cauchy, logo, converge. Mas, pelo teste da integral,
vemos que esta série ndo converge absolutamente.

Agora considere um niimero real A. Podemos encontrar uma reordenagio {nq,ny,ns,...} de N = {1,2,3,...}
tal que, se (s;) é a sequéncia das somas parciais da série

= (—1)"
=1 j

n

]

entdo | lim sj = A

Vamos construir uma reordenagio de IN que satisfaga essa propriedade.

[eo)

[ee]

1

Primeiro ob — = = teste da integral).
rimeiro o servequen:12n +ooen;12n_1 +o0 (teste da integral)

Comegamos a reordenagiio com os mimeros impares ordenadamente, até que ocorra s; < A pela primeira vez. Se
A > 0 passamos para o proximo passo.

Em seguida colocamos os niimeros impares ordenadamente, até que ocorra s; > A pela primeira vez.
Repetimos estes passos sucessivamente com os niimeros impares e pares restantes. E pronto, teremos lims; = A.
Ou seja, podemos reordenar IN e fazer a série convergir para qualquer niimero real que queiramos.

Também podemos reordenar IN de forma que a série nem mesmo convirja.
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3.3 Produtérios

Um produtério é uma sequéncia (p,) obtida apartir de uma sequéncia (z, ), da seguinte forma:
pnzzl-ZZ.....Zn
ou seja
n
=11z
i=1

Se a sequéncia (p,) converge dizemos que o produtério converge, caso contrério, dizemos que o produtério
diverge.

Em geral denotamos o produtério (p,) por
e8]
[ ]z
n=1
Usando o teste da razdo vemos que, se (p,) converge entdo,

lim sup ‘ Pnt1

= limsup |z,11| <1

Suponha que limsup |z,| = p < 1. Sejaa € R, tal que p < & < 1. Entdo 3N € N tal que |z,| < &, Vn > N.
Entao

o (e ) (o) o
IT zo|= I] lzal < J] a=lima"=0 = J] z.=0
n=N+1 n=N+1 n=N+1 n=N+1
Logo
(0] (9]
[Tze=pn- I] z2=0
n=1 n=N+1
o0
Portanto, se algum z, = 0 ou se limsup |z,| < 1 entdo H zy = 0.
n=1
Se o produtério converge para algum p € C* entdo
limz, 1 =lim *—— Prt1 _ P _ 1
Pn P

ou seja, limz, = 1. Por esse motivo, estudaremos apenas produtérios da forma

[e9)

[T+ un)

n=1

com limu, = 0.

Lema 3.32. Seja (z,) uma sequéncia. Para todo N € IN temos:

N

H(1+Zn _1

n=1

N
H 14 |za|) —

Demonstracgdo:

Provaremos por indugédo sobre N.

Para N = 1 o resultado é facilmente verificado.
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Suponha que o resultado seja vélido para N = k > 1 entdo:

k+1 k
]‘[ T+zy) =1 = |[(142z41) ]‘[ 1+2z,)—1
k
= zk+11"[(1+zn>+1’[<1+zn)—1
n=1 n=1
k k
< Nz [T +z) |+ [J](A+20) — 1
n=1 n=1
k k
<zl [T+ Jzal) + TTQ+ [2a]) -
n=1 n=1
k
= (14 |zk41l) H (1+ |za]) -
n=1
k+1
= H(l + |zu|) —
n=1
Portanto vale para N = k + 1.
Lema 3.33. Para a fungdo x — e* valem os seguintes fatos:
e Sex>0entiol +x <e*;
o Se0<x<T1lentioe* —1<2x;
e S5e0<x< %entﬁol—xze’zx;
Demonstragdo:
O primeiro fato, obtém-se da igualdade
x2 x3
e =1+x tortayt
O segundo fato, é consequéncia da desigualdade abaixo:
. D N
¢ = I+x+—+—+ o+ +-

20 31 41 5!

< 1+x+2,+3,+4,+5,+
_ PR S R
= l4x(l+5+5+5T5+
= 1+x(e—1)

< 1+2x

Para o terceiro fato, basta ver que se 0 < x < 1 entdo

2

1 x X x X
e = —x+§—§+ﬂ—§+—"'
x2 X3 X x5 X
= o5 (- 5 (-¢) -
2
S 1—x—|—§
< 1—x4=
< x+2

2
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[ee]
Teorema 3.34. Se Z zy, converge absolutamente. Entdo:
n=1

e

a)

(14 z,) converge;

3
Il
—_

b) Se {ny,ny,ns,...} é uma reordenagio de N = {1,2,3,... } entio H (1+ zn = H (14 zy);
=1 n=1

c)

e

(1+4z,) = 0se, e somente se, z, = —1 para algum n € IN.

3
Il
—_

Demonstracgdo:

Seja a sequéncia (p,) onde
n

Pn = H(l +z)
i=1
Suponha que z,, # —1, Vn € IN. Neste caso p, # 0, Vn € IN.
Nesta desmostragdo usaremos as desigualdades mostradas no Lema 3.33.

Primeiro verifiquemos que a sequéncia (py,) e limitada.

m

Seja K € N tal que Z |zn| <1,¥m > n > K. Logo, para n > K, temos
i=n+1
P L n ;
Prl =TT +20)] < TT(+ [zal) < eFinlanl <o
PK K+1 K+1

Seja
C =max{|p1l,|p2|,-- -, |px-1l.e- px|}

entdo |p,| < C, Vn € N. Isso mostra que a sequéncia (p,) é limitada.
Agora mostremos que (p,) converge.

Fixemos ¢ € (0,1). Seja N € N, com N > K, tal que

m
Y lzil<e,Vm>n>N
i=n+1

Logo,sem >n > N

|pm —pul = |pnl

o
m

[T Q+z)-1

i=n+1

c( 11 <1+|z1-|>—1>

i=n+1

m
cl I1 elsil —1
i=n+1

— C(ez;ﬂzn_y] |Zi‘ — 1)

C(ef—1)
2Ce

|pnl

IN

IN

INIA
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Logo (px) é de Cauchy, portanto converge. Isso prova a).

Sejap=[](1+z).
n=1

Seja {ny,ny,n3, ...} éumareordenaciode N = {1,2,3,... }. Seja M > N o menor inteiro tal que {1,2,...,N} C
{ny,ny,... ny}. Paratodo ! > M temos:

l

‘P_H(l +Z71]')

j=1
oo 1
= [T +20) =TT +2)
n=1 j=1
i
= |PN| H (1+Zn]-) H (1‘|’Zn)_1
j=M+1 ng{nyny,...n;}
!
< C-J] (14 |zn]) - I (14 |zn]) —
j=M+1 ng¢{ny,ny,...n;}
! o0
< C- (1+|an|)'< H (1+|Zn|)_1>
j=M+1 n=N-+1
1 00
< C- H elzﬂjl . ( H €|Zn‘ _ 1)
j=M+1 n=N+1
< C- gzézM“ Izl (gZZO:NH |zul _ 1)
< C-ef-(efF—1)
< C-e-2¢
= 2eCse

Isso mostra que [ [(1+ zn H (1+zy). Isso prova b).
=1 n=1

Por altimo, seja p = 2 |zn|. Seja L > K tal que, para todo m > L temos |z| < 10g0

n=1
m m
] Q+z)| = J] 11+z
n=L+1 n=L+1
m
> H (1—|zul)
n=L+1
m
Z H 672‘27”'
n=L+1
= 3_221?:“1 |zl
> e
[e0] [e0]
Portanto H (T+zn)| =lpcl| T] (A 42zn)| = [prle=* > 0. Isso prova o). O
n=1 n=L+1
[e9) [e)
Para ilustrar a necessidade da convergéncia da série Y _ |z,| para que o produtério | [ (1 + z,) seja conver-
n=1 n=1

. . .. (1 1
gente e seja ndo-nulo, considere a sequéncia ( . Observe que — — 0, mas Z — = +o0.
n n n

d 1
Considere o produtério [ | (1 - n>'
n=2
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Logo
= 1 Sn—1
()it
n=2 n n=2 1
pois p, — 0.
= 1 .
Da mesma forma, | | (1 + ) = +o0. Verifique.
n=1 n

Exemplo 3.35. Sejaa € C, com |a| < 1. Entdo o produtério
[T +a")
n=1

converge e é nio-nulo pois Y_;°_; a’ converge absolutamente (série geométrica) e, Vn € IN, |a"| = |a|" < 1, logo
a' # —1. Veja o Exemplo 3.23.

Exemplo 3.36. Seja « € C, com Re(a) > 1. Seja (qn) a sequéncia dos niimeros primos, ou seja,
(2,3,5,7,11, ...). O produtério

o

[T -g7"

n=1

converge e é nio-nulo.

De fato, T4 (1 — g,%) ! converge se, e somente se, [ 151 (1 — q,;%) converge. Mas, este iiltimo converge pois a
série Y .1 4, * converge absolutamente. Observe que

Yla < X Inf < +eo
n=1 n=1
Veja o Exemplo 3.30. Veja também que, Yn € N, |q,,*| < 1, logo q,* # 1.

Como |g;*| < 1,entio (1 —q;*) ' =1+ q,% 4+ g, 2% +g,* + - - - (série geométrica), portanto,

o)

[Ta-g9 ' =TI+ g%+ 3. + 3,7 + --+)
n=1

n=1

Considere os conjuntos
An = {q];lqu gk |k ko, kn €Z4Y CN

Entdo: .
pro= 1427%427 242804 .= Y m
meA,
[ee]
P2 = (1+2—a+2—2a+ ...)(1+3—zx+ ): Z m
meA,
3 (e9)
p3 =S H(1+q]—0é+q]—2a+q]—3tx+): Zm_lx
j:l meAs
n 1 o0
o= [Ja—g9 =Y m™
j=1 meA,

Note que A1 C Ay C A3 C - eque | ] Ay =N, logo:
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4.1 Limites
Definigdo 4.1. A partir deste ponto chamaremos de “regiio” um subconjunto aberto e conexo de C.

Consideremos uma fungdo f : A — C, onde A C C é um regido.

Seja L € C e zy € C um ponto de acumulagdo de A. Dizemos que L é o limite de f(z) quando z tende a
z( se, para todo ¢ > 0 existe § > 0 tal que |f(z) — L| < € sempre que z € A e |z — zy| < §. Em termos
matematicos:

V£>O,35>0;26Ae|z—zo|<5:>|f(z)—L|<£‘

Outra forma de definir é a seguinte:

Para todo ¢ > 0 existe 6 > 0 tal que, se z € ANID*(zp,d) entdo f(z) € ID(L,¢), ou seja, a imagem da parte
do disco furado ID*(zg, ) que estd contida em A pela funcdo f estd contida no disco ID(L,¢). Em termos
matematicos:

Ve >0,36 >0;z € AND*(2,6) = f(2) € D(Lye)]

Denotamos

lim f(z) =L

Z—Z

Observe que o ponto zy pode ndo pertencer a A, e mesmo quando pertence, os cdlculos s6 sdo feitos em um
disco furado centrado em z(, ou seja, o ntimero z fica fora dos cdlculos. Veja uma ilustra¢do na Figura 4.1.

Proposicdo 4.2. Seja a fungdo constante

Entdo, para todo zy € C, temos

Demonstragdo:

Seja ¢ > 0 dado previamente. Como f(z) = w« para todo z € C, entdo basta tomar qualquer 6 > 0 e
teremos que f(z) € D(«, ) sempre que z € ID*(z, ). O
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/ // /’//\ N\ / \
/ \
/ <’ ‘T‘ZO) S
! Iy, '¢==X\1L !
| S Loy ~ ]
\
| 7 \ \ \ !
\ 7 \ N /
s \ S s
\ - N -=
N .- A ~ -

/ 7 / N
.7 PR / - \
/ VA ARNd \ / € e // \
! L }0/\ : ! 4 \ \
! (W) / / ) { L~-7
I AN / /
| == ’ \ < _- I
\ s \ == /
N e \ /
AN 7
N .- A ~ -

Figura 4.1: [lustracdo do cdlculo do limite

Proposigdo 4.3. Seja a fungio identidade

Entdo, para todo zy € C, temos

Demonstragdo:

Seja ¢ > 0 dado previamente. Como f(z) = z para todo z € C, entdo basta tomarmos qualquer § > 0
com ¢ < ¢ e teremos que f(z) € ID(zg, ¢) sempre que z € ID*(zg, d). O

Teorema 4.4. Seja A C C uma regido e sejam f,g : A — C fungbes. Seja zg € C um ponto de acumulagdo de
Aesejam L, M € C tais que lim f(z) = Le lim g(z) = M entdo:
Z—2Z0 Z—2Z0
a) lim (f(z) +g(z)) =L+ M;

zZ—Z0

b) lim (f(2) - §() = L- M;

Z—2Z0

Demonstracdo:

Fixemos um ¢ > 0.

Item a):

Pela defini¢do de limite, existem ; > 0 e Jp > 0 tais que
[f(z) - LI <

,se 0< |z—2zp| <&y

, se 0<|Z—Zol<52

NIm NI m

lg(z) = M| <
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Se tomarmos um J > 0 tal que 6 < min{d;, d } teremos que, se 0 < |z — zg| < ¢ entdo

[f(z) +8(z) = (L+M)| = |[f(z) - L+g(z) - M|
< 1f(z) = L[+ 1g(z) — M|
S €
< §+§
= ¢

[tem b):

Pela defini¢do de limite, existem 6; > 0 e J; > 0 tais que

€

‘f(Z)*L|<W , Se 0<|Z*ZO|<(51

€
|g(Z)*M|<m , S€ 0<|Z*ZO|<(52
Tomamos d; de forma que
Ig(z) — M| <1,se0 < |z—2zp| <

Para isso, basta diminuir o valor de ;, se for necessario.

Neste caso, se 0 < |z — zg| < 8y, entdo:

l8(2)] = [M+g(z) - M|
< [M[+]g(z) - M|
< |M|+1

Portanto, se tomarmos um § > 0 tal que § < min{d;, J, } teremos que, se 0 < |z — z| < J entdo

f(2)-8(z) = L-g(z) + L-g(z) —L- M|
[(f(z) = L)-8(z) + L - (8(z) — M)

f(2)-8(z) = L- M|

< |f(z) = L[-|g(z)| +|L|-|g(z) — M|
o) )

< aqmrny MO+ 5
I L] ¢
- 212

Sl €
< §+§
= £

Corolario 4.5. Seja A C C uma regido e seja f : A — C uma fungdo. Seja zg € C um ponto de acumulagio de
Aseja L € C tal que lim f(z) = L entdo:
Z—2Z0
a) lim (a- f(z)) =a- L, Vo € C. Em particular 1i_>m (=f(z)) = —-L;
Z—Z(

Z—Z(

b) lim (f(z))" = L", ¥n € N;

Z—2Z0
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Demonstragdo:

E um resultado direto do Teorema 4.4. No item a) considera-se a constante « como uma funcio constante e
no item b) basta aplicar o Teorema 4.4 juntamente com a indug¢do matematica. g

Corolério 4.6. Seja p(z) = ayz" + -+ - + axz? + a1z + ag uma fungio polinomial em C. Entdo

Zli_)rrzl0 p(z) = anzi + -+ + azz% 4+ a1zo + ag

ou seja, Z1i_)rrz1O p(z) = p(zo).

Demonstragdo:

Basta combinar as proposi¢des 4.2 e 4.3 com o Teorema 4.4 e o Coroldrio 4.5. g

Teorema 4.7. Seja A C C uma regido e seja f : A — C uma fungdo. Seja zg € C um ponto de acumulagio de
AesejaL € C tal que Zli_)ng f(z) = Lentdo, se L # 0, temos
0

lim .y
@ L
Demonstracgdo:
Pela defini¢do de limite, existe § > 0 tal que
LI
|f(z) —L| < L] £ se0 < |z—zp| <6

Como L # 0, podemos tomar ¢ de forma que

,sempre que 0 < |z —zg| < ¢

@L<

Para isso, basta diminuir o valor de ¢ se for necessario.

Neste caso, se 0 < |z — z9| < 4, entdo:

Ll < [L—f(z)+f(2)]
< [L=f@)+]f(2)]
< |3+ 1@
L » 1 2
Logo |f(z)| > ‘Z,eentao f(z)‘ < ’L‘

E portanto, temos:
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et s
SUCEDIRERES
< |L’2'£.‘1H2‘

2 L L
= ¢

Corolario 4.8. Seja A C C uma regido e Sejam f,g : A — C fungdes. Seja zy € C um ponto de acumulagdo
de A e sejam L, M € C tais que lim f(z)="Le lim g(z) = M entio:
Z—2Z0 Z—20

a) lim (f(z) —g(z)) =L - M;

Z—Z(

b) Se M # 0, entio ZlLr?U gg; = %;

Demonstracdo:

Basta combinar o Teorema 4.4 com o Corolario 4.5 e com o Teorema 4.7. O

Exemplo 4.9.
lim(z2+1)=#4+1=0

zZ—1

Pois z? + 1 é um polindmio (veja o Coroldrio 4.6). Aqui o conjunto A é todo o plano complexo.

Exemplo 4.10.
lim 2B +i 71'
im ——— = =
—=2iz24+1 3
Pois z° + i e z2 + 1 sdo polindmios. Aqui o conjunto A é todo o plano complexo menos os pontos —i e i, ou seja,
A=C—{—ii}.

Veja que lim (z° +i) = —7i e lim (22 + 1) = —3. Entdo é 56 fazer uso do Coroldrio 4.8.
z—2i z—2i
Exemplo 4.11.

. 2 .
Iim-=1liml1=1
z—0 Z z—0

Veja que A = C*, e em A, temos z =1.

Exemplo 4.12.
2 _ _
lim 2L = i G DEHD 1) =2
z—1z—1 z=1 z—1 z—1

Veja que A = C — {1}, isso permite a divisio por (z — 1) no numerador e denominador da fragdo.

Exemplo 4.13.
limz?’—21'17:4 _ imz—Ziz2 _ 9 —0
25022 -2z 50 1-2z 1

Veja que A = C*, isso permite a divisdo por z> no numerador e denominador da fragao.
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4.2 Continuidade

Definicdo 4.14. Seja A C C um aberto. Dizemos que a fungio f : A — C é continua no ponto zg € A se

lim f(z) = £(z0)

Z—Z(

Se a fungdo é “continua” em todo ponto de A dizemos que f é continua em A.

Exemplo 4.15. Fungdes polinomiais sdo continuas em todo ponto de C. Veja o Coroldrio 4.6.

Teorema 4.16. Seja A C C uma regido e sejam f,g : A — C fungdes. Seja zg € A Se f e g sdo continuas em
zo entdo:

a) h(z) = f(z) +¢(2)
b) h(z) = f(2) - g(2)
c) h(z) = f(z) - g(z) é continua em zyp;

z) é continua em zg;

z) é continua em zg;

d) Se g(zo) # 0 entdo h(z) = fz) é continua em z.

8(2)
Demonstracgdo:
Como lim f(z) = f(zp) e lim g(z) = g(z¢), basta usar o Teorema 4.4 e o Coroldrio 4.8. O
Z—2Z0 Z—2Z0

Teorema 4.17. Sejam A,B C C regidese f : A — Ce g : B — C fungdes. Seja zo € C um ponto de
acumulagdo de A e seja L € B tal que 1i_>m f(z) = L. Se g é continua em L entdo li_>m (g0 f)(z) existe e
Z—Z( Z—Z(

lim (g0£)(2) = (1)

Demonstracdo:

Seja ¢ > 0. Como g é continua em L entdo existe # > 0 tal que se f(z) € B e |f(z) — L| < 7 entdo
lg(f(z)) —g(L)| < &. Como ZIE? f(z) = Lentdo existe § > Otal quesez € Ae0 < |z —zy| < J entdo
0

[f(z) = L| <. O

Coroldrio 4.18. Sejam A,B C C regidese f : A — Ce g: B — C fungdes. Seja zg € A tal que f(zp) € B. Se
f é continua em zq e g é continua em f(zg) entdo (g o f)(z) é continua em z.

Demonstragdo:

De fato. Visto que Zan; f(z) = f(z0) e f(zo) € B entdo, pelo Teorema 4.17, existe o limite lim (g o f)(z), e
0

Z—2Z0

entdo lim (g © f)(z) = 8(f(z0))- O

4.3 Limites infinitos

Consideremos uma fungdo f : A — C, onde A C C é uma regido.

Seja zp € C um ponto de acumulagdo de A. Dizemos que o limite de f(z) quando z tende a z( é oo (infinito)

se, para todo K > 0O existe § > 0 tal que |f(z)| > Ksemprequez € Ae |z —zp| < 6. Em termos matemdticos
escrevemos:
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VK>0,EI§>0;ZEAe|z—zO|<(5:>|f(z)|>K‘

Outra forma de definir é a seguinte:

Para todo K > 0 existe 6 > 0 tal que, se z € ANID*(zp,6) entdo f(z) € C —ID(0,K), ou seja, a imagem
do conjunto ID*(zp,d) N A pela funcdo f, estd contida no complementar do disco ID(0,K). Em termos
matematicos escrevemos:

(VK >0,30>0;z€ AND*(2,8) = f(z) € C—D(0,K)|

E denotamos

lim f(z) = o

Z—Z)

Observe que o ponto zy pode ndo pertencer a A, e mesmo quando pertence, os calculos s6 sdo feitos em um
disco furado centrado em z(, ou seja, o niimero z fica fora dos célculos.

4.4 Limites no infinito

Consideremos uma fungdo f : A — C, onde A é uma regido ilimitada.

Seja L € C. Dizemos que o limite de f(z) quando z tende ao infinito é L se, para todo € > 0 existir R > 0 tal
que |f(z) — L| < e sempre que z € A e |z| > R. Em termos mateméticos escrevemos:

(Ve>0,3R>0;z€ Aelz] >R = [f(z) - L| <¢

Outra forma de definir é a seguinte:

Para todo ¢ > 0 existe R > 0 tal que, se z € A —ID(0,R) entdo f(z) € ID(L,¢), ou seja, a imagem do
conjunto A —ID(0, R) pela funcdo f, estd contida no disco ID(L, €). Em termos matemadticos escrevemos:

Ve>0,IR>0;z€ A—D(0,R) = f(z) € D(L¢) |

E denotamos

lim f(z) =L

Z— 0

4.5 Limites infinitos no infinito

Consideremos uma fungdo f : A — C, onde A é uma regido ilimitada.

Dizemos que o limite de f(z) quando z tende ao infinito é co se, para todo K > 0 existir R > 0 tal que
|f(z)| > K sempre que z € A e |z| > R. Em termos matematicos escrevemos:

(VK>0,3R>0;z€ Aelz| > R= [f(z)| > K|

Outra forma de definir é a seguinte:

Para todo K > 0 existe R > 0 tal que, se z € A —ID(0,R) entdo f(z) € C —ID(0,K), ou seja, a imagem do
conjunto A —ID(0, R) pela fungio f, esta contida no complementar do disco ID(0, K). Em termos matemati-
COS escrevemos:

VK >0,3R>0;z€ A—D(0,R) = f(z) € C—D(0,K)|

E denotamos

lim £(2) = oo



44 Limites, continuidade e derivagdo

4.6 Derivacdao complexa

Seja () C C uma regido e zg € (). Seja f : 3 — C uma fungdo. Dizemos que f tem “derivada complexa”

em z se o limite
)~ f(z)

Z—Z( z — ZO

existe. Neste caso denotamos esse limite por f/(zp) que é a derivada de f em z.

Proposic¢do 4.19. Se f : Q) — C tem derivada complexa em um ponto zg € Q) entio f é continua em z.

Demonstracgdo:

Basta mostrar que lim |f(z) — f(z¢)| = 0:
Z—Z(

lim [£() ~ fzo) = Jim TEZS GO,

727 27 ‘z — ZO|

— lim f(z)_f(20> '|Z—Z()|
Z—Z( z — ZO
Z—2Z0 z — ZO Z—2Z0

= hmM | lim (z — z9)|
zZ—Z0 z — ZO Z—Z

= [f'(z0)]-0

=0

Teorema 4.20 (Condi¢des de Cauchy-Riemann). Seja () C C um aberto de C e zy = x¢ + iyo um ponto de
Q. Seja f : QO — C uma fungdo. Podemos escrever

f(x+iy) = u(x +iy) + iv(x + iy)

onde u,v : Q) — R sdo fungdes reais. u e v sdo chamadas “parte real” e “parte imagindria” de f. Se as derivadas

arciais du ou 9o e % existem e sdo continuas em zo = xq + iy e satisfazem as condigdes
P x" 9y’ 9x 9y 0= X0 T 1Yo ¢
ou v
g(zo) = dy (z0)
ou dv
@(Zo) = *g(zo)

Entdo f possui derivada complexa em zq. Essas condigdes sdo chamadas “Condigoes de Cauchy-Riemann”.

Demonstragdo:

Se as derivadas parciais de primeira ordem de u e v existem e sdo continua em z entdo, considerando-

se f = u + iv como uma fungdo de R? em IR? e colocando a + bi como ( Z ) temos:

(ool )= ((utsnd ) (o) oo ) (1) (i)

: |(R1,Ry)]| . . VR R
Onde lim ———-* =0,ouseja, lim “—— =0
(hk)—(00) [(h k)] (k)= (00) V2 + k2
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Isso significa que
> R+R}

Ri1 4+ iR, im
(hk)—(0,0) h*+ k2

h + ik

im
h+ik—0

Logo
Ry +iR;

im - =0
h+ik—0 h+ik

Se f satisfaz as condi¢des de Cauchy-Riemann entao,

( x(x0, yo) 1ty (%o, o) )( Z ) _ < ux(x0,y0)  —ox(%0,%0) >< Z ) = (ux (x0, Yo) + ivx (%0, y0)) - (1 + k)

Ux(xolyo) Uy(xo,}/o) Ux(xO/]/O) ux(xo,yo)

veja na sessdo 1, o texto sobre produtos de ndmeros complexos. Assim, temos

f(zo+h+ik) — f(zp)

i
hékmao h+ik

— lim (u((xo +h) +i(yo + k) + iv((xo +h) +i(yo +k))) — (u(xo + ivo) + iv(xo + iyg))
htik—0 Tk

_ o (Mx(x0,00) +i0x(x0,0)) - (h+ iK) + Ry + iR
h+ik—0 h+ ik

R1 +iRy

= (ux(x0,y0) + ivx(x0,Y0)) + hglrgo ik

= ux(x0,Y0) + ivx(x0,Y0)

Como o limite existe, entdo f tem derivada complexa em (xo, yo)-
O

Definigdo 4.21. Seja Q) C C uma regifdo. Uma fungio f : QO — C é chamada de “funcio holomorfa” em Q) se f
tem derivada complexa em todos os pontos de Q). Neste caso, denotamos por f' a fungdo derivada de f, onde f'(z) éa
derivada de f em z € Q).

s 44

Se f : C — C ¢é holomorfa em todo ponto de C, dizemos que f é “inteira”.

Seja 3 C C uma regido e f : (3 — C uma fungdo. Se f satisfaz as condi¢des de Cauchy-Riemann em todo
ponto de () entdo f é holomorfa em Q).

Exemplo 4.22. A funcio exp(x +iy) = e*(cos(y) + isen(y)) é inteira.
De fato exp(x + iy) = e*cos(y) + ie*sen(y) e temos

2 (Feosly)) = e cos(y)
5\ cos(y)) = e*cosly
So(ercos(y) = —esen(y)

9 (¢*sen(y)) = e'sen(y)

so(eseny)) = eeos(y)

As derivadas parciais de primeira ordem sdo funcoes continuas e satisfazem as condigoes de Cauchy-Riemann em
todo ponto do plano. Portanto é uma fungio holomorfa em todo o plano. Logo é inteira.

Denotaremos a por H(Q)) o conjunto de todas a fungdes holomorfas no aberto Q.
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Proposicdo 4.23. A fungio constante
f:C = C
z =
éinteirae f'(z) =0,Vz € C
Demonstracgdo:
Seja zp € C entdo
lim M: lim X% —limo=o0
Z—2Z0 z — ZO Z—z0 Z — ZO Z—2Z0
Proposic¢do 4.24. A fungdo identidade
f:€C = C
zZ =z

éinteirae f'(z) =1,Vz € C.

Demonstracgdo:

Seja zg € C entdo
fE) = fz0) | 2730 =g

lim
Z—Z( zZ — ZO zZ—2Z0 Z — 20 Z—Z(
Proposicao 4.25. Seja
f:€c = C
z =z
entdo f éinteirae f'(z) = nz" 1.
Demonstracgdo:
Seja zg € C entdo
1o £(2) = £(z0)
Z—2Z0 zZ—2p
z" —zp
= lim 0

zZ—zZ) Z — ZO

(z—20) (" 1 +2" 2204 - +z-20 2 +2)7")

= lim
Z—2Z0 z — ZO

= lim (z" ' +2" % zg+ -tz 2420
Z—2Z0

_ n—1 n—2 L n=2 n—1
=2zZy +zyp “-zZo+ +20-zy5 "tz

_ o, n—1
=n-zj

a) f + g éholomorfa em zo e (f +8)'(20) = (f' +8')(20);

Teorema 4.26. Seja A C C um aberto e seja zg € A. Sejam f,g : A — C fungdes holomorfas em zy. Entdo:
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b) f— géholomorfaemzye (f +g) (z0) = (f —¢')(20);
c) f-géholomorfaemzge (f-8)'(z0) = (f' - g+ f-8)(20);

d) Se g(zo) # 0 entdo f; é holomorfa em zg e
Ay fg+f-g
(g) (z0) = T(Zo)

Demonstracdo:

Basta recorrermos aos resultados sobre limites de fung¢des discutidos na se¢édo anterior. Temos assim:

a)
(f +8)(z) — (f +&)(=0)

lim

zZ—20 Z—2Zp
(2 4 g() — Flzo) ()
z—20 Z—2Z
— s (LS 56) st
Z—20 Z— 2 z— 2z
= f'(z0) + &' (z0)
= (f'+8)(20)
Portanto (f +¢)"(z0) = (f' +8&')(20) ;
b)
L9~ (F - 9)()
zZ—20 Z— 2
)~ g() — Flzo) + ()
z—20 Z—2
i (f(2) = f(z0)  g(z) — g(=0)
_Zlgxz'[o< 27200 - ZZOO>

c)

lim 2 8)(2) = (f-8)(z0)
Z—2Z0 7z — ZO

i £)-8(2) — f(20) - 8(20)
Z—2Z0 7 — ZO

_ i 2)8() — f(20) -5(2) + f(20) - 8(2) ~ f(20) -8(20)
Z*)ZO Z — ZO

= lim (f(z) _f(zo)g(z) 1 f(z )g(z) g(Zo)>

0 zZ Z0 z 20

=(f-g+f-8)(=0)

Portanto (f-¢)'(z0) = (f'- ¢+ f-¢)(z0) ;
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d)

_f,'gg_zf'g,(z())

Portanto <é—j> (z0) = %(zo) : O

Corolario 4.27. Seja p(z) = anz" + -+ + apz? + a1z + ag um polindmio. Entio p é inteira e

pl(z) = napz" 1+ - +2mz 40

Demonstragdo:

Basta combinar as Proposicoes 4.23, 4.24 e 4.25 com o Teorema 4.26. g

Proposi¢do 4.28. Sejam A,B C C abertose f € H(A) e g € H(B) tais que f(A) C B. Sejah = g o f entdo

heH(A)e
W (z0) = §'(f(z0)) - f'(20)

Demonstracgdo:
Sejazp € A. Como f € H(A) entdo f é continua em A e temos lim f(z) = f(zp) logo

fim /1(2) = 1(z0) lim §U(2)) — 8(f(20))

Z—20 Z—2 z—2( zZ— 2

~ iy (D=8l )= )

=a\ ) f)  z-
e SUE) 8 (20) | F(2)— f(20)

z—2) f(z) — f(Zo) z—20 Z—2

= §'(f(z0)) - f'(z0)

Proposicdo 4.29. Sejam A,B C C abertos e g € H(B). Seja f : A — B continua tal que go f(z) = z e
¢ (f(z)) #0Vz € A. Entdo f € H(A) e

Se g é injetiva, f é chamada “inversa” de g e é denotada por g~ 1.
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Demonstragdo:

Seja zg € A. Paratodoz € (A —{zp}) temos

f(z) = f(zo) _  f(2) — f(z0)
z—12) g(f(z)) — g(f(z0))

Como f é continua em A entdo zli_)rrz1 f(z) = f(z0) logo
0

E portanto
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5.1 Integracao

Considere duas fungdes f,g : [a,b] — R continuas. Devido a estrutura de corpo de C, temos a seguinte
regra de integracdo:

b

/ﬂb(f(t)+ig(t))dt_/abf(t)dt—l—i/a g(t)dt

Defini¢ao 5.1. Seja Q) um aberto de C. Um “caminho” em C) é uma fungdo continua

v: [ab] = Q
£ x(t) +iy(t)

Se x(t) e y(t) sdo fungoes de classe C' dizemos que o caminho é suave. Neste caso denotamos o vetor tangente a -y no
ponto y(t) por
v (1) =x'(t) +iy' ()

Chamamos de “curva”, a imagem de um caminho <y e esta fungio é chamada de “parametrizacio” de y.

Defini¢do 5.2. Sejam z,w € C. Definimos o segmento orientado que vai de z a w, como o caminho

vy: [0,1] — C
t oo kz+(1-Hw

e denotamos por [z, w].

Se y(a) = y(b) dizemos que o caminho 1y é “fechado”. A imagem de um caminho fechado é chamada curva
fechada.

4 4

Se y(t) = y(a), Vt € [a,b], dizemos que o caminho 7 é “constante”. A imagem de um caminho constante é
apenas um ponto.

Uma curva em C é dita “curva de Jordan” se C — -y possui exatamente duas componentes conexas. Neste
caso, uma destas componentes € ilimitada e a outra é limitada e simplesmente conexa.

Se v ndo é suave, mas existir uma parti¢do do intervalo [a,b] dada por
a=th<th < - <t 1<ty=b

2 s : i 4
tal que 7‘[t,;1,t1] é suave para todo i = 1,2,...,n, dizemos que 7y é “suave por partes”, e cada parte

¥([ti—1,t]) é uma componente suave de 7. Se uma curva é imagem de um caminho suave por partes
dizemos que essa curva é suave por partes.
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Exemplo 5.3. Se A C C é um tridngulo entiio 0 é uma curva de Jordan suave por partes.

Definicdo 5.4. Seja v uma curva. Uma “orientagdo” em vy é um sentido de percurso em «y. Uma curva tem duas
orientagoes. Uma parametrizagdo de vy induz naturalmente uma orientagdo em .

Quando 7 é uma curva de Jordan, chamamos de orientacdo positiva se o sentido de percurso de < é no
sentido anti-hordrio, em relagdo aos pontos da componente limitada de C — . A outra orientagido é a
orientagdo negativa. Sempre que falarmos de uma curva de Jordan sem mensionar a orientagao, estaremos
falando da orientagdo positiva.

Definicdo 5.5. O comprimento de um caminho suave é o valor da integral
b / b / 2 / 2
[1dzl = [“1olae= [ (@ ©)* + (/(1)7) d
v a a

Se o caminho ndo é suave, mas é suave por partes, seu comprimento é a soma dos comprimentos de suas componentes
suaves.

Definigdo 5.6. Seja (3 C C um aberto e v C Q) um caminho suave. Seja f : Q0 — C uma fungio continua.
Escrevemos
f(z) = u(z) +iv(z)

onde u,v : Q) — R sdo fungoes reais. A integral de f sobre vy é denotada e calculada da seguinte forma:

b

[ f@d = [ ) o (e
b
= [ ) +io () () + i/ (1) at

a

= /ab[(u(v(f))X’(f) —o(y(1)y'(£) +i(u(y(£)y'(t) + o(v(£)x' ()]t

Temos, assim:
b

[ r )2 0) o)y Wl i [ Ty (1) + ol Ol

Se <y ndo é suave, mas é suave por partes, entdo / f(z)dz é a soma das integrais nas componentes suaves de .
v

Teorema 5.7. Seja () C C uma regido e F € H(Q) tal que F' é continua. Entdo

/A/F’(z)dz =0

para todo caminho <y fechado e suave por partes em Q).

Demonstracdo:

Consideremos uma parametrizacdo de 7y dada por
y: [ab] — Q
Eo=oo(b)

Usando o Teorema Fundamental do Célculo temos

[ Fez= [ F ) (0t = Er(b) ~ Frta)) =0

Pois y(b) = v(a). O
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Corolario 5.8. Seja n € N e seja v um caminho fechado e suave por partes em C. A fungio z — z" é uma
n+1

n+1

fungio inteira (portanto continua) que é a derivada da funcio z —>

/z"dz =0
%

O mesmo vale para a fungio constante z — c pois é a derivada de z — cz. Consequentemente, se p : C — C é
uma fungdo polinomial entdo

que também é inteira logo:

Lp(z)dz =0

. . . 1
Coroldrio 5.9. Sejan € IN comn > 2 e seja v um caminho fechado e suave por partes em C*. A fungio z — o

. - n -
¢é uma fungdo (holomorfa) continua em C* que é a derivada da fungio z — — —— entdo:
z

n—1
/ z'dz =0
v

Teorema 5.10 (Teorema de Cauchy no tridngulo). Seja Q) C C uma regido e sejam A C Q um tridngulo
fechado e p € Q) um ponto. Se f € H(QY— {p}) e é continua em p entdo

LA f(z)dz=0

Demonstracgdio:

Considere o tridngulo A de vértices ordenados {a, b, c}.

Primeiro supomos que p € A.

Tome os pontos médios das arestas conforme a
Figura ao lado. Temos entdo quatro tridngulos, que
chamaremos A, A?, A3 e A* cujos vértices orde-
nados sdo:

{a,b/,c'} , {c,V,d'}
{v,d',c}, {d,V, I}

Veja que

/ f(z)dz = 2/ f(z)dz
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Escolha o tridngulo para o qual ‘ Joni f (z)dz‘ ¢ méaximo. Chamaremos esse triangulo de A;. Logo

/6A f(z)dz

/|dz|:2/ \dz|
EYN EYN)

Ou seja, o perimetro de /A1 é a metade do perimetro de A.

< 4’/8A1f(z)dz

E, por semelhancga de triangulos

Repetindo a mesma tarefa com o tridngulo A, obtemos um tridangulo A, tal que

f(z)dz < 42

EYN

<4 ‘/8A2 f(z)dz| = ‘/aAf(z)dz . f(z)dz

/ |dz|:2/ |dz|:>/ |dz\:22/ Idz|
VAN FYAY AN YA

Repetindo este procedimento encontramos uma familia de tridngulos fechados {A,}nen tal que A D

A1 DAy D A3D---,onde

/ f(z)dz| < 4" / f(z)dz
o 9o ,VnelN
/ Idz| = 2" / dz|
oA 7AW
. ) . L
Denotamos o perimetro de A por L, logo o perimetro de A\, é o
O conjunto ﬂ Ay contém apenas um ponto que denotaremos por zg.
n=1
Visto que zp € A, temos que f é holomorfa em zj logo
| f(z) — f(z0) 1
1 - — =
fim | [ (20)] =0
Seja ¢ > 0, entdo existe ¢ tal que, se |z — zg| < ¢ entdo
z) — f(z
LEECIR P
zZ—2p

Ou seja,

£ (2) = f(20) = f'(20)(z — 20)| < |z — 20|

Existe N € N tal que
AN € D(z,9)

Lembramos que para todo ponto z € Ay temos |z —
ZO| < ZiN
(o perimetro de Ayy).
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A expressdo f(zg) + f'(z0)(z — z9) € um polindmio de grau 1 em z, logo, pelo Teorema 5.8 temos

/BAN [f(ZO) +f’(20)(z _ ZO)} dz =0

E podemos escrever
o f@z= [ [fe) = fz0) — f (o) e~ 20)]

Assim temos

aANf(Z)dZ - /aAN [f(2) = f(z0) — f'(z0)(z — 20)] dz
= AANV@)—fQM—f%mﬂz—z@Hﬂ|
< /BA EIZ_ZOHdZ‘
< vl
= ;i/aaNMZ'

eL L el 2
= =W
[ S| <a| [ pae cw L

Isso mostra que é menor que qualquer ntimero real positivo, logo = 0, portanto

AAf&Mz Aﬁf@Mz

A f(z)dz = 0.

Agora consideremos o caso em que p € A.
Comegamos com o caso em que p é um dos vértices de A.

Considere o tridngulo A com vértices ordenados {a,b, p}.

Seja r um ponto na aresta [p, a] e s um ponto na aresta [b, p].

Dessa forma dividimos A em trés tridngulos com vértices
ordenados {a,b,s}, {a,s,r}, e {r,s,p}. Chamaremos este a
ultimo triangulo de A .

Pela primeira parte desta demonstracdo, a integral no bordo dos dois primeiros tridngulos é zero. Logo

/aAf(z)dz = /E)Ap f(z)dz

Seja e > 0. Como f é continua em Q) entdo e A é compacto, IM > 0, tal que |f(z)| < M, Vz € A. Logo, se
Ay, CID(p,€) entdo
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dz| = d

[ e = |[, fe

< -|d

< [, @l la

< M- [dz|

A,

= M-([p=sl+lr—pl+lr—s|)

< M- (e4+e+2¢) =4eM
Isso mostra que / f(z)dz=0

oA
c

Agora, se p estd em uma aresta de A\, ligamos p ao P

vértice oposto por um segmento de reta e obtemos
dois tridangulos em que p é um vértice para cada um

deles.
b
a
c
E se p estd no interior de A ligamos ele aos trés vér-
tices por segmentos de retas e obtemos trés tridngulos 0
onde p é um vértice para cada um deles. Em ambos
0s casos, basta aplicar a segunda parte desta demon-
stragdo.
b
a

Teorema 5.11 (Teorema de Cauchy em um conjunto convexo). Sejamn (3 C C um conjunto convexo
aberto e p € Q um ponto. Se f € H(Q — {p}) entdo f = F', para alguma F € H(QY). Logo

Af(z)dz =0

para todo caminho <y fechado e suave por partes em ).

Demonstragdo:

Fixemos um ponto a € Q). Para todo z € Q, temos [a,z] C ), pois Q) é convexo. Podemos, entdo, definir a
funcéo
F: QO — C

z = : ]f(w)dw 6.1
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Seja zp € Q). Para todo z € ), com z # z( temos

F(z) — F(zo) 1 B
o = 2w O [ f0e)

Pelo Teorema 5.10 temos

f(w)dw + /[20 . f(w)dw + f(w)dw =0

[a,zo] [Z/a]
Logo
f(w)dw — f(w)dw — f(w)dw =0
[a,20] [2,20] [a/2]
= w)dw = w)dw — w)dw
@ =] fdo- [ s

Substituindo esta expressdo em (5.1) temos:

F(z) —F(z) _ 1
z—zy = z—2 /[Z,ZO] flw)dw

Como f(zp) é uma constante, temos:

Flao)dw = f(z0)(z —20) = f(z0) = —— [ flz)dw
[z,20] z — 20 J[z,20]
Entao r : .
DFE) ) = 2 [ ()~ e

Seja ¢ > 0. Como f é continua 36 > 0 tal que |f(w) — f(z0)| < € sempre que |z — zg| < 4.

Portanto, se |z — zg| < J temos

F(z) — F(zo) 1
2_7200 _f(ZO)‘ = m /[z,zo] (f(ZU) —f(Zo))dw
< L[l - fao)l o
|Z ZOl [z,20]
< 1 e |dw|
|z — ZOl [z,20]
1
= ko |z — 2ol
Isso mostra que
’ li (F(z)—F(zO) — f( )) _
ziglo z— 29 f Z0 =
Ou seja,
tim FELF ) o ) = Pi)

Como zj foi tomado arbitrariamente, concluimos que f(z) = F/'(z), Vz € Q.

Agora, para finalizar é s6 usar o resultado do Teorema 5.7. g

Teorema 5.12 (O principio do argumento - um caso mais simples). Sejaz € C, e sejay € C — {p} um
caminho suave tal que nenhuma reta que passa por z é tangente a y. Entdo

dw
'yw—Z

= 2nin

onde n € Z* é o mimero de voltas que vy dd em torno do ponto z. n serd positivo se a orientagdo de <y for no
sentido hordrio e negativo caso contrdrio.
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Demonstragdo:
Por hipétese v da pelo menos uma volta em torno de z.
(1)
Suponha que 7 dd n voltas no sentido posi-
tivo (Na figura ao lado temos um exemplo de
uma curva que dd duas voltas em torno da t
origem). Entdo podemos parametrizar v da
seguinte forma:
v: [0,nt] — C—{az}
t —  z+ f(t) (cos(t) + isen(t))
onde
f: [0,nn] — R*
t = |y(t) — 2|
dw /2"” f'(t)(cos(t) +isen(t)) + f(t)(—sen(t) —l—icos(t))dtL
yw—z Jo f(t)(cos(t) + isen(t))
2nmt £/ 2nmw _ /
/ f'(t) dt—i—/ sen )—l—zcos(t)dt
o f() cos(t) + isen(f)
2nm 2n7
_/ log dt+/ i(cos(t —i—zsen(t))dt
cos(t) + isen(t)
2n7r 2n7T
=log(f + /
2n7
oy / dt = 2ni
0
Pois f(2nm) = f(0).
O caso em que 1 é negativo é idéntico. O

Na verdade esse teorema vale qualquer caminho suave por partes em C — {z}. Mas ndo faremos o caso

geral aqui.

z estd na componente simplesmente conexa de () — vy entdo

_ 1 f(w)
Fﬁﬂﬁ‘”’

E se z estd na outra componente conexa de () — -y entdo

/dezo
T W—2

Teorema 5.13 (A férmula de Cauchy em conjunto convexos). Seja () um aberto convexo e seja v C )
uma curva de Jordan suave tal que a componente simplesmente conexa de Q) — vy é convexa. Seja f € H(Q). Se

Demonstracdo:

Se z ndo estd na componente simplesmente conexa de () — y entdo existe um aberto covexo A C () tal
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f(w)

quey C A, ez ¢ A, logo A contém a componente simplesmente conexa de (3 — y e

/de:o
Jyw—z

Agora suponha que z estd na componente simplesmente conexa de () — +.

como funcéo de

w é holomorfa em A logo, pelo 5.11

Tomemos a fung¢éo

flw) ~ f(z)
§(w) = w-z

f'(z ,sew =1z

,sew € QO —{z}

A fungdo g é holomorfa em w € Q) — {z} e é continua em z, logo, pelo teorema 5.11

L g(w)dw =0

Entdo, usando o Principio do Argumento (Teorema 5.12), temos

Oz/vf(wa)):gz)dw:/vZJ;(_Z())Zdw—f(z). _dw_

W —2Z

dw .
. /YE :f(Z) - 2711

z/yi(_w)zdw = f(z)

Veja que nenhuma reta tangente a -y intercecta a componente simplesmente conexa de () — . Isso mostra
que

£6) = 5z [ 20
O

Em resumo, o que o Teorema 5.13 nos diz que na componente simplesmente conexa de () — -, os valores
de f sdo determinados apenas por seus valores sobre 7.
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6.1 Sequéncias de funcoes holomorfas

Seja ) € C um aberto. Como foi visto no capitulo anterir eenotaremos por #({)) o conjunto das fungdes
holmorfas em Q). Podemos ver facilmente que #(Q)) é um dominio de integridade (Veja o Teorema 4.26).

Uma sequéncia de fung¢des holomorfas em () é uma funcio

H(OY)

N —

(6.1)
n o — fn
Representamos a sequéncia (6.1) apenas por (f,;). Uma sequéncia de fungdes ¢, na verdade, uma lista de
fungdes. Anélogo ao que estudamos em sequéncia de ndmeros complexos.

Dizemos que a sequéncia converge (6.1) se a sequéncia de niumeros complexos (f,(z)) converge para todo
z € ). Seja f : Q) — C a fungdo tal que f,(z) — f(z), Vz € Q. Denotamos lim f,, = f ou f,, — f.
Definigdo 6.1. Seja () € C um aberto e (f,) uma sequéncia convergente em H(Q) e seja f : QO — C tal que

fn — f. Seja K C Q um compacto. Dizemos que (fy) converge para f uniformemente em K se, para todo ¢ > 0,
tomado arbitrariamente, existe N € N tal que |f,(z) — f(z)| <& Vz € KeVn > N.

Se (fn) converge uniformemente para f em todo subconjunto compacto de Q) dizemos que “(f,) converge para f

. s u.p.c.
uniformemente em partes compactas de Q0”. Denotamos f, iy f.

Exemplo 6.2. Considere a sequéncia (f,) em H(C), onde
ey =7
Entio f, “5 0 em D(0,1).
De fato, fixemos r € (0,1).
Seja e > 0, entdo, VN > log,(¢) e Vz € ID(0,r) temos:
|z = |z|" < " < N < log(e) — ¢
Ou seja, (fu) converge para O uniformemente em ID(0, 1), Vr € (0,1), consequentemente, em qualquer compacto de

D(0,1).

Veja que (fn) ndo converge em nenhum ponto fora de D(0,1).
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6.2 Séries de funcdes holomorfas

Seja 3 C C uma regido. Uma série de fungdes em #((}), é uma sequéncia de fungdes (s, ) obtida a partir
de uma sequéncia de fungdes (f,) em H(Q), da seguinte forma:

su=fit oot fo
ou seja
n
Sp = Zfl
i=1
Denotamos essa série por:

Y fa 6.2)
n=1

Se a sequéncia (sn) converge em () dizemos o mesmo para a série (6.2), caso contrario, dizemos que a série
diverge. Se a sequéncia (s, ) converge uniformemente em partes compactas de () dizemos o mesmo para a
série (6.2).

6.3 Séries de poténcias

Seja zp € C. Uma série de poténcias centrada em zy é uma série da forma:

o)

Y an(z—z0)" ,a,€C (6.3)
n=0

O “raio de convergéncia” da série (6.3) é o maior namero real R > 0 tal que ela converge em todo ponto no
disco D(zg, R).

Inspirados no “teste da razdo” e no “teste da raiz” para convergéncia de séries (veja a se¢do 3.2), podemos
calcular R.

Se a séries (6.3) converge entdo

Apq1(z — ZO)n+1

1
an(Z_ZO)n =

lim sup

ou

limsup {/|an(z —zp)"| < 1

Entdo temos

pi1(z — z9)" !

an(z — zo)"

An+1

lim sup = |z — zo| - limsup <1

an

ou

limsup 1/ |an(z — 20)"| = |z — zo| - limsup {/|a,| <1

Definimos R como:

R = liminf | -2"

An+1

ou

R = liminf {/|a,|
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Se R > 0 entdo, para todo z € C, com |z — zp| < R, a série (6.3) converge absolutamente (veja a se¢ao 3.2).

[e9)
A série Y |au|r" converge Vr > 0, com r < R, consequentemente a série (6.3) converge uniformemente
~ n=1
em ID(zg, r), com isso concluimos que a série (6.3) converge uniformemente em partes compactas no disco
D(ZO ’ R) .

. a el . ..
Nota: Nos casos em que as sequéncias L ou ({/|a,|) convergem, podemos substituir “liminf” e
q q g P
An+

“lim sup” apenas por “lim” conforme vimos na sessao 3.2.

Teorema 6.3. Seja
&%)
Z an(z —zp)"
n=0

uma série de poténcias centrada em zy e com raio de convergéncia R > 0. Seja f : ID(zg,R) — C a fungio
definida por essa série. Entdo f é holomorfa em ID(zg, R) e

£ = 3 nan(z —z0)"!
n=0

Demonstragdo:

Basta mostrarmos para zg = 0. Primeiro verificamos a convergéncia da série

Y napz"! (6.4)
n=1
O raio de convergéncia da série (6.4) é:
liminf | —— | = Jim inf ‘ Jdiminf| -2 | =1.R =R
(n+1)an1 An+1

Ou seja, o raio de convergéncia da série (6.4) coincide com o raio de convergéncia da série que define f.
Chamaremos de g : ID(0, R) — C a fungdo definida pela série (6.4). Fixemos r > 0, com r < R.

Para todo z,w € ID(0, 1), com w # z, temos

HOR %ﬁw) - nia" (nznl _ z—w)

zZ—w

nz”’l — anl 4 anl 4 anl IS anl 4 anl
z" —w
Zi’l—l + Zn—Zw + Zi’l—3w2 + . + an—Z + wi’l—l

zZ—w

Subtraindo-se a segunda igualdade da primeira temos

n72(

z z—w)+ 2”73(22 — wz) IS z(z”*Z _ wan) + (anl _ wnfl) _

(z—w) ((n 12" 24 (n—2)z" 3w+ 4+ 2z0" 2 + w"‘z)
Logo,

nzn—l _
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f@) - f@)| _ v T R
8(2) z—w N r;a" " z—w
0 n__ n
< |an| pzt-1 2@
n=1 z-w
> -1
< ’Z w| Z 71(71 )’an|rn72
n=2 =
o n(n—1) 2 . . 2 n(n—1)
Pelo teste da razdo, a série ) 5 |a,|r"~% converge, visto que r < R. Digamos que ) —5 |an|r
n=2 n=2
A < +00,logo
f(z) = f(w)
— <|z—w|-A
s - =L <
Isso mostra que
: f(z) = f(w)| _
lim |g(z) = —=—— | =0
Ou seja,
i B f@)
8(z) = lim ———""— = f'(2)
Como r foi tomado arbitrariamente entdo f'(z) = g(z) em ID(0, R) O
Corolario 6.4. Se .
Z Z — Z()
Define uma fungdo holomorfa em ID(zo, R) entdo:
[e¢]
n(n—1)--(n—k+1)a,(z—z)"*
n=k
em D(zg, R). E temos:
F¥(z0) = kla
Demonstragdo:
Basta ver que f’ satisfaz as mesmas hip6teses que f no Teorema 6.3 g

Corolério 6.5. Se f é uma fungio holomorfa em ID(zg, R) definida pela série de poténcias

(e}
Y an(z —2)"
n=0

cujo raio de convergéncia é R > 0 entdo existe uma fungio g, holomorfa em ID(zo, R) tal que g’ = f.

Demonstracgdo:

Considere a série
e ay 1
)3 (z —z0)"* (6.5)

=
I
o
=
-+
—_

O raio de convergéncia da série 6.5 é:

n—2 __
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an
2
timinf| 2t L]~ fiminf |22 liminf| -2 | =1.R = R
An+1 1 An1
n+2
Entdo a série (6.5) define uma fungéo g : ID(zp, R) — C. Pelo teorema 6.3, g é holomorfae g’ = f. O

6.4 Representacao de funcoes holomorfas em séries de poténcias

Essa é uma ferramenta poderosissima no estudo das fung¢des holomorfas. Veja a defini¢ao abaixo:

Defini¢do 6.6. Seja Q) C C um aberto e f € H(Q). Dizemos que f ¢é representdvel por séries de poténcias em () se

em todo disco D (z, 1) C Q) existe uma série de poténcias Y | a,(z — z9)" que converge para f(z), ¥z € D(zo,r)
n=0

- ez . .
Definigdo 6.7. A série ) oy converge uniformemente em partes compactas de C (veja o Exemplo 3.28), portanto
n=1""
esta série define uma fungdes inteira. Esta funcio é conhecida como “Fungido Exponencial”, e é denotada por

00 n

exp(z) = ) % ,VzeC
n=0 """

Essa é a representagio da fungio exponencial em série de poténcias, a mesma fungio estudada no capitulo 1.

Pela definicdo vemos que a fung¢do exponencial satisfaz as seguintes propriedades:

a) exp’(z) = exp(z);
b) el =1;

Q) e#TW = e2e? Yz, w € C

a) e b) sdo verificada facilmente. Quanto a ¢) temos

& 7 gk I Ziw"=i
(57) (£%) - E(Ea5)

Veja que a série que define a fung¢do exponencial em C é a mesma série que define a fun¢do exponencial em
R, na verdade, a exponencial real é a exponencial complexa restrita a IR.

Definicdo 6.8. Da mesma forma que exp, as fungdes senh, cosh, sen e cos se estendem a fungdes inteiras cujas
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representagdes em séries de poténcias sio dadas pelas mesmas séries que as definem em R, ou seja

o Z2n+1
nh = —_— , VzeC
senh(z) n;) 2n+1)! z
h(z) i = VzeC
cosh(z) = , Vze
= (2n)!
B o) ( 1)nZZn+1
sen(z) = ngé CED K VzeC
cos(z) = i ﬂ vz e C
= (2n)! ’

Estas séries, da mesma forma que a série de exp(z), convergem uniformemente em partes compactas de C, portanto
sdo fungoes inteiras.

Baseados nas defini¢des 6.7 e 6.8 temos as seguintes relagdes, que daremos em forma de proposigao:

Proposicdo 6.9. Valem as sequintes identidade:
a) senh(z) + cosh(z) = ¢%
b) senh(iz) = isen(z);
¢) cosh(iz) = cos(z);
d) e = cos(z) + isen(z);

Demonstracgdo:

Para o item a) veja que a série de senh(z) contém todos os termos impares da série de exp(z) e cosh(z)
contém todos os termos pares.

Para os itens b) e c¢) veja que Vi € IN temos

e
i2n+l = 1271 = (_1)711
logo
(iz)2n — l-2nz2n — (_1)112271
e
(iZ)ZnJrl — i2n+122n+1 —g. (_1)n22n+1
Para o item d) é s6 combinar os resultados dos itens a), b) e c). O

Definicdo 6.10. Um “ramo de logaritmo” é uma fungio continua f : U — C, onde U C C* é um aberto simples-
mente conexo, tal que

ef(2) =z, Vzel

Observe que se f : U — Ce g: V — C sdo ramos de logaritmo e UNV # @ entdo f(z) — g(z) = 2krmi
Vz € UNV, para algum k € Z. De fato, sejaz € U NV entdo

Se-ge) _ 4P _z
eg(Z) z
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Logo ef (2)=8(2) = cos(2krr) + isen(2k7r) para algum k € Z.

Pela proposi¢ao 4.29 um ramo de logaritmo f : U — C é uma fung¢do holomorfa e

N S| 1
f@) = 5@ ~ (@) ~ 2

Seja U = {pe"® € C|p > 0,6 € (—m,7m)}. U C C é aberto simplesmente conexo. No capitulo 1 definimos
o “Ramo Principal do Logaritmo”

Log: U — C
pe® s log(p) +if

1
Pelo que vimos acima, concluimos que Log é holomorfa em U e Log'(z) = 5 para todoz € U.
Defini¢do 6.11. Seja « € C. Definimos um ramo das poténcias de « por
o = 28(a)

Onde g é um ramo de logaritmo definido em w.
Neste termos, fungio z — «* é holomorfa.

Quando nio for especificado o ramo de logaritmo usado para definir o ramo da poténcia e « ¢ R_, estaremos usando
o Ramo Principal do Logaritmo.

Teorema 6.12. Seja Q) C C um abertoe f € H(QY). Entdo f é representdvel em séries de poténcias.

Demonstragdo:

Seja D(zg,7) C Q tal que D(zp,7r) C , tomemos a curva de Jordan v = 9ID(zp, 7). Pelo teorema 5.13
temos

f(z) = 2%'[1 L Li])zalw,‘v’z € D(zp,7)
Para todo w € y e z € ID(zp, ) temos

Z—20
w — Zg

B !
r

Portanto, inspirados (novamente) na série geométrica, temos

1 i z—z0\" _ 1 1 1
w — zg w — zo  w—2z 1_Z=7%0 Cw—z

w — 20

Logo
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Esta série converge uniformemente nas partes compactas de ID(zp, ). Logo

o) = 5 [ 1%

2mi Jy w—z

n=0

[e9)

= Y au(z—2z)"

n=0

Onde

an

_ L/ f(w)dw
7

© 27 Sy (w — zg) ]

Pelo teorema 5.13 os coeficientes a, independem de r. Portanto f(z) é representada por esta série de potén-
cias no disco ID(zg, R), onde R é o raio de convergéncia da série. O

Corolério 6.13. Seja Q) C C um aberto e f € H(Q) entdo f possui derivadas de todas as ordens em todos os
pontos de Q) e, para todo ID(zo, r) C Q, temos

n! w)dw
f(") (20) = _A (wf(_ Z)O)n+1

onde v = dD(z, ).

Demonstracgdo:

Basta combinar o corolario 6.13 com o teorema 6.3. O

Corolario 6.14 (Estimativas de Cauchy). Seja f uma fungio holomorfa no disco ID(zo, R) e M > 0 tal que
f(z) < M Vz € D(z¢,R). Entdo

" n!'M
@)l = =

Demonstracgdo:

Pelo corolario 6.13, para todo r < R, temos

£ (ag) = g [ SO
)

-~ 27 Sy (w — zo)H
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onde ¢ = dID(z, 1), logo
" (z0)] =

v

w,ZO)n—&-l
n! /
27 0%

ow o f@)
S At

f(w)dw

(w —zg)"*1

IN

IA
N
S
S~
I
RS
=
=

27l

Como r < R foi tomado aleatoriamente temos

n'M

£ (z0)] <

Teorema 6.15 (Teorema de Morera). Seja Q3 C C um abertoe f : Q) — C uma fungdo continua tal que
z)dz =0
IR

para todo tridngulo fechado N C Q). Entdo f € H(Q)).

Demonstragdo:

Se () C Q) é convexo, podemos usar o Teorema 5.11 para construir F € 7 (Q) tal que F’ = f. Visto que
derivadas de funcdes holomorfas é uma fungao holomorfa, concluimos que f é holomorfa em (). Portanto
f é holomorfa em qualquer subconjunto convexo de (), logo f € H(Q)). 0

Teorema 6.16. Seja Q) € C um aberto e seja ( f,,) uma sequéncia em H(QY). Seja f : QO — C tal que f, LAY f
em (). Entdo

i) f é holomorfa;
ii) (f})) converge em partes compactas de Q);
iii) f' =lim f}.

Demonstragdo:

Como a convergéncia é uniforme entdo f é continua.
Considere um tridngulo fechado A C Q) qualquer. Entdo, pelo teorema 5.10 temos

/&mf(z)dz = lim (/M fn(z)dz) -0

Pelo Teorema de Morera (teorema 6.15) f é holomorfa. Isso prova i)
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Seja D(zg, ) C Q. Tomemos ¢ > 0. Como f, —5 f entdo AN € N tal que |f(z) — fu(z)| < € Vz € D(z0,7),
sempre que n > N. Entdo, aplicando o teorema 6.14 a fungdo (f — f,) temos

f@) - fal) <=

Isso mostra que f, 2% f'. E estao provados ii) e iii) O

o0
Exemplo 6.17. A série Y n™* converge uniformemente em partes compactas do semi-plano aberto {z €
n=1
C | Re(z) > 1} (veja o Exemplo 3.30), portanto esta série define uma fungdes holomorfa no aberto {z € C | Re(z) >
1}. Esta fungio é conhecida como “Fungio Zeta de Riemann”, e é denotada por

(e9)

[(z) =) n* ,Re(z) >1

n=1

6.5 Produtérios de funcoes holomorfas

Seja Q) C C uma regido. Um produtério de fungdes em #H(()), é uma sequéncia de fun¢des (p,) obtida a
partir de uma sequéncia de fungdes (f,;) em H (), da seguinte forma:

pu(z) = A+ f1(2)) - (1+ f2(2)) - -+ - (1 fu(2))

ou seja
n

pn(z) =11+ fi(2))

i=1

Denotamos esse produtorio por:
[e9)

[T+ fu(2) (6.6)

n=1
Se a sequéncia (p,) converge em () dizemos 0 mesmo para o produtério (6.6), caso contrdrio, dizemos que
o produtério diverge. Se a sequéncia (p,) converge uniformemente em partes compactas de () dizemos o
mesmo para o produtério (6.6).

De acordo com o que foi mostrado em 3.3, para que o produtério (6.6) seja convergente nas partes compactas
de ), basta que a série

i ful2)]

também seja.

Exemplo 6.18. Seja (q,) a sequéncia dos niimeros primos, entio o produtorio
B 1
[T -a.%)"
n=1
converge uniformemente em partes compactas de {z € C |Re(z) > 1}, portanto define uma fungio holomorfa neste
aberto e ndo se anula em ponto algum deste aberto (veja o Exemplo 3.36) e temos também:
[e9) [e9)

[Ta-35)" =Y n?=0()

n=1 n=1

6.6 Zeros de funcoes holomorfas

Definigdo 6.19. Sejam ) um abertoe f € H(Q). Um ponto zy é chamado “zero” de f se f(z9) = 0. Dizemos que
esse zero tem “ordem k” se

f(z0) = f'(zo) = -+ = f&D(z) =0
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e ) (z9) # 0.

Note que se zp é um zero de ordem k de f entdo a representacdo de f em séries de poténcias em zj é da
forma

(&%)

pORACEENE

Onde a; # 0.

Teorema 6.20. Sejam Q) uma regido e f € H(Q). Se f ndo é identicamente nula entdo conjunto dos zeros de f
é discreto.

Demonstragdo:

Seja zp um zero de f e seja

[ee]
an(z — zp)"
n=0
a representagdo em série de poténcias de f em z.
Suponha que exista algum a; # 0, tal que ag = a7 = - - - = a;_1 = 0. Entdo
[ee]
f(z) =) an(z —z)"
n=k

f(z) = (z—20)*g(2) (6.7)

Onde g(z Z nik(z —20)"

<(zo0) = ax # 0 e g é holomorfa em ID(zg, r) (basta aplicar o teste da raz&o).

Como g é holomorfa entdo é continua, logo existe § > 0, com ¢ < r tal que

19(2) — g(z0)] < 1%

sempre que z € ID(zp,J).

18(z0)[ = | = 8(20)| = |8(2) — 8(20) — &(2) < [8(2) — g(20)[ +18(2)]

Logo, se z € ID(zp, ) temos

18(z)| > 18(z0)| — 18(2) — g(z0)| > lax| — |Tk| |azik| =0

Pela equacdo (6.7) o tnico zero de f em ID(zg,d) € zo.
Concluimos, assim, que se zg ndo é um zero isolado entdo a, = 0 Vn, ou seja f(z) = 0Vz € D(zo, ).

Seja Z(f) = {z € Q| f(z) = 0} eseja A C C o conjunto dos pontos de acumulagdo de Z(f) entdo A é um
conjunto fechado. Como f é continua entio AN Q) C Z(f). Se A # @ entdo, pelo que vimos acima A N Q)
é aberto em (). Como A N () também um fechado em () concluimos que A N Q) = (), pois (2 é conexo.

Ou seja, f é identicamente nula. O
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Corolério 6.21. Seja QO C C um aberto e sejam f,g € H(Q). Se o conjunto {z € Q| f(z) = g(z)} ndo é

discreto entdo f(z) = g(z), para todo z € Q).

Demonstracdo:

Basta usar o resultado do teorema para a fungéo h(z) = f(z) — g(2).

Definicdo 6.22. Definimos as seguintes fungoes inteiras

Eo(z) = (1-2)
e

z2 zF
Ex(z) = (1 —z)exp 2ttt ,sek >0

Lema 6.23. Se |z| < 1entdo |1 — Ex(z)| < |z[**1, k=0,1,2,....

Demonstracgdio:

Se k = 0, nada temos a fazer.

Suponha k > 1. Primeiro observemos que 1 — E(0) = 0. E que

i(1—15(2))——E’(z)—zk z—i—i—i—---—i—i
dz RS T TR e ER 2Ty k

d

£(1 — Ei(z)) tem um zero de ordem k em z = 0, logo z = 0 é um zero de ordem k+ 1 de 1 — E(z),

portanto temos
1 - Ei(2)

= Z anz"
n=k+1
Onde a, > 0Vn, logo, se |z| < 1 temos
1— Ex(z) " 1-E(1)
e ERTER S

Ou seja, |1 — Ex(z)| < |z

sequéncia de inteiros positivos tais que a série

(e9)

z pnt1

Zn

n=1

converge para todo z € C. Entdo o produtério

f@ =TT (Z)

¢ um ponto que aparece m vezes na sequéncia (z") entdo « é um zero de ordem m de f.

Teorema 6.24. Seja (z,,) uma sequéncia discreta de niimeros complexos tal que z, # 0Vn € IN. Seja (p,) uma

Define uma fungio inteira cujo conjunto dos zeros sio os pontos da sequéncia (z"). Mas precisamente, se « € C
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Demonstragdo:

Fixemos r > 0. Primeiro veja que limz, = oo, pois (z,) é discreta. Logo, para todo z € ID(0,7), IN € NN tal

b4 1
que | - < 5 sempre que 1 > N, portanto, sempre existe a sequéncia (p,), por exemplo p, = n —1 (vejaa
n

série geométrica no exemplo 3.23).

Pelo lema 6.23

z pn+1

Zn

z
1—E — ) <
‘ P <Zn)‘_

(o)
n=1 Zn

Converge uniformemente nas partes partes compactas de C. Mostrando que o mesmo vale para
= z
£ = TTEn ()
n=1 n

(Veja a se¢do 6.5). O

Logo

Teorema 6.25. Seja QO C C um aberto, com Q) # C. Seja (z,) uma sequéncia discreta de niimeros complexos
em Q) e seja (py) uma sequéncia de niimeros inteiros positivos. Existe uma fungio f € H(QY) tal que o conjunto
dos zeros de f sio os pontos da sequéncia (z,) e cada z,, e um zero de ordem py.

Demonstragdo:

Primeiro adequamos a sequéncia (z,), de forma que cada termo z, apareca p, vezes. Agora construimos
uma sequéncia (w,) em C — Q) da seguinte forma: para cada z, escolha w, € C — Q) tal que
lwy — zy| < |w—z,| Yw € C — Q, é claro que w,, € Q). Entdo temos

lim(z, —w,) =0

Definimos o
Zn — Wy
£ =TT (220
n=1 Z— Wn
Para todo z € Q) temos
. Zp — Wy
im — =0
Z — Wy

Zy — W 1
e
Vz € K, sempre que n > N.
Pelo lema 6.23 o L N
e ()< <)
Logo

e}
Zy — W
n=1 Z— Wn
Converge uniformemente nas partes partes compactas de (2. Mostrando que o mesmo vale para

f@zﬁ&@”m)

Z — Wy

(Veja a se¢do 6.5). U
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1 ]
Exemplo 6.26. Considere a sequéncia ((1 = E) el"). Essa sequéncia é discreta em 1D(0,1), mas todo ponto de
dID(0,1) é ponto de acumulagdo desta sequéncia. Pelo teorema 6.25 existe uma fungio holomorfa em 1D(0,1) cujo

conjunto dos zeros sdo os pontos desta sequéncia. Portanto é impossivel estender esta fungdo além para fora de
D(0,1).
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caminho, 50

fechado, 50
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Condigoes de Cauchy-Riemann, 44
conjugado, 9
conjunto
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compacto, 17

convexo, 18

fechado, 17

simplesmente conexo, 18
curva, 50

disco, 17
disco furado, 17
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funcado holomorfa, 45
funcdo inteira, 45
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lim inf, 27
lim sup, 27

modulo, 10
orientacdo de um caminho, 51
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série, 25
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