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Prefacio

O estudo do perimetro e da drea de um circulo constitui-se, na vida escolar, no nosso
primeiro encontro de verdade com a ideia de infinito. Entretanto, apesar da delicadeza
do problema - ou talvez exatamente por causa dela - o que nos é normalmente
apresentado sdo duas férmulas, 271R e 77R?, sem maiores comentérios. A proposta
deste minicurso é ir no sentido contrario e explorar o forte vinculo existente entre
a estrutura da reta real e a defini¢do e o calculo do perimetro e da area do circulo.
Adotaremos um enfoque predominantemente histérico para enfatizar as dificuldades
inerentes ao entendimento desta estrutura e ressaltar as ideias que estdo por tras destas
definig¢oes.

Este tema ja foi trabalhado por mim em uma disciplina optativa Tdpicos de
Matemitica: comprimentos, volumes e dreas, ofertada por duas vezes para o Curso
de Licenciatura em Matemdtica da UFMG. A montagem desta disciplina, e hoje
deste minicurso, é resultado de muitos anos de estudo e de ensino, principalmente
das disciplinas Histéria das Ciéncias Exatas, Calculo I, Andlise Real, Iniciagdo a
Matematica e Matematica e Escola III, que trata dos conceitos de geometria nos ensinos
fundamental e médio.

Gostaria de agradecer aos alunos que cursaram estas disciplinas por me ensinarem
muitas coisas e me ajudarem a organizar as ideias.

Gostaria de agradecer também aos professores Armando Neves, Bernardo Borges
de Lima e Fabio Brochero que, ao longo dos dois semestres onde a disciplina foi
ofertada, trouxeram novas ideias e discussdes sobre 71, drea e comprimento do circulo.

Finalmente, meus agradecimentos aos professores Gabriel Franco, que teve a
paciéncia de fazer quase todas as figuras que acompanham este texto, e Rodrigo
Simdes que transformou a pentltima versdo deste texto em outro muito melhor.
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Capitulo 1

O aparecimento dos irracionais

Tales, Anaximandro, Anaximenes e Her4clito sdo os representantes mais ilustres
da Escola Jonica, escola filoséfica assim chamada por sua localizagdo na Jonia, uma
colonia grega na Asia Menor.

Numa perspectiva geral, as ideias desenvolvidas pela escola jonica permitiram
a passagem das explicacdes miticas, dadas pelas culturas egipcia e babilonica,
para novas explicacdes de “origem e funcionamento do Universo que dispensavam
a intervencdo ou planificacdo dos deuses'[2]. Com esta passagem acontece
simultaneamente (e necessariamente?) o nascimento do “espirito matemaético”, que vai
do século VI ao IIT a.C, sendo Tales de Mileto (~625-~545 a.C.) seu primeiro artifice.

Nao hd nenhuma duavida de que os gregos aprenderam muito com os egipcios
e os babilonicos. Sabe-se que Tales andou pelo Egito e pela Babilonia, por razdes
comerciais, e aprendeu muita geometria e astronomia nestas viagens. Contudo a
geometria que os gregos fazem tem algo de novo em relacdo as geometrias egipcia
e babilonica. Estas tltimas eram geometrias praticas, empiricas, visando o uso e os
calculos necessarios a este uso, como volumes, dreas, comprimentos. Os desenhos
sdo considerados por seu valor estético e pratico. A planta de uma casa representa
exatamente a casa e o desenho de uma piramide corresponde a piramide.

Ja para os gregos, os desenhos sdo considerados como um conjunto de pontos no
espago, ligados entre si por linhas. Inovadoramente, eles passam a estudar relagdes
abstratas entre grandezas de um desenho, ja por si abstrato. O raciocinio pode ser
levado sem consideragdes numéricas. Os relatos que temos de Tales dizem que ele
trabalhou com a igualdade dos angulos da base de um tridngulo is6sceles, com a
bisseccdo de um circulo por qualquer didmetro, com a congruéncia de tridngulos
tendo um lado e dois angulos adjacentes iguais (o famoso ALA). Podem ser dele
as afirmacdes de que “todo dngulo inscrito num semi-circulo é reto"ou “a soma dos
angulos internos de um triangulo é dois retos".

Tales porém vai ainda mais longe. O raciocinio tipico de babilonicos e egipcios
pode ser descrito da seguinte forma: “notamos que algo é verdadeiro cada vez
que o observamos. Entdo passamos a admitir que serd verdadeiro toda vez que
observarmos." Este tipo de raciocinio é chamado de raciocinio indutivo' e nés o
usamos muito em diversos ramos do conhecimento.

Tales segue por outro caminho: ele tenta mostrar que afirmagdes pouco evidentes

Indo confundir esta inducao (filoséfica) com a inducdo matematica.
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podem ser deduzidas de outras que todos concordam serem verdades e, assim, as
pouco evidentes tornam-se verdade. Este raciocinio é o que se chama de dedugao.

Por exemplo, Tales usa este raciocinio dedutivo para convencer os outros gregos,
sempre céticos e incrédulos, de que os angulos da base de um tridngulo isésceles sdo
iguais. A idéia é: se tracarmos a bissetriz do angulo compreendido entre os dois lados
iguais de um tridngulo is6sceles, obteremos dois tridngulos que tém dois lados iguais
e um lado em comum e que os angulos formados sdo iguais, pois tracamos a bissetriz.
Ora, todos concordam que estes dois novos tridngulos sdo iguais. Assim, os angulos
da base serdo iguais.

Desta maneira, Tales trabalha com uma geometria de linhas e dngulos, abstrata,
sem medidas, tentando provar as afirmagdes com o método da dedugdo.

Apesar de ter apontado para a possibilidade de deduzir resultados menos 6bvios
de afirmagdes de mais facil aceitacdo, ele ndo pretendeu derivar todos os teoremas de
um conjunto tnico de proposi¢des, como fazemos hoje. Quem vem tentar construir um
sistema coerente no qual todos os teoremas sejam deduzidos de uns poucos axiomas
explicitamente afirmados sdo os membros da Escola Pitagorica.

Tales morre entre 550 e 540 a.C. Pitdgoras, se existiu mesmo, nasceu entre 580 e
570 a.C. perto de Mileto, na ilha de Samos, indo mais tarde para Crétona, no sul da
Itdlia. Em Croétona, fundou uma escola (sociedade, irmandade, seita, comunidade - na
verdade ndo temos uma palavra boa para descrever o que Pitdgoras fundou) fechada,
baseada na propriedade comum, inclusive do conhecimento, na igualdade dos sexos 2
e numa disciplina estrita.

Essa sociedade é cientifica. Essa irmandade é mistica. Nela, a fusdo ciéncia e mito,
razdo e fé, se da sem problemas.

Eles acreditavam na transmigracdo das almas, isto é, que as almas se reencarnam
em homens, bichos ou plantas, de acordo com seu grau de evolugao. E que era preciso
se purificar para se chegar a perfeicdo. Para eles, a purificacdo - catarsis - vem através
do conhecimento puro da contemplagdo passiva. A contemplacdo é priorizada com
relacdo a agdo. O mundo sensivel é considerado menos verdadeiro do que o mundo
da mente e, para encontrar a verdade, eles se voltam para o mundo ideal contido na
mente.

Qual serd a esséncia deste mundo? Eles observam que “fendmenos
qualitativamente distintos exibem as mesmas propriedades matemadticas "[15],
partindo, supde-se, da descoberta de que a harmonia da miusica é dada por uma

2a comunidade pitagérica é das poucas da histéria onde as mulheres eram aceitas em igualdade com

os homens. Pelo menos 28 mulheres sdo classificadas entre os pitagdricos, sendo a mais famosa Theano,
professora e que escreveu tratados sobre fisica, matematica e medicina.



proporcdo estabelecida entre o comprimento das cordas. Entdo, a esséncia do mundo
sdo ntmeros e relacdes numéricas.
Resumindo, eles estabeleceram dois principios:

1. A natureza é construida de acordo com principios matematicos;

2. As relagdes numéricas delineam, unificam e revelam a ordem da natureza, ou
seja, 0 cosmos (a ordem e a beleza do universo) tem sua origem nos nameros.

E bom ressaltar que hoje nés temos uma abstracio dos niimeros que os primeiros
pitagoéricos ndo tinham. Para eles os nlimeros eram s6 0s niimeros naturais e eram
os pontos ou particulas que compdem a matéria, a menor parte possivel de cada coisa.

E claro que com uma filosofia destas, eles vio estudar matematica. E o que se espera
é que desenvolvam a aritmética, que é a parte da matemaética que estuda os ntimeros
inteiros. Mas eles desenvolvem principalmente a geometria pois os nimeros, para eles,
traduziam propriedades misticas e propriedades de forma. Por exemplo, 1 é a esséncia
das coisas, 4 é o nimero perfeito, e logo a alma humana, 5 é a cor, 6 o frio, 7 a mente, a
saude e a luz, 8 o amor e a amizade.

Os ntimeros também eram classificados em pares e impares e também em
triangulares, quadrados, etc. 3 é triangular, 6 é triangular, 9 é quadrado, como
representado na figura.

Esta maneira de se servir do espago para representar os niimeros teve grande
utilidade na aritmética pitagérica. Por exemplo, ao observarmos a figura abaixo
notamos que 1 +3 = 22, 1+3+5 = 3% 1+3+5+7 = 42, de onde podemos
inferir que 143 + 5 + ... + (2n + 1) deve ser igual a (n + 1)? para todo valor de 7 (
para nés hoje a certeza da igualdade s6 pode ser garantida por uma demonstragéo ).

O0O0O

0 0 gg: 06000

0O oo o 0O00O0

143=2 ) ceo
1+3+5=13

Além desta representagdo discreta dos ntiimeros, eles também os interpretavam em
termos de grandezas geométricas: comprimento, perimetro, drea, volume. Assim, 3x2
é a drea do retangulo de lados 3 e 2 e 3+2 é o0 semi-perimetro deste retangulo, ou seja, a
soma dos comprimentos colocando-os lado a lado.

3A demonstracgio de hoje de que 1 +3 +5+ ..+ (2n +1) = (n + 1)? é feita por indugao. E facil
provar para n = 1, pois 1 +3 = 4 = 22, Suponhamos por indugio que a férmula seja valida para
n—1ie,1+3+5+..+2n—-1)+1) = 1+3+5+..+(2n—1) = n2. Tomando n temos
1+345+..+2n+1)=14+3+5+...+2n—-1)+2n+1)=n>+2n+1) = (n+1)%
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As fragbes aparecem com o significado de razdo e proporcdo entre grandezas.
Por exemplo, dois segmentos de comprimentos 2 e b tem a razdo de 2 para 3 se
2b = b+ b tem o mesmo tamanho que 3a = a4 +a + a. Também dizemos que a e b
sdo comensurdveis, na razao de 2 para 3.

A ideia de que o ponto é a menor por¢do da matéria, o tamanho a partir do qual
ndo se pode mais dividir, vai colocar a escola Pitagérica numa posi¢do complicada. Se
0s pontos sdo a menor porg¢do entdo um segmento de reta é como um colar de contas:
contém um nimero, talvez enorme, mas finito, de pontos enfileirados, que compdem
o segmento. Chamemos de 7 este niimero. O comprimento do segmento terd que ser,
entdo, um mdaltiplo de n.

Dados dois segmentos distintos, com # e m pontos, respectivamente, a razdo entre
seus comprimentos tem que ser a mesma que entre n e m. Ou seja, dois segmentos
sdo sempre o que chamamos de comensurdveis: m cépias do primeiro tem o mesmo
comprimento que n copias do segundo.

Veio entdo o grande golpe contra a escola pitagoérica: aplicando o “Teorema de
Pitdgoras"* ao célculo da diagonal do quadrado de lado com comprimento 1, chegaram
a0 n3o numero, ao indizivel, ao incomensuravel, ao irracional /2.

O raciocinio que fizeram foi: como dois segmentos sdo sempre comensuraveis entdo
existem m e n ntimeros inteiros tais que m vezes o comprimento da diagonal serd igual
a 1 vezes o comprimento do lado, ou seja, m x /2 = n x 1. Podemos supor que n e m
sdo primos entre si, pois sendo dividiriamos a igualdade pelo fator comum. Elevando
ao quadrado tem-se que 2m? = n? e assim n? é um ntimero par.

Por outro lado, se p é um ntmero impar, p = 2g+1e p*> = 46> +29+1 =
2(29% + q) + 1, isto é, p? também é impar. Como n? é par, n ndo pode ser impar, pois se
o fosse, seu quadrado seria impar. Logo 1 € um ntimero par, isto é, n = 2j para algum
inteiro j.

Como 7 é par e m e n sdo primos entre si, m tem que ser impar, pois sendo 2 seria um
fator comum. Mas 2m? = n? = (2j)? = 2(2j?), ou seja, o quadrado de m é par e logo
m ndo pode ser impar. Isto diz que ha algo de errado no comego deste raciocinio, ou
seja, nado esta certo que m x v/2 = n x 1. Logo, os dois segmentos (lado e diagonal) ndo
sdo comensurdveis (ou, numa linguagem moderna, \/§ ndo é uma fracdo, um nimero
racional).

Os pitagoricos se depararam entdo com um comprimento, algo desenhavel e
existente, que ndo estava em propor¢do com as outras linhas da figura! Isto foi uma
verdadeira paulada na filosofia deles.

Os pitagoricos conseguiram dar a volta por cima e a escola sobreviveu ao golpe. Ela
“possuia a eldstica adaptabilidade de todos os sistemas ideolégicos verdadeiramente
grandes"[17]. O grande golpe mesmo foi a dissolucdo da Irmandade por volta de 500
a.C. As causas da dissolugdo variam de autor para autor. A.Koestler [17] acha que tem
“a ver com os principios igualitarios e a pratica comunista da ordem, a emancipacdo
das mulheres e a doutrina quase monoteista". Ja Hull [14] acha que foram o poder e os
objetivos politicos dessa sociedade tdo bem organizada que assustaram aos governos
das outras cidades.

40 famoso Teorema de Pitdgoras ja era conhecido dos egipcios, pelo menos no caso 3,4,5 e dos
babil6nicos, que possuiam tabelas de ntimeros que verificavam a relacdo dada pelo teorema. Pitdgoras
também o conhecia, mas nao se sabe como o demonstrou.



Seja como for, a influéncia da Escola Pitagdrica se faz sentir até hoje. Palavras como
filosofia e harmonia foram inventadas por eles. O adjetivo racional vem da filosofia
pitagoérica. E expressdes como quadrado de um niimero, cubo de um niimero, nos
levam a sua maneira de pensar.

Dentro da ciéncia e da histéria da ciéncia, vale ressaltar que:

e na ciéncia “os pitagoéricos criaram a possibilidade de lidar com quantidades
fisicas, reduzindo-as a medidas e a nameros"[2];

e na matemadtica, estabeleceram o método de prova a partir de postulados, usando
o raciocinio dedutivo;

¢ na filosofia, a postura de que a realidade se encontra no mundo da mente vai, um
pouco mais tarde, fazer a cabega de Platdo e sobrevive até hoje.






Capitulo 2

Quantos pontos ha num segmento de
reta?

O problema colocado pela descoberta dos irracionais pelos pitagdricos me parece
bem definido por Arnold Reymond [25]:“O realismo aritmético, ingenuamente
proclamado pelos pitagoricos, foi derrubado pela descoberta de que, num quadrado, a
diagonal e o lado sdo incomensurdveis. Se o espago é nlimero ou razdo entre niimeros,
esta descoberta é desconcertante. Os pitagoéricos, sem divida, ndo pretendem avaliar o
numero de pontos que compdem, de fato, um segmento de reta, mas afirmam que este
namero existe e que é forcosamente inteiro, j4 que o ponto é indivisivel. Entre duas
retas de comprimentos diferentes A e B, deve entdo existir uma relacdio A/B na qual A
e B, representando uma soma de pontos, sdo necessariamente dois nimeros inteiros."!

No fundo, o que os pitagéricos afirmam é que um segmento de reta ndo pode ser
infinitamente divisivel. Ele s6 pode ser dividido até se chegar em sua parte menor,
indivisivel: o ponto.

O tempo passa, a Irmandade Pitagérica foi destruida, mas continuam existindo
seguidores de suas idéias. Atenas torna-se o centro cultural do mundo grego, surgindo
ai a Escola dos Sofistas, da palavra grega sofia que significa sabedoria. Eles ddo aulas
de retérica, matemadtica, filosofia e astronomia e sdo os primeiros a aceitar pagamento
pelas aulas ministradas.

Os principais sofistas, do ponto de vista da matemaética, sdo Hipdcrates de Quids
(~430 a.C.), que ndo deve ser confundido com seu homonimo médico, Antifonte,
contemporaneo de Hipdcrates, e Hipias de Elis, que nasceu por volta de 460 a.C. Eles
trabalhavam em geometria, com constru¢des com régua e compasso, essencialmente
em cima de trés problemas:

e a trissec¢do do angulo, isto é, dividir um angulo dado em 3 partes iguais;

e a duplicagdo do cubo, isto é, determinar a aresta de um cubo cujo volume seja o
dobro de um cubo dado;

e a quadratura do circulo, isto é, determinar o lado do quadrado cuja drea seja a de
um circulo dado.

Apesar dos sofistas terem feito muitas coisas, aqui discutiremos apenas um trabalho
de Antifonte relacionado com a quadratura do circulo. Ele nos ajudara a compreender

lem francés no original
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como se colocou, definitivamente, na histéria da matemaética a questdo de saber a
natureza dos pontos em um segmento de reta.

Achar o lado do quadrado de mesma area que um circulo é apenas uma maneira
grega de dizer que queremos calcular a drea do circulo. Antifonte parece ter
raciocinado da seguinte maneira: sei calcular a drea poligonos regulares, pois sabemos
calcular a drea de triangulos e podemos decompor qualquer poligono em triangulos.
Entdo é isso que devo usar para tentar quadrar o circulo.

Assim, Antifonte “bolou” o seguinte método: tome um circulo e inscreva nele um
quadrado. Sobre cada lado do quadrado, coloque um triangulo is6sceles cujos vértices
estdo sobre o circulo, obtendo um octégono. Continue o processo sobre os lados do
octégono. E faga sempre do mesmo jeito.

Pensou Antifonte: se um segmento de reta tem um ntimero finito de pontos, entdo um
circulo também terd um ntmero finito de pontos. Este nimero de pontos serd entdo
o maior nimero de lados que posso ter num poligono inscrito num circulo. Sendo
assim, um circulo é um poligono regular com um ndmero (grande) de lados e como sei
quadrar qualquer poligono, sei quadrar um circulo!?

Esta solucdo apresentada por Antifonte vai causar muita polémica. Aceitd-la
significa aceitar que um arco de circulo coincide com um segmento de reta. Nao aceita-
la implica assumir a infinita divisibilidade de uma linha, pois poderemos sempre
tomar o ponto médio do arco de circulo e tracar um poligono com um ntimero maior
de lados.

E exatamente em cima desta polémica que Zendo de Elé¢ia (~450 a.C.), discipulo
de Parménides, vem defender a posicdo de seu mestre. Parménides afirmava que o
movimento ndo existe, que seria mera aparéncia e Zendo cria seus famosos paradoxos
com o intuito de provar esta afirmacao.

Suponhamos, dizia Zendo, a infinita divisibilidade da reta. Para irmos de um ponto
a outro temos que passar pelo ponto médio. Se existem infinitos pontos médios...
nunca chegaremos ao fim do segmento (este paradoxo é enunciado por Zendo como a
histéria de Aquiles e o estddio).

Temos entdo que supor que uma reta ndo pode ser dividida infinitamente, se
acreditamos na realidade do movimento.

ZRepare que, para Antifonte, os pontos dos extremos dos lados do poligono (os vértices) sao
diferentes dos pontos que formam o préprio segmento. Isto talvez se deva ao fato da inspiracdo para a
geometria abstrata dos gregos vir da astronomia - nas constelac¢des, os vértices sdo as estrelas e os lados
sdo segmentos que imaginamos existir, mas ndo existem de verdade no céu. Logo, os vértices e os lados
sdo de natureza distinta.



Tomemos, pois, uma flecha em movimento durante um certo intervalo de tempo
AT. Ja que o movimento existe, este intervalo de tempo AT s6 terd um ntmero finito
de instantes. Em cada instante, a flecha estard parada, como numa fotografia. Como
uma colecdo finita de flechas paradas ndo pode estar em movimento concluimos que o
movimento nao existe! Ele é s6 uma ilusio dos nossos sentidos.>.

Zendo criou um problema sério para a matematica, que s6 serd resolvido muito
mais tarde, no século XIX: a questdo do continuo (um segmento de reta tem que ser
algo continuo, ndo pode ser um ponto e depois outro ponto e assim por diante), ligada
a questdo do infinito.

Uma primeira resposta foi dada por Eudoxo (~408-~355 a.C.), que supde a infinita
divisibilidade da reta e cria o “Método de Exaustdo" para calcular a drea do circulo.
Ele usa a mesma idéia de Antifonte s6 que, ao supor que o segmento de reta pode ser
dividido infinitamente, afirma que os poligonos se aproximam do circulo mas nunca
coincidem com ele. Isto implica que ndo se pode calcular a drea do circulo com um
nuamero finito de cédlculos. Eudoxo cria seu método para dar conta deste problema,
como veremos no préximo capitulo.

Como afirma C.H.Edwards Jr., em [10] :“A chave do sucesso de Eudoxo (como
acontece quase sempre na matemadtica) foi a boa formulacdo de uma definicdo de
proporcionalidade entre razdes de grandezas geométricas".

3Se pensarmos como funciona o cinema em pelicula de celuldide entenderemos melhor o que dizia
Zendo: em cada instante, temos uma fotografia e tudo estd parado. Mas ao passar as fotografias pela
maquina de projegdo, temos a impressao de que as coisas se movem.






Capitulo 3

O Método de Exaustao

Neste capitulo apresentamos a brilhante solu¢do de Eudoxo para o problema de se
calcular a drea de um circulo. A principal fonte usada é o livro de C.H.Edwards [10].
Usaremos nossas notacdo e linguagem modernas.

Eudoxo comega propondo a seguinte defini¢do de grandezas proporcionais:

. a ¢
Definicdo 3.1 Sejam dadas quatro grandezas a, b, c e d e suas razoes — e —.

b d
a ¢ . m .
Temos que - = - se, para toda fragdo —, acontece um dos seguintes casos:
b d n
m _a m _c ., -
ou — < - e — <, istoé ouafragioé menor que ambas;
n b n o d
m a m_c ., . -
ou —=- e — = istoé oua fragio éigual a ambas;
n b n d
m _a m _c . . g
ou —>ooe > isto é, ou a fragdo é maior que ambas.
n n

. a ¢ . » , a4 . C ,
Ou seja, se 5 = g ndo podemos ter uma fragdo que “separe b de 7 que esteja entre

as duas.

A ideia intuitiva que parece estar por trds desta definicdo é: tome um ntmero real
a. As fragdes 7 se dividem em trés grupos: as que sdo menores, as que sdo iguais e as
maiores que a:

m m m
a:{;<a}, Ia:{;:a}, Ua:{;>a}.

Esta maneira de ver os niimeros reais vai inspirar a defini¢do de niimero real dada por
Dedekind (1831-1916), os chamados cortes de Dedekind!.

Usando esta ideia e o fato de que o conjunto dos naturais ndo é limitado
superiormente, podemos concluir dois resultados:

. L 1
Teorema 3.2 Dado um niimero real a > 0 existe um inteiro ny > 0 tal que — < a.
ho
Demonstragdo: A prova deste resultado é simples, pois dado a existem trés opgdes
para uma fragdo % Podemos ter % < a e entdo achamos o resultado. Podemos ter
1

— : 1 .
0 a e assim 1 < a e achamos o que queriamos.

1Uma boa referéncia para ver como isto é feito é o livro do Spivak [28].

11



12 Capitulo 3: O Método de Exaustao

Suponhamos entdo, por absurdo, que estes dois casos ndo possam acontecer. Entdo

% > a para todo nimero inteiro positivo n. Teremos que n < %, Vn > 0 ou seja, o
conjunto dos naturais é limitado, o que é absurdo.
- 1
Logo, existe 1 tal que - < a. O

O préximo resultado é conhecido como o Principio de Arquimedes e serd
fundamental no raciocinio de Eudoxo para achar a area do circulo:

Teorema 3.3 Dados dois niimeros reais positivos a e b existe um niimero inteiro positivo n tal
que na > b.

Demonstragao: Para prova-lo basta aplicar o teorema 3.2 ao ntimero . O

Para calcular dreas os gregos partem de dois principios, onde a(S) significa a drea
de uma figura S:

1. se a figura S estd contida numa figura T entdo a(S) < a(T).

2. se a figura R é a unido das figuras S e T, sem superposi¢do de areas, entdo
a(R) = a(S) +a(T).

Se S ndo é um poligono, aplicam a ideia de Antifonte de tomar uma sequéncia de
poligonos P;, P, P, ... que preenchem ou exaurem S.
No fundo, estdo quase que tomando lim a(P,) para obter a 4rea a(S). Mas gregos
n—oo

nao tomam limites. Muito ao contrario, eles tém uma certa aversao ao infinito. Nao
conseguem montar uma estrutura légica que dé conta desta questao.

Serd preciso entdo “calcular” o limite com um ntmero finito de passos. E com esta
perspectiva que Eudoxo inventa o “Método da Exaustdo", que se encontra no livro X
dos Elementos de Euclides [13]:

Duas grandezas desiquais sendo dadas, se da maior for tirada uma grandeza maior do que
sua metade e este processo for repetido continuadamente, sobrard uma grandeza menor do que
a menor grandeza dada.

Traduzindo em “matematiqués” moderno:

Teorema 3.4 Sejam My e € duas grandezas, com My > €. Tomamos My = My — x, onde
x > %MO, ou seja, My < %MO. Depois tomamos My = My —y, onde y > %Ml, ou seja,
M, < %Ml. E assim sucessivamente de modo a termos uma sequéncia My, My, M, ..., onde
My < %Mo, M, < %Ml , etc. Entdo existe um N tal que M < €.

Demonstragio: A prova deste resultado depende do Principio de Arquimedes. Como
My > €, existe N inteiro positivo tal que (N +1)e > My. E claro que N+1 > 2 e
segue-se que 3(N + 1)e > e.

Temos entdo que (N + 1)e = Ne + € > My ou seja

1 1 1
N€>M0—€ZM0—§(N+1)€>M0—§MQ:§M0>M1,



13

ou seja, (N +1)e > My implica que Ne > M;. Continuando o raciocinio, vemos
que Ne > M; implica que (N —1)¢e = Ne —e > M; —€ > %Ml > My, e assim
sucessivamente até chegarmos em € > My. O

Eudoxo assume que um segmento de reta pode ser infinitamente dividido. Logo
um circulo ndo é um poligono de muitos lados. O método de exaustdo é entdo usado
para mostrar o seguinte resultado:

Teorema 3.5 Dado um circulo C e um erro €, existe um poligono reqular P, inscrito em C tal
que a(C) —a(P) < e.

Demonstragdo: Comecemos com um quadrado Py = EFGH e tomemos a grandeza
My = a(C) — a(Pp). Tomemos agora P; o octégno construido sobre os pontos médios e
M; = a(C) — a(P;) e assim sucessivamente, obtendo as sequéncias Py, P, Py, ..., Py, ...,
onde P, tem 2"*2 lados e M, = a(C) — a(P,).

Precisamos mostrar que M, — M1 > %Mn e logo M, 1 < %Mn, de modo que,
pelo método da exaustdo, existe N tal que a(C) —a(Py) < €.

E K F

E F

LV
<~

Anotando por EKF a érea entre a corda EKF e o circulo temos

Mo—M; = a(C) —a(Py) —a(C) +a(Pr) = a(Py) — a(P)
= 4a(AEFK) = 2a(EE'FF') > 2a(EKF)

S 1 — 1 1

24(EKF) = §4a(EKF) = E(a(C) —a(Py)) = EMO

Logo
1
My — My > EMO.
O mesmo raciocinio mostra que
1 1

My = M1 = a(Pas1) — a(Pa) > 5(a(C) —a(Pn)) = 5 My

e concluimos que existe N tal que a(C) — a(Py) < €. O

Usando o método de exaustdo, os gregos vdo determinar a drea do circulo. No livro
XII dos Elementos de Euclides [13] encontramos o seguinte teorema:
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Teorema 3.6 Dados dois circulos Cq e C, de raios r1 e rp entdo a razdo entre suas dreas é a
mesma que a razdo entre as dreas dos quadrados de lados r1 e 1, ou seja

a(Cl) . ﬁ
a(Cy) 73 M

Se provarmos que as duas tltimas ndo valem, o teorema estard provado (este é um
tipico modo de demonstragdo dos gregos, chamado de dupla redugio ao absurdo).
Suponhamos primeiro que

a(C1) 1 a(C)rs
a(C2)<r% ou a(Cp) > 7 =S

esejae = a(Cy) — S > 0. Pelo resultado anterior, existe um poligono regular P, inscrito
em C; tal que a(Cy) —a(P,) < € =a(Cy) — S. Logo, a(P,) > S.

Seja P; um poligono regular, inscrito em C; e semelhante a P». Nao é dificil mostrar
que

Segue-se que

a(Py) ~a(P)

, . . a(C 2
Logo, a(P>) < S, o que é um absurdo. Assim, a hipétese de que QEC;; < 3 éfalsa.
Invertendo os papéis dos dois circulos, vemos que a outra desigualdade também é
falsa e obtemos

a(Cy) 17

a(C2) 72

como desejado. O

Repare que os gregos ndo acham uma férmula para o cdlculo da 4rea do circulo.
Eles ndo fazem o que nés fazemos, que é reescrever a equagdo (1) como:

a(Cy)  a(Cy)
r? r3

e chamar de 77 o valor comum da razao entre a drea e o quadrado do raio de um circulo
qualquer. Os gregos ndo podiam fazé-lo porque (1) é uma proporcao entre areas e nao
uma igualdade numérica.



Capitulo 4

A area de um circulo

4.1 A constante universal dos circulos

Neste capitulo vamos provar de novo, mas agora usando ideas e conceitos mais
novos, o resultado de Eudoxo e Euclides de que, dados dois circulos C; e C, de raios
11 e rp, a razao entre suas dreas é a mesma que a razdo entre as areas dos quadrados de
lados r1 e r2, ou seja, que

ll(Cl) . ﬁ
a(Cy)  r%

Vamos usar a proposta de Antifonte, isto é, ir tomando poligonos com cada vez
mais lados, de maneira a estar cada vez mais perto da drea do circulo.

Dado um circulo C de raio R, comegamos o processo construindo um quadrado
inscrito. Tomando o ponto médio de cada arco ligando dois vértices construimos
um octégono inscrito e assim sucessivamente vamos construindo poligonos regulares
inscritos p,, com 2" lados, n > 2. Temos que p; é o quadrado inscrito, p3 é o octégono,
ps é o poligono regular inscrito com 2* = 16 lados (um hexadecdgono) e assim por
diante.

Seja a,, a area de p;,. Por construcdo temos que
O<m<am<ayy<...<ap<dapy <... (1)

A érea a(C) do circulo é definida como sendo o lim a4, se este limite existir, ou seja, se
n—oo

este processo infinito nos fornecer um ntimero.

15
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Ora, a sequéncia {ay,a3,a4,...,ay,...} é crescente , como mostra a relagdo (1), e
s6 tem duas opgdes: ou cresce, cresce, cresce, sem parar, ou, a0 aumentarmos o 71,
chegamos cada vez mais perto de um niimero, o que garantird que o limite existe.

Tomemos entdo o quadrado P; circunscrito ao circulo. Temos que sua drea, (2R)?,
é maior do que a drea de qualquer poligono inscrito. Logo

0<ay<a3<ay<..<ay<ayy <... <A4R?

e a sequéncia {a, } ndo pode crescer indefinidamente. Logo lim a, existe e a(C) é um

n—oo

ntmero bem definido, verificando a(C) < 4R2.

Para calcularmos este limite, observemos que o poligono regular inscrito p, tem 2"
lados e logo é a unido de 2" tridngulos is6sceles idénticos. Chamemos o comprimento
do lado de I, e de hy, a altura relativa ao lado. Como o dngulo do vértice oposto ao

360
lado do poligono vale — - e usando as defini¢des de seno (cateto oposto/hipotenusa)

e cosseno (cateto adjacente/hipotenusa) obtemos

180 180
ln—ZRsen(2n> e hn:Rcos( )

271

Assim

1 ) 180 180
a, = 2" (Elnhn> = 2"R“sen (2—n) cos (2—n> ,

a &rea do circulo é
8
1 np2
a(C) = lim (2 R sen( ) (—2 ))
) 1

e como
. (180) ( . (18 )
lim cos | — | = cos | lim =
Nn—00 on Nn—00 on
temos que
1
a(C) = R? lim (2” sen ( 80)) (2)
n—00
Se um circulo C; tem raio Ry entdo a, Z”R2 sen (1%) cos ( > ) e sua area é

a(C1) = R3limy—co <2” sen (12%())) .
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—

Para um circulo C, de raio Ry, a drea é a(Cy) = R% lim;, 00 (2” sen (%)) .

Logo
alC) _ lim 2" sen@ = a(Cz)’
R2 n—o00 om R2
1 2
ou seja, al({—(;) dd sempre o mesmo ntimero, qualquer que seja o circulo.
1

Esta constante universal dos circulos, o niimero lim (2” sen (%)) = al({? é

n—oo

o que convencionamos chamar de 7r. Usando esta convengdo, obtemos a tradicional
férmula

a(C) = nR?.

4.2 Poligonos circunscritos

E se , em vez de tomarmos os poligonos inscritos, tivéssemos pego poligonos
regulares circunscritos com 2" lados?

2
N

Como no caso dos poligonos inscritos, comecamos tomando um quadrado circunscrito
P, e recortamos de maneira a obter primeiro um octégono P; e assim por diante,
construindo poligonos regulares circunscritos P, com 2" lados.

Chamando de A, a drea de P, teremos, por construgdo, que

2RZ=a4< ... <A1 < Ap<...< Ay < Az < Ay = 4R?

onde a; = 4R? é a 4rea do quadrado inscrito no circulo. De maneira anéloga ao caso
anterior, como a sequéncia {A;,} ndo pode decrescer indefinidamente, lim A, = A

n—oo

existe e intuitivamente achamos que este limite também deveria ser a drea do circulo.
Para provar que realmente o é devemos mostrar que lim A, = lim a,.

n—oo n—oo
Sejam entdo p, e P, os poligonos inscrito e circunscrito, respectivamente, com
2" lados. Cada um deles é composto por 2" tridngulos isdsceles, com alturas h, =

R cos (para o inscrito) e H;, = R (para o circunscrito).

on
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Como estes tridngulos sdo semelhantes, teremos que a,, e A, verificam

() 0180
A, \H,) 2n

Logo,
. . 180 ) 180
nlgrolo(An —ay) = nlgxc}o(An — A, cos? 2—n) = nlglc}oAn(l — cos? 2_”) =0
1
pois A, < 4R? e lim cos g =1.
n—oo
E assim, lim A, = lim a, e a drea do circulo pode ser definida tomando-se

n—oo n—oo

poligonos regulares de 2" lados, tanto inscritos quanto circunscritos.

Vamos terminar este capitulo fazendo uma conta engracada. Pelo visto acima,
sabemos que a(C) = lim A, < 4R?. Logo, usando a equacéo (2), temos que
n—oo

) 180  a(C)
n _
nhrr.}o 2" sen o = Rz

<4

1
Chamando % de x e lembrando que 1irr(1J % = 1 obtemos
X—

sen x

180 = 180 lim = lim 2" sen @ <4, 3)
x—0 n

X n—oo

. an. 180
e como chamamos de 7t o lim 2" sen —n Provamos que
n—oo

=180 < 4.

. ) . senx ,
O que fizemos de errado? O erro estd em supor que hrrb —— = 1 qualquer que seja
X—

a maneira como medimos o angulo x. Este limite s6 vale 1 se o angulo x estiver sendo
medido em radianos e nossos angulos foram medidos em graus. Se um angulo 0 esta

em graus, o que temos que fazer é lembrar que sua medida y em radianos verifica

180
y= 79 e que, mesmo tendo medidas diferentes, definem um mesmo angulo e logo

o valor do seno é o mesmo para os dois, ou seja, seny = sen 6. Teremos entdo que

seny sen 7 senf
vy o @9 - 180 6
T
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1= Gim 5 i sen 7 limsen()
Cy—0 y  6—0180 6  180¢6—0 0
. senf T A . ~
e logo ém(l] 5 ~ 10 quando o dngulo 0 for medido em graus. A equacdo (3) se

escreve entao

180 sen x T
i n —_— = i = —_— = < 4.
7}1_r>r0102 sen n 180 91613(1) " 180180 <4







Capitulo 5

O perimetro de um circulo

Neste capitulo vamos calcular o perimetro de um circulo de raio R usando as
mesmas técnicas do capitulo anterior, ou seja, vamos aproximar o circulo por poligonos
regulares inscritos, com 2" lados, comegando pelo quadrado, passando ao octégono e
assim sucessivamente.

Sejam p, o poligono com 2" lados, [, o comprimento de cada um de seus lados e
cn = 2"l seu perimetro.

Para passarmos de pj, a p,+1, tomamos como novos vértices os pontos médios de
cada arco de circulo que une dois vértices consecutivos de p,.

Sabemos, da geometria elementar, que qualquer lado de um tridngulo é menor que
a soma dos outros dois. Temos entdo que c,, o perimetro do quadrado, é maior que o
didmetro 2R.

Podemos concluir também que, qualquer que sejan > 2,1, < 21,14

—> ln+1

e logo
cn=2", < 2" 20,1 =2", 0 = cppq.

21
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Temos entdo que
2R< <3< e <oy <Cpg1 < ey

ou seja, a sequéncia {c, } é positiva e estritamente crescente.

Tomemos agora P, o poligono regular circunscrito com 2" lados. Seja L, o
comprimento do lado e seu perimetro C,, = 2"L,. Como L, > I, segue imediatamente
que Cy, > cy.

Por outro lado, para passarmos de P, a P,y; tomamos os segmentos que
tangenciam os pontos médios de cada arco de circulo que une dois vértices de P,
como na figura, ao passar de P, a P3.

Mais uma vez, como qualquer lado de um triangulo é menor que a soma dos outros
dois, teremos que
Cn_|_1 <Ch<..<(C

e logo

Assim
2R<cp <3< .o <€y < Cpy1 < ... <8R

0 que nos garante que lim c, existe e podemos definir o perimetro de um circulo como
n—oo

I(C) = lim c,.
n—oo
Se um circulo tem raio R; entdo [, = 2Rjysen 1@, ¢, = 2" 2Ry sen &0 ¢ seu
1 1 2 2
perimetro serd
180

n—oo

I(C1) = 2R; lim 2" sen S
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Para um circulo de raio Ry, o mesmo raciocinio nos dé o perimetro
180
— : n -
1(Cy) = 2R, nlgIC}OZ sen -~

Logo
1(Cy) 180  1(Cy)

n —_— =
2R, = lim 2%sen — 2R, ’

1(C)

ou seja, »r~ dd sempre o mesmo niimero, qualquer que seja o circulo.

< on . 180 (o
A notagdo para esta constante lim 2" sen S também é a letra grega 77 e temos a
n—oo

féormula
I(C) =27R.
1
No calculo da area haviamos obtido que al({—i) = lim 2" sen 280 = 7T, ou seja,
n—oo

a constante obtida para a drea é a mesma obtida para o perimetro, ou, em outras
palavras, o 7t da drea é o mesmo 77 do perimetro.

O uso da letra grega 7r para representar esta constante foi inicialmente proposto
pelo matematico galés William Jones (1675-1749). A razdo desta escolha fica 6bvia se
observarmos a histéria: o famoso matematico e cientista grego Arquimedes, no seu
tratado Da Medida do Circulo, designa o comprimento da circunferéncia pela palavra
grega 7tepipueTpog (“perimetro”). Em 1647, o matemadtico inglés William Oughtred, e
depois outro matemético também inglés, Isaac Barrow, professor de Newton, abreviam
para 7t o perimetro de um circulo de raio R.

Em 1706, William Jones publica A New Introduction to Mathematics e usa a letra 7
ndo mais para designar o perimetro de um circulo, mas para designar a razdo entre
este e seu didmetro, como fazemos hoje.

Mas nem todo mundo usava a mesma notagdo. Por exemplo, na mesma época, Jean
Bernoulli usa a letra ¢ para designar a mesma razdo. Em 1737, Leonhard Euler retoma
o simbolo 7T na sua obra sobre séries infinitas Variae observationes circa series infinitas.
A notoriedade de Euler e de suas obras impord definitivamente a notagdo 7t para esta
constante.

Mas voltemos aos poligonos regulares circunscritos com 2" lados. J4 vimos que
0<..<Cuy1 <Cy < ... <(Celogoasequéncia {C,} é decrescente e limitada por

balxo Pelo mesmo raciocinio anterior temos que lim C, existe e podemos definir o
n—oo

perimetro do circulo por este limite. Chamemos de D este limite. Serd que este limite
D também mede o perimetro do circulo, isto ¢, D = I(C) = lim ¢,,?

n—oo
Sabemos que [, = 2Rsen 122?10 e L, = 2Rtg5 180 Logo I, = Lycos 1%0 ec, =
180
C, cos 128,10. Temos entdo que C, — ¢, = Cu(1 — cos 2—n) Mas nh_r}rolo C, = De

1
lim cos g 1. Logo lim (C;, —¢c,) = 0eI(C) = D e o perimetro de um circulo
n—oo

n—oo

pode ser definido tomando-se poligonos regulares de 2" lados, tanto inscritos quanto
circunscritos.






Capitulo 6

Que poligonos podemos usar?

6.1 O caso da area

No capitulo 4 definimos e calculamos a drea do circulo usando poligonos regulares
com 2" lados. Se tivéssemos pego outros poligonos, por exemplo poligonos inscritos
regulares mas com 3" lados, terfamos obtido o mesmo resultado? Ou se fossem
inscritos mas nao regulares? Ou uns inscritos e outros circunscritos?

Vamos aproveitar o que ji sabemos para tentar responder a estas questdes.
Comecemos com o seguinte resultado:

Lema 6.1 Seja {R,} uma sequéncia de raios, com lim R, = R. Entdo a sequéncia das dreas

n—oo

dos circulos com raio R, converge para a drea do circulo de raio R.

Demonstracdo: A area do circulo de raio R, é a(C,) = 7R2. Tomando o limite temos
que
lim a(C,) = lim 7R% = 7 lim R? = 7(lim R,)? = wR?,

que é a area a(C) do circulo de raio R. O
Se pegarmos uma sequéncia R, crescente, Ry < Ry < Rz < ..., com limite R, e

todos os circulos C,, e C com 0 mesmo centro, teremos uma figura como a abaixo, onde
a sequéncia de circulos C,, se aproxima de C, vindo por dentro de C.

Poderiamos também pegar circulos se aproximando por fora, tomando uma sequéncia
R, decrescente e com limite R, e todos os circulos centrados todos no mesmo ponto. O

25
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lema continuara valido mesmo se tomarmos sequéncias mais complicadas, alternando,
por exemplo, circulos se aproximando por dentro com outros se aproximando por fora.
Isto posto, tomemos um poligono regular inscrito p, com n lados e area a,,. A flecha

relativa a cada lado mede h;, = R cos — e logo podemos inscrever em p, um circulo
n

\/

de raio R, = R cos -
1 1 1
lim R,, = lim Rcos@ = R lim cos@ = Rcos lim @ =R

n—oo n—oo n n—oo n n—oo m

Observemos que

e como p; estd compreendido entre o circulo de raio R, e o de raio R, sua drea a,
satisfaz
nRﬁ < a, < R>.

Logo, tomando o limite, temos

7R? = lim NR% < lim a, < 7R? ou seja lim a, = R? = a(C).
n—oo n—oo n—oo

Conclusao: obtemos a drea do circulo aproximando-o por poligonos regulares inscritos com um

niimero cada vez maior de lados, mas ndo precisando ser necessariamente poténcias de 2, como

fizemos no capitulo 4.

Tomemos agora um poligono inscrito p,;, com n lados e drea a,, mas que pode ser
regular ou ndo. A flecha relativa a cada lado vai variar mas podemos escolher a menor
delas para ser o raio R, de um circulo que ndo sera mais inscrito em p,,, mas estara
contido no poligono.
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E, como antes, teremos 1R < a, < 71R?. Se, para a sequéncia de poligonos escolhida
tivermos que a sequéncia das menores flechas tende a R, o mesmo raciocinio que
tizemos anteriormente valera e logo obteremos a drea do circulo como limite de 4reas
dos poligonos.

E facil ver que para que nh—{%o R, = R é preciso que o numero de lados cresca. Mas

podemos ter poligonos com cada vez mais lados sem que esse limite seja verificado,
ou seja, sem que a drea dos poligonos preencha (exaura) a drea do circulo, como pode
ser visto no desenho abaixo, onde mantemos um lado fixo e vamos subdividindo os
outros.

Se em vez de poligonos inscritos, tivéssemos pego circunscritos, fariamos o mesmo
raciocinio, mas tomando circulos contendo os poligonos e cujos raios tendam ao raio
R do circulo inicial.

Podemos também pegar poligonos diferentes, como na figura abaixo, desde que ao
longo do processo a drea dos poligonos vé tendendo para a drea do circulo, ou, usando
as ideias de Eudoxo no Método de Exaustdo, desde que o que exceda ou o que falte va
ficando cada vez menor e tendendo a zero.

IO

6.2 O caso do perimetro

No capitulo 5 definimos e calculamos o perimetro /(C) de um circulo C de raio R
mostrando que, se ¢y é 0 perimetro do poligono regular inscrito com 2" lados entdo
lim Con = l(C)

n—oo

O resultado serd o mesmo se tomarmos poligonos regulares inscritos com m lados,

ndo necessariamente poténcias de 2. Para provéa-lo, precisaremos de alguns outros

fatos.
Primeiramente, dado m > 4, seja [, o comprimento do lado do poligono regular

inscrito de m lados, chamado de p;;,. Como vimos, [, = 2R sen r e logo, se my < my

entdo I, < Iy,. Chamando por c;, o perimetro de p;, temos que se m; < my entdo
le - mllml < mzlmz < sz.
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Temos também que c;,, < 8R, o perimetro do quadrado circunscrito, para todo valor
dem > 4.

Dado um ntimero inteiro m > 4, se n é a parte inteira do namero log, m entdo n é o
maior inteiro positivo tal que 2" < m. Segue entdo que lr» < I, e co;n < ¢ < 8R. Logo
I(C) = lim cyn < lim ¢,y = D < 8R.

n—oo m—o
Para provar que D = [(C) tomemos a sequéncia P, dos poligonos regulares
circunscritos a C, com lado L, e perimetro C,. Usando as mesmas ideias do capitulo 5
e analogamente ao pardgrafo anterior, podemos mostrar que con < ¢, < Cpyy < Conir €
I(C) = lim cpn < lim ¢y = lim Cp, < lim Cyun = 1(C)
n—oo m—oo m—oo n—oo

ou seja o perimetro pode ser definido e calculado usando-se qualquer sequéncia de poligonos
requlares, inscritos ou circunscritos, cujo niimero de lados cres¢a indefinidamente com n.

Mas se quisermos usar outro tipo de poligonos, a coisa muda de figura. Retomemos
o ultimo exemplo da se¢do anterior: temos um sequéncia de poligonos que se aproxima
do circulo, mas ndo sdo nem inscritos nem circuncritos.

ZEEN

/ \
\ /

I~ 7

Cada um dos poligonos, independentemente do ntimero n de lados, tem sempre
perimetro ¢, = 8R. Assim, apesar da sequéncia de poligonos se aproximar cada vez
mais do circulo, o lim ¢, = 8R # I(C).

n—oo

Como diz G. de la Roque Palis, [7], “a frase:

Se uma sequéncia de curvas C, “se aproxima” de uma curva C entdo o limite
das medidas dos perimetros das C; é o perimetro da curva limite C.

pode parecer evidente, mas cuidado pois nesta generalidade, ela é falsa”, como mostra
o exemplo acima.

Para o cdlculo do perimetro ndo basta que a sequéncia de poligonos aproxime o
circulo, como no caso do célculo da area. Precisamos de condi¢des muito mais fortes.
Em geral o que se pede é o que vemos no Calculo quando calculamos comprimentos
de curvas fechadas usando a integral:

e cada poligono p;, seja inscrito em C, isto é, que tenha todos os seus vértices no
circulo;

e o numero de lados (ou de vértices) cresga indefinidamente com n;
e o comprimento dos lados tenda a zero, quando n tende a infinito.

Para qualquer sequéncia de poligonos p, satisfazendo a estas 3 condi¢oes teremos que
I(C) = lim ¢y, onde ¢, é o perimetro de p,.
n—oo
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Podemos entdo definir e calcular o perimetro de um circulo tomando sequéncias de
poligonos inscritos verificando as condi¢gdes da se¢do anteiror. Vamos agora examinar
mais um exemplo mostrando qudo complicada (ou divertida) pode ser esta questdao
de sequéncias de poligonos convergindo para uma curva, no caso de poligonos
circunscritos.

Imagine que temos um pedaco de papel quadrado, uma tesoura e que queiramos
recortar um circulo. O que primeiro nos vem a cabega é tentar construir uma sequéncia
de poligonos circunscritos, comegcando com o quadrado que temos em méo, recortando
os cantos de modo a ir formando poligonos com cada vez mais lados. Acreditamos que,
depois de varios recortes, obteremos um poligono com tantos lados que visualmente
ndo o diferenciaremos de um circulo.

Ora, o matemaético sui¢co G. de Rham (1903-1990) estudou este tipo de processo,
construindo poligonos a partir de poligonos por recortes dos cantos e se perguntou
que curva ele obteria se executasse este processo indefinidamente.

Partindo de um poligono qualquer, ele bolou, entre outros, o seguinte processo, que
chamou de processo de trisse¢do: sobre cada lado tomamos os 2 pontos que dividem
o lado em 3 pedacos iguais e recortamos o poligono nestes pontos, obtendo assim um
novo poligono com mais lados.

De Rham provou que este processo, quando comegamos com um quadrado,
converge para uma curva fechada, mas que esta curva ndo é um circulo!. Logo, ndo é
qualquer jeito de recortar os cantos que nos dara um circulo no final.

Isto nos mostra que a convergéncia de sequéncias de poligonos circunscritos é ainda
mais complicada do que sonha a nossa va filosofia, que pode ser muito diferente do
que o que se espera e que é preciso tomar muito cuidado com estas questdes, pois
podemos estar tomando sequéncias que, apesar de nossas boas inteng¢des e intui¢des,
ndo convirjam para a curva dada.

1Uma demonstracdo deste resultado pode ser encontrada na monografia de iniciagdo cientifica de
Guilherme Henrique de Paula Reis [8].






Capitulo 7

Area e perimetro do circulo nos livros
didaticos

Durante a realizacdo do I Coléquio de Matemética da Regido Sudeste em Sdo Jodo
del Rey, os participantes do minicurso O perimetro e a drea de um circulo analisaram
alguns livros didaticos, levando em consideracdo apenas o tema do minicurso. Os
textos que se seguem sdo o resultado deste trabalho. Os livros analisados estdo

colocados em ordem cronolégica inversa (do mais atual ao mais antigo).

e Tudo é Matematica, de Luiz Roberto Dante, Editora Atica, 2004, 17 edicéo.

Nivel: 8 série

Andlise feita por Cintia Aparecida Pinto Chaves, Gilsara Aparecida Leme, Mauro Junio
Prado e Felipe Otdvio dos Santos, alunos de graduacdo em Matemdtica na Universidade
Federal de Sio Jodo del Rey, Minas Gerais.

O livro traz um capitulo sobre circunferéncias, circulos, arcos e congruos dando
suporte ao estudo de perimetro e drea do circulo. Ao longo de cada capitulo
¢ introduzido uma breve histéria da matemadtica sobre cada assunto. Os temas
sdo introduzidos com situagdes problemas a partir das quais se desenvolvem as
formulas e teorias.

No capitulo sobre circunferéncia o tema foi abordado adequadamente para a
faixa etdria, porém de forma muito breve e consequentemente foram omitidos
alguns detalhes. A parte sobre drea de circulo traz uma idéia de limite e define
a drea através de aproximagdes utilizando um quadrado circunscrito; desta
maneira, os alunos conseguem ter uma idéia intuitiva da drea compreendendo
as férmulas.

O livro traz muitos exercicios, alguns contextualizados, que favorecem a
compreensdo da matéria.

Em geral o livro é uma excelente referéncia didética, pois contempla o contetido
de perimetro e area da circunferéncia satisfatoriamente.
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Capitulo 7: Area e perimetro do circulo nos livros didéticos

e PROFMAT: projeto oficina de matematica de Maria Cecilia Grasseschi, Maria

Capucho Andreta e Aparecida Borges dos Santos Silva, Editora FTD, 1999.
Nivel: 87 série

Andlise feita por Fernanda Rodrigues Alves Costa (professora da E.M. Ver. José Ferreira
de Aguiar, em Contagem, MG e aluna do Curso de Especializacdo para Professores da
UFMG), Renata Rodrigues de Matos Oliveira (professora da E.M. Ver. José Ferreira
de Aguiar, em Contagem, MG), Regina Ferreira (professora da E.E. Agrotécnica Afonso
Queiroz, em Patos de Minas, MG, e tutora EAD pelas UFS] e UNISA) e Maria Rachel
Alves (professora da Unimontes e da E.E. Irmd Beata, em Montes Claros, MG).

O livro tem linguagem simples e apresenta os conceitos matematicos de forma
intuitiva, através de atividades orientadas recorrendo a praticas. O leitor
necessita de orientacdo para elaborar conceitos.

Ao final do capitulo as autoras propdem o “Amarrando as ideias” através de
recortes histéricos e da pratica.

A area do circulo é definida como a drea do triangulo de base 27tR e altura R, o
que gerou grande discussdo no grupo pela falta de rigor matemaético.

Andlise feita por Brian Diniz Amorim, aluno de graduagio em Matemdtica na
Universidade Federal de Minas Gerais, em Belo Horizonte.

Integrante de um projeto de matematica, o livro tenta apresentar o contetido
particionado de forma lddica e com uma abordagem baseada em grande parte
em exercicios. Apresenta alguns desvios de contetido matematica e ndo apresenta
linguagem matematica minimamente rebuscada.

Atividades e jogos com o circulo de Marion Smoothey, Editora Scipione, 1998.

Andlise feita por Fernando Geraldo de Carvalho, aluno de graduagio em Matemdtica na
Universidade Federal de Sio Jodo del Rey, Minas Gerais.

E um livro “bem ilustrado”, interessante para a introducio de circulos. Uma
parte muito pequena deste livro pode ser aproveitada conforme o contetido
apresentado no mini curso ofertado neste I Coléquio da Regional Sudeste.

Este livro é muito interessante para o sétimo ano, onde os alunos precisam
consolidar os conceitos.

Matematica - Vocé Constréi de Maria Aparecida Barroso de Lima, Nicola Siani
Filho e Thales do Couto Filho, Editora Ediouro, 1997, 1* edicéo.

Nivel: 84 série

Andlise feita por Cristiane Duarte, Geiziane Silva, Thdssia Souza e Marianna Resende,
alunas de graduacio em Matemdtica na Universidade Federal de Sdo Jodo del Rey, Minas
Gerais.

Com relagdo ao perimetro, primeiro trabalha-se com a razdo entre o comprimento
e o didmetro, verificando que o resultado é sempre o mesmo; aproximadamente
3,14. A esse resultado ddo o nome de 7T, ou seja,

%:3,14:71
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e conclui-se através de exercicio que

C=d-m=2r m=27r.

Com relagdo a drea, através de exercicios chegam a conclusdo de que quanto
maior o nimero de lados do poligono regular inscrito na circunferéncia, mais seu
ap6tema se aproxima do raio da circunferéncia e o perimetro / drea do pligono
se aproxima do perimetro / drea da circunferéncia.

No caso de um octégono tem-se que o perimetro do poligono é 2p = 8l e logo o
semiperimetro é p = 4l. A drea do octégono seréd entdo A, = 81'7” =4l-a=p-a,
ou seja, o semiperimetro vezes o ap6tema.

Conclui-se entdo a drea do circulo através da compara¢do com o poligono, ou
27tr 2

seja, Ac=p-a==-a=mw-r-r=7-71°

Matematica e Realidade, de Gelson lezzi, Osvaldo Dolce e Antonio Machado,
Editora Atual, 1996.

Nivel: 8% série

Andlise feita por Brian Diniz Amorim, aluno de graduagdo em Matemdtica na
Universidade Federal de Minas Gerais, em Belo Horizonte.

Com introdugdes ao conteido de forma muito breve, o livro apresenta uma
abordagem répida, sem muita preocupacdo com a linguagem matematica. E,
porém, excepcionalmente habil em ntimero de exercicios. Também separa o
contetido em area e perimetro.

Dentre todos os livros que analisei, considero a abordagem deste como a mais
completa para ensino fundamental.

Fundamentos da Matemadtica Elementar de Osvaldo Dolce e José Nicolau
Pompeo, Editora Atual, 1993.

Nivel: 77 série

Andlise feita por Ana Carolina Nicolau, aluna de graduagcdo em Matemdtica na
Universidade Federal de Minas Gerais, em Belo Horizonte.

A parte relativa ao perimetro é bem mais completa do que a parte relativa a
drea do circulo. O perimetro é estimado pelo método de comparar poligonos
inscritos e circunscritos. Ja para a area ndo é apresentada nenhuma demonstracao
- simplesmente admite-se que A = semiperimetro X raio, sem maiores
explicagdes.

Uma observagdo interessante é que a area do setor circular é igual 4 area do
tridngulo de base igual ao arco e altura igual ao raio. Isso é mostrado em
desenhos bem autoexplicativos.

O valor de 7 é estimado calculando a razdo do perimetro de poligonos inscritos e
o diametro da circunferéncia e depois comparando este valor com o encontrado
para poligonos circunscritos. Uma tabela com os valores encontrados para
poligonos com 4, 8, 16 e 32 lados é apresentada, ressaltando-se que, quanto mais
lados, mais os valores se aproximam de 7.
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Capitulo 7: Area e perimetro do circulo nos livros didéticos

O primeiro capitulo tratando do assunto ndo fala de perimetro nem de 4rea,
mas de defini¢des do circulo. Ele explica interior/exterior, corda, raio, didametro,
tangente, secante, centro, as vezes com notagdes que podem ser desconhecidas
para meninos de 7 série.

Geometria: no¢des de matematica de Aref Antar Neto, Nilton Lapa e José Luiz
Pereira, Volume 5, Editora Moderna, 1982, 1% edicao.
Nivel: Segundo Grau.

Andlise feita por Brian Diniz Amorim, aluno de graduacido em Matemidtica na
Universidade Federal de Minas Gerais, em Belo Horizonte.

2

E um livro especifico de geometria e que é trabalhado segundo a legislagdo
vigente em 1971. Vale relatar que na época o ensino era estruturado de forma
profissionalizante no que se refere & parte equivalente ao ensino médio. Presume-
se que o livro era trabalhado com alunos de curso cientifico ou profissionalizantes
na area de exatas.

O livro introduz os contetdos de forma bastante elaborada e procura enunciar
o conteddo programadtico. Primeiramente, aborda a circunferéncia enquanto
espago geométrico, para depois introduzir as no¢des de drea e perimetro.

Considero o livro adequado e similar ao contetido trabalhado atualmente.
Preocupa-se com exercicios e traz uma abordagem de facil entendimento.

Matematica - Método Moderno de Henrique Morandi, Editora Paulo Azevedo,
1971.
Nivel: Curso Médio - ciclo ginasial (6° a 9° anos)

Andlise feita por Fernanda Rodrigues Alves Costa (professora da E.M. Ver. José Ferreira
de Aguiar, em Contagem, MG e aluna do Curso de Especializacio para Professores da
UFMG), Renata Rodrigues de Matos Oliveira (professora da E.M. Ver. José Ferreira
de Aguiar, em Contagem, MG), Regina Ferreira (professora da E.E. Agrotécnica Afonso
Queiroz, em Patos de Minas, MG, e tutora EAD pelas UFS] e UNISA) e Maria Rachel
Alves (professora da Unimontes e da E.E. Irmid Beata, em Montes Claros, MG).

O livro apresenta um texto estruturado com linguagem simples e trabalha
conceitos matematicos com rigor, enunciando postulados, toremas e realizando
demonstrac¢des. O leitor ndo precisa, necessariamente, de orientagdo no estudo
do contetido abordado.

Ao final do capitulo encontramos uma sequéncia de exercicios de aplicagdo,
seguido de um recorte da histéria da matematica, sem remeter ao contetido
estudado.

Concluimos que este livro é um material de apoio para alunos e professores,
apesar de utilizar recursos que ndo envolvem questdes contextualizadas e
praticas.

Andlise feita por Brian Diniz Amorim, aluno de graduacido em Matemidtica na
Universidade Federal de Minas Gerais, em Belo Horizonte.

Pela reforma de Juscelino Kubistchek, de 1961, induzia-se no ciclo ginasial (5" a
8% séries), uma abordagem mais conteudista que na forma atual, o que pode ser
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visto no somatério dos contetidos dos Ensinos Médio e Fundamental enquanto
Educagdo Bésica. O livro, ao ministrar, o circulo e a circunferéncia (perimetro e
drea, respectivamente) enuncia o postulado, demonstra-o (mesmo que de forma
trivial) e expde demasiadamente a teoria, assim como, propde como adendo a
histéria da matematica.

Avalio que o material atualmente traria muito contetido, uma vez que a legislagdo
atual possibilita um trabalho de forma mais particionada com o aluno.






Capitulo 8

7T é irracional

Sabemos que os nliimeros reais se dividem em duas categorias: os que sdo da forma

a , . . . . - -
—, com a e b nameros inteiros, b # 0, chamados de racionais, e os que ndo sao desta

b

forma e que, por contraposi¢do, chamamos de irracionais. Observe que o denominador
b pode ser 1 e assim 0s ntimeros inteiros sdo niimeros racionais.

Vimos no capitulo 1 que os gregos ja sabiam que /2 é irracional. Vamos mostrar
neste capitulo que 7 também o é. Apresentaremos aqui a demonstracdo dada por
Niven, em 1947 [20], que é feita por reducdo ao absurdo.

a o
Suponhamos que 7T = b com a e b inteiros, b # 0. Podemos tomara > 0eb > 0,
pois 7t sendo a constante dos circulos, é maior que o didmetro de um circulo de raio
1, que vale 2, e menor que a area de um quadrado circunscrito a este circulo, que vale

(2R)2, ou seja 4, no nosso caso. Melhor dizendo, temos 2 < 7t < 4.
Dado um ntimero inteiro positivo 7, sejam

x"(a — bx)"
n!

. 2 4 2n
Fo) = f) -+ L+ .

Lema 8.1 /Onf(x) senxdx = F(0) + F(m).

Demonstragio: Derivando duas vezes o polindmio F(x), obtemos

2
T ER) = f(x),

d2n+2f

FeTES) (x) é identicamente nulo.
x

pois o polindmio f(x) tem grau 2n e logo
Temos entdo que

4 (dE nx — F(x)cosx | = dz—P x+d— x—d—F x + F(x)senx
7o | g e cos = g SenX o cosx — - cos se
d*F
= (d_3c2+F(x)> sen x
= f(x)senx

37
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Pelo Teorema Fundamental do Calculo teremos entdo que

/Onf(x)senxdx = (Z—isenx—l—”(x)cosx)o
= Z—F( )senrc—P(rc)cosrc—z—i(O)senO—l—F(O)cosO
— F(0)+F(n)

Lema 8.2 F(0) + F(7t) é um niimero inteiro.

Demonstragdo: Fazendo a expansdo temos que (a — bx)" = c¢o + c1x + ox?+ ..+
cyx", onde cada ¢, k = 1,2, ...,n, é um ntimero inteiro, pois a e b sdo ndmeros inteiros.
Entéo
o 1 c
flx) = a4 a2

n! n! n!
e assim
k
ij]:( ) =0 se k<n
dk k!
dsz() = G se n<k<2n

d'f

0 que mostra que d_( ) é um numero inteiro.

Por outro lado

flr—x)= (3 —x) = = f(x).

Derivando temos que

k k
) xy = T ),

dxk dxk
dk dk f
logo —= T — () = —=(0) e também é um nimero inteiro.
Concluimos entdo que F(0), F(7r) e sua soma sdo nameros inteiros. O

Precisamos ainda de mais um resultado:
Cl’l
Lema 8.3 Seja c um niimero real positivo. Entdo lim — = 0.

n—oo 1!
Demonstra¢ao: Dado o namero ¢ > 0, existe um inteiro positivo ng tal que ¢ < ng, ou,
c
reescrevendo, — < 1.
n

0
Tomemos entdo n > ny. Temos que

c" c.CcC...C

n! 123...(np—Dnp(ng+1)...n

= GG () (E) i) )
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Denotemos K = (%) (%) <§> (noc— 1). Lembrando que nio > 5 se j > ng temos

<54 (3) G5 0 =) ) - () <)

c
ecomo — <1
no

n n—no
oglimc—ghmk(i) -0

n—oo 1! n—oo no
n

0 que mostra que lim — = 0. O
q stra q oy

Vamos entdo provar nosso resultado principal:
Teorema 8.4 7t é um niimero irracional

- . , . . , a
Demonstra¢do: Suponhamos, como acima, que 7t é racional, isto é, T = —, comae b

b

inteiros positivos, b # 0.

Para0<x<7r=Etemosque0<senx<1e0<x(a—bx)<7Ta.Logo

b
4§ (7ea)"
dx < :
/0 f(x)senxdx <1 i
. (ma)" .
Mas, como nhm = 0, podemos tomar n suficientemente grande de modo que
. !
n(ﬂna') < 1 e assim teremos 0 < F(0) + F(7r) < 1, sendo F(0) + F(7r) um ntmero

inteiro, o que ndo é possivel.
Logo, 7t é irracional. O






Capitulo 9

Algumas maneiras de estimar 77

O ntimero pi é irracional e nunca poderemos conhecé-lo integralmente através
de sua expansdo decimal. Entretanto, perguntas simples como quanto de material é
necessdrio para fazer uma lata de 6leo ou quanto de tecido precisamos para fazer uma
saia godé sdo respondidas usando-se a drea e o perimetro do circulo, precisando desta
forma do valor de 7.

Fendmenos como a orbita de satélites no céu, o movimento de engrenagens, o
crescimento de uma coldnia de bactérias, que envolvem simetria circular ou esférica,
fardo uso do 7w em alguma etapa de seu estudo ou construgéo.

Estes e outros exemplos nos dizem que é preciso conhecer um valor estimado de 7
que possamos usar.

Desde cedo, na histéria do conhecimento humano, encontramos estimativas de 7:
os antigos babildnicos, via de regra, calculavam a 4rea de um circulo multiplicando
por 3 o quadrado do raio, mas em uma tabuleta, datada de entre 1900 e 1680 aC,
encontramos o valor 3,125. No Papiro de Rhind (Egito, ~ 1650 aC) encontramos uma
férmula que nos da o valor de 7t como 3,1605. A partir dai, e ao longo dos séculos,
foram desenvolvidas muitas técnicas e ideias para calcular mais e mais decimais de 7.

Ora, do ponto de vista do uso pratico, 20 decimais depois da virgula é mais do que
suficiente. Mas, mesmo depois desta meta ter sido atingida, as pessoas continuaram
tentando ampliar o niimero de decimais.

A razdo de tal procura, pelo menos por alguns séculos, é mais conceitual do que
pratica. Quando pegamos uma fragdo e tentamos escrevé-la com a notacdo decimal,
temos, antes da virgula, a quantidade correspondendo a parte inteira do ntiimero
e, depois da virgula, duas possibilidades: ou temos um tanto de digitos e depois
a expansdo para, ou caimos numa dizima periddica, que, por definicdo, ndo tem

71 71
fim. Por exemplo i 17,75 corresponde ao primeiro caso enquanto que — =

13
5,461538461538... corresponde ao segundo’.

Ja os irracionais, como 7T ou \/5, tem uma expansdo decimal infinita e ndo-
periédica. Assim, quando dizemos que © = 3,141592 estamos cometendo um erro:
7t é 3,141592 e mais infinitos nimeros depois deste 2. O niimero 3, 141592 aproxima o
valor de 7t, mas s isso.

Mas isto sabemos hoje, pois temos uma demonstracdo de que 7t é irracional. Até

Um livro muito bonito, onde podemos encontrar a demonstracio deste e de outros fatos
interessantes sobre os nimeros reais é I.Niven [21]
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1671, quando Lambert faz a primeira prova deste fato, as pessoas calculavam decimais
e decimais de 77 na tentativa de ver se em algum momento a sequéncia de digitos
obtida comecava a se repetir. Se repetisse, seria uma evidéncia forte de que 77 era uma
fracdo (repare que poderia repetir por um certo tempo e depois deixar de fazé-lo).

Mas porque, ainda hoje, apesar de sabermos que 7 é irracional, as pessoas
continuam a calcular mais e mais decimais de 7?7 Kanada e seus colaboradores, por
exemplo, calcularam 1.241.100.000.000 decimais de 7t em 2002.

Por um lado, calculamos porque podemos. Com computadores cada vez mais
rédpidos e potentes, pode-se calcular cada vez mais decimais. Também ha o desafio
de se “bolar” algoritmos cada vez mais rdpidos e eficientes. O calculo de 100.265
decimais de 77 em 1961 precisou de 105.000 operacdes aritméticas, segundo J.F.Porto
da Silveira [23]. J& o algoritmo inventado em 1984 pelos irmdos Borwein, obteve os
mesmos digitos com apenas 112 operagdes.

Uma vez que se tem bons algoritmos, eles passam a ser usados para testar e
comparar o desempenho de novos softwares e computadores.

Talvez o mais intrigante, contudo, seja poder ver se a conjectura sobre a distribui¢do
aleatdria dos digitos na expansdo decimal de 7t parece correta. O que se imagina é que
um digito tem a mesma probabilidade de aparecer na expansado de 7t do que qualquer
outro. Assim, ao calcularmos as decimais deveriamos encontrar basicamente a mesma
frequéncia para qualquer digito e, que quanto mais casas decimais tivermos, melhor
deve ser esta estimativa. Ora, em 1999, examinando 200 bilhdes de casas decimais
de 7r, Kanada e Takahashi obtiveram o seguinte ntiimero de ocorréncias, que parece
concordar com a conjectura:

Digito | Numero de ocorréncias |

20.000.030.841
19.999.914.711
20.000.136.978
20.000.069.393
19.999.921.691
19.999.917.053
19.999.881.515
19.999.967.594
20.000.291.044
19.999.869.180

O OO UT = WN RO

A seguir apresentamos algumas maneiras de se estimar 7r. Ha muitas referéncias
interessantes sobre este assunto, como por exemplo [3], [6], [23], [24].

9.1 Medindo circulos

Pela propria definicdo de 7, pensamos imediatamente em calculd-lo usando
circulos. Uma maneira “pratica” de estimarmos seu valor é tomar muitos objetos
redondos, com tamanhos diferentes, medir o perimetro e o didmetro de cada um deles
e calcular a razdo entre estas duas medidas. Depois, faz-se a média das razdes obtidas.
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Esta média deve ser uma aproximacdo de 7r. Nas muitas vezes que utilizamos este
método, obtivemos sempre algo da ordem de 3,2.

Esse método, apesar de (ou talvez exatamente por) ser simples, tem uma série de
problemas: os circulos usados sdo realmente circulos? O que medimos era realmente
o didmetro?

Fora estes problemas da ordem do concreto, temos erros decorrentes da prépria
maneira de medir. Todo instrumento de medida tem um erro. Por exemplo, se
medirmos o didmetro e o perimetro com uma fita métrica graduada em centimetros,
sempre teremos um erro de £ 0,5 cm, o que significa que a diferenca entre o valor real e
o valor estimado ndo excede 0,5 cm. A foto abaixo ilustra este caso: ao medir a largura
de uma caixa, vemos que esta entre 15 e 16 cm. Estimamos um valor de 15,3 cm, pois
estamos mais perto de 15 do que de 16 e o erro cometido nado excede 0,5 cm.

ﬁ' In
&mun BRASIL |

Suponhamos entdo que acabamos de medir um perimetro e um didmetro e achamos
C + AC, para o perimetro, e D = AD, para o didmetro, onde AC e AD sdo os erros dados
pelo instrumento de medida.

. C
O valor EXATO de 7 seria —. Entdo o erro A7t que podemos estar cometendo sera

o valor calculado menos o valor exato. Olhando o maior e menor erros cometidos
possiveis temos

c_¢c-ac _,C+AC _C
D D+AD~-""~"D-AD D
Ora
C+AC C (1445
D—-AD D — 5D

AD
Como o erro AD é menor que o valor de D, D < 1. Logo, usando a soma de uma PG

com razdo menor do que 1 temos

! 1482
1—%9_ D
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e assim
c+AaC _ C HA_C 1
D—AD D C 1_%
= S (1485 (148D
D C D
cC 1 C
= 5+BAC+§AD+..

C-AC _ C(, AC 1
D+AD D C 1+ 4P

1 C
= — —=AC - —AD
DC D? *
Logo
cC C-AC 1 C
— - = —A AD
D D+ AD DCJFD2 *
c+AC C 1 C
D_AD D 5AC+ﬁAD+...

e o erro relativo serd estimado pela soma dos erros relativos das duas medidas:

A AC  AD
~~¢c D
Assim, se usamos sempre a mesma fita métrica, ou a mesma régua, pequenos circulos
dardo um erro maior do que os grandes...

Existem outros métodos concretos para estimar 7t a partir da drea ou do perimetro:
podemos por exemplo estimar a drea medindo a quantidade de tinta necessaria para
pintar o circulo, ou pesando circulos feitos com material com densidade conhecida e
depois dividir este valor pelo raio ao quadrado. Mas enfrentaremos sempre os mesmos
problemas: ndo temos como saber se o que chamamos de circulo é realmente um
circulo e sempre teremos um erro de medida dado pelo instrumento usado.

9.2 Jogando dardos

Uma outra maneira concreta de estimar 7t consiste em construir um alvo quadrado
de lado L e marcar, dentro dele, um circulo circunscrito, com raio L. Se jogarmos um
nimero muito grande de dardos no alvo teremos:

numero de dardos que acertaram o circulo area do circulo wl?
total de dardos que acertaram o alvo area do quadrado  4L2

T
4
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e assim basta contarmos quantos dardos atingiram o alvo quadrado e quantos
atingiram o circulo para estimarmos 7t.

E claro que continuamos com todos os problemas ligados aos métodos concretos:
ndo sabemos se o quadrado é realmente um quadrado, nem se o circulo é realmente
um circulo e ndo podemos afirmar que os eventos (lugar onde o dardo atingiu) sdo
realmente aleatdrios e independentes....

Existem muitas variantes deste método: usar um gerador de ntimeros aleatdrios
num computador, contar estrelas em uma regido dada do céu, dentre tantos outros.
Sao todos ligados ao que chamamos de Método de Monte Carlo.

Um método um pouco mais elaborado, mas que também se baseia em métodos
estatisticos, é o conhecido como a “Agulha de Buffon". H4 intimeras referéncias
tratando deste método, como por exemplo o livro de J-P. Delahaye [6].

9.3 Aproximando por poligonos

Como calculamos a area e o perimetro usando aproximagdes por poligonos, é
de se esperar que muitos métodos para calcular /v utilizem poligonos inscritos ou
circunscritos.

Um método muito usado ao longo da histéria consiste em tomar o hexagono
inscrito em um circulo e supor que o perimetro do hexdgono aproxima bem o do
circulo. Obtem-se 27tR ~ 6R e logo 7T ~ 3.

Arquimedes (~287 aC - ~212 aC) melhora este método determinando uma férmula
que lhe permite calcular o perimetro de poligonos com muitos lados. Seu método
consiste em: toma-se um circulo de raio 1 e inscreve-se um poligono regular de n lados.
Seja I, o comprimento do lado e 1 — x o comprimento da flecha relativa a este lado.

\
‘ >|2n

A\ |

n

Ao compararmos estas medidas com o lado /3, do poligono de 2n lados temos que

1\2
X%+ (E) =13, (1)
1\ 2
(1-x)*+ (5> =1 2)
de onde tiramos que 2x = I3, . Substituindo em (1) obtemos
Bu , I

Mty B,=0 = B, 4B, +15=0 = (I, —45,+4) - 4+1; =0
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Como o raio do circulo é 1, I, < 2 para todo 1 e logo 4 — [2 > 0, podemos concluir que
5, —2=4/4—12.

Por outro lado, ainda porque oraio é 1, Iy = V2,1 =1ely, <lg =1sen > 4. Assim,

3, —2<0e
B,—2=—/4—12 = D, =+1/2—/4-12.

Mas I, > 0, pois é a medida do comprimento do lado de um poligono. Entado

by = /2 — /4 — 2

e o perimetro do poligono com 2n lados é

Pon = 2n\[2 — /4 — 2.
Pan

Podemos entdo usar esta férmula, como fez Arquimedes, para aproximar 7t ~ S

Numero 2n de lados lon ‘ % ‘
6 1 | 3 |

12 2— /412 612 — /3 ~ 3,1058

24 2—/4—12, | 124/2— 2+ 3~ 3,1326

Vemos que se tomarmos um poligono regular inscrito com 24 lados obtemos a
estimativa 7T ~ 3,1326.

9.4 Usando funcdes trigonométricas

No capitulo 4 vimos que

) 180
77 = lim 2" sen —.
n—00 omn
Para facilitar nossa vida, vamos chamar 2" sen 128;,,0 de x,. Temos entdo que

180 V2

X4 = 4:56117 :47
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180

Para calcular xg = 8 sen =~ observemos primeiro que

Q = sen@ = n2@ ZSen@ms@
2 4 8 8 8
Q = Cos @ CcoSs 2@ — cos? @ — sen? @
2 4 8 8 8
de onde obtemos que sen 120 v 2; vz Logo

xg = 41/2 — /2 ~ 3,0614

De maneira andloga obtemos

X1 = 2%\/2—\/2+ V2~ 3,1214

e assim por diante, obtendo

.X'2n:2n_1 2_\/2+\/2_\/2+..._|_(_1)n\/§

na qual temos n — 1 raizes quadradas.

E claro que quanto maior o 7, mais perto de 7 estard xp«. Por volta de 480 dC, o
matemadtico chinés T’su Ch"ung Chi usou esta férmula para calcular 71 com 7 decimais
certas (calculando mais de 13 raizes quadradas a mao!).

9.5 Usando séries

Com o advento do Célculo, aparecem novas formas para estimar 7r. Por exemplo,
sabe-se que para se x é um ntimero entre —1 e 1 entdo

1
Earctanx:1+x2:1—x2+x4 Z ) x2n

Como asérie ) _ (—1)"x*" converge absolutamente se —1 < x < 1, podemos integra-la
n=0

termo a termo neste intevalo e logo se z satisfaz —1 < z < 1 temos

|
arctanz = arctanz — arctan(Q = / 5 dx
o 1+x

z v ox X _
— /O(1—x2—{—x4—x6+...)dx:(x—?+g—7+...)§:6
2n+1

_ Z —
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Sejam a = arctan% e b = arctan % Temos

tana + tanb %
1—tanatanb 1—

tan(a +b) =

ISIE
X |wl—
|
—_
~

logoa+b = 7 ouseja

1 1
— = arctan 5 + arctan §

Usando a expansdo em série de arctan, obtemos

(3)°

Se somarmos alguns termos desta série conseguiremos uma estimativa para 7. Mas
quantos termos temos que somar para garantir que temos, por exemplo,pelo menos 2
decimais corretas, depois da virgula?

Para responder esta pergunta precisaremos fazer mais umas continhas. Seja c um
namero tal que 0 < ¢ < 1. Entdo

00 CZn—l—l
arctanc = ) _(—1)"
n=0

2n+1°

Chamemos de Sy a soma dos k primeiros termos desta série, isto é,

k c2n+1
Sk = E,(_l)nzn +1
Temos entdo que
o0 c2n+1 c2k+3 o2k+5 c2k+7
|arctane — S| = n;ﬂl(—l)”an - ‘i <2k+3 “o%kt5 T 2k+7"'> ‘

2k+3 2k+5 2k+7

C2k+3 ) . C2k+3 1
< <2k+3 <1+C T +"'>_ 2k+3 (1—c2)'

Vamos aplicar esta estimativa de erro ao caso anterior. Se ao calcularmos o erro
cometido e obtivermos que erro=|valor exato-valor estimado| < 1072 = 0,001 entdo
o valor estimado serd igual ao valor exato até a segunda decimal depois da virgula.
Queremos entdo achar um namero a ser csomado que garanta que o erro cometido
fique menor do que 1073.

Se somarmos os N primeiros termos da série de arctan% obtemos a estimativa de

erro
1 (_)2N+3 1 1
tan- — S 2 = :
’aI'C an2 N’< <2N+3 1_(%) 3(2N+3)22N+1

<c2k+3> ’1 2k +3, 2k+3 4+...‘
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Somando os M primeiros termos da série de arctan % obtemos

1
| arc’can1 —Suml < (31 L = L .
3 2M+3 ) \1=(3)2) ~ 8(2M + 3)32M

Precisamos entdo saber quantos termos (valores de N e M) devemos calcular em cada
série para que

1073 1 1073
02 e |arctan§—SM| <OT (3)

| arctan1 —SN| <
2
de modo que a soma ficard menor do que 1073, que é o que queremos.

E facil ver que se tomarmos N = 3 e M = 2, as desigualdades em (3) sdo satisfeitas.
Logo basta somar 3 termos da primeira série e 2 da segunda para termos certeza de
pelo menos duas decimais de 7.

Este método foi inventado por G.Leibniz (1646-1716) e aperfeicoado por J.Machin
(1686?-1751), em 1706. Ele é s6 um exemplo do poder das séries para o calculo de 7.
Existem muitos outros métodos, que podem ser vistos nos livros de Delahaye [6] ou de
Posamentier [24] ou no sitio na internet de Porto da Silveira [23], por exemplo.

9.6 Ainda hoje...

A procura de métodos cada vez mais rdpidos e eficientes para se calcular 7t continua
até hoje. Cada vez temos séries com convergéncia mais rapida, métodos numéricos
mais confidveis e potentes e mdquinas com cada vez mais velocidade de computagéo.

Por exemplo, em fevereiro de 2010, F. Bellard anuncia em seu sitio na internet [1]
ter calculado 2699999990000 decimais de 77 usando a série de Chudnovsky

1 & (—1)"(6n)!(A+ Bn)
F B e e eI T

com A = 13591409, B = 545140134 e C = 640320, um potente algoritmo numérico
desenvolvido por ele e um PC standard, acom Core i7 CPU de 2.93 GHz, gastando no
total, incluindo a verificacdo das contas, 131 dias.

E, com certeza, ainda aparecerdo muitos outros algoritmos calculando mais e mais
decimais de 7.
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