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Prefacio

Este pequeno texto estd baseado nos dois primeiros capitulos do livro intitulado
“Introducdo as Fung¢des de uma Varidvel Complexa” publicado pela SBM na colegdo
Textos Universitarios, de minha autoria e em parceria com o Prof. Nilson Bernardes
Junior. Vérias modificagdes foram feitas no texto original para melhor adequé-lo ao
publico alvo do presente minicurso, que sdo alunos e professores do ensino médio.

O objetivo deste minicurso é estudar fungdes complexas em uma varidvel num
contexto meramente algébrico e geométrico, sem levar em consideracdo qualquer
conceito que envolva a topologia do plano complexo. Vamos apresentar as chamadas
fungdes elementares, a saber, as fung¢des racionais, as fungdes polinomiais, a fungdo
exponencial e as fungdes trigonométricas. Apresentaremos a nogdo de fungado inversa
a direita para estudarmos as “fungdes logaritmos”, ja que como veremos todo niimero
complexo ndo nulo possui uma infinidade de logaritmos.

No primeiro capitulo deste texto definimos de modo rigoroso os nimeros
complexos e apresentamos suas propriedades aritméticas bdasicas. Consideramos
também o problema de extracdo de raizes de ntiimeros complexos. Introduzimos
os conceitos de exponencial e de logaritmo para ntiimeros complexos. No segundo
capitulo vamos introduzir as chamadas func¢des elementares e apresentar varias de
suas propriedades. No terceiro capitulo vamos apresentar varios exercicios sobre os
topicos anteriormente apresentados. Os exercicios variam muito em seus graus de
dificuldade, porém encorajamos o leitor a resolver muitos (ou todos) deles.

Ao terminar, agradeco ao Comité do I Coléquio da Regido Sudeste pela
oportunidade de apresentar este minicurso e a Rogério Trindade pelo excelente
trabalho de digitacao.

A autora.

Abril de 2011.
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Capitulo 1

Numeros Complexos

1.1 Introducao

Os ntmeros complexos surgiram no século 16, motivados pelo interesse em se
calcular solucdes de equagdes polinomiais. Por um longo tempo, eles ndo foram
considerados como ntimeros legitimos, mas existentes apenas na imaginagao humana.
E interessante observar que ainda hoje chamamos o ntimero complexo i = y/—1 de
“algarismo imagindrio”. O passo decisivo no sentido de formalizar o conceito de
nimero complexo foi a representacdo geométrica desses ntiimeros como pontos do
plano. O primeiro matematico a ter uma visdo clara de tal representagdo e explora-
la em suas investigag¢des foi Gauss, conforme fica claro, embora de modo implicito, em
sua dissertacdo escrita em 1797. Todavia, Gauss exp0s ao publico suas idéias a esse
respeito de modo explicito apenas em 1831, com o propésito de introduzir os “inteiros
Gaussianos”. O corpo dos ntiimeros complexos C foi finalmente definido de modo
rigoroso por Hamilton em 1837.

A famosa férmula de Bhaskara (século 12)

v —b 4+ b2 — 4ac

2a

para o célculo das solugdes da equagdo do 2° grau
ax*+bx+c=0 (a+#0),

que na verdade ja era conhecida pelos babilonios ha quase 2000 anos a.C., nos mostra
que uma tal equagdo sempre possui solugdes em C. Um fato notdvel sobre os ntimeros
complexos é que toda equagdo polinomial ndo constante com coeficientes reais (ou
complexos) possui pelo menos uma solugdo em C. Este fato, conhecido como teorema
fundamental da algebra, foi provado por Gauss em 1797. Nao apresentaremos aqui
uma demonstragdo deste teorema por estar além do nivel do presente minicurso.

Na Secédo 2 definimos de modo rigoroso os ntimeros complexos e apresentamos
suas propriedades aritméticas bésicas. Além disso, definimos o algarismo imagindrio
i e explicamos como a defini¢do formal de ntiimero complexo se relaciona com a
representacdo desses ntiimeros na forma x + yi (x e y reais), que é a forma como
normalmente trabalhamos com eles.
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Na Secédo 3 definimos os conceitos de parte real, parte imagindaria, conjugado e valor
absoluto de um ntmero complexo. Também estabelecemos diversas propriedades
desses conceitos, incluindo a desigualdade triangular.

Na Secdo 4 definimos o conceito de argumento e apresentamos a forma polar de
um ntmero complexo.

Na Secédo 5 consideramos o problema de extracdo de raizes de nimeros complexos.
Mostramos que todo niimero complexo ndo nulo possui exatamente 7 raizes n-ésimas
distintas, para cada n € N¥, e exibimos uma férmula para o cdlculo dessas raizes.
Mostramos também que as solu¢des de uma equagdo quadratica em C sdo dadas pela
férmula quadratica usual (férmula de Bhaskara).

Nas Secdes 6 e 7 introduzimos os conceitos de exponencial e de logaritmo para
numeros complexos, e estabelecemos algumas de suas propriedades.

Na Secdo 8 definimos e estudamos as poténcias com expoentes complexos.

1.2 O corpo dos niimeros complexos
Definimos o corpo dos niimeros complexos como sendo o conjunto
C={(xy):xcReyecR},

com as seguintes operagdes de adicio e multiplicagio: se z = (x,y) e w = (a,b)
pertencem a C, entdo

z+w=(x+a,y+0b) e zw= (xa—yb,xb+ya). (1)

Os elementos de C sdo chamados de niimeros complexos. Denotamos o nimero
complexo (0,0) simplesmente por 0 e o nimero complexo (1,0) simplesmente por 1.
Para cada z = (x,y) € C, definimos

_ X —
= (xmy) e 2= (e eEAO

1
O ntmero z~! também é denotado por Z oul/z.
Proposicado 1.1 As sequintes propriedades se verificam para quaisquer z,w,t € C :
a)z+ (w+t) = (z+ w) + t (associatividade da adigdo).

b) z + w = w + z (comutatividade da adicdo).

¢) 0 + z = z (elemento neutro).

e) z(wt) = (zw)t (associatividade da multiplicagdo).

(

(

(

(d) z+ (—z) = 0 (elemento oposto).

(

(f) zw = wz (comutatividade da multiplicacdo).
(

g) 1z = z (elemento unidade).



1.2: O corpo dos ntimeros complexos 3

(h) zz71 = 1se z # 0 (elemento inverso).
() z(w + t) = zw + zt (distributividade da multiplicagio em relagdo a adigdo).

Demonstrac¢do: Todas as propriedades acima decorrem diretamente das defini¢des
das operagdes de adi¢do e multiplicacdo em C. Por esta razdo, provaremos apenas o
item (a) e deixaremos os demais como exercicio.

(@):Sez = (x,y), w = (a,b) et = (c,d), entdo

z+(w+t)=(xy)+(a+cb+d) =(x+(a+c),y+ (b+4d))
=((x+a)+c (y+b)+d)=(x+ay+b)+(cd)
= (z+w) +t,

onde usamos a associatividade da adi¢do de ntiimeros reais.
O

Tendo definido as operagdes de adi¢do e multiplicagdo em C, definimos as
operagdes de subtragio e divisio da maneira usual: dados z,w € C,

z—w=z+(—w) e %:zw_1 sew # 0.

Além disso, a potenciagdo também é definida da maneira usual:

=1 z"=z--.z e z"=z'..z27lsez£0 (n>1).
S~ S
n-vezes n-vezes

Decorre da Proposicdo 1 que diversas propriedades das operagdes aritméticas
de ntimeros reais sdo validas para nimeros complexos. Por exemplo, a soma e o
produto de duas fragdes z;/w; e zp/w, de ntiimeros complexos podem ser obtidas
pelas férmulas

Z_1+Z_2_le2+22w1 Z1 22 Z1Z2

Wy wy w1w3 © wy wy  wiwy’
exatamente como ocorre no caso real. Destacamos outras propriedades nos exercicios
2e3.

Um conjunto no qual estdo definidas uma operacdo de adi¢do e uma operagao de
multiplicacdo satisfazendo as propriedades mencionadas na Proposigdo 1 é chamado
um corpo. Por esta razdo é que chamamos C de corpo dos ntimeros complexos. Isto
também explica por que muitas vezes R é chamado corpo dos nimeros reais e QQ é
chamado corpo dos ntimeros racionais. A Teoria dos Corpos é um ramo da Algebra
Abstrata, e assim estd fora do objetivo do presente livro. Aqui, Q, R e C serdo os tinicos
corpos que nds encontraremos.

O leitor certamente lembra de ter visto no ensino médio os nimeros complexos
como sendo os “nimeros” da forma

x + yi,

onde x e y s30 nimeros reais e i € um “algarismo imaginario”, que satisfaz a estranha
igualdade i> = —1. Vejamos como obter tal representacio dos ndmeros complexos.
Primeiramente, denotamos o namero complexo (x,0), com x € R, simplesmente por
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x. Note que isto estd de pleno acordo com o que ja fizemos com o elemento neutro 0 e
o elemento unidade 1 (0 = (0,0) e 1 = (1,0)). Em outras palavras, fazemos a seguinte
convengao:

x = (x,0) paratodo x € R. ()

Dessa forma, passamos a ver R como um subconjunto de C, ou seja, todo ntimero real
é considerado um ntimero complexo. A principio, a inclusdo R C C pode gerar uma
certa ambigiiidade: dados x € Re a € R, o que entendemos por

X+a e xa?

A soma e o produto dos ntimeros reais x e 2 ou a soma e o produto dos niimeros
complexos x e a ? A resposta é que tanto faz, uma vez que os valores sdo os mesmos.
De fato,

(x,0)+(a,0) =(x+4a,0)=x+a

(x,0)(a,0) = (xa—0-0,x-0+0-a) = (xa,0) = xa,

por (1) e nossa convencio (2). Agora, note que (0,1)% = (0,1)(0,1) = (—1,0) = —1,
ou seja, 0 nimero —1 possui uma “raiz quadrada” em C! O nimero complexo (0,1) é
denotado por i e é chamado de algarismo imagindrio. Assim, temos a propriedade bésica
do algarismo imagindrio:

7 =—1. (3)

Finalmente, dado um ntimero complexo qualquer z = (x, y), temos

z=(x,y) = (x,0)+ (0,y) = (x,0) + (v,0)(0,1),

isto €,
z = Xx+yi. 4)

Logo, o par (x,y) e a expressdo x + yi representam o mesmo nimero complexo. A
expressdo (4) é chamada a forma algébrica de z; essa é a forma na qual os ntimeros
complexos sao usualmente denotados.

Sempre que tomarmos um ndmero complexo na forma z = x + yi assumiremos
implicitamente que x e y sdo nliimeros reais.

Observamos que com a forma algébrica ndo precisamos nos preocupar em
memorizar as definicdes de z + w e zw dadas em (1). De fato, basta usarmos algumas
das propriedades da adi¢do e da multiplicagdo em C ja apresentadas: se z = x + yi e
w = a + bi sdo nimeros complexos, entdo

z+w= (x+yi)+(a+bi)=x+a+yi+bi=(x+a)+ (y+b)i

zw = (x + yi)(a + bi) = xa + yia + xbi + ybi® = (xa — yb) + (xb + ya)i.
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1.3 Conjugado e valor absoluto

Dado um ntmero complexo z = x + yi, definimos a parte real e a parte imagindria de
z por
Rez=x e Imz=y,

respectivamente. Quando Re z = 0, dizemos que z é imagindrio puro.

Como um numero complexo z = x + yi é o par ordenado (x,y), podemos
representa-lo graficamente como o ponto do plano cartesiano de abscissa x e ordenada
Y, ou como o vetor que liga a origem a este ponto (Figura 1). Neste contexto, chamamos
o plano cartesiano de plano complexo, o eixo dos x de eixo real e o eixo dos y de eixo
imagindrio.

Imz a

Figura 1

Abaixo indicamos as interpreta¢des graficas da adigdo e da subtragdo de ntimeros
complexos.

Z-wW

Figura 2

Definimos o conjugado de um nimero complexo z = x + yi como sendo o nimero
complexo
Z=Xx—Yi.
Graficamente, z é o ponto do plano complexo obtido através da reflexdo de z em relacao
ao eixo real (Figura 3).

Proposicado 1.2 As sequintes propriedades se verificam para quaisquer z,w € C:

@Qz=zzFfw=z+wWezw =z W.

(b)z/w =7z/wsew # 0.
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(c)z+z=2Rezez—z=2ilmz.
(d) z € R seesomentesez = z.

(e) z é imagindrio puro se e somente se z = —Zz.

Demonstragdo: Provaremos apenas que z+w = 2z + w e deixaremos a
demonstracdo das demais propriedades ao leitor. De fato, se z = x +yi e w = a + bi,
entdo

Ztw=(x+a)+(y+b)i=(x+a)—(y+b)i=z+w.
m

Através da nocdo de conjugado, podemos deduzir a expressao do inverso de um
nimero complexo z = x + yi # 0 da seguinte maneira:

21:( 1 ) Xt+yi | _ x—yi o« LY
x+yi x +yi x24y2 x2+y? x24y2
O valor absoluto (ou médulo) de um nimero complexo z = x + yi é definido por

|z| = \/x2 +y2.

Graficamente, o namero real |z| nos dd o comprimento do vetor correspondente a z no
plano complexo (Figura 3). Mais ainda, |z — w| é a distancia entre os pontos do plano
que representam z e w.

7
Figura 3

Proposicdo 1.3 As seguintes propriedades se verificam para quaisquer z,w € C:
(@ Rez < |Rez| < |z]eImz < |Imz| < |z|.
(b) |z* = 2z, [2] = |z| e |zw]| = |z]|w].
(¢) |z/w| = |z|/|w| sew # 0.
(d) |z + w| < [z[ + [w].

(€) |z +w| > [|z] — |w]].
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A desigualdade (d) é conhecida como desigualdade triangular.
Demonstra¢do: Provaremos apenas as duas tultimas propriedades, deixando as
demais para o leitor.
(d): Afirmamos que
1z 4+ w|? = |z|* + 2Re(z) + |w|>. (5)
Com efeito,
z+wf=(z+w)(z+w)=(z+w)(Z+D)
= 2Z + 2 + WZ + WW = 2Z + ZW + ZW + Wl
= |z|2 + 2Re(zw) + |w|?,
onde usamos o item (b) e a Proposigdo 2. Como
|z|? + 2Re(zw) + |w|* < |z|* + 2|zw| + |w|?
= |z + 2Jz||w| + |w|* = (J2] + |w])?
(pelos itens (a) e (b)), segue de (5) que
|z +w]? < (Jz] + |w])*
Extraindo as raizes quadradas de ambos os lados da desigualdade acima obtemos a

desigualdade desejada.
(e): Pela desigualdade triangular,

2l = [z +w) —w| < [z +w[+ | —w| = [z +w]| +[w],
donde
|z +w| > [z] — |w].
Trocando os papéis de z e w na desigualdade acima, obtemos
|z 4+ w| > |w| —|z|.
Como |[2| — [w]| = |z| — [w] se |z| > |w] e ||z] — w]| = || - |21 se [w] > |z, vemos
que em qualquer caso, |z + w| > ||z| — |w]]. O
Se z # 0, a Proposicdo 3(b) implica que
771 = & (6)
Em particular, z7! = zZ se |z|] = 1. A identidade (6) mostra como z e z~! se

comparam graficamente: z~! aponta na diregio de z e tem valor absoluto 1/ |z| (Figura
4).

1

v

1/1| ! .

Figura 4
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1.4 A forma polar

Consideremos um ntdmero complexo z = x + yi # 0. Seja §p o angulo que o eixo
real positivo forma com o vetor correspondente a z no sentido anti-horario (Figura 5).

A

Z
/(

Figura 5

»
>

Como cos Oy = x/|z| e senby = y/|z|, temos que
z = |z|(cos By +isenb).
Assim, é sempre possivel representar z na forma
z = |z|(cosf +isen®), (7)

onde § € R. Uma tal representacdo é chamada uma representacio polar de z. Se
6 € R satisfaz (7), dizemos que 0 é um argumento de z. Assim, 6y é um argumento
de z. Entretanto, qualquer 6 da forma 6y + 2k7t, com k € Z, também satisfaz (7).
Em particular, z possui infinitos argumentos. Por outro lado, se 6 satisfaz (7) entdo
cosf = cosbp e senfl = senf)y, o que implica que 6 = 6y + 2k para algum k € Z.
Assim, o conjunto arg z de todos os argumentos de z é dado por

argz = {6y + 2k : k € Z}.
Por exemplo,

—n + isen _77T)
4 4

1+i= \/E(congrisen%) e 1+i=+2(cos
sdo representagdes polares do namero 1 + i; note que arg(1 +i) = {m/4+2km : k €
Z}. O tnico argumento de z que pertence ao intervalo (—7t, 77] é chamado o arqumento
principal de z e é denotado por Arg z. Por exemplo,

Argi = %, Arg(—1—1i) = —?%T e Arg(—2)=rt.

A identidade
z = |z|(cos Argz + isen Argz) (8)

é chamada a forma polar de z.
Sejam
z = |z|(cosf +isenf) e w = |w|(cosy +isenp)
representacdes polares de dois niimeros complexos ndo nulos z e w. Vamos agora obter
representacdes polares para z~! e zw. Por (6),

z7! = |z|7Y[cos(—8) + isen(—0)]. )
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Além disso,

zw = |z||w|(cos 0 +isenB)(cos P + iseny)
= |z||w|[(cos O cos P — senBsen ) + i(cos O sen ¢ + sen b cos P)],

donde concluimos que
zw = |z||w]|[cos(0 + ) + isen(0 + )] (10)

Esta igualdade nos dé a interpretacdo grafica do produto de dois ntimeros complexos:
zw tem valor absoluto |z||w| e tem 6 + ¥ como um argumento (Figura 6). Definindo

—A={-aac A} e A+B={a+bac Aebe B} (A, BCC),

decorre das férmulas (9) e (10) que

arg(z™!) = —argz e arg(zw) = argz + argw. (11)
Porém, nao é sempre verdade que Arg(z~!) = — Argz nem que Arg(zw) = Argz +
Argw De fato, tome z = —1.Entdo, Arg(z~!) = m # —7 = — Argz. Tomando agora

z = w = —i, temos que Arg(zw) = 1 # —m = Argz + Argw. De (9) e (10) obtemos
que
2" = |z|"[cos(nB) + isen(nh)] paratodon € Z. (12)

No caso em que |z| = 1, a igualdade (12) nos diz que
(cos +isenB)" = cos(nb) + isen(nbh). (13)
Esta igualdade é conhecida como a formula de De Moivre.

A

v

1.5 Extracao de raizes

Dados um ntimero complexo w e um nimero natural n > 1, dizemos que z € C é
uma raiz n-ésima de w se
zZ" = w.

Se w = 0, é claro que z = 0 é a tnica solugdo da equacgdo z" = w. Logo, o niimero 0
possui uma tnica raiz n-ésima que é o préprio 0. Veremos a seguir que se w # 0 entdo
existem exatamente n solugdes distintas da equagdo z" = w.
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Teorema 1.4 Fixe n € N*. Todo niimero complexo ndo nulo w possui exatamente n raizes
n-ésimas complexas distintas, a saber,

W[cos (Arg(wr)l+2k7t> 4 isen (Arg(w21+ 2k7r>}, (14)
ondek=0,1,...,n—1.

Demonstra¢ao: Para cada k € Z, denotemos por zx o nimero complexo dado em
(14). Escreva w = |w|(cosy +iseny), onde ¢ = Argw. Nos estamos procurando
todos os nameros complexos z = |z|(cos 6 + i sen 6) para os quais é verdade que

2" =w.
Pela férmula (12), a equagdo acima se transforma em
|z|"*[cos(n0) + isen(nf)] = |w|(cos P + isenp),

o que equivale a dizer que

z|" = |w|, cos(nf) =cosyp e sen(nf) = seny.
A primeira condigdo é satisfeita precisamente quando |z| = {/|w|, enquanto as duas

ultimas sdo satisfeitas quando n0 = @ 4 2kt com k € Z, isto é, 6 = ¢+2kn com

k € Z. Assim, as raizes n-ésimas de w sdo os nimeros z; para k € Z. Fazendo
k = 0,1,...,n — 1 obtemos distintas raizes n-ésimas de w. Entretanto, os demais
valores de k nos ddo apenas repeti¢des das raizes zy, z1, . .., z,—1. De fato, tome k € Z
arbitrario. Escreva

k=gn+r comgeZeO<r<n.

Comeo 2k 2 2
Yp42kn _ p+2(gntr)n P+ r7r+2qﬂ’
n n n
vemos que z; = z, € {z0,21,...,2Z5-1} O

A raiz n-ésima de w obtida fazendo k = 0 em (14) é chamada a raiz n-ésima principal
de w. A notagdo {/w é reservada para esta raiz. Note que esta notagéo é coerente com a
notagdo {/|w| que indica a tinica raiz real positiva de |w|. Portanto,

o= ol [cos (VB2 ) +isen (22| (15)

Como a tnica raiz n-ésima do zero é o proprio zero, convencionamos que /0 = 0. O
simbolo /w também é usado em lugar de J/w.

Observe que todas as n raizes n-ésimas de w possuem o mesmo médulo, a saber,
{/|w|. Logo, elas sdo representadas por 1 pontos sobre a circunferéncia com centro
na origem e raio {/Jw[. Além disso, estes pontos estdo igualmente espacados ao
longo desta circunferéncia devido a relacdo de seus argumentos. Como exemplo,
consideremos as raizes ctbicas de 8. Pelo Teorema 4, elas sdo os nimeros

2k 2kt
zp =2 (COSTTC + zsenT) parak =0,1,2.

Calculando, obtemos zg = 2, z; = —1+iv3 e zp = —1 — iv/3. Temos que zp, z1 € 22
dividem a circunferéncia de centro (0,0) e raio 2 em trés partes congruentes (Figura 7).
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A
S1+iV3 <
215\\ =
Al 2,
[
-1-iV3 <
Figura 7

Finalizaremos esta segdo verificando que as solugdes da equagdo quadrética
az? +bz+c=0,
onde a,b,c € Cea # 0, sdo dadas pela férmula quadratica usual, isto é, por

. —b+ Vb?2 — 4ac

2a

onde Vb? — 4ac denota, como vimos anteriormente, a raiz quadrada principal do
ndmero complexo b?> — 4ac. Com efeito, usando a técnica de completar quadrados,
temos que

az> +bz+c=0 = zz+gz:—§
b b c b
2, b Ov__¢ Py
— z +aZJr(Za) a+(2a)
b, b>—dac
— (Z+ﬂ) =
b ++/b? — 4ac
— z4_—_—="—""""
2a 2a
—b 4+ Vb? — 4ac
= z= F .

Por exemplo, as solugdes da equacdo z2 + 4z + 5 = 0 sdo os nimeros complexos 2 + i
e2—1i,jaque
4+ /16 —4(1)(5) -4+v—4

—2+1.
> > 2+

z

1.6 A exponencial

Nosso objetivo nesta segdo é definir a exponencial ¢* de um ntimero complexo z e
derivar algumas de suas propriedades.
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Lembremos do Calculo que a expansdo em série de Taylor de e para ¢ real é

2o
el =1+t+ =+ =+
2030 4!
Substituindo t por iy (y € R) nesta série e computando formalmente (sem nos
preocuparmos com qualquer significado preciso de convergéncia), obtemos

2 3 4
Vg LY
el-’/—1+zy—g—z§+a+---

2 4 6 3 5 7
_ v,y Yy - vy, vy Yy
_(1_54_5_54_...)+l(y_§+§_ﬁ+...>_

Essas duas ultimas séries devem novamente nos trazer lembrancas do Calculo — elas
sdo as expansdes em série de Taylor de cosy e de seny, respectivamente. Em outras
palavras, e’ = cosy + i seny parece uma boa interpretacéo para ¢'V. Além disso, como
et = e%ef se s, t € R, é natural esperarmos que eV = e*¢'V. Motivados por estas
consideragdes, damos a seguinte defini¢do: dado um nimero complexo z = x + yi,
definimos a exponencial de z por

e* = e*(cosy +iseny).

A notagdo exp z é freqiientemente usada em lugar de e*. Com z = iy obtemos a formula
de Euler: '
e = cosy +iseny.

Como exemplo,

e2 =i, e = _¢ e 2 = —¢T.
Vemos diretamente da definicdo que
¢l =eR? e arg(¢?) = {Imz+2km:k € Z}. (16)
&

Em particular, ¢* # 0 para todo ntimero complexo z. A férmula (12) implica
diretamente que
()" = e (17)

para quaisquer z € C e n € Z. Em particular, (¢?)~! = e~% para todo z € C. Se
z = x +yiew = a+ bi sdo dois nimeros complexos, a férmula (10) nos mostra que

e“e” = [e*(cosy +iseny)][e"(cosb +isenb)]
=e

**(cos(y +b) +isen(y + b)] = .

Em outras palavras,
ez—|—w ez ew (1 8)

para todo z,w € C.

E interessante obsevarmos que, ao contrario do que acontece no caso real, é possivel
termos ¢ = ¢” com z # w. Por exemplo, e’ = ¢*™ = 1. A proposicao abaixo esclarece
por completo esse fendmeno.
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Proposicdo 1.5 Para quaisquer z,w € C, temos que
e = e se e somente se z = w + 2kmi para algum k € Z.
Demonstrac¢do: Escrevaz = x+vyiew =a+bicomux,y,a,b € R. See* = ¢e%, isto é,
e*(cosy +iseny) = e’(cosb +isenb),

entdo e¢* = ¢ (donde x = a) e y = b + 2kt para algum k € Z. Dai, z = w + 2k7ti, como
desejado.
Reciprocamente, se z = w + 2k7ti com k € Z, entdo

w

7 = gtk = ¢ (cos 2km + isen 2km) = ev.

o7 — wBka

=e
O

Na Secdo 4 vimos que todo ntimero complexo ndo nulo z tem uma representacado
polar z = r(cos@ +isenf), onde r = |z| e 6 é um argumento de z. Com a nogdo de
exponencial esta igualdade pode ser escrita de uma forma mais econdmica, a saber,

z =re. (19)

Observemos também que as 7 raizes n-ésimas de um nimero complexo ndo nulo
w (dadas por (14)) podem ser escritas da seguinte maneira:

i(Arg(w)Jern)
V/|w]| e " arak=0,1,...,n—1.
p

Em particular, as n raizes n-ésimas do ntimero 1 (conhecidas como as raizes n-ésimas da
unidade) sdo dadas por

2krti

(r=en parak=0,1,...,n—1

Notemos também que as 7 raizes n-ésimas de w podem ser obtidas multiplicando-se a
raiz n-ésima principal {/w de w pelas raizes n-ésimas da unidade. De fato,

ol ) Zvm k=01, n—1).

Por exemplo, se n = 2 entdo {p = 1 e {; = —1. Logo, as raizes quadradas de w sdo

Vw e —w.

1.7 Logaritmos

Relembremos que um ntmero real s é dito o logaritmo natural (ou o logaritmo na
base €) de um nimero real positivo t (em simbolos, s = Int) quando ¢° = t. Imitando
este conceito, dizemos que um ntmero complexo w é um logaritmo de um nimero
complexo ndo nulo z se ¥ = z.
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Existe uma diferenga muito importante entre o caso real e o caso complexo.
Enquanto no caso real todo ntimero positivo possui um tnico logaritmo, veremos
a seguir que todo nimero complexo ndo nulo possui uma infinidade de logaritmos.
Denotamos por logz o conjunto de todos os logaritmos do ntiimero complexo z # 0.
Assim, para todo ntimero complexo ndo nulo z,

logz={weC:e" =z}. (20)

Vamos agora determinar logz. Se w = In|z| + i com 6 € argz, entdo e® = e Zlei? =

|z|e’ = z. Por outro lado, suponhamos w € log z. Entdo e¥ = z, o que equivale a dizer

que

eReW — g% = |z| e Imw = Argz + 2k para algum k € Z,

donde w = In |z| + il com 6 € argz. Portanto,
logz ={In|z| +if: 6 € argz}

= {In|z| +i(Argz +2km) : k € Z}. (21)
Fazendo k = 0 em (21) obtemos o logaritmo principal de z, que é denotado por Log z.
Assim,

Logz =1In|z| +iArgz. (22)

Por (21) e (22),

logz = {Logz + 2kmi: k € Z}. (23)
Notemos que Logx = Inx para todo numero real positivo x. De agora em diante,

escreveremos Logx em vez de Inx quando x for um ntimero real positivo. Como
exemplo, temos que

Log(—1) = i, Log(e?i) = 2+ g i, Log(1+i) = Log V2 + % i
Definindo
A—-B={a—b:ac AebeB} e mA={ma:ac A}

para A, B C Cem € Z, temos a seguinte
Proposicdo 1.6 Dados dois niimeros complexos nio nulos z1 e zp, temos que:

(a) log(z1z2) = log z1 + log zo.

(b) log(z1/22) = log z1 — log z5.

(c) log(z]") = mlogzq para todo m € Z*.

Demonstragio: Provaremos (a) e deixaremos (b) e (c) como exercicio para o leitor.
(a): Tomemos w € logz; + logzy. Entdo, w = wy + wp com wy € logzy e wy € logzs.
Dai, e = e™1e"2 = z12;, ou seja, w € log(z1z2). Tomemos agora w € log(z1z;). Entéo,
por (21), w = Log |z12z2| + i com 0 € arg(z1z2). Por (11), 0 = 6; + 6, com 6; € argz; e
0, € argzy. Assim, w = (Log|z1| +i61) + (Log |z2| + i62) € logz1 + log z;.

O

Terminamos esta se¢do observando que ndo é sempre verdade que Log(z1z2) =
Logz; + Log zo, nem que Log(z1/2z2) = Logz; — Log z, e nem que Log(z]") = m Log z;
De fato, tome z = w = —i. Temos que Log(zw) = Log(z?) = mi # —mi = 2Logz =
Logz + Logw. Tomando agora z = —i e w = i, temos que Log(%) = mi # —7i =
Logz — Logw.
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1.8 Poténcias complexas

Relembremos que se t € um niimero real positivo e a € um ntimero real arbitrério, é
usual definirmos a poténcia t* pela férmula

o ealogt-

Ao tentarmos imitar esta defini¢do no contexto dos ntimeros complexos, com o objetivo
de definirmos a poténcia z* onde z é um nimero complexo ndo nulo e A é um
ndmero complexo arbitrario, nés nos deparamos com o seguinte problema: z tem uma
infinidade de logaritmos! Qual deles devemos usar? A resposta: todos eles. Mais
precisamente, para cada w € logz, o nimero complexo e*” é chamado a A-poténcia
de z associada ao logaritmo w. Se w = Logz, entdo o ntimero complexo e'* é chamado
a A-poténcia principal de z. Para denotarmos esta A-poténcia especial de z, usaremos
a notagdo familiar zA. Assim, neste livro, z* denotard exclusivamente a A-poténcia
principal de z, isto é:

7t = etlosz, (24)

Como exemplo, temos que

(—i)2 = e2Log(—1) = 2 (FY) = o' = _ﬁ_zi\/i.

Como todo logaritmo de z é da forma Log z + 2k7ti com k € Z, segue que as A-poténcias

de z sdo os nimeros da forma .
eZkﬂf)\lz)L (25)

com k € Z. Analisaremos a seguir dois casos que merecem um comentdrio especial.
Primeiramente, vejamos o que ocorre quando A é um nimero inteiro; digamos A = n.
Como e?™ = 1 para todo k € Z, segue de (25) que todas as A-poténcias de z se
reduzem ao ntiimero complexo z", a n-ésima poténcia usual de z definida na Secéo 2.
Com efeito,
ean)xiZ/\ — 1" Logz _ z"

ja que nLogz é um logaritmo de z" (Proposigdo 6(c)). Vejamos agora o que ocorre
quando A = 1/n com n € N*. Segue de (25) que o conjunto das A-poténcias de z
coincide com o conjunto das raizes n-ésimas de z apresentadas no Teorema 4, ja que:

U . (anm> exp (Longz)

~ exp {Loi\z\ L (Arg(zl—l— Zkﬂ)}

= exp(Log {/|z]) exp {i (wﬂ

_ tfisexp li (Arg(zz1 + zkn)] |

= {/z. (26)

Em particular,

=

z
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E sempre verdade que ZMHE = zA . 21 De fato,

AtH — E(A+y)logz — eMogztplogz _ ,Alogz | plogz _ A p

Porém, outras “regras de exponencia¢gdo” ndo sdo vélidas em geral. Por exemplo, ndo
é sempre verdade que (zw)* = z*w" e nem que (z})# = zM.



Capitulo 2

Func¢des Complexas

2.1 Introducao

Tendo estudado o corpo dos niimeros complexos no Capitulo 1, vamos agora iniciar
o estudo das fungdes complexas de uma varidvel complexa, isto é, das fungdes f : A — C
cujo dominio A esta contido em C. Tais fung¢des constituem o principal objeto de estudo
da Anélise Complexa em uma varidvel.

Na Secdo 2 relembramos alguns conceitos importantes sobre fungdes e
introduzimos as fun¢ées complexas de uma varidvel complexa, assim como algumas
nogodes bésicas associadas a tais fungoes.

Nas Secdes 3, 4 e 5 apresentamos exemplos importantes de fun¢des complexas
de uma varidvel complexa, a saber: as fung¢des racionais, as fungdes polinomiais, a
fungdo exponencial, as fung¢des trigonomeétricas e as fungdes hiperbdlicas. Além disso,
estabelecemos algumas propriedades destas fungdes.

Na Secao 6 introduzimos o conceito de fungédo inversa a direita e definimos a fungao
raiz quadrada principal e a funcédo logaritmo principal.

Na Secdo 7 vamos apresentar como certas func¢des complexas de uma variavel
complexa transformam retas, circulos e discos.

2.2 Funcoes de uma varidvel complexa

Comecemos relembrando alguns conceitos bdasicos sobre fun¢des. Dados dois
conjuntos A e B, uma fungio f de A em B é uma regra de correspondéncia que associa a
cada elemento a de A um elemento f(a) de B, chamado o valor de f em a. As notagdes
f:A— Bef:ae€ A~ f(a) € Bsdo usadas para indicar que f é uma tal funcdo. O
conjunto A é chamado o dominio de f e o conjunto B é chamado o contradominio de f.
Se S C A, definimos a imagem de S por f como sendo o conjunto f(S) = {f(a) : a € S}.
O conjunto f(A) é chamado a imagem de f. Quando f(A) = B, dizemos que f é
sobrejetiva. Se f(a1) # f(ax) sempre que a; # ay (a1,a2 € A), dizemos que f é injetiva.
Finalmente, f é dita ser bijetiva quando € injetiva e sobrejetiva.

Se f:A— Beg:C — D sio fungdes tais que f(A) C C, definimos a composta de g
com f como sendo a fun¢do go f : A — D dada por

(gof)(a) =g(f(a)) paratodoa € A.

17
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Se f : A — B ébijetiva, entdo existe uma tinica fun¢do h : B — A talque (ho f)(a) =a
paratodoa € Ae (foh)(b) = bparatodob € B. Tal funcdo h é chamada a inversa de
f e é denotada por 1.

No presente livro estamos interessados em fungdes f : A — C cujo dominio
A é um subconjunto de C. Uma tal fungdo é chamada de fungio complexa de uma
varidvel complexa. Assim, a menos que se diga explicitamente o contrario, sempre que
considerarmos uma fungéo f : A — C assumiremos implicitamente que A C C.

E comum definirmos uma fungio complexa de uma varidvel complexa
simplesmente dando uma expressdo explicita dos valores da fung¢do, como, por
exemplo, f(z) = (2z+1)/(z*>+1) e g(z) = z/Rez. Nesse caso, convencionamos
que o dominio da fungdo é o conjunto de todos os niimeros complexos para os quais
a expressdo dada tem sentido. Nos exemplos acima, temos que o dominio de f é
C\{—i,i} eodominiode g é {z € C:Rez # 0}.

Dadas duas fungdes f : A — Ce g : B - C e dado um nimero complexo c,
definimos as fungdes muiltiplo cf, soma f + g, diferenca f — g, produto fg e quociente f /g

por
(ef)(z) =cf(z), (fEg)(z) = f(z) £8(2),
(f8)(z) = f(2)g(z) e (f/8)(z) = f(2)/8(2).

Notemos que o dominio de cf é A, os dominios de f =g e fg sdoiguaisa ANBeo
dominio de f/g é o conjunto {z € ANB: g(z) # 0}. Também definimos o conjugado f
e o mddulo | f| de f por

fl2)=f(z) e Iflz) =If(2)] (z€4).

Por exemplo, se f : C — C é dada por f(z) = 22, entdo
flo)=22=2"= ("~ ) —2wyi e [f|(z) =|2%| = 2] = ¥ + ¥,

paratodoz = x +yi € C.
Muitas vezes é conveniente expressarmos uma funcdo f : A — C em termos de sua
parte real e de sua parte imagindria, isto é, representarmos f na forma

f=u+io,
onde
u(z) =Re[f(z)] e v(z) =Im[f(z)] (z€A).

Note que u e v sdo fungdes reais em A. Se escrevermos z = (x,y) com x,y € R,
podemos considerar u e v como fungdes reais de duas varidveis reais:

u(z) =u(x,y) e v(z) =ov(x,y).
Por exemplo, se f : C — C é dada por f(z) = z + 1, entdo as partes real e imaginéria
de fsaou(z) =u(x,y) =x+1lev(z) =v(x,y) =y.
Dados uma fungédo f : A — C e um subconjunto S de A, dizemos que f é limitada
em S se existe uma constante M > 0 tal que

|f(z)] < M paratodoz € S.

Por exemplo, a funcio f : C — C dada por f(z) = z? é limitadaem {z € C : |z| < 1},
mas ndo é limitada em C.
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2.3 As fungdes racionais

Uma fungdo racional é uma fungdo do tipo

ag+az+ - +apz"
f(z) = m
bo+biz+ -+ byz

onde os coeficientes ag, ay, . .., a, e by, by, ..., by sdo nimeros complexos. O dominio de
f € o conjunto de todos os elementos de C nos quais o denominador de f ndo se anula.
Uma funcéao racional da forma

f(z) =ap+az+ - +a,z" (1)

é chamada uma fungdo polinomial. Se a, # 0 em (1), dizemos que f é uma fungdo
polinomial de grau n. Observamos que ndo é atribuido grau a fungdo polinomial nula

f(z) =0.

Vejamos algumas fungdes racionais especiais:

a) Fungoes constantes: Sao as fungdes da forma

flz)=¢
onde ¢ é uma constante complexa. Se ¢ = 0, temos a fungio nula.

b) Translagdes: Sao as fungdes da forma
f(z) =z+D,
onde b é uma constante complexa. Se b = 0, temos a fungdo identidade.

¢) Rotagdes: Sao as fungdes da forma

f(z) =az,
onde a é uma constante complexa de médulo 1.

d) Homotetias: Sdo as fun¢des da forma

f(z) = az,

onde a é uma constante real ndo nula. Dizemos que f é uma dilatagido se a > 1 e uma
contracdo se 0 < a < 1.

e) Funcdo inversdo: E a funcao

f(z)=1/z.
t) Fungio n-ésima poténcia: E a funcdo

f(z) =2",

onde n € N*.

Dada uma fungdo f : A — C e dado um niimero zy € A, dizemos que zp é um
zero de f (ou uma raiz de f) se f(zp) = 0. Por exemplo, i/2 é o tnico zero da fungdo
f(z) =2z +i e os zeros da funcdo polinomial g(z) = z% + 4z + 5 sdo os nimeros —2 — i
e —2+1.
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Proposic¢do 2.1 Seja f(z) = ap + a1z + - - - + a,2" uma fungdo polinomial. Se zy € C é uma
raiz de f, entdo z — zo é um fator de f, isto é, existe uma fungio polinomial g tal que

f(z) = (z—2z0)g(z) paratodoz € C.

Demonstragao: Por hipétese,
f(z0) =ao+a1zo+ - - +auzg = 0.

Portanto,

f(2) = f(z) = f(=0)
=a1(z—z0) +ax(z> —23) + - - - +a,(z" — z). ()

Agora,

2 —zf = (z—z0) (T + P+ 4 zz’é‘2 + zg_l)
para todo inteiro k > 1. Substituindo estas igualdades em (2) e colocando (z — zg) em
evidéncia, vemos que f(z) = (z — z9)g(z), onde g é a func¢do polinomial

gz) =ar+ar(z+z0) + -+ an(z" + 2" 2zg o 2z 2200,

Proposicdo 2.2 Toda fungio polinomial de grau n > 0 possui no mdximo n raizes.

Demonstragdo: A prova serd feita por inducdo sobre n. Como toda fungdo
polinomial de grau zero ndo possui raizes, o resultado é obvio para n = 0.
Suponhamos o resultado verdadeiro para um certo n > 0 e seja f uma funcdo
polinomial de grau n 4+ 1. Vamos provar que f possui no maximo 7 + 1 raizes. Se
f ndo possui raizes, nada temos a fazer. Digamos que f possui pelo menos uma raiz e
seja zgp uma raiz de f. Pela Proposi¢do 1, existe uma fungdo polinomial g tal que

f(z) = (z—20)g(z) paratodoz e C.

Como f tem grau n + 1, temos que g tem grau n. Pela hipétese de indugédo, g possui no
maximo #n raizes. Como as raizes de f sdo exatamente zj e as raizes de g, concluimos
que f possui no maximo 7 + 1 raizes, como desejado. O

De fato, toda fungdo polinomial de grau n > 1 possui pelo menos uma raiz em C.
Este fato é conhecido como o Teorema Fundamental da Algebra e ndo sera provado
aqui.
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2.4 A funcao exponencial e as func¢Oes trigonométricas
A fungdo exponencial é a fungdo exp : C — C dada por
expz = e
Como |e*| = e* para todo z = x 4+ yi € C, vemos que
expz #0 paratodoz € C. (3)

Uma outra propriedade importante da funcdo exponencial é que ela é periédica de
periodo 27, isto é,

exp(z +2mi) = expz paratodoz € C. (4)

Outras propriedades da funcdo exponencial sdo dadas pelas férmulas (17) e (18) do
Capitulo 1. Note que a funcdo exponencial complexa estende a funcdo exponencial
real.

Paray € R, como ¢¥¥ = cosy +isenyee ¥ = cosy — iseny, segue que

e 4 e~ eV —e
COS = e seny=-——rpm—-
Y 2 Y 2i

Portanto, é natural definirmos a fungdo cosseno e a fungio seno de uma varidvel complexa
por
eiz + e—iz eiz . e—iz
C0SZ = ——5—— e Senz = ——o—— (z € C).
i

As quatro outras fungdes trigonométricas sao definidas em termos das fungdes cosseno
e seno pelas relagdes usuais. Assim,

tgz = Senz e secz = (5)
8%~ Cosz  cosz
estdo definidas para todo z € C tal que cosz # 0, e
cosz 1
cotgz = e Cscz = (6)
senz senz

estdo definidas para todo z € C tal que senz # 0. Note que as fung¢des trigonométricas
complexas estendem as correspondentes fungdes reais.

As definicdes (5) e (6) nos conduzem a perguntar quais sdo os zeros da fungao cos z
e da funcdo senz. A resposta é dada pela seguinte

Proposicao 2.3 Temos que

cosz =0 seesomentese z=71/2+kmcomk €7

senz = 0 seesomentese z =kt comk € 7.

Em particular, os zeros do cosseno e do seno complexos sio os zeros do cosseno e do seno reais,
respectivamente.
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Demonstragdo: Comecemos relembrando que o cosseno hiperbdlico e o seno

hiperbdlico de um ntmero real y sdo definidos por

e¥Yy +eY Yy —e7Y

coshy = 5 e senhy = >

respectivamente. Seja z = x + yi € C. Entdo,

e ytxi + ey —xi
2
e Y(cosx +isenx) + e¥(cosx —isenx)
2

= (cos x) (@) —i(senx) (@) ,

cosz = cos(x + yi) = cos x coshy — isen xsenhy.

cosz = cos(x + yi) =

ou seja,

De modo analogo obtemos que
senz = sen(x + yi) = sen x coshy + i cos x senhy.
Por (7), cosz = 0 se e somente se

cosxcoshy =0 e senxsenhy = 0.

(7)

(8)

©)

Como coshy > 0, a primeira igualdade em (9) é valida exatamente quando cosx = 0,
ou seja, x = 71/2 + k7t com k € Z. Substituindo este valor de x, vemos que a segunda
igualdade em (9) equivale a senhy = 0, o que ocorre exatamente quando y = 0.
Portanto, cosz = 0 se e somente se z = 71/2 + krt com k € Z. O caso da fungéo

sen z se prova de modo andlogo, usando a férmula (8).

d

A maioria das propriedades validas para as fungdes trigonométricas reais

permanecem vélidas no caso complexo. Por exemplo, temos a seguinte

Proposicdo 2.4 Para quaisquer z,w € C, temos:
(a) sen?z 4 cos? z = 1.
(b) sen(—z) = —senz.
(c) cos(—z) = cosz.
(d) sen(z + w) = senzcosw + cos z sen w.

(e) cos(z + w) = coszcosw — sen zsen w.
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Demonstragio: (a): De fato,

) ) ez 4 e—iz ez _ p—iz
cos“z+sen"z=| — + [ —
2 21
B e2iz + Zeizefiz + 8721'2 eZz’z _ zeizefiz + efZiz
4 4

=1

Deixamos a demonstracdo dos demais itens ao leitor.
(I

Entretanto, ha diferencas entre o caso real e o caso complexo. Por exemplo, sabemos
que as fungdes cosseno e seno sdo limitadas em R. De fato, |cost| < 1e |sent| <1
para todo t € R. Contudo, elas ndo sdo limitadas em C, pois

—Y 4 Y —Y 4 eY
| cos(yi)| = : 2+e =° 2+e — +00 quando y — +o0
e
. e ¥V —e¥ ey —eY
sen(yi)| = - = — 400 quando iy — +oo.
| sen(yi)| 5 > quando y

2.5 As funcgdes hiperbélicas

Definimos a fungdo cosseno hiperbélico e a fungio seno hiperbélico de uma varidvel
complexa por

coshz=5"%" & senhz=9"F" (z € C),

respectivamente.
As demais fungdes hiperbdlicas sdo definidas pelas relagdes usuais. Assim,

nh 1
senhz e sechz =

hz —
tehz cosh z cosh z

para todo z € C com coshz # 0, e

cotehz = coshz e cschz = 1
gz = senh z ~ senhz

para todo z € C com senhz # 0.
Proposicdo 2.5 Temos que

coshz = 0 textse e somentese z = (1/2+ k)i com k € Z

senhz =0 se e somente se z = kmti com k € 7.



24 Capitulo 2: Fun¢ées Complexas

Demonstragao: Como

i N R
2 2

cos(iz) = = cosh z,
segue da Proposi¢do 3 que os zeros de cosh z sdo os nimeros z tais que iz = (1/2 +k)m
com k € Z, ou seja, sdo os numeros da forma (1/2 + k)7i com k € Z. O caso da fungédo
senh z se prova de modo andlogo, usando o fato de que

eiiz o e—iiz ez _p

sen(iz) = 5 = = senh z.

Vejamos algumas propriedades das fungdes hiperbdlicas:

Proposicao 2.6 Para quaisquer z,w € C, temos:
a) cosh?z — senh?z = 1.
b) senh(—z) = —senhz.

(

(

(c) cosh(—z) = coshz.

(d) senh(z + w) = senh z cosh w 4 cosh z senh w.
(

e) cosh(z + w) = cosh z cosh w + senh z senh w.

Deixamos a demonstragdo desta proposigdo ao leitor.

2.6 Fungodes inversas a direita

Dada uma func¢éo f : A — C e dado um subconjunto B de f(A), dizemos que uma
funcdo g : B — A é uma inversa a direita de f em B se

f(g(w)) =w paratodow € B;

no caso em que B = f(A), dizemos simplesmente que g é uma inversa a direita de f.
E interessante observar que toda funcdo f : A — C possui pelo menos uma inversa
a direita em qualquer B C f(A). De fato, as inversas a direita de f em B podem ser
facilmente obtidas da seguinte maneira: Para cada w € B, escolha qualquer z,, € A tal
que f(zy) = w, e defina g(w) = zy.

Por exemplo, as func¢oes

g(z)=VZ e h(z)=—vZ (z€C)

sdo inversas a direita da fungéo f : C — C dada por f(z) = z%. A funcio g é chamada
fungdo raiz quadrada principal. Definindo

m(z) = Vz sezeCelmz>0
Tl —vz sezeCeImz<0
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obtemos uma outra inversa a direita de f. Como o leitor ja percebeu, existem intimeras
“fungdes raiz quadrada”. Mas geralmente, existem intimeras “fungdes raiz n-ésima".
Consideremos agora a fungdo f : C — C dada por f(z) = €. A fungdo

L(z) =Logz (z € C\{0})

é uma inversa a direita de f, chamada fungdo logaritmo principal. Mais geralmente, para
todo k € 7Z, a funcédo

Ly(z) = Logz + 2kmti  (z € C\{0})

é uma inversa a direita de f. Assim, vemos que também existem intimeras “funcdes
logaritmo”.

Concluimos esta se¢do observando que se ¢ é uma inversa a direita de uma funcdo
f : A — Cem um subconjunto B de f(A), entdo g é injetiva em B. De fato, se
w1, wy € Be g(wy) = g(w,), entdo

w1 = f(g(w1)) = f(g(wz)) = wo.

2.7 Transformacoes por fung¢des complexas

No estudo das fungdes reais de uma variavel real, consideravel énfase é dada a vi-
sualizacdo geométrica das fungdes através de seus gréficos. Embora tal visualizagdo
tenha limita¢des, ela nos ajuda a desenvolver nossa intui¢do e a compreender muitos
conceitos importantes (como os de derivada e integral, por exemplo). J& para funcdes
complexas de uma varidvel complexa, os graficos em questdo sdo subconjuntos de
C?, que é naturalmente identificado ao espago 4-dimensional R%. Assim, perdemos
a capacidade de desenhar tais graficos. Todavia, podemos frequentemente melhorar
nossa compreensao de uma dada fungédo f : A — C se analisarmos como f transforma
certas figuras geométricas, como retas, circulos, discos, etc. Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 2.7 A fungio f(z) = e* transforma a reta vertical R = {z € C : Rez = a} no
circulo C = {z € C : |z| = "} e transforma a reta horizontal S = {z € C : Imz = b} na
semi-reta L = {z € C : z = re® comr > 0}. De fato, como

|f(z)| = |e*| = eR* paratodoz € C,

temos que f(R) C C. Para verificarmos que C C f(R), fixamos wy € C e resolvemos a
equagdo wy = e para z em termos de wy. As solugdes sio

z = Log |wg| + i(Arg wg + 2k7) parak € Z.

Seja zg uma dessas solugdes. Entio, zg € R (pois |wo| = €*) e wo = f(z0).

Agora, se z € S entdo f(z) = e* = eReZelmz = eRezpib ¢ T [0g0, f(S) C L. Por outro
lado, dado wy € L, temos que zy = Log|wg| + bi € Se f(zg) = wp. Assim, L C f(S).
Portanto, f(S) = L, como queriamos demonstrar.
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Figura 1

Exemplo 2.8 A funcio f(z) = % transforma o disco D = {z € C : |z| < 1} no semi-

plano H = {w € C : Rew > 0}. Com efeito, se z = x + yi entdo

1-z 1-z1+4z 1-z+4+z—-zz (1—|z*)—2yi

f(2)

14z 1+zl4+z  [1+z2 11+ z|?
Portanto,
1.2
Re f(z) = |1+|§I2 > 0 se esomente se |z| < 1.

Logo, f(D) C H. Para verificarmos que H C f(D), fixamos wy € H e resolvemos a equagio
wo = (1 —2z)/(1+ z) para z em termos de wy. A solugio é zg = (1 —wy)/(1+ wy). Por
construgio, wy = f(zo). Como Rewy > 0, temos que zy € D. Isto prova que f(D) = H.

A *
7 o N f !

/ \ — A 1 H
/ D 1
1 \ |

— T ———————» + —p
\ 11 1
\ / 1
N 7

S o _- |
T |
I

Figura 2



Capitulo 3

Exercicios

1. Conclua a demonstra¢do da Proposicao 1.
2. Sejam z e w dois niimeros complexos ndo nulos. Mostre que:

1 -1

(@)Sezw =1,entdfow =z""'ez=w

b)(z H) l=ze(zw) ' =z lw .

3. Sejam z, w € C. Mostre que se zw = 0, entdo z = O ou w = 0.

4. Sejam z1,zp, w1, wy € C com wy # 0 e wy # 0. Mostre que

Z1 n Zp  zZ1wy + 2w o Z1 Z2 2122
w1 wo w1wy w1 W2 w1y

5.5ez =1 —iew = 4i, expresse 0s seguintes niimeros complexos na forma x + yi:
(a) 3z + iwz — zw°.
(b) 2|w| + (1 — i)z + |2?|.
©) (w+2z)/(w—2z).
(d) Im(zw?) + 16i Re(zw1).

(e) 5isen(Argw) + z cos(Arg(3z)).

6. Mostre que se z = x +yi e w = a + bi # 0, entdo

z ax+by ay—bx.

w a2+ az—i—bzl'

7. Mostre que:
(@) |(2Z+5)(v2 —i)| = V3|22 + 5| para todo z € C.
(b) (=1 +1)” = —8(1+1).

27
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(@) (1+iv3)710 =2711(—14i/3).

8. Calcule (1 +i)2 — (1 —i)'2

52, ,,—51

9.Sejamu =1+iev =1 —1i. Determine u>* - v
10. Determine z € Ctal queiz+2z+1—-i =0

11. Sejam z = a + bi e w = c + di dois niimeros complexos. Que condigdes devemos
ter sobre a,b,c e d para que z + w e z - w sejam ambos nimeros reais?

12. Mostre que a identidade 1 +z + - - - +z" = (1 —z"*1) /(1 — z) vale paratodon € N
e para todoz € Ccomz # 1.

13. Conclua a demonstragdo da Proposigdo 2.

14. Dados dois nimeros complexos ndo nulos z e w, mostre que |z + w| = |z| + |w| se
e somente se w = tz para algum ¢ > 0.

15. Conclua a demonstragdo da Proposigdo 3.

16. Represente graficamente cada um dos seguintes subconjuntos do plano complexo:
(@{zeC:lz—1|=|z—il}.
b){z€C:|z—1| =Rez}.
(c) {z € C : Im(z?) > 0}.
(d) {z € C:Re(1/z) < 1/2}.
(e){zeC:|z—4|> |z|}.
) {zeC:|Argz — Argi| < 11/6}.
(g){ze€C:|Arg(z—i)| < /6}.

17. Compute:
(a) As raizes quadradas de 1 — i1/3.
(b) As raizes cuibicas de —27.

(c) As raizes de ordem 4 de —1.

18. Mostre que a igualdade /zw = \/z\/w ndo é necessariamente verdadeira para z
e w quaisquer em C. Confirme, porém, que esta férmula é vélida se z ou w for um
namero real ndo negativo.

19. Ache as solugdes das seguintes equagdes:
(a) z> — 4iz — 4 —2i = 0.
(b) iz* — (2 +4i)z> —i = 0.
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20. Prove que v/2|z| > |Rez| + |Imz| para todo z € C.
21. Para que ntimeros complexos z # 0 temos que \/z/Z = z/|z| ?
22. Sejam z e w dois niimeros complexos ndo nulos. Mostre que
Re(zw) = |z||w| se e somente se argw = argz.

23. Seja ¢ € C com |¢| < 1. Mostre que |z + ¢| < |1 + ¢z| se e somente se |z| < 1, com
igualdade ocorrendo se e somente se |z| = 1.
24. Prove que e~ #| < |¢?| < ¢l?l para todo z € C.
25. Conclua a demonstragdo da Proposicéo 6.
26. Expresse os seguintes nimeros complexos na forma x + yi:

(a) Log(—e3) + i

(b) (—1)" Log(—i).
27. Calcule todas as A-poténcias de z quando:

(@)z=1ie"eA =1i.

byz=1led=2—1i

28. Dé exemplos mostrando que é possivel termos:

(a) (zw)* # M wh,

(b) (2H)H # 2.
29. Prove que se zp € C é uma raiz de uma fungdo polinomial f(z) = ap + a1z + - - - +
a,z" com coeficientes ag, ay, . . ., a, reais, entdo zy também é uma raiz de f.

30. Dada uma funcdo f : A — C e dado um ponto zy € A, dizemos que zy é um ponto
fixo de f se f(zp) = zo. Determine todos os pontos fixos da funcao

22 +2z
fla) =50
31. Mostre que
|cosz|? = cos’x +senh’y e |senz|?> = sen®x + senh?y
paratodoz = x+yi € C.

32. Mostre que
|cosz| > |cosx| e |senz| > |senx]

paratodoz = x+yi € C.
33. Ache todas as raizes da equagdo senhz = i.

34.Sejam A = {z € C:Rez >0} e f: A — C a fungdo dada por
f(z) = Log(z* +1).
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(a) Prove que f é uma funcéo injetiva.
(b) Determine sua imagem B = f(A).

(c) Calcule sua inversa f 1 : B — A.

35. Determine o dominio de cada uma das seguintes fungdes:
@) f(z) = (¢ +e7)/(Z+2).
(b) §(z) = (22 +52)/(e* - 1).
(c) h(z) = Log(e* —e™%).

(d) k(z) = (zcosz)/(z* + 32> — 4).

36. Expresse as partes real e imagindria das seguintes func¢des como fungdes das
variaveis reais x e y:

@) f(z) = 25 +iz%
(b) ¢(z) = Ze* — ze*.
() h(z) = iz> — 22% +i.

(d) k(z) = zLogz paraRez > 0.

37. Sejam f : A -+ Ce g: A — C fungdes. Mostre que se f e g sdo limitadas em um
subconjunto S de A, entdo f + g e fg também sdo limitadas em S.

38. Determine f(S),onde S = {z € C:0 < |z| < r} e f(z) = e/

39. Considere a funcdo f(z) = 1/z. Determine a imagem dos seguintes conjuntos por

f:
(@{zeC:|z—-2|=1}.
b){zeC:|z—-1] =1}.

(c){z€ C:Rez>1}.

40. Determine a imagem do tridngulo com vértices em 3 + 4i, —3 + 4i e —5i pela fungdo
f(z) =z +5i.

41. Determine a imagem do conjunto {z € C : Rez > 0} pelas seguintes fungdes:
(@) f(z) = 2iz —i.
(b)g(z) =i/z—1.
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42. Conclua a demonstragdo da Proposigéo 4.

43. Mostre que a imagem do disco D = {z € C : |z| < 1} pela funcdo f(z) = e* esta
contidanoanel A = {w e C:1/e < |w| <e}.

44. Mostre que a imagem do disco D = {z € C : |z| < 1} pela fungdo f(z) = cosz
(resp. f(z) = sen z) est4 contida no disco D’ = {w € C : |w| < (e +1)/(2¢)}.

45. Demonstre a Proposicao 6.
46. Ache todas as raizes das equacdes:

(a) coshz =1/2.

(b) senhz = 1.

(c) coshz = —2.
47. Prove que

senh(iz) =isenz e cosh(iz) = cosz

para todo z € C.

48. Determine os pontos fixos das seguintes fungdes:
@ f(z)=01—-i)z+2.
(b)g(z) =z +1.
(c) h(z) = ze*.

49. Exiba uma inversa a direita da funcéo f : C — C dada por f(z) = z°.

50. Exiba uma inversa a direita ¢ da fungdo f: C — C dada por f(z) = z* satisfazendo

g(~1) = (V2+iv2)/2.
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