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Prefacio

Estas notas foram escritas com o objetivo de apoiar o mini-curso
de introdugao & mecanica quantica que serd ministrado no coléquio
de matematica da regiao sul. A meta é pouco ambiciosa: pretendo
apenas dar um pequeno primeiro passo para convidar alunos dos cur-
sos de matematica a aprender um pouco mais sobre esta area tao
importante e que pode, quando certa maturidade é atingida, servir
como enorme estimulo e motivacao para problemas matematicos bem
sofisticados. Ao mesmo tempo gostaria que servissem também para
atrair alguns alunos dos cursos de fisica para o estudo de um pouco
mais de matemdtica. A interacdo entre fisicos e matemdticos sem-
pre foi produtiva para ambos e espero que continue cada vez mais
intensa.

Agradego aos organizadores do coléquio pela oportunidade de
oferecer este mini-curso e, especialmente, a Artur Lopes: pela in-
sisténcia que fez estas notas verem a luz do dia e também por todas
as conversas ao longo dos ultimos anos sobre problemas relaciona-
dos ao conteido deste texto, que seguramente estao presentes nas
entrelinhas.

Minha incompeténcia seguramente deixou intimeros errinhos ao
longo do texto; o leitor, como exercicio, deve procura-los e pode in-
comodar este autor pelo endereco

baravi@mat.ufrgs.br

Ficarei feliz se tiver pelo menos um leitor atento.
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Capitulo 1

1.1 Alguns aspectos histéricos

No final do século XIX a fisica vivia um momento de certa tranquili-
dade e alguns chegavam a propor que a tarefa dos futuros pesquisado-
res seria apenas a de efetuar medigoes mais precisas das constantes
fundamentais das teorias que descreviam o mundo. Reconheciam que
havia apenas duas pequenas lacunas, mas essas certamente seriam
preenchidas em breve: uma dizia respeito a compreensao do experi-
mento de Michelson e Morley, sobre a velocidade de propagagao da
luz em diregoes distintas (uma sendo a da translagao da Terra e outra
perpendicular & primeira) e a outra sobre a deducao tedrica da curva
de intensidade da radiacao de corpo negro: a expressao de como um
objeto escuro e aquecido emite radiacao eletromagnética. Para sur-
presa e espanto de muitos, dessas duas pequenas lacunas surgiram,
respectivamente, a teoria da relatividade e a teoria quantica, os dois
pilares da fisica atual, conceitualmente muito distintos das teorias
anteriores.

A primeira descri¢ao tedrica bem sucedida da radiacdo de corpo
negro ¢é devida ao fisico Max Planck. Ele apresentou sua teoria em
dezembro de 1900 e a principal inovacao que permitiu o sucesso de sua
formulacao estava na hipétese de que a emissao ou absorcao de luz
(usando essa palavra como sinénimo de radiagao eletromagnética) ndo
se dava de forma continua mas sim discreta, em pequenos pedagos
chamados por ele de ”quanta” (palavra que é o plural em latim de
” quantum”).
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1.2. RELACOES ENTRE OS MUNDOS CLASSICO E QUANTICO3

Esse sucesso encorajou seguidores, e Einstein entao aplica a idéia
para compreender o problema do efeito fotoelétrico, surgimento de
corrente elétrica em determinados metais quando sao expostos a luz.
Essa explicacao é um dos famosos artigos do ano maravilhoso de
Einstein, 1905, e foi essencialmente por ela que ele ganhou o prémio
Nobel em 1921.

Anos depois Niels Bohr aplicou a hipdtese quantica a um modelo
atomico e assim conseguiu uma boa descricao de como um determi-
nado elemento emite frequéncias especificas de luz quando devida-
mente excitado, fen6meno que ja era bem conhecido no seculo XIX,
mas que até entao carecia de uma explicagao tedrica.

Esses trabalhos ajudaram a consolidar a hipétese quantica como
algo efetivamente necessério para a compreensao do mundo fisico, mas
ainda nao existia verdadeiramente uma mecénica quantica. Essa s6
comegca a surgir com os trabalhos de Schrédinger, Heisenberg, Born e
Dirac que desenvolvem as equagoes fundamentais da teoria e desco-
brem a base de sua formulacao matematica. Algum tempo depois, J.
von Neummann ajuda a fundamentar melhor o aspecto matematico
dessas idéias e introduz, motivado por questoes dessa teoria, o im-
portante conceito de algebra de operadores.

1.2 Relagoes entre os mundos classico e
quantico

Dois sao os rumos possiveis para tentar compreender as relagoes entre
a mecanica quantica e a mecanica classica: do macro para o micro,
devemos tentar comecgar com a mecanica classica e a partir dela ten-
tar fabricar a mecéanica para os objetos pequenos, ou seja, a mecanica
quantica; essencialmente esse foi o caminho seguido pelos criadores
da teoria e é o que normalmente se chama de quantizagao. O outro
caminho é a passagem do micro para o macro: comecando com a
descrigao quantica tentar recuperar, em alguma espécie de limite, o
comportamento classico (pois nao é demais lembrar que um sistema
classico nada mais é que um aglomerado de sistemas quanticos em
interagdo); isso é o que se chama de limite semi-cldssico. Durante a
fase pioneira da teoria Niels Bohr propoe o que se chama de ” principio
da correspondéncia”: para encontrar-se as leis corretas da mecanica
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quantica é preciso procurar por aquelas que, no limite classico, re-
produzem o comportamento ja conhecido pela mecéanica. E preciso
ressaltar que essas relacoes sao sofisticadas e ainda sao tema de muitas
investigacgoes.

Nessas notas tentaremos ser mais breves e pragmaéticos: apre-
sentaremos a quantizacao de sistemas bem simples, alguns que em
geral nao tém um bom andlogo clédssico, evitando as dificuldades dos
caminhos mencionados acima. Com exce¢ao de um capitulo, todos
os espagos vetoriais que aparecem no texto sao de dimensao finita e
automaticamente sao espacos de Hilbert, o que evitara a passagem
por sutilezas da andlise funcional. Esperamos que o leitor fique mo-
tivado e empreenda seu caminho por esse mundo mais rico assim que
adquirir alguma maturidade.
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Capitulo 2

Neste capitulo pretendemos relembrar ao leitor algumas nogoes basicas
sobre espagos vetorias e produtos internos que serao muito utilizadas
no decorrer do texto.

2.1 Espacos vetoriais

Um espago vetorial sobre um corpo é um par (V,C') munido de duas
operagoes, a soma vetorial V' X V' — V e o produto por escalar C' x
V — V, que satisfazem as propriedades: para todo z,y,z € V e

A, v € C temos

1) (associatividade) z + (y+2) = (z+y) + =
2) (comutatividade) z +y =y + =
3)
)

4) (existéncia do vetor oposto) Dado x € V existe vetor —z € V/

(
(
(existéncia de zero) Existe vetor 0 € V tal que x +0=0
(
tal que x + (—z) =0

5) (associatividade) A\(vz) = (A\v)z

6) (distributividade) A(z 4+ y) = Az + Ay

7) (distributividade) (A + v)z = Az + va

5
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8) lax = z quando 1 é a unidade da multiplicagdo no corpo C

O leitor pode verificar sem muita dificuldade que os exemplos
seguintes sao de fato espagos vetoriais.

Exemplo 2.1.1. (R™,R) onde R™ ¢ o conjunto das n-uplas orde-
nadas (z1,...,T,),z; € R, com a soma e produto por escalar definidos,
respectivamente, por

(xlv"'axn)+(yl7"'7yn):(:I:l +y177xn+yn)
Mz, .. xn) = Az, .., Axy)

Exemplo 2.1.2. (Cg[0,1],R) onde Cg[0, 1] € o conjunto de fungdes
continuas do intervalo [0,1] com valores em R, com soma e produto,
respectivamente, definidos como sendo

(f +9)(@) = f(x) +g(x)

(Af)(z) = Af(x)

Exemplo 2.1.3. (C*,C) onde C™ é o conjunto das n-uplas orde-
nadas (z1,...,Ty,),z; € C, com a soma e produto por escalar definidos,
respectivamente, por

(gj17"'azn)+(y1a'~'vyn):(I1+y1a'~'7xn+y”)
M1y oyxn) = Az, .., Azy)

Neste ultimo exemplo o corpo usado foi C. No restante deste
texto o corpo sempre serd o dos numeros complexos, salvo mengao
explicita em contrario. Em boa parte do texto o leitor também pode
imaginar que o espago vetorial em questao é C™.

2.2 Subespacos vetoriais

Um subespago vetorial S do espago vetorial V' é um subconjunto de
V' que é, ele mesmo, um espaco vetorial: para isso, precisamos que

0es
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u+v €S paratodo par uewvem S

e, para todo A no corpo C' e todo u € S temos
AvesS

Exemplo 2.2.1. Considere o subconjunto de R™ formado por todos
os vetores da forma S = {(t,0,...,0) com t € R. S entdo é um
subespaco vetorial de R™.

Exemplo 2.2.2. Considere o subconjunto de gC[0,1] definido como
sendo

S =A{f e Crl0,1]: f(0) = f(1) = O}

Entao tambem ndo € dificil ver que S é um subespaco vetorial de
Cr|[0,1].

2.3 Produto interno

Dado um espago vetorial V', um produto interno é uma aplicagao
(y: V x V — C satisfazendo as seguintes propriedades: para todo
u,v,weVepueC

(i) A+ pv, w) = Mu, w) + filv, w)

(i) (u,v) = (v,u)

)
(iii) (u,u) >0
(iv) Se (u,u) =0 entdo u = 0.

Observagao 2.3.1. Em (ii) a barra denota a operacao de tomar o
complezo conjugado do nimero; em (iii), note que o lado esquerdo
da expressao de fato € real como consequéncia de (ii). Por wltimo,
note que
(u, W) = (A, u) = Mv,u) =
A, u) = Mu, v)
Por isso uma maneira usual de reescrever a condigao (i) acima €
como
(i) (o4 ) = M, v) + plu, w)
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Exemplo 2.3.1. Considere o espago vetorial C"™ (sobre o corpo C).
Entdo a aplicacdo

(@1, ) (Y1, -y yn)) = Zzy

€ um produto interno, conhecido como produto interno canénico de
cn.

Exemplo 2.3.2. (C¢[0,1],C) onde C¢[0,1] € o conjunto de fungdes
continuas do intervalo [0,1] com valores em C, com soma e produto,
respectivamente, definidos como sendo

(f +9)(@) = f(x) +g(x)
(Af)(x) = Af(x)

Entao podemos definir um produto interno como segue:

(f.9) = f(z)g(z)dx

(0,1]

O produto interno nos permite introduzir uma nogao que gener-
aliza a um espacgo vetorial qualquer a idéia de perpendicularidade no
espaco, com a qual ja estamos familiarizados:

Definigao 2.3.2. Dizemos que dois vetores u e v sGo ortogonais se
(u,v) = 0. Dizemos que um conjunto E = {vy,...,v;} € ortonor-
mal se seus elementos sdo, dois a dois, ortogonais e (v;,v;) = 1 para
todo 1.

No caso do espaco ser R3 com o produto interno canénico, ou seja,

((x1,72,23), (Y1,Y2,¥3)) = T1y1 + T2y2 + T3Y3

a ortogonalidade significa exatamente perpendicularidade no sentido
geométrico usual.

Com um espago vetorial V munido de um produto interno pode-
mos definir uma aplicagao || - ||: V' — R escrevendo |[v|| = /(v,v).
De fato podemos provar que essa fungao é uma norma sobre V' mas
para isso precisamos de alguns resultados preliminares.



“intmecquant” — 2010/3/30 — 22:14 — page 9 — #14

2.3. PRODUTO INTERNO 9

Teorema 2.3.3. Se u e v sdo ortogonais, entdo
lu+of* = [ful* + [|v]|?
Prova: Temos
lu+v|]? = (u+v,u+v) = (u,u) + (u,v) + (v,u) + (v,0) =

Full® + Cu, ) + (u, 0) + ol* = [lul]? + [Jo]|?
pois (u,v) =0 O

Observagao 2.3.4. Durante a prova obtivemos uma identidade con-
hecida como identidade polar:

lu+ol* = [lull* + 2Re((u, v)) + [|v]®

Corolario 2.3.5. Usando o teorema acima o leitor pode provar, in-
dutivamente, o sequinte resultado: se {vi,...,vr} sdo dois a dois
ortogonais, entao

o1+ +vel® = Jloal + - + [Jow]?

Teorema 2.3.6. Seja E = {v1,...,v5} subconjunto ortonormal de
V. Entao, para todo v € V

k

k
ol =~ [w, v) | + [lv = > (v, vi)oi |
i=1

i=1
Prova: Podemos escrever

k k

v = Z(v, Vi)V v — Z(v,viﬁ)i

=1 =1

a b

Os vetores a e b sao ortogonais: de fato (a,b) = O
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Corolério 2.3.7. Se E = {v1,...,v;} € subconjunto ortonormal de
V' entao para todo vetor v € V wale a desigualdade de Bessel:

k
loll? > [{v, vi)?
i=1

Corolario 2.3.8. Dados u e v em V entdo vale a desigualdade de
Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz:

[(w, 0} < [Jullf|v]]

Prova: Se v =0 a desigualdade é claramente verdadeira; vamos
entao assumir que v é nao nulo. Sendo assim, podemos considerar o
vetor v/(]|v||) que é unitério (por que?) e o conjunto E = {v/(||v]])} é
subconjunto ortonormal de V. Portanto, pela desigualdade de Bessel,

v 1
lull® = [{u, ) = s | {w, v) 2
ol ol
e assim |(u, v)| < [|ul|[|v]]. 0
Agora estamos em condigoes de verificar que a fungao || - ||: V —

R} é de fato uma norma, isto é, uma aplicagao de um espago vetorial
nos reais nao negativos que satisfaz as condi¢oes abaixo:

1Al = Al
i [lu+ ol < [lull + ||v|
i Jlul =0 = u=0

Deixamos para o leitor as provas de (i) e (iii) e passamos a prova de
(ii): temos

lu+ol? = [lull* + 2Re((u, v)) + [lo]* < fJull* + 2/(u, 0)] + [Jo]|* <

lull + 2llufllloll + l[ol1* = (]l + [0[1)*

e entao o resultado segue.

Uma norma nos permite definir uma nogao natural de distancia
no espago V, isto é, uma métrica, que é uma funcao d: V. xV — R
tal que
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i d(u,v) =d(v,u)
il d(u,w) <d(u,v) + d(v,w)
iii d(u,v) =0=>u=vw

Podemos definir d como sendo d(u,v) = ||u — v|].

2.4 Bases ortonormais

Dizemos que uma expressao do tipo ayvy + ..., arvi é uma com-
binagao linear dos vetores vy, ..., vg.
Chegamos entao ao importante conceito de independéncia linear.

Definicao 2.4.1. Dizemos que um congunto de vetores {v1,...,v;} C
V € linearmente independente (LI) se a equagdo

oy + - apv =0
sd admite a solugao trivial (ay,...,ax) = (0,...,0).

Caso contrério, se os vetores sdo linearmente dependentes (LD)
entdo podemos expressar ao menos um dos vetores como combinacao
linear dos outros.

Podemos nos perguntar se existe um conjunto de vetores LI de
forma que todo elemento do espaco V possa ser escrito como com-
binacao linear dos elementos desse conjunto. Esse conjunto LI, se
existe, é o que se chama de base de V.

Da existéncia de uma base B = {v1,...,v,} do espago V surge
a notacao para vetores que usaremos em todo o restante do texto:
dado um vetor v podemos escrevé-lo como v = aj1v; + - - - a, vV, € de
forma tnica: de fato, se temos v = byvy + ...+ b,v, entao

(a1 —b1)v1 + ... (ayp — b)), =0

e da condicao LI temos a; = b;. Assim podemos representar o ve-

tor por meio de seus coeficientes na base dada: v = [aq,...,a,]5.
Quando nao houver confusao a respeito da base que esta sendo uti-
lizada denotaremos apenas por v = (ay,...,ay).

Dado um espago vetorial ¥V munido de um produto interno (,)
entao dizemos que uma base é ortogonal se ela é um subconjunto
ortogonal de V.
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Exemplo 2.4.1. A base canonica de C™: esse € o nome que se dd a
base formada pelos vetores ey = (1,0,...,0), e = (0,1,0,...,0), ...,
en = (0,0,...,0,1).

Nao € dificil notar que estes vetores sao linearmente indepen-
dentes: de fato a equacdo

0=1(0,0,...,0) = aje; + ages + -+ - ape, =

((11,042,.. '7an)

de onde facilmente vem o; =0 para todoi=1,...,n.
Por outro lado também € fdcil notar que qualquer vetor pode ser
escrito como combinacdo dos elementos acima:

vEC" = v=(v1,v2,...,0) = Vi€ + - Vpey

0 que mostra que de fato o conjunto {e1,ea,...,e,} € uma base de
(CTL
Quando se adota o produto interno canénico

((V1yeoyvn), (UL, ooy Uy)) (= 0107 + .o+ Vpliy
também ndao € dificil ver que esta base € ortonormal.

Exemplo 2.4.2. Consideremos o espago P, dos polinomios de co-
eficientes complexos e grau menor ou igual a n. O leitor nao terd
dificuldade em verificar que o conjunto {1,x,...,z"} é uma base para
este espaco.

Exemplo 2.4.3. Considere o espago M, (C) de matrizes de ordem
n e coeficientes complexos. Uma base para este espago é dada pelas
matrizes E;j para (i,7) € {1,2,...,n} x{1,2,...,n}, onde cada uma
das E;; € definida como segue: fizados i e j, todos os elementos eqp
da matriz E;; sao nulos, exceto o elemento e;; = 1. Desta forma os
primeiros vetores da base sdo
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2.4.1 Ortogonalizacao de Gram-Schmidt

Agora se assumimos a existéncia de uma base qualquer para o espaco
V' entao podemos nos perguntar se ha uma base ortonormal de V'
e a resposta é afirmativa: dada uma base qualquer {vy,vs,...,v,}
de V entéo podemos obter uma base ortonormal {u1, us, ..., u,} por
meio de um procedimento conhecido como ortogonalizacao de Gram-
Schmidt que passamos a descrever. Para construir o vetor u; basta

tomarmos
V1

[[oa]l

Uy =

Para construir u, devemos ter em mente duas coisas: queremos que
us tenha norma unitaria e que seja ortogonal ao vetor ja construido
uy. Para verificar essa segunda condi¢ao procuramos um vetor na
forma ws = vo + ayu; (que estd no subespaco gerado por vy e vg) de
forma que (wg,u1) = 0. Entao

v
(wa,u1) = (va, m> +ag(uy,u1) =0

ou seja, . < |
) = —7—(v2,v
1 ||'Ul|| 2, VU1

O vetor ug é entdo definido como sendo us = sz Para obter

wal|”
ugz procederemos de forma similar: primeiro procuramos ws = vs +
a1u1 + agus que deve ser ortogonal a up e a uz, o que determina o

e ag como sendo

a1 = —(v3,u1) € ap = —(v3, uz)
Seguindo dessa maneira podemos construir todos os vetores uy, . .., Uy;
por construcao eles geram o mesmo espago que vy, . . . , Up. 580 também

ortonormais, sendo assim a base procurada do espaco V.

2.5 Mudanca de base

Vamos agora abordar a questao de como escrever um certo vetor
em bases distintas. Consideremos duas bases, U = {u1,...,un} €
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V = {vy,...,v,}. Dado um vetor ¢ podemos escrevé-lo como
Y =auy + - aply

que denotamos como ¢ = [aq,...,a,)y, onde os a; sdo entdo as co-
ordenadas de ¢ na base Y. Mas também podemos escrever ¢ =
biv1 + - - - byvy, denotado por [by, ..., by]y, que sdo as coordenadas de
© na base V, e queremos obter a relagao entre a; e b;.
Se
up = T11v1 + Torvg + - - + Thiv,

e, analogamente,
u; = Tyvr + -+ Thivp

para todo i > 2, entao
b="Ta

onde b = (by,...,b,) e a = (as,...,a,). De fato, note que

@:a1u1+"’+anun:

ar (> Trvk) + az(d_ Travr) + -+ + an (Y Thnvn) =
k=1 k=1 k=1

(Tllal +T12a2+' : '+T1nan)vl+' . '+(Tn1a1 +Tn2a2+' : '+Tnnan)vn =

e portanto as coordenadas na base V sao as componetes do vetor
Ta. Esta matriz T é a matriz de mudanca de base, que troca as
coordenadas na base U pelas coordenadas na base V.

2.6 Exercicios

1- Seja S,, o subespaco vetorial de M,,(C) formado pelas matrizes
n X n simétricas, isto ¢, tais que a;; = aj;. Obtenha uma base
para S, e a sua dimensao.

2- Considere o espago vetorial P,,[—1, 1] dos polindémios de grau n
reais definidos em [—1, 1] munido do produto interno

(f.9) = / g
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Verifique que o conjunto {1,z,...,2"} é uma base para este
espaco. E ortogonal? Se nao é, procure construir uma base
ortogonal usando a técnica da ultima segao.

3- Mostre que o conjunto de matrizes 2 x 2 da forma
a
{ 0 b ] com a e b complexos

é um subespago vetorial do espago M»(C); exiba uma base para
este subespago.
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Capitulo 3

Neste capitulo recordamos uma classe especial de fungoes entre espagos
vetoriais, as transformagoes lineares.

3.1 Transformacgoes lineares

Sejam U e V espagos vetorias. Uma aplicagdo T: U — V é dita uma
transformacao linear se satisfaz as seguintes condigbes: para todo
u,v € U e A € C (que é o corpo que usaremos ao longo do texto)
temos

i T(Au) = A\T(u)
it T(u+4v)=T(u)+T(v)
Seja L(U,V) = {T: U — V tal que T é linear}; se T e S sao

elementos de L(U, V') entdo podemos definir as transformacoées T+ .S
e \T tais que

(T+8)(u) =T(u)+ S(u) e (AT)(u) = A\T'(u)
Nao ¢ dificil verificar que T+ S e AT sdao ambas lineares, o que

mostra que dessa forma dotamos o espaco L(U, V) de uma estrutura
de espago vetorial.

16
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Podemos definir uma norma no espaco L(U, V') da seguinte maneira:

IT|| = sup [Tuls

|u[1=1

onde | - |; é uma norma em U e |- |3 é uma norma em V.
Quando fixamos uma base B de V e F de U podemos escrever um
k )
vetor v € V como sendo v = >, v;e;, que também representamos
na forma matricial

v = . :[Ul,’l)g,...7’l)k]%
Entao

k k
SRS WEBED 9) S
i=1 i=1 i=1 g
Portanto podemos representar a transformagao linear T' por meio de
uma matriz Tg r com entradas {T;;};; de forma que

[T(v)|F = Tp,7[v]5

De forma similar, dada uma matriz k x k temos, desde que fixadas as
bases, uma transformacao linear associada. Essa identificagao é tao
forte que frequentemente nos referiremos as transformacoes lineares
apenas pela matriz que a representa, desde que nao haja confusao
acerca de qual é a base usada em cada caso.

3.2 Funcionais lineares

Um funcional linear L é uma transformagao linear L: V. — C. O
espago de todos os funcionais lineares de V' é conhecido com o espago
dual de V e denotado por V*. O leitor nao tera dificuldade para
verificar que V* é também um espago vetorial com a soma e produto
por escalar previamente definidos.
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Exemplo 3.2.1. Consideremos fixos um certo vy € V., e um produto
interno (,) em V. Entio L: V — C definido como sendo L,,(v) =
(vo,v) € um funcional linear.

De fato o exemplo acima é absolutamente geral: na verdade todo
elemento de V* pode ser escrito na forma de L,, para algum vy em

V.

Teorema 3.2.1. Dado L € V* entdo existe um tinico vg € V tal que
L(v) = (vg,v).

Prova: Considere uma base ortonormal {e;};=1, .. de V. Entao

k
v = E vi€;
i=1

i,j=1 i=1 j=1
k k k k
= ZUZ<ZL(6J)ej7€i> = <ZL(€J)6wZvlez> =
i=1 j=1 j=1 i=1
<UO7U>

. . kT
onde v fica unicamente determinado como sendo > ;_; L(ej)e;, o
que conclui o teorema. O

Observagao 3.2.2. FEste resultado simples € a versao em dimensao
finita de um resultado bem mais geral da andlise funcional conhecido
como teorema de Riesz.
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3.3 Operadores lineares

Estamos interessados no espago L(V, V), ou seja, nas transformagoes
lineares de um espago vetorial nele mesmo. Uma transformacao 1" €
L(V,V) é chamada de operador linear. Nesse caso particular podemos
também usar a norma || - || como anteriormente definida e podemos
mostrar que ela satisfaz uma propriedade adicional (nesse contexto
esta norma é geralmente conhecida como norma de operador).

Lema 3.3.1. Dados A e B em L(V,V) entao ||[AB| < ||A|l|| Bl

Prova: Em primeiro lugar, note que se v # 0,

|Av| = [A= o] < [|All[v]

v
|v]
pois v/|v| é um vetor unitario. Agora

IAB| = lSl‘l_pllABvl < sup [[A[[|[Bv] < [[A]||B]l

|lv]=1
O

Com essa norma podemos definir uma distancia em L(V,V) da
seguinte forma: d(A, B) = ||A — B||.

3.4 Adjunta de uma transformacao linear

Quando temos uma transformagao linear 7: V' — V podemos procu-
rar uma nova transformacao 7%: V — V de tal forma que

(Tv,u) = (v, T"u) para todo u e v em V

Essa transformagao é conhecida como a adjunta de T e de fato esta
unicamente determinada.

Teorema 3.4.1. Dada uma transformacao linear T:V — V entao
existe uma Unica transformagdao linear T*: V. — V tal que (Tv,u) =
(v, T*u) para todo u e v em V.
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Prova: Considere u € V fixo. Vamos definir a aplicagao L: V —
C como sendo
Ly(v) = (u, Tv)

Da linearidade de T segue que L, é um funcional linear e portanto
existe um unico ug (que, naturalmente, depende de u) tal que

L, (v) = {ug,v)

Como ug depende de u, escreveremos ug = f(u).

Se agora trocamos u por w entdo podemos definir L,, e teremos,
de forma similar, um tnico wq tal que L, (v) = (v, up), wo = f(w).
Considere entao

Lyyw(v) = (v,u+w) = Ly(v) + Ly(v) =

(v, f(u)) + (v, f(w)) = (v, f(u) + f(w))

Mas por outro lado, podemos escrever L, i, (v) = (v, f(u + w)) e
portanto f(u +w) = f(u) + f(w); o leitor pode, sem dificuldade,
verificar que f(Au) = Af(u), logo f é uma transformacao linear, que
denotaremos por T*. O

Definigao 3.4.2. Um operador linear tal que A = A* é chamado de
auto-adjunto.

Nesse contexto essas matrizes também sao chamadas de hermi-
tianas.

Como é a matriz associada a uma transformacao linear auto-
adjunta? Fixemos de inicio uma base, que pode ser a base candnica
de C". Entao sabemos que o elemento de matriz a;; ¢ dado por

aij = <6i,A€j>
Entao temos
Qij = <A*€Z‘,€j> = <A€i,6j> = <€j,A6i> = aj;

Ou seja, a matriz A é tal que é igual a conjugagio de sua transposta:
A= AT,
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3.5 Projecao sobre um subespaco

Dado v € V podemos definir a projecao sobre o subespago vetorial
gerado por v como sendo

v, U
P,: V-V P,(u) = <|v||>

Podemos procurar a adjunta de P,, isto é, a transformagao P, tal
que
(Pz,y) = (z, P*y) para todo z e y em V

Mas entao

1

<mm=wwwmmﬂﬁmme

ﬁwwmwiﬁmmmﬁ@ﬂ@>

Logo P} = P, e portanto a projecdo é uma transformacgao auto-
adjunta.

A projecao tem uma outra propriedade interessante: se aplicamos
esta transformacao duas vezes entao temos

P,(Py(u)) = Py( <U’u>v) <U’u>P (v) = {v, u) (v,v)v = (v,u)v = Py,(u)

ol = ol el

Normalmente isto é denotado simplesmente por P? = P, (e quando
nao ha confusdo omite-se o subindice v).
3.6 Autovetores e autovalores

Se T:V — V é uma transformacao linear, entdo podemos procurar
vetores nao nulos satisfazendo a equagao

T(v) =M para algum \ € C

As solugoes sao conhecidas como autovetores (e, o respectivo A, como
autovalor) de T
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Observagao 3.6.1. E se wvetores nulos fossem admitidos? Bem,
nesse caso, temos 0 = T(0) = A0 para todo e qualquer A complezo;
assim os autovalores seriam todo o conjunto C para qualquer trans-
formacgao linear, o que nao parece muito interessante...

Exemplo 3.6.1. Consideremos o caso de uma transformacao linear
P tal que PP = P (o leitor consegue imaginar um exemplo?). Entdo
a equacao de autovalores é

Pv=M

Mas
M = P(v) = PP(v) = P(\w) = A

e assim os autovalores desta transformacao satisfazem a relagao \ =
A2, equacdo que tem solucées 0 e 1. Portanto podemos conlcuir que
uma proje¢do (que satisfaz a relagdo acima) sé admite como autoval-
ores 0 e 1.

3.6.1 Autovaloes e autovetores de transformacoes
hermitianas

Se uma transformagcao linear é hermitiana, isto é, se T = T entao os
autovalores e autovetores adquirem propriedades interessantes, que
investigaremos aqui.

Acerca dos autovalores temos o seguinte resultado:

Teorema 3.6.2. Se T € hermitiana entdo seus autovalores sdo reais.

Prova: Considere T'(v) = Av. Entéo
(Tv,v) = (M, v) = v, v)
Por outro lado,
(Tw,v) = (v, T*) = (v, Tv) = (v, A\v) = A(v,v)
e portanto, A\(v,v) = A(v,v), mostrando que A = A, donde A € R. [J

Podemos também investigar o que ocorre com os autovetores dessas
transformagoes lineares.
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Teorema 3.6.3. Se T ¢é hermitiana e v e u sdo dois autovetores
associados, respectivamente, aos autovalores distintos X\ e u. FEntao
u € v $do ortogonais.

Prova: Note que
(Tw,u) = (Av,u) = Av, u)
Por outro lado,
(Tv,u) = (v, Tu) = (v, ps) = (v, u) = v, u

Portanto A(v,u) = p(v,u). Como A e p sdo distintos entao temos
necessariamente (v, u) = 0, ou seja, u e v sdo ortogonais. [l

3.7 Traco e determinante

Vamos agora definir dois nimeros que podem ser naturalmente as-
sociados a uma dada matriz quadrada e mostrar algumas de suas
propriedades.

3.7.1 Traco

O trago de uma matriz quadrada A de elementos a;; é definido como
sendo a soma dos elementos da diagonal principal, ou seja,

tr (A) = i (077
i=1

Isso entao definiu uma fungao tr(-) : M, (C) — C; algumas de
suas propriedades béasicas estao condensadas no préximo

Lema 3.7.1. Para todo A,B € M,(C) exeC
a) tr(A+ B) =tr(A) +tr (B)
b) tr (AA) = Atr (A4)
¢) tr (AB) = tr (BA)
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Prova: A prova dos dois primeiros é bastante simples e é deixada
ao leitor. Para verificarmos ¢) notemos que

tr (AB) = Z(AB)“ = Z Z A B
i=1 =1 k=1
BkiAik = Z ZBk’LA’Lk = Z(BA)kk =tr (BA)
1=1 k=1 k=11=1 k=1

O

Os dois primeiros itens do lema mostram que de fato o trago é um
exemplo de funcional linear no espacgo das matrizes quadradas.

3.7.2 Determinante

O determinante é uma fun¢ao polinomial det : M, (C) — C. No caso
de matrizes 2 x 2, por exemplo, o determinante é definido como

a b

det[ c d]:zad—bc

O leitor pode encontrar uma discussao bastante completa do caso
geral, por exemplo, no livro de Elon Lima [7]. Podemos resumir suas
principais propriedades no lema abaixo:

Lema 3.7.2. det € uma funcao tal que:
a) det AT = det A
b) det AA = \"tr (A)
¢) det AB = det Adet B

Uma outra propriedade importante é a seguinte: uma matriz A
admite inversa (ou seja, existe A~! tal que AA~™! = A71A = Id) se,
e somente se, det A # 0.

Isso permite caracterizar autovalores de maneira razoavelmente
simples: Dizemos que A é um autovalor se existe v # 0 tal que Av =
Av. esta expressdo pode ser reescrita como sendo (A — Al)v = 0
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e estamos procurando uma solugdo v nao nula para a mesma. Ja
sabemos que a transformagao linear A — AI, quando aplicada em
zero, também resulta no vetor nulo. Portanto se temos v nao nulo
satisfazendo a equacéo isso significa que a transformacdo A — A\l néao
é injetiva e portanto nao admite inversa. Mas para nao ter inversa
isso significa que det A — A\l = 0, que é uma equacgio polinomial em A
cujas raizes sao exatamente os autovalores associados a transformagao
linear representada pela matriz A.

3.8 Exponencial de uma matriz

Considere uma transformacao linear 7: V' — V. Nosso objetivo é
definir a transformacao linear e’: V — V. A motivacio para isso
é a representacio da exponencial (real ou complexa) como série de

poténcias,
; T
e¥ = E —
k!
k>0

T

Podemos entao tentar definir e’ como sendo

Tk
€T:Zﬁ

k>0

A expressdo envolve soma de operadores lineares, composi¢des de
operadores lineares e o produto por numeros reais, todas essas oper-
acoes que estao bem definidas para elementos de L(V,V). Mas héd
uma passagem ao limite quando utilizamos a série e por isso devemos
investigar com algum cuidado a questao da convergéncia.

Nosso primeiro passo na direcdo de definir e” é a procura de um
critério de convergéncia em L(V, V).

Teorema 3.8.1. L(V,V) com a norma de operador ||-|| é um espago
completo, isto €, sequencias de Cauchy sdo convergentes.

Prova: Uma sequéncia de Cauchy é uma sequéncia {7, }nen C
L(V,V) tal que para todo € > 0 existe N € N tal que

T — Toll < € para todo m e n maiores ou iguais a NV
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Fixemos agora um certo elemento v € V. Podemos entao con-
siderar a sequéncia {7, (v)}neny C V; da defini¢ao de || - || sabemos
que

T (v) = Tn(v)| = [(Trn — T70) (0)| < (| T — Tl 0]

o que mostra que {T;,(v)}neny C V é uma sequéncia de Cauchy em
V para a norma |- |. Como V é um espago completo essa sequéncia
converge para um ponto de V' que denotaremos por T'(v). Repetindo
a idéia para cada ponto do espaco V conseguimos entao definir uma
funcdo T: V. — V, v +— T(v). Devemos agora verificar que essa é de
fato uma funcao linear. Para isso note que

T(v+u)=limT,(v+u) =lmT,(v) + T,(u) =

lim T, (v) + im T, (u) = T'(v) + T(u)

e o leitor ndo terd dificuldade em provar que T'(Av) = AT (v), mostrando
que temos T' € L(V, V). O

Agora consideraremos a sequéncia {71}, (v) }neny C V definida pelas
somas parciais
T — T*
T,=e¢ = —
" k!
k=0
Segundo o teorema 3.8.1 devemos apenas verificar que esta é uma
sequencia de Cauchy para saber que a mesma tem limite. Mas se
consideramos m e n, por exemplo, com m > n, entao

T T
1T — Tl = |l Z ﬁ” < Z A
k=n+1 k=n+1

Por que este nimero é pequeno? Vejamos: considere agora a série da
funcgao exponencial real

k

i) 5 1T

=2
k>0

que é uma série convergente; séries convergentes tem a bela pro-
priedade de que suas caudas ficam pequenas, ou, para ser mais claro,
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dado € > 0 existe N € N tal que

Z |T)* <e

=

=% k!

Portanto agora sabemos que se tomamos m > n > N temos

m
ITIF 5~ I
2 S22 T se

k=n+1 ’ E>N

e assim a sequéncia {71}, },, é uma sequéncia de Cauchy, como desejado.
Lema 3.8.2. Propriedades bdsicas da exponencial de T':

a) se

entdo e~ =

b)

eQDQ’l _ QeDQ—l
c) SeT e S comutam, isto €, se TS = ST, entdo eT+9 = T
d) dete? = et*(A)

Prova:
a) Note que se

A0 0
D=0 X 0
; 0
entao nao é dificil ver que
A2 0 0
pp=| 0 X 0
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e?
Ao o0
pE—| 0 X 0
. . 0
Assim
10 0 A0 0 A0 0
L0 1 0 L0 X 0 Lo A o +
1 0 0
Ao o0 el 0 0
Ao XN o0 2] 0 e oo
k! .
0 0
b)
_ 1
QP 1L QDQ 4+ %[QDQ—l]k 4=
1 1
=QQ '+QDQ '+ .+EQD’€Q—1+. = Q(I+D+-- .+ED’€+. )R =
— QeDQ—l
Para as provas de ¢) e d) sugerimos ao leitor o texto de Sotomayor
[8]. O

3.9 Comutador de matrizes

Uma caracteristica interessante de transformacoes lineares e das ma-
trizes que as representam (que é o que usaremos no que segue) é a
nao comutatividade: em geral, dadas duas matrizes A e B (corres-
pondendo a duas transformagoes lineares no mesmo espago vetorial)
nao é verdade que AB = BA; por exemplo, faca o teste com

=loz] o oo d]
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Para quantificar-se o quanto um certo par de matrizes deixa de
ser comutativo ha o conceito de comutador, definido como segue:

[A,B] := AB — BA

O comutador, sendo uma diferenca de produtos de matrizes é, ele
mesmo, uma matriz. Obviamente, duas matrizes comutam se, e so-
mente se, seu comutador é a matriz nula.

Desta definicao decorre de maneira simples que

tr ([A,B]) =0
De fato
tr ([A,B]) =tr (AB — BA) =tr (AB) —tr (BA) =0

Também é claro que [A, B] = —[B, A].
Se as matrizes A e B sao simétricas entao podemos mostrar que
a matriz [A, B] ¢ anti-simétrica: efetivamente,

[4, Blij = (AB)ij — (BA)ij = Y AaBij — ) _ BuAy =
k l

Z A B — ZBliAjl = Z Bji Ay — Z A B =
% / % ]

(BA)ji — (AB)ji = (BA— AB);; = [B, Al;i = —[A, Bl;;

como desejado.

3.10 Exercicios

1- Mostre que [A4, [B,C]]+[C,[A, B]]+ [B,|C, A]] = 0 (que é con-
hecida como identidade de Jacobi).

2- Existem matrizes A e B satisfazendo a equagao
AB—-BA=17
3- Usando as propriedades do trago e da adjunta, mostre que

(A, B) := tr (A*B) é um produto interno no espago de matrizes
M, (C).
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4- Mostre que se A e B sao matrizes anti-simétricas entao o co-
mutador [A, B] também é anti-simétrico.

5- Dado um espaco vetorial V', verificar que V* é também um
espaco vetorial.
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Capitulo 4

Neste capitulo introduzimos uma notagao bastante empregada, so-
bretudo pelos fisicos, para trabalhar com a mecanica quantica. Neste
livro ela sera usada apenas em algumas ocasioes, mas como € muito
comum acreditamos que o leitor ganha algo tornando-se familiarizado
com isso o mais cedo possivel, o que certamente facilitard o seu acesso
a literatura.

4.1 Notacao de Dirac

Os objetos basicos da mecanica quantica sao um espago vetorial com-
pleto, ou seja, um espaco de Hilbert H e os operadores lineares de
H em H. A notacao de Dirac tem por objetivo representar esses ob-
jetos: vetores, funcionais lineares e operadores. Uma das vantagens
é que as propriedades algébricas se tornam praticamente obvias pelo
que é sugerido na notagao.

Vamos entao estabelecer o diciondrio entre a notacgao usual e a de
Dirac.

|1}, chamado de ket, representa, na notagido de Dirac, um vetor
no espago H. E importante dizer que o ¥ que aparece na notagao é
apenas um rétulo arbitrario. Uma notagao comum, por exemplo, é
|0) que nao significa necessariamente o vetor nulo no espago, mas sim
um vetor com o rétulo 0, como por exemplo, vg.
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(1|, chamado de bra, representa o elemento do dual de H, o fun-
cional linear Fy(-) = (¢,-). J& sabemos que hd uma identificacao
entre funcionais lineares e vetores, e esta notacao reforga este fato.

Assim, (1, ) representa a acdo do funcional Fy, sobre o vetor ¢,
que é o numero complexo (¥, ©).

Por fim é possivel escrever 1) (p| que representa um operador de
H em H, o operador Ty, ,,(-) = (¢, -)1. No caso particular de p =1 e
com 1 unitdrio, ou seja, (¢, 1) = 1, o operador de fato é uma projegao
sobre o subespaco gerado por 1 e sera denotado simplesmente por

4.2 Usando esta notacao

A praticidade dessa notagao fica evidente em muitos dos calculos
efetuados na mecanica quantica. Um exemplo simples é o seguinte:
assuma que temos dois vetores |0) e |1) que sdo ortogonais, ou seja,
(0,1) = 0 e estao normalizados de forma que (0,0) = (1,1) = 1.

Entao considere
(10)€0 + [1)(1])|0)

O termo entre parenteses representa um operador linear e esta sendo
aplicado no vetor |0). Das regras operacionais que vimos temos ent&o
que a expressao acima é o mesmo que

10)(0]0) + [1)(1]0) = 0)

Esta operagao é a equivalente, na notacao de Dirac, a aplicar-se a
operagao linear representada pela matriz

o 1]

ao vetor (1,0).

4.3 Exercicios

1- Voce consegue imaginar o porque de se chamar (¢| de bra e |¢)
de ket? (Pense em (¢, ¢) e procure um diciondrio de inglés).
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2- Verifique as seguintes expressoes:
(a([9) + o)) = (@, ) + (o, @)
AlY)* = Ay para todo A € C
o
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Capitulo 5

Neste capitulo fazemos um breve estudo de equagoes diferenciais or-
dindrias lineares. Para um tratamento bastante completo do assunto
o leitor deve consultar o livro de Sotomayor [8].

5.1 Equacoes diferenciais ordinarias lin-
eares

Um campo vetorial em C™ é uma aplicacao X: C"* — C™; se X é
uma aplicagao linear entao dizemos que o campo € linear e sabemos
que podemos reescrever esta por meio de uma matriz A n X n com
coeficientes complexos, de forma a ter X (z) = Ax.

Uma equagao diferencial ordindria é uma equacao na forma

d
() = X(a(t)

onde z: R — C" (eventualmente é necessério se restringir a um sub-
conjunto de R para o dominio da fungao x, mas nesse texto essa pre-
ocupagao nao se faz necessdria). Escrita dessa maneira essa equagio
pode ter mais de uma solugao, mesmo quando se assume que 0 campo
é bastante regular. Por exemplo, considere a equagao

d
ax(t) = ax(t)
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com a € R e z: R — R. Entdo nao é dificil ver que z(t) = ce’ é uma
solugao, para qualquer constante c¢ escolhida.

Para eliminar essa ambiguidade assumiremos duas coisas: a lin-
earidade do campo X (que nao é fundamental para a unicidade mas
simplificard nossa vida) e uma condigao inicial 2(0) = xy para a curva
x. Desta forma, estamos interessados em resolver o problema de valor

inicial (PVI) para a equagao linear:
d
—
dt
Afirmamos que z(t) = ez (onde a exponencial é definida como
na segao anterior) é solugao do PVI. De fato, a primeira coisa a notar
é que 2(0) = 4%z = %2y = w0, ou seja, a solucio satisfaz a condigao
inicial. Precisamos entao verificar que z(t) satisfaz a equacao difer-
encial ordinaria. Note que

(t) = Az(t) z(0) = g

A

1 1
At _ 2 42 _ k gk
e —I+tA+2!tA +...—E k!tA
k>0
Portanto, se derivamos obtemos

d At ]' 2 ]‘ 2 43
LA A —opA2 4 3243 4. =
at® +og AT AT

:A(I+tA+%t2A2+---):AeAtzeAtA

(onde a ultima igualdade segue do fato simples de que a matriz A
comuta com I e com qualquer outra poténcia de A, de forma que
podemos colocar A em evidéncia a direita e a esquerda).

Logo,

d _doar oA
@x(t)_dte xo = Aexg = Ax(t)

A

e a equacao é satisfeita; logo, z(t) = etz é a solucdo do PVI enun-

ciado acima.

5.2 Exercicios

1- Obtenha as exponenciais das seguintes matrizes:

=los] eelin]
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(para B note que podemos escrever
2 0 0 1
B[O 2}+[0 0}.D+N
onde N é tal que N2 =0 e N e D comutam; aproveite-se disso
para obter e como sendo eP TV = ePelV).
2- Resolva os seguintes problemas de valores iniciais:
a)
[ar =% eowo-an
Wy = 3y ’ ’
b)
d
T = 2043y 0 o) = (2.5
{220 o) -9
—@
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Capitulo 6

Neste capitulo recordamos o importante conceito de grupo e apresen-
tamos exemplos de grupos especiais de tranformagoes lineares, alguns
dos quais serao usados mais tarde.

6.1 Grupos

Um conjunto G munido de uma operacao -: G x G — G, -(a,b) =
a-b=ab, é dito um grupo se

iabe G
ii (ab)e = a(bc)
iii Existe e € G tal que ea = ae = a para todo a € G
iv Para todo a € G existe a™! € G tal que aa ' =a la=e
Se o grupo satisfaz a propriedade adicional
v ab=ba

entao dizemos que GG é comutativo ou abeliano.

Exemplo 6.1.1. O conjunto Z munido da operacdo +, isto é, a
adi¢ao usual, é um grupo comutativo.

37
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Exemplo 6.1.2. O conjunto R} = {z € R,z > 0} munido da
operagdo produto - (ou seja, o produto usual da reta) € um grupo
abeliano.

Exemplo 6.1.3. O conjunto BL(V,V) das transformagdes lineares
bijetivas de V. munido da operag¢ao de composi¢ao € um grupo. A
aplicagao identidade idy : V. — V faz o papel de unidade deste grupo.

6.2 Grupos de matrizes

Como transformagoes lineares podem ser naturalmente associadas a
matrizes, torna-se interessante encontrar grupos de matrizes, que ob-
viamente representarao determinados grupos de transformacoes lin-
eares com alguma caracteristica especial.

No que segue todas as matrizes serdo elementos de M,(C) e a
operacao de grupo é o produto de matrizes usual (o leitor pode ver-
ificar que este mesmo conjunto munido da adigao usual de matrizes
também é um grupo, mas nesse caso comutativo).

6.2.1 Matrizes unitarias

Uma matriz U é dita unitaria se U*U = 1.
Naturalmente, I é unitaria; a inversa de uma matriz unitaria é
U*, que também é unitaria. E se U e V sdo unitérias, entao

UV UV =vuuv =vIvV=VV=1I

mostrando que UV é de fato unitaria.
Uma propriedade interessante da transformagao linear associada
a U unitéria é a seguinte: dado v € C™,

[Uv]]? = (Uv,Uv) = (U*Uv,v) = (v,0) = ||v]®
ou seja, a transformacao é uma isometria: ela preserva a norma de

um vetor. Por essa razao nao é dificil ver que a norma de operador
de U é exatamente 1.
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6.2.2 Matrizes ortogonais

Uma matriz real O é dita ortogonal se OTO = Id. Esta condicio
pode ser vista de maneira mais geométrica se notamos que

(070); = Z( )ikOpr; = Z OriOp;j

k

¢ de fato o produto interno candnico das colunas i e j da matriz
O; logo, a condicao de O ser ortogonal é o mesmo que dizer que as
colunas sao duas a duas ortogonais e cada coluna é normalizada.

6.3 Matrizes especiais

Podemos agora estudar subgrupos dos grupos de matrizes ortogonais
e unitarias que incluem uma condig@o a mais: a de que o determinante
seja 1. Vamos olhar com calma o caso em dimensao 2 e depois ver o
que se passa em geral.

6.3.1 SU(2)

Denotamos por SU(2) o conjunto de matrizes de M2 (C) unitarias com
determinante 1. Da condic@o de ser unitdria segue que as colunas (e
linhas) devem ser ortogonais; além disso temos a condigdo a mais
a respeito do determinante. Desta forma o grupo pode ser descrito
como segue:

(07

U@ =M@= | § 7] elalriaf=1)
Sdo matrizes cujo determinante é exatamente |a|? + |3]? = 1. Com o
produto de matrizes esse conjunto se torna um grupo.

Observagao 6.3.1. Hd uma forte ligacao entre este grupo e a esfera

S% ={(z1,...,2 Zx

que tentaremos deizar clara. Em primeiro lugar, podemos represen-
tar S como um subconjunto de C? (e nao do R*, como fizemos),
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escevendo v = x1 +ixe e § = x3 +ixys. Entdo fica claro que a condi-
cao Y x? =1 € equivalente a |y|*> + |§]*> = 1. Mas entio podemos
considerar uma matriz
_[r -0
u=|3 7]

que € exatamente um elemento de SU(2). Desta forma, podemos
induzir na esfera S® um produto: dados dois pontos p e q de S3,

p= (I17I2,$3,$4) € q= (ylay27y3ay4)

que também podem ser vistos como pontos de C?

p:(’)’1,51) [ q:(72762)

podemos naturalmente associar as matrizes

[ =& [ =0
Mp[51 71} ‘ Mq[52 72}

O produto pq entao pode ser definido como sendo o ponto pq = (7, 9)
onde v e § sdo tais que

Desta forma temos certeza de que pq estd na esfera S3.

Este exemplo mostra que certos objetos geométricos, como € o caso
de S3, também podem ser observados de um ponto de vista algébrico,
e iss0 € um caso particular de uma estrtura conhecida como grupo de
Lie.

6.3.2 SU(n)

O grupo SU(n), como ¢é de se esperar, é formado pelas matrizes de
M, (C) unitdrias com determinante 1. Novamente temos linhas (e
colunas) ortogonais e mais uma restrigio que é dada pelo valor do
determinante. Uma maneira de se obter matrizes em SU(n) consiste
em tomar H € M,(C) com traco zero e tal que H = H*. Entao



“Intmecquant” — 2010/3/30 — 22:14 — page 41 — #46

6.4. ACAO DE GRUPOS 41

afirmamos que U = e estd em SU(n). Primeiro, vamos verificar
que U é unitaria:
U* = (') = p—iH" _ —iH
e assim
U'U=e el =1
Agora basta verificar que o determinante de U é 1; para isso usaremos

a seguinte propriedade que relaciona o trago e o determinate de uma
dada matriz A (ver [8]):

det e? = (A
Entao ' . ,
det U = det ' = et () — gitr(H) — o0 — 1

como desejado.

6.4 Acao de grupos

Considere uma fungao ¢: G x X — X satisfazendo as condicoes
seguintes:

1 Para cada g € G, ¢(g, ) é uma bijegao de X.
2 ¢(e,z) = x (ou seja, ¢(e,-) é a aplicagdo identidade).
3 ¢(g,9(h,x)) = d(gh, z).

Nesse caso dizemos que ¢ é uma acao do grupo G sobre o conjunto
X.

Exemplo 6.4.1. Seja G = (R,+) e X =R. Tome ¢(g,x) = g+ x;
entdo nao € dificil verificar que isso define uma ac¢do do grupo aditivo
R sobre o conjunto R.

Exemplo 6.4.2. Seja G = (R,+) e X = R"; se A é uma ma-
trizn X n (que podemos pensar como sendo a representa¢do de uma
transformacdo linear) entdo defindo ¢(g,x) = e9%x temos uma acdo
de R sobre o conjunto R™.

Note que esta ultima agao corresponde a solugao do problema de
valor inicial para uma EDO linear quando o campo em R" é definido
por X(z) = Ax.
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Exercicios
1- Verifique que o conjunto G = {a,b} munido do produto aa =
a,ab = ba = b,bb = a é um grupo.
2- Considere G o espago de matrizes na forma
1 ¢
0 1
com t € C; verifique que este conjunto, munido do produto
usual de matrizes, é um grupo abeliano (comutativo).
3- Considerando o grupo do exercicio anterior verifique que a aplicagao
¢:GxR—=R
1 ¢
é uma agao de G sobre R.
4- Mostre que o conjunto

O O =
S = 8
— N <

é um grupo para a operagao do produto de matrizes (conhecido
como grupo de Heisenberg). E comutativo?
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Capitulo 7

Neste capitulo vamos introduzir a mecanica quantica de sistemas de
dois niveis.

7.1 Sistema de dois niveis classico

Um sistema de dois niveis classico é algum tipo de sistema que pode
assumir, ao longo do tempo, apenas dois estados. Na mecanica esta-
mos acostumados com variaveis continuas e o leitor terd dificuldade
em imaginar exemplos, mas podemos pensar em outras situagoes para
ilustrar um comportamento desse tipo: por exemplo, podemos pen-
sar na evolucao do estado de uma lampada que pode apenas estar
em uma das seguintes situagdes: {0,1}, onde 0 denota a lampada
apagada e 1, como é de se esperar, a lampada acesa. Habitualmente
{0,1} é chamado de conjunto de estados. Sua evolucao temporal é
entdo uma fungao z: R — {0,1} e obter essa fungéo é, tipicamente,
o que deseja alguém que pretende descrever matematicamente esse
sistema.

7.2 Sistema de dois niveis quantico

A descri¢do quantica de um sistema de dois niveis reune duas carac-
teristicas interessantes: é bastante simples e, por outro lado, ja revela
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muitas das diferengas de tratamento com relagao ao caso cldssico. Por
essa razao nos deteremos longamente em exemplos desse tipo.

Mas hé razoes mais profundas: se no caso classico o leitor pode
ter ficado decepcionado com o exemplo da lampada e o considera
muito artificial (tendo, se isto serve de consolo, a companhia deste
autor), no caso quantico sistemas de dois niveis aparecem com muito
mais naturalidade e sao importantes na descricao, por exemplo, do
comportamento dos elétrons em cada dtomo.

Nossa primeira preocupagao é encontrar o espago de estados e
ja aqui surge uma grande diferenca. Podemos comecar da seguinte
maneira: para cada um dos dois estados cldssicos, que por simpli-
cidade denotamos por 0 e 1, associamos um vetor, respectivamente
Vo € v1; estes sao uma base de um espaco vetorial complexo. Bem,
um espaco vetorial complexo de dimensao 2 é C2. Entdo a primeira
tentativa é a de se chamar de estado um vetor 1 € C2, que pode ser
escrito como

Y = avg + vy a,BeC
Porém é preciso fornecer uma interpretagao para isso e aqui também
encontramos algo bem diferente do cldssico: quando se efetua uma
medicao no sistema com o intuito de saber se ele se encontra no
estado 0 ou 1, a probabilidade de se encontrar 0 é dada por |a|? e a
probabilidade de se encontrar 1 é, como se pode imaginar, |3|%. Por
exemplo, se temos o estado

1 2
w= \/gvo + \/51)1
entao uma medicao desse tipo pode encontrar o estado 0 com prob-
abilidade 1/5.

Portanto essa interpretagao ja impoe um vinculo ao que podemos
chamar de estado, pois é preciso que |a|? + |3]? = 1. Se escrevemos
a = x1+ix e f = x3+ixy, com todos os x; reais, entao essa condigao
é equivalente a 27 + x3 + 2% + 23 = 1, que é um subconjunto de R*
conhecido como S3, a versao da esfera com trés dimensoes (e que vive
dentro de um espago de quatro dimensoes).

Uma outra maneira pratica, em geral bem mais usada, de reescre-
ver 1 de forma a obedecer a restricao acima é a seguinte:

Y = (e cos (g), ¢!+ gen (g)) (7.1)
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com -, ¢ e 6 reais.
Seria bonito termos o conjunto S* como o espaco de estados, mas
podemos ir além. Se agora trocamos v por

o = ey = e®any + e fu; feR

o que ocorre? Segundo a interpretagdo acima, a probabilidade de se
obter 0 numa medicido do estado ¢ serd |e?a|? = |a|? e, de forma
anéloga, a probabilidade de se obter 1 serd |’ 3|2 = |B3]2. Ou seja, as
probabilidades serao as mesmas tanto para @ quanto para ¢, o que
torna esses dois vetores fisicamente indistinguiveis e portanto ambos
representam o mesmo estado. Logo, nosso espaco de estados precisa
identificar dois vetores de C? quando um ¢é miltiplo de outro por
um fator €. De maneira mais concreta, isso significa que podemos
ignorar o fator comum e*” na expressao 7.1 e escrever um estado como
sendo simplesmente

= (cos(g),ewsen(g)) (7.2)

Portanto o espago de estados de um sistema de dois niveis pode ser
completamente descrito por meio de dois dngulos 6 e ¢, 6 € [0, ],
¢ € [0,27], que de fato podem ser vistos como latitude e longitude
sobre a esfera usual S2. Esta esfera é conhecida como esfera de Bloch.
O leitor ent@ao pode constatar que o espaco de estados, que de inicio
parecia ser um objeto de quatro dimensoes (reais, pois para descrever-
mos C? precisamos de quatro niimeros reais) acaba por ser algo bidi-
mensional; no entanto isto ja € infinitamente mais rico que a descrigao
classica de um sistema de dois niveis, que comporta apenas um espago
com dois pontos.

7.3 O significado de probabilidade

O fato de somente se poder prever as probabilidades de obtencao
de um determinado resultado torna a mecanica quantica incomoda
para muitas pessoas, por ser um abandono da visao determinista
que permeava a mecéanica cldssica (e de fato, toda a ciéncia). Se
o leitor também sente este mal-estar talvez console saber que esta
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em companhia de ninguém menos que Albert Einstein, que espressou
dessa forma sua insatisfagao: ”Deus nao joga dados!”.

Bem, nao queremos entrar em discussoes teolégicas, mas sim pen-
sar melhor o que significa dizer que a probabilidade de se encontrar
0 ao efetuar uma medicao sobre o estado

1 2
= —=v + —=v
V5V

é de 1/5. Uma primeira tentativa seria dizer que se efetuarmos di-
versas medigoes sobre esse objeto entao, a longo prazo, a frequéncia
de se obter 0 é de 1/5. Essa é, por exemplo, a interpretagdo que
podemos dar a uma frase como ”a probabilidade de sair cara num
lancamento de uma moeda honesta é de 1/2”. No entanto no caso
quantico essa interpretacao nao é possivel pela seguinte razao: ao
se efetuar a medigao o estado do sistema muda. Por exemplo, se a
medicao encontrou o valor 0 entao o estado mudou de w para vy, logo
nao faz sentido repetir as medi¢oes com o mesmo objeto ja que ele
nao estd mais no mesmo estado.

Por isso a forma de interpretar é a seguinte: consideramos uma
grande quantidade de objetos, todos no estado w. Efetuando medigoes
separadas em cada um deles (que é medido apenas uma vez) entéo a
frequéncia de medigoes com resultado 0 se aproxima de 1/5.

w

7.4 Algumas palavras sobre estatistica

Quando temos uma varidvel aleatoria x que pode assumir os val-
ores {x1,...,2T,} com probabilidades, respectivamente, {p1,...,pn}
podemos definir o valor médio de x, ou valor esperado, como sendo

() = Zpixi
i=1

Ou seja, uma média ponderada dos possiveis valores da variavel x.
Dado A € R, podemos considerar a variavel aleatéria Az, que
assume os valores {Az1,...,\x,} com probabilidades {pi,...,pn}.
Nesse caso nao é dificil ver que (Az) = A\(z).
Podemos tambem definir a varidncia, que é uma maneira de saber
se os sorteios de x ficam todos préximos de um certo valor (que é o
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valor médio de z) ou ndio. Uma maneira natural de avaliar isto é
fazendo a seguinte média:

Az = /{(z — (2))?)
Mas de fato temos
((z = (2))?) = (2% = 22(z) + (2)°) = (&®) - 2(x)(2) + () =
— (&%) - (@)?

e assim

Az = /(%) — (@)
Este nimero é sempre maior ou igual a zero (e estd sempre bem
definido, pois estamos calculando a média de um quadrado que é
algo nao negativo) e também é chamado de dispersao da varidvel
aleatéria.

7.5 QObservaveis e seu valor esperado

Um observavel é uma caraceristica do sistema em estudo que pode ser
registrada por meio de uma medicao. Cada observavel esta associado
a um operador hermitiano em M5(C): os estados que podem ser en-
contrados por meio de uma medicao do observavel A € M»(C), A =
A*) s@o os autovetores de A. Os valores da medicdo sdo os auto-
valores correspondentes, que no caso de operadores hermitianos, sao
reais. Se supomos que esses autovalores sao distintos, entao ja sabe-
mos que os respectivos autovetores sao ortogonais, e portanto sao
uma base ortonormal (lembre que sempre podemos supor os autove-
tores normalizados) de C2. Dessa forma, podemos representar um
estado qualquer como combinacao linear dos autovetores de A, que
denotaremos vy e vy, com autovalores A\; e Aa. Um estado 1 entao
pode ser escrito na forma

P = a1v1 + a9

Podemos entao perguntar qual o valor esperado em uma medi¢ao
do observavel A no estado ¥: bem, podemos obter o valor \; com
probabilidade |a;|?. Logo, o valor esperado sera

(A)y = Mloa]® + Aslag| = @A 1o + dodsas =
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A a1 (v1,v1) + oo (ve, V2) = (01, Aaivr) + (Qv2, Adaavs) =
(1v1, Aaqvr)) + (azve, A(agua)) = (¥, AY)

Desta forma temos uma expressao simples para obter o valor es-
perado de um observavel num determinado estado e ja sabemos que
0 mesmo sera real, pois

(A)y = (b, ) = (A, ¥) = (b, AY)

(A)y

7.6 O principio da incerteza

Considere um estado ¥ (normalizado); vamos assumir que temos dois
observaveis A e B, ambos com média zero para este estado (isto néo é
tao restritivo quanto parece: sempre se pode redefinir um observavel
como sendo

A=A— (T, AD)

que tem média zero no estado dado). Logo, AA = ((A?)). Vamos
tambem assumir que

[A,B]=AB—-BA#0
ou seja, nossos observaveis nao comutam.

Teorema 7.6.1 (Principio da Incerteza de Heisenberg). Sejam A e
B dois observdveis de média zero e tais que [A, B] # 0. Entdo

AAAB > L|(W,[4, BY)|.

Prova:

AA2AB?

(U, A20) (T, B*T)
= (AU, AV)(BV, BU)
| AV |?|| BY |2
(AT, BY)|?

vl

onde, na ultima passagem, foi utilizada a desigualdade de Cauchy-
Bunyakovsky-Schwarz; logo, temos AAAB > |{Av, By)|. Note que
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(AU, BU) = (U, ABU)
= (T, (|A, B] + BA)T)
= (U,[A, BU) + (¥, BAY)
= (T,[A, B|V) + (BAV, ¥)
(W[A, B, ¥) + (AV, BU)

Portanto temos
(AU, BU) — (AU, BY) = 2Im({A¥, BU)) = (¥, [A, B]V).
Logo,

Im({AU, BU)) = %@p, (A, B|D).

Assim,

AAAB > (AT, BU)| > [Im((A¥, BU))| = %|<\p, [A, B]D)|.

Observagao 7.6.2. O leitor deve notar que absolutamente nada de
bidmensional apareceu na prova deste resultado: a demonstracao vale
para operadores em espacos vetorias de dimensao qualquer, desde que,
claro, sejam vdlidas as mesmas hipdteses.

Observagao 7.6.3. Por razdes historicas preferimos manter a termi-
nologia "principio da incerteza”para este conhecido resultado, ainda
que nesse contexto ele nada tenha de principio: € uma consequéncia
de propriedades prévias dos objetos que estamos discutindo. Por
este motivo muitos autores defendem a demominagao “relacdo de in-
certeza”.

A consequéncia deste resultado matemaético é profunda: significa
que ao se medir duas quantidades distintas, associadas a observaveis
que nao comutam, entao o produto de suas respectivas dispersoes nao
pode ser feito menor do que uma certa quantidade; se diminuimos
muito a dispersdo de A, po exemplo, entao a de B aumenta muito e
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serd grande a incerteza sobre o valor desse observéavel no estado em
questao, o que justifica o nome pelo qual esse resultado é conhecido.

Por outro lado, estamos falando de dispersao e isso implica em
uma quantidade que s6 pode ser obtida com muitas medigoes efetu-
adas em diversos sistemas identicamente preparados. Em principio
nao esta proibido conhecer com precisao arbitraria os valores dos ob-
servaveis A e B num determinado estado .

7.7 Evolugao temporal

A evolugao temporal é uma descricdo de como o estado de um certo
sistema varia em funcdo do tempo. A mecanica quantica tem uma
evolucao temporal relativamente simples, sendo dada por uma familia
de operadores lineares que depende do tempo da seguinte forma:

U(t) = e 4

onde H é um operador hermitiano. Como ja observado antes, U*(t) =
e e entdo segue que este operador U é unitdrio para qualquer ¢ real.

O operador H (e, em ultima instancia, U) traduz matematica-
mente a situagao fisica do sistema em estudo, que é o que determina
a sua evolugao no tempo. Mais tarde trataremos da situacao do spin,
onde poderemos identificar H de maneira bastante concreta num con-
texto fisico.

De posse de U (t) podemos entao escrever o estado em um instante
qualquer:

Y(t) = Uty = ey, (7.3)

Podemos tambem descrever a evolugao temporal do valor esper-
ado de um certo observavel A:

(A)(t) = (h(t), Ap(t)) = (e~ Ty, Ae™"H ) =
(tho, e Ae™ " apg) = (1o, A(t)ebo)

onde denotamos por A(t) = e®*# Ae~"*H uma familia de operadores
que coincide com A parat = 0. A expressao ((t), Ap(t)) é conhecida
como a representacao de Schrodinger do valor esperado, e a énfase

é dada a evolucao temporal do estado ¥ sendo que o operador A



“Intmecquant” — 2010/3/30 — 22:14 — page 51 — #56

7.8. EVOLUCAO TEMPORAL APOS UMA MEDICAO 51

estd fixo; a expressao (wo, A(t)1g) é conhecida como representagio
de Heisenberg, e a énfase é dada a evolugao temporal do operador
A sendo que o estado é que esta fixo agora. Naturalmente ambas se
equivalem, mas dependendo do problema em consideragao uma pode
ser mais conveniente do que a outra.

Na representacao de Schrodinger, podemos verificar qual é a equagao
obedecida por ¥ (t). Se derivamos 7.3 obtemos

d )
() = —iHY()

Esta equacao diferencial poderia ter sido usada como ponto de par-
tida, e de fato foi isso que fez Schrédinger.

Ja na representacao de Heisenberg devemos encontrar uma equagao
diferencial para a evolugao do operador A. Derivando a expressao
para A(t) obtemos o seguinte:

d , , , ,
£A(t) = iHe"™ Ae™"H 1 ™M A(—iH)e "H =
iHe™ Ae™"H _ o™ Ae=™H [T —  (pois H comuta com e~ )

iHA(t) — iA()H = i[H, A(t)]

(onde [X,Y] = XY — YX é o comutador das matrizes X e Y).
Ou seja, nessa representacao podemos usar como ponto de partida a
equagao diferencial para o operador

d .
SA() = i[H, A1)

que foi introduzida por Heisenberg, mais ou menos ao mesmo tempo
em que Schrédinger introduzia sua versao da mecéanica quantica.

7.8 Evolucao temporal apés uma medicao

A evolugao temporal continua que apareceu na secao anterior nao é,
infelizmente, a Unica a aparecer na mecanica quantica. O processo
de medigao interfere com o objeto que estd sendo medido e produz
uma evolugao bem distinta e descontinua.
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Por exemplo, considere um estado v = %vo + %vl, onde vy

e v1 sao os auto-estados de um operador A, que corresponde a um
observavel. Ao efetuarmos uma medigao de A sé podemos obter como
resultado um dos autovalores de A e nesse caso o estado devera ser,
imediatamente apos a medigao, o autovetor correspondente; ou seja,
o processo de medigao transforma instantaneamente o estado ¢ em
vp ou v1, 0 que € claramente descontinuo e também é uma operagao
irreversivel no tempo, pois nao é possivel retroceder e recuperar o
estado original 1) apenas a partir do conhecimento de vg ou vy.

Este comportamento é conhecido, de maneira mais dramatica do
que deveria, como o ”colapso do estado’e é algo presente como um
postulado dentro da teoria. Se é possivel troca-lo por algo menos
dréastico como por exemplo a evolugao temporal da secao anterior, que
é suave, mas em um contexto bem mais completo que inclua também
a descrigdo do aparato de medigdo (que é um sistema quéntico com
uma enorme quantidade de particulas) é algo ainda em investigagao,
como muitos outros aspectos da teoria quantica.

7.9 Operadores hermitianos em C?

Vamos agora nos concentrar no objeto basico que representa os ob-
servaveis de sistemas de dois niveis, os operadores hermitianos. Fixando
uma base, que evidentemente sera a base canonica, podemos escrever
esses operadores como matrizes, cujas entradas sao

aij = (i, Aej)
A condigdo de ser hermitiano implica em A = A* e portanto
aij = <€i,A6j> = <A61‘76j> = <6j,A61;> = C_lji
Logo a1 e asy sdo reais e ajo = a+1b = do1. Isto nos diz que a matriz
associada ao operador A (que, por abuso, continuamos denotando por

A) tem a forma

| wtz -y |
A= vtiy w2 =al +x0o, +yo, + 20,
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onde

101 10— |1 0
Tl 0T i o0 0% T 0 1
sao conhecidas como matrizes de Pauli. Em resumo, o que acabamos

de mostrar é que o conjunto {I,0,,0,,0,} é uma base do espaco
vetorial de matrizes que representam transformacgoes hermitianas.

7.10 Exponenciais de o;
O célculo das exponencias das matrizes de Pauli é facilitado pelo fato

de que suas poténcias sio faceis de se obter. Por exemplo, o2 = I.
Desta forma, podemos calcular

) 1 1
e e = [ —ito, + E(—itag@)z + 5(—%090)3 +---

. 1, 1., -
I*Ztﬂ'xfgt I+§Zt Op+ =

1, . L3 _
1(1—5t +---)—wm(t—§t +-0) =
cost —1sint

Icost —ioysint = ..
—isint cost

O leitor pode notar que, para qualquer t real, esta matriz estd no
grupo SU(2).

7.11 O spin de uma particula num campo
magnético

A discuss@o desta secdo de fato contem a origem histérica de um
observavel que é um importante exemplo de sistema de dois niveis na
fisica.

Para simplificar a discuss@o vamos considerar um experimento
feito da seguinte maneira: elétrons (que sao nossas particulas quanti
cas por exceléncia) sdo preparados em uma caméra e enviados por
um tubo até um aparelho de medigao, que pode ser um aparelho
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fotografico. O tubo esta sujeito a um campo magnético, um campo
vetorial que afeta de alguma forma o movimento de particulas com
carga elétrica, que em geral os fisicos denotam por B.

A camara prepara os elétrons e os envia em um ritmo bem lento,
de maneira que podemos supor que um nao interfere no outro.

Fazendo o experimento, um fisico do inicio do século XX certa-
mente esperaria encontrar uma mancha na hora de revelar o filme,
mostrando que elétrons distintos se comportam de maneiras diver-
sas ao passar pelo mesmo campo magnético. Porém, para surpresa
dos que efetivamente fizeram isso (ndo exatamente com elétrons no
experimento original de Stern e Gerlach, mas isso nao afeta nossa
discussao) a mancha na verdade ficava reduzida a dois pontos! Isso
mostrava um comportamento bastante novo, pois indicava que a
maneira como os elétrons reagiam ao campo magnético essencial-
mente podia ser descrita pelo que estamos chamando nesse capitulo
de um sistema de dois niveis. A grandeza fisica associada a esse com-
portamento ficou conhecida pelo nome de spin, palavra em inglés
que pode ser traduzida como "girar’e que estd de fato associada
a primeira tentativa de interpretagao do experimento que descreve-
mos, que consistia em imaginar o elétron como uma pequena esfera
com movimento de rotagdo em torno de seu proprio eixo (como uma
miniatura da Terra), o que geraria sua rea¢do ao campo magnético
exterior. Porém essa visdo nao s6 entrava em conflito com muito do
que era conhecido do eletromagnetismo, como também ainda nao ex-
plicava o misterioso fato de que o eixo de rotagao parecer ter uma
preferéncia no espago.

O campo magnético, que supomos constante no tempo, é um
campo vetorial em geral denotado por B = (B, By, B.). A evolugao
temporal de um estado (do spin) sob a acao deste campo é dada pelo
operador hamiltoniano

H = B,o, + Byoy, + B.o.

Por exemplo, se o campo é vertical, ou seja B = (0,0, 1) entéo temos
um operador simples, H = o,; os seus autovalores sao +1 e —1,
correspondendo aos autovetores (1,0) e (0,1). Um estado qualquer
entdo sera ¢ = (a, 3), com |a|? + |3 = 1 e medigoes nesse estado
podem produzir dois resultados (que correspondem as particulas que
formavam os dois pontos na palca fotografica mencionada acima), +1
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e —1 com probabilidade, respectivamente, |a|? e |3|2. Desta forma os
fisicos encontraram pela primeira vez na natureza um sistema cuja de-
scrigao quantica é exatamente como sendo um sistema de dois niveis, e
se o leitor ainda nao estd convencido da importancia desta grandeza
vale comentar que muitas das propriedades quimicas dos materiais
que conhecemos sao consequéncia da interagao dos spins dos elétrons
em cada um de seus atomos.

7.12 Exemplos

7.12.1 Exemplo 1

Vamos considerar um sistema de dois niveis cuja evolucao temporal
é dada pelo operador
o [ Vo1 }

1 Vv

Os autovalores e autovetores sao

1 1 1 1

Vamos agora imaginar a medicao de um observavel

(4

cujos autovalores e autovetores sao:

1 0
>\00,§00{0} e )\11’900{1}

Precisamos, é claro, dizer em qual estado efetuaremos a medicao
de A e escolheremos, por exemplo, o estado ¥_ obtido acima. Nao é

dificil ver que
" _1[1]_1[0]
T V210 V21

Entao o resultado da medicao de A neste estado serd 0 com probabil-
idade 1/2 e 1 com probabilidade também 1/2; portanto o valor esper-
ado deste observavel é 1/2, o que também pode ser obtido com a ex-
pressao (¢, Ay_) (verifique!). O leitor pode agora calcular também
o valor esperado de A no estado 14 e constatar que também serd 1/2.
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7.12.2 Exemplo 2

Agora consideramos o seguinte hamiltoniano:
a -1
H =
-1 —a
onde a > 0, cujos autovalores e autovetores sao

1
A= ””“Q’mz{a_m] ¢

A“V”‘ZW‘[HJHW}

(note que os autovetores nao estdo normalizados; para normalizd-
los devemos multiplicé-los por constantes convenientes). Se o estado
inicial é ¢ = ¢)_ (que corresponde ao menor autovalor de H entao
uma medi¢ao de A (o observével difinido no exemplo anterior) resulta
em 0 com probabilidade [((1,0),v_)|?, e em 1 com probabilidade
1((0,1),7¢_|* (onde 7y é a constante de normalizagao do vetor t_).
Portanto temos que

PO) KOO 1
P1)  [(0,1),7)? (a4 V1 + a2)?

(note que a constante de normalizacdo desaparece quando consider-
amos a razao) pois a + Vi+a2>V1i+a? > 1, e assim temos que
P(0) < P(1) mostrando que hd uma maior probabilidade de se obter
1 do que 0 quando se mede A no estado _.

7.12.3 Exemplo 3

Consideramos agora a evolugao temporal de um sistema descrito pelo

operador
1 0
H=o0,= { 0 -1 ]

Entao temos
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Podemos entao tentar saber como serd a evolugao temporal do valor
esperado de um certo observavel, por exemplo,

[0 1
dr=11 0
Sabemos que

(A)(t) = (w(t), Ap(t)) = (e7"7=1(0), e7"7=9p(0)) =
((0), €7 Ae™"7=4)(0))

Logo devemos calcular ¢?7=¢g, e~

et 0 0 1 e 0] 0 e2it
0 e 10 0 et | | e 0

Se ¥ (0) = (a,b) entdo podemos fazer o célculo e obtemos
(o) (t) = ae*™ b+ be *'a =
ae*'b + ae2ith = 2Reae®"'b

Vejamos em que isso resulta em dois casos particulares:
Se (0) = (1,0) entdo {(o,)(t) = 0.

Se ¥(0) = (%, %) entéo (o, )(t) = cos 2t.

Exercicios

1- Quais, dentre os vetores abaixo, represesntam o mesmo estado
fisico?
)= (1,-1) D)= (=iri) A —(i,0)
a)—(1,— —(—1,1) ¢)—=(i,
V2 V2 V2
2- Obtenha a evolucao temporal de sistemas descritos pelos segui-
tes hamiltonianos:

H=o0, H =0,

(note que 07 = o2 = 1)
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3- Considere o operador

H = B,o, + Byo,+ B0,

com B,, B, e B, reais. Entao mostre que e~ %

SU(2).

H ¢ elemento de
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Capitulo 8

Neste capitulo vamos estender a mecanica quantica para sistemas
com N niveis.

8.1 Aquecimento: sistemas com 3 e 4 niveis

Para evitar um salto muito abrupto vamos tentar primeiro compreen-
der como trabalhar com um sistema que tem 3 niveis, ou seja, que
pode assumir 3 estados. De forma analoga ao caso de 2 niveis, deve-
mos considerar um espaco vetorial de dimensao 3, ou seja, C3. Neste
espaco os estados serao vetores de norma 1 e também identificaremos
dois vetores 1 e ¢ se ¢ = €'?¢ para algum @ real. A evoluacdo tempo-
ral e os observaveis serao representados, novamente, por operadores
hermitianos, ou seja, por operadores representados por matrizes her-
mitianas.

Exemplo 8.1.1. Tome

I
coo
oo
oo o

Este observdvel tem como autovalores 0,1 e 2, correspondendo aos
autovetores (1,0,0),(0,1,0) e (0,0,1). Se consideremos o estado 1 =

59
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(a, B,7) (com |al® + |B]? + |7|*> = 1 entdo a probabilidade de uma
medigio de H resultar em 1 é dada por |B|?.

Exemplo 8.1.2. Tome
01 1
H=]1 0 1
1 10

Os autovalores sGo —1 (com multiplicidade 2) e 2. Esta matriz € her-
mitiana, e portanto representa um observdvel (ou pode ser o hamil-
toniano, o operador que nos dd a evolugdo temporal).

Exemplo 8.1.3. Tome

H =

— = O

1
1
1

— =

O leitor pode verificar que A = 0 € um autovalor de H associado ao
autovetor

Podemos também considerar o caso de um sistema com 4 niveis,
de maneira completamente analoga.

Exemplo 8.1.4. (Este exemplo é baseado no capitulo 12 de Feynman
[4]; recomendo ao leitor a consulta aquele texto para uma belissima
discussdo da fisica do problema)

Estamos interessados em entender um modelo bastante simplifi-
cado do atomo de hidrogénio, que contem apenas duas particulas, um
préton e um elétron. Seguindo Feynmann, uma maneira de mode-
lar este sistema € levar em conta apenas duas informacées: tanto
0 prdton como o elétron tem spin, e portanto cada um deles pode
ser pensado como um sistema de dois niveis, com estados que de-
nominaremos simplesmente de |[+) e |—) (e assim usamos um pouco
a notagdo de Dirac para vetores). O dtomo, composto das duas
particulas, pode entao ser descrito por meio de quatro estados, onde
o primeiro simbolo se refere ao spin do préton e o sequndo ao do
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elétron: (++), (+—), (—+) e (——). Usando estes quatro vetores
como base temos entdo nosso sistema de quatro niveis cuja evolugao
temporal € dada pelo operador

A 0 0 0
0 -C B 0
H=14 B —c o
0 0 0 D

O cdlculo dos autovalores nao € dificil e obtemos A,D,—C — B e
—C + B. Um caso particular € tomar C = D = A e B = 2A, com
A > 0. Assim os autovalores passam a ser A com multiplicidade 3 e
—3A com multiplicidade 1. Podemos entdo procurar os autovetores;

para X\ = —3A, o menor deles, temos
0
1 1
H=—
V2| —1
0

e o leitor pode entao continuar o processo e obter os demais autove-
tores.

8.2 N niveis

Passamos agora ao caso de N niveis. Como o leitor ja pode esperar,
nosso espaco vetorial agora é CV, novamente consideramos vetores
normalizados e com a identificacao de dois vetores ¢ e ¢ se ¥ = €'
para definir os estados e os observaveis sao representados pelos oper-
adores hermitianos de CV. No que segue descreveremos um exemplo
interessante desse tipo de situagao.

Um sistema de N niveis pode, fisicamente, ser interpretado de
muitas formas. Uma delas é imaginar uma particula quantica (por
exemplo, um elétron) que se move um material composto de exata-
mente N dtomos e no qual admitimos que essa particula s6 pode estar
préxima destes atomos e nao em um lugar qualquer. Sendo assim es-
tamos idealizando a situagao e admitindo que a posicao da particula é
exatamente um sistema de N niveis, que correspondem as N posicoes
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dos atomos do material. Esse modelo, com toda a ingenuidade que
aparenta, é um ponto de partida razoavel para entender, por exemplo,
o comportamento de particulas em um cristal.

Considere os operadores lineares em C™ definidos por

010 0 .. 00 0 ... 1
001 0 10 0 0
Ny=|0O00 1 .. ¢ n _|01 0 0
100 ... 0 00 ... 1 0

Neste caso ¢ facil verificar que N} = N_ e N* = N, logo estes
operadores nao correspondem a observaveis. Mas nao é dificil obter
seus autovetores e autovalores. Note que

ao a ag ap—1
ai az a ao
N+ = e N_ . =
Ap—1 ago Ap—1 Gp—2
~ . 2
Podemos entao definir by, ; = e’ ™= Wparal=1,2,...,nek=0,1,...,n—
1. Definimos assim os vetores (j& normalizados)
bo,1
1 b1,
By = .

In
bn—l,l
Nio é dificil verificar que Ny B, = ¢!5!B; e N_B; = e~ 'B,.
Vamos agora definir o operador A = N, + N_ — 27; este de fato

¢é hermitiano e, portanto, um observavel. Seus autovetores sao os
mesmos B ja definidos, e os autovalores sao obtidos como segue:

i 2] -

AB = N,B,+ N_B,—2IB, = (¢!%! + ¢t —2)B, =

2
2(cos - 1)B,
n

Os vetores B; sao uma base de C" e portanto um estado inicial
1 qualquer pode ser expresso como combinagao linear ¥ = Y ¢ B).
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Para obter a evolucao temporal deste estado inicial devemos resolver
a equacao de Schrodinger

d )
Sult) = —iHu(t)

supondo que cada ¢; é uma fungao do tempo obtemos uma familia de
equagoes

d
ﬁcl(t) = —i)\lcl(t)
cuja solugao é

alt) = e Mt

8.3 Operador posicao

Podemos definir um outro operador como sendo

000 0
010 0
x_|l0o02 0

0 00 ... n—-1

Nesse caso ¢ claro que os autovalores sao 0,1, ...,n—1 e correspondem
aos autovetores
Vg 1= €41 para k=0,1,....,n—1

onde os e; sao os vetores da base candnica de C™.

Agora considere os autovetores B; da se¢do anterior. Se temos um
estado ¢ = B (para algum [ fixo) entdo podemos perguntar qual é a
probabilidade de se obter o valor k (k entre 0 e n — 1) numa medigéo
do observavel X. Mas

n—1
Y=Bi=Y b
§=0

Portanto a probabilidade de se obter a posicao k, que é o médulo ao
quadrado do coeficiente de vy é dada por 1/n, de maneira indepen-
dente de k. Logo todas as posigoes sao equiprovaveis num estado de-
scrito por ¥ = B;. Porém agora note que esta probabilidade também
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nao depende do [ escolhido! Assim, qualquer que seja o autoestado
de A temos que a posi¢ao tem uma distribuicao equiprovavel.

O operador A pode ser interpretado como sendo associado a ener-
gia de uma particula num cristal, sendo que X estd relacionado a sua
posicdo nessa rede cristalina. Os autovalores de A s@o os possiveis
valores da energia e os de X, os possiveis valores da posi¢do. O
que constatamos acima é que quando uma particula estda num estado
que é auto-estado de A, e portanto tem uma energia bem definida,
entao temos enorme desconhecimento sobre sua posigao, pois ha igual
probabilidade de encontra-la em todas as posicoes possiveis.

Exercicios

1- Para a e b reais, obtenha os autovalores e os autovetores do
operador
(L(N+ -+ N,) + bI

2- Considerando-se um estado 1 que é auto-estado de X qual é
a probabilidade de que tenha um determinado valor de energia
(isto é, um determinado auto-valor do operador A)?
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Nesse capitulo faremos a descrigao de sistemas compostos na mecanica
quantica, o que requererd o conceito de produto tensorial exposto no
inicio do texto.

9.1 Dois sistemas de trés niveis

Para comegar a discussao vamos considerar uma situagao bastante
concreta, com dois sistemas de trés niveis; a descricao de um sistema
como esse, com uma base de estados que vamos denotar por (usando
a notacdo de Dirac) [1), |2) e |3), usa o espago de Hilbert C3. In-
genuamente podemos pensar que a descrigao de um sistema conjunto
contendo dois susbsistemas de trés niveis sera feita com o uso do pro-
duto cartesiano C? x C3 (onde a primeira componente representa o
primeiro subsistema e a segunda representa o segundo); isso signifi-
caria usar como espaco de Hilbert C®, mas essa abordagem néo estd
corretal

Para encontrarmos o espago mais adequado vamos proceder com
mais calma: precisamos, antes de mais nada, saber qual é a base do
espaco que descreve o sistema composto; precisamos de informagao
sobre o primeiro subsistema e também sobre o segundo. Uma maneira
simples de fazer isso é considerar que a base do novo espaco é formada
pelos seguintes vetores: |1) ® (1), [2) ®@|1), [3) ®]|1), [1) ®|2), |2) ®|2),
13)®12), 1) ®3), [2) ®]3) e |3) ®|3). Dessa forma precisamos de nove
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vetores na base, ou seja, estamos usando o espaco C?, que de fato é
o produto tensorial de C3 por C3, isto é, C3 ® C? (o leitor percebe o
porque de nossa escolha de dois sistemas de trés niveis, e nao de dois
sistemas de dois? Nesse caso terfamos o produto tensorial de C? por
C? que é o C*, assim como o produto cartesiano C? x C? e nesse caso
nao notariamos a diferenca... E de fato este ja caso ja apareceu, sem
muito alarde, num exemplo do capitulo sobre sistemas de dois niveis
que tratava de um modelo imensamente simplificado de um &tomo
de hidrogénio, que é um sistema composto de dois subsistemas, um
préton e um elétron).

Muitas vezes a brevidade faz com que seja usada a notacdo |ij)
no lugar de |i) ® |j) e adotaremos esse procedimento no que segue.

9.2 Dois sistemas

Generalizando o procedimento da ultima se¢ao vemos que a descricao
de um sistema composto de dois subsistemas descritos, respectiva-
mente, pelos espacos de Hilbert H; e Ho, é feita usando-se o espago
de Hilbert H = H1 ® Ho. Evitando maiores abstracoes, este espaco
(o produto tensorial de H; por Hs) pode ser definido como segue:
Se {v;}i=1,... 4, é uma base de H;1 e {u;}j=1,. 4, ¢ uma base de H,
entao a base de Hy ® Ha é o conjunto {v; @ u;}; jye(1,....d1} x{1,....da}
e assumimos as seguintes propriedades: para v,w € Hi, u,t € Ho €
AeC,

- (W) Ru=WwRu=1v® (\u)
2- (W+w)@u=vut+wRu
v (ut+t)=vutovet

Por fim, o produto interno de H é definido da seguinte forma:
para os elementos da base

(Vi ® uj, v & Up) = (U3, V1) 1{Uyj, U )2

e estendemos, pela linearidade de (,), para um vetor qualquer de H.
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9.3 Dois spins

Um tipo de sistema composto bastante estudado é o que se compoe de
dois sistemas de dois niveis, por exemplo, os spins de duas particulas
que interagiram e se separaram. Esses pares sao bastante impor-
tantes em discussoes sobre a fundamentagao conceitual da mecanica
quéantica e ficaram conhecidos como pares de Bell em referéncia a um
conhecido fisico chamado John Bell, que retomou um debate iniciado
com um artigo de Einstein, Podolsky e Rosen (no qual a discussio
de pares de particulas ocupa papel essencial) sobre a completude
da mecanica quantica. Resumindo, estes autores tentavam mostrar
que existiriam aspectos da realidade fisica que nao encontravam um
correspondente dentro da teoria quantica; sendo assim, esta seria in-
completa. Nao pretendemos entrar nessa discussao mas remetemos o
leitor ao capitulo 20 de [1] para uma exposigao cuidadosa do tépico.

Deixando os aspectos conceituais de lado, os estados de Bell sao
0s seguintes:

92) = —=(100) +[11)

1
V2
Por exemplo, o estado W representa uma superposicao dos estados
|01) e |10), que correspondem, respectivamente, a primeira particula
no estado |0) e a segunda no estado |1) para |01) e a primeira particula
no estado |1) e a segunda no estado |0) para |10). Estes sdo estados
que estdo no espaco C? @ C? = C*.

(W) = —=(|01) £ [10))
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Neste capitulo formalizaremos um conceito que ja estava latente nas
péaginas anteriores, o de algebra C*, e mostraremos mais alguns ex-
emplos. O leitor que se interessar pelo assunto deve consultar o texto
introdutério de Ruy Exel [3].

10.1 Algebras C*

Um espago vetorial A munido de uma operagao de produto é o que
se chama de uma algebra. Quando temos uma norma no espaco e ele
é completo com relagdo a mesma (ou seja, é um espago de Banach)
entao o chamamos de algebra de Banach. Se além disso temos uma
involucao *: A — A satisfazendo

vi ||a
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entdo temos uma algebra C*.

Exemplo 10.1.1. C com a norma usual ||z|| = |z| e com a involu¢do
*

z* = z sendo a operagao de tomar o complexo conjugado € uma
dlgebra C*.

Exemplo 10.1.2. Seja Co(R) o conjunto das fungées f: R — C
continuas e que se anulam mo infinito, isto €, tais que para todo € > 0
o conjunto {x : |f(x)| > €} € compacto. A norma

[f1l = sup | f ()]
z€R

torna esse espago vetorial completo. Para termos uma dlgebra pre-
cisamos introduzir um produto e o faremos da forma mais simples:
(fg)(z) = f(x)g(x), o que nos dd uma dlgebra comutativa. Podemos
definir uma involugcao como sendo

Com todos esses ingredientes temos entdo uma dlgebra C* comuta-
tiva.

Uma questao interessante é a de se saber se essa dlgebra tem ou
ndo unidade, isto €, uma fungdo que denotaremos por 1(zx) tal que
1f = f1 = f para toda f € Cy(R). O leitor ndo terd dificuldade
em verificar que nossa fung¢ao sd pode ser 1(x) =1 para todo x € R,
mas esse nao é um elemento de Co(R) pois nao se anula no infinito.
Desta forma essa € uma dlgebra sem unidade.

O leitor € convidado a repensar o exemplo acima, mas trocando R
por [0,1] para concluir que C[0,1] (norma, produto e involugdo como
acima) é uma dlgebra C* com unidade.

O exemplo acima pode ser repetido trocando R por um espago
X mais geral. E interessante notar que esse modelo basico de uma
algebra C* comutativa na verdade é, num certo sentido, o inico mod-
elo pois uma algebra desse tipo sempre acaba sendo isomorfa a uma
algebra C(X) para um certo X (este é um resultado muito impor-
tante na area, conhecido como Teorema de Gelfand. O leitor curioso
¢é remetido a [3] para uma discussdo mais completa).
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Exemplo 10.1.3. Seja M, (C) o conjunto de matrizes n X n com
coeficientes complexos. FEste espaco vetorial tem um produto natural,
o produto de matrizes, que o torna uma dlgebra. Podemos definir
uma norma como sendo a norma usual de operadores

[A[l = sup [A(v)|

viv|=1

M, (C) ¢é completo nessa norma. A involugao pode ser definida como
sendo

A* = A ou seja, (aij)" =aj;

onde (a;j) sao as entradas da matriz A.

Entao temos uma dlgebra C*.

A werificacao dos detalhes € deizada ao leitor; vamos aqui nos
limitar a mostrar a propriedade ||A*A| = ||A||*: Seja v € C* um
vetor unitdrio, isto €, |v| = 1. Entao

|Av|? = (Av, Av) = (A* Av,v) <

| A" Av[v] = A" Av| < [|A7A[v] = [[AA]|

Entao tomando o supremo sobre v em ambos os lados podemos con-
cluir que ||A||?> < ||A*A||; como jd haviamos visto antes nas pro-
priedades da norma de operador, ||[A*Al < || A*||[|A]| = [|A|||A]] =
|A||? e portanto temos a propriedade desejada.

E interessante notar que se a norma é modificada entao a algebra
pode deixar de ser uma algebra C*. No exemplo acima, podemos nos
perguntar o que ocorre se trocamos a norma por outra equivalente,

definida como sendo
IM]l2 = [ [M;;)
i

Entéao ||Id||2 = v/n # 1; porém, uma unidade deve satisfazer | 1*1|| =
[I1]]?, o que implica em ||1|| sendo 1 ou 0. Desta forma vemos que
M,,(C) munido de | - ||2 ndo é uma algebra C*.
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10.2 Estados de uma algebra

Algebras sao espacos vetoriais, logo é interessante perguntar o que
ocorre com seus funcionais lineares. No caso de algebras C* com
unidade uma classe especial de funcionais lineares merece bastante
atengao, e é chamada de estado; no momento oportuno tentaremos
fazer a conexao deste conceito de estado com aquele que ja vem sendo
usado desde o inicio do texto.

Definicao 10.2.1. Seja A uma dlgebra C* com unidade; um fun-
cional linear f: A — C é chamado de estado se

(a) f(a*a) >0 para todo a € A.
(b) f(1) = 1.

Como a algebra que mais aparece nessas paginas é M, (C), vamos
descrever precisamete seus estados. O primeiro passo é a definigao
de um produto interno: se a e b sdo elementos de M, (C) entao

{(a,b) = tr (a™d)

é um produto interno. De fato a verificacdo da linearidade néo é
dificil e deixamos a tarefa para o leitor.

Usando uma base qualquer de C™, por exemplo a base canonica,
podemos agora ver que

n n

(b,a) =tr(b*a) = Z(ei, b*ae;) = Z(a*bei, e) =

i=1 i=1

= Z (e;,a*be;) = Z(ei,a*beZ) = tr (a*b) = (a,b)

i=1 i=1

Alem disso,

n n

(a,a) =tr(a*a) = Z(ei7a*aei> = Z(aei,aei) =

i=1 =1

n
=> Jaei|* >0
=1
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Portanto, se (a,a) = 0 temos obrigatorimente que ||ae;|| = 0, donde
ae; = 0 para todo i, o que implica que a é a matriz nula, a = 0.

Consideremos agora um funcional linear f: A — C. Pelo teorema
3.2.1 sabemos que f pode ser escrito como

f(@) = (2, Vy) = tr (a"Vy)

para um unico elemento V; € A.
Para que f seja um estado devemos ter f(1) =1, logo

) =tr (1) = tr (1Vy) = tr (V) =1

que é a primeira condic¢ao que obtemos sobre V.
A segunda condicao é que Vy > 0. De fato, para todo a € A

0 < f(a*a) =tr(a*aVy) = tr (aVya™) = Z(ei, aVia*e;) =
i=1

n

= a*e;, Via®e;
> rateq)

i=1
Mas dado um vetor v € C™, podemos escrever uma transformagao
linear a* tal que
ale;) = v e aler =0
Desta forma, temos que
0 < f(a*a) = (v, Vyv) para qualquer v € C™

e desta forma Vy > 0.

Portanto o espaco de estados da dlgebra C* definida por M, (C)
corresponde ao espaco de elementos de M, (C) positivos e de trago
unitario. Voltaremos a encontrar estes estados no préximo capitulo.

10.3 Exercicios

1- Considere uma algebra C* A com unidade 1, isto é, com um
elemento 1 tal que la = al = a para todo a € A. Mostre que
1* = 1; mostre que ||1]| = 1.
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2- Considere a élgebra C* A = M3(C). Se ¢: A — C é um fun-
cional linear e que satisfaz a igualdade ¢(a)p(b) = ¢(ab) para
todo par a e b em A entdo mostre que ¢ é o funcional nulo,
ou seja, p(a) = 0 para todo a € A (obs.: o resultado continua
verdadeiro se trocamos My (C) por M, (C)).
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Capitulo 11

Neste capitulo vamos descrever situagoes quanticas com alguma aleato-
riedade cléssica.

11.1 Introducao

Vamos nesse capitulo considerar situagoes como a seguinte: imag-
inemos duas particulas, uma no estado ¢ e a outra no estado . Pre-
tendemos efetuar uma medicdo de um observavel, digamos A, mas
nao sabemos a priori qual das particulas serd medida, sabemos ape-
nas que a probabilidade de estarmos com a particula de estado ¢ é
p e a de estarmos com v é (1 — p). Este é o tipo de incerteza com a
qual ja estamos acostumados, do mesmo tipo que a incerteza sobre
qual serd a cor de uma bola retirada de uma urna ou qual serao os
préximos numeros da mega-sena. A esta é acrescida uma incerteza
tipicamente quantica pois mesmo a certeza de termos um determi-
nado estado (por exemplo, ¢) ndo nos permite nada além de prever
apenas valores esperados de um certo observavel.

Onde podemos encontrar uma situagdo desse tipo? Bem, uma
possibilidade é quando se tenta descrever um sistema com uma grande
quantidade de particulas (por exemplo, todo o ar dentro de uma sala);
nao parece razoavel tentar descrever o estado quantico de cada uma,
mas eventualmente é possivel saber quais sao os estados presentes e
qual a probabilidade de cada um. Quando se efetua uma medigao
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de algum observéavel numa particula escolhida ao acaso estamos ex-
atamente na situagao sugerida acima, na qual nao sabemos qual o
estado quantico exato. Essa é a situagao descrita no ambito do que
se chama de mecanica estatistica quantica.

11.2 Matriz densidade

Dado um elemento nao nulo v € V podemos definir a projegao sobre
a dire¢ao de v (que assumimos normalizado) como sendo o operador

P,: V-V Py(u) = {v,u)v

Ja sabemos que este operador é hermitiano; também podemos provar
que a projecao é um operador positivo, isto €,

(u, Py(u)) > 0 para todo vetor u

De fato
<u7 PU(’U,)> = <U, <U7 U’>U> = <U’ u> <ua U> =

(v, uh(v,u) = |(v,0)[* > 0

Na situagao descrita na introdugao podemos representar o sistema
por meio do seguinte operador:

p=pP,+(1—-p)Py
Note que p = p*, pois as projecoes sao hermitianas. E
tr (p) = ptr (P,) + (1 — p)tr (Py)

Mas o trago de uma projecao sobre um vetor normalizado é

n n

tr (P,) = Z(ei,Pv(ei)> = Z(ei, (v,e5)v) =

=1 =1

n
> Koen)l® = Jol® =1
i=1
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e portanto tr (p) = 1. Por fim, notamos que p > 0, ou seja, p é um
operador positivo: de fato

(u, pu) = p(u, Pp(u)) + (1 = p)(u, Py(u)) =0

pois cada uma das projegoes é positiva.

Baseado nesta situacao definimos um operador p, que é uma
matriz em M, (C), como sendo um operador-densidade (ou matriz-
densidade) quando p = p*, tr(p) =1e p > 0.

Podemos obter o valor esperado do observavel A no estado p como
segue:

(A) = tr (Ap)

11.3 Redefinindo estado

A palavra estado até esse momento estava sendo usada com o seguinte
significado: uma classe de equivaléncia entre vetores unitarios de um
certo espaco de Hilbert, que identifica dois vetores ¢ e ey (6 € R),
ou seja, dois vetores que sao multiplos por um fator que é um nimero
complexo de norma unitdria.

No inicio deste capitulo transferimos a tarefa de representar um
estado associado a um sistema com aleatoriedade a um operador p,
conhecido como matriz densidade. Deste momento em diante esse
serd o sentido no qual usaremos a palavra estado. Os estados de
antes, ou seja, classes de vetores unitarios, sao representados nessa
nova linguagem de operadores por meio do operador projecao:

vetor unitério Py(v) = (¥, v)¢

Essa classe especial de estados, que sao operadores de projecao, é
conhecida como a classe dos estados puros.

Porém devemos verificar algo importante: ja sabemos que os ve-
tores 1) e €4 representam o mesmo estado. Se ambos estiverem
relacionados a dois operadores diferentes entao nossa representagao
acima terd uma severa falha. Vamos entao verificar quais sao as
projecoes associadas a estes vetores:

Py(v) = (¥, v)¢
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Pioy(v) = (e, v)eh = e (1, v)ey =
WaUW = Pw(”)

mostrando que de fato os dois vetores que representam o mesmo
estado estao associados ao mesmo estado puro definido pelo operador
densidade p = Py, = PLioy.

11.3.1 Relacao com os estados de uma algebra C*

No final do capitulo anterior caracterizamos os estados da algebra C*
das matrizes M, (C) como estando associados a matrizes Vy positivas
e de traco 1. Os observaveis da mecanica quantica estdo, por sua
vez, associados ao conjunto formado pelas matrizes hermitianas. J&a
os estados est@ao representados por operadores p hermitianos, posi-
tivos e de trago 1. Entdo um estado (no sentido quéntico) p esta
associado a um estado (no sentido da algebra C*) que é o funcional
f(x) = tr(z*p), mostrando que estes conceitos estdo intimamente
relacionados.

11.4 Sistema de dois niveis

11.4.1 Caracterizagcao geométrica

Nesse momento retomamos os sistemas de dois niveis para poder
observa-los do ponto de vista da matriz-densidade. Nesse caso a
caracterizacao geométrica do espaco de estados e dos estados puros
é relativamente simples e por isso vamos mostra-la.

Um estado agora corresponde a uma matriz-densidade que é uma
matriz complexa p 2 X 2 e que satisfaz as seguintes condigoes: p > 0,
p=p-etr(p)=1

Da segunda condicao obtemos que as entradas da diagonal pre-
cisam ser reais, e as que estao fora da diagonal sao conjugadas; usando
também a terceira condi¢ao temos entao o aspecto de geral da matriz
como sendo

1242 y+iz
T y—iz 1/2—x
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com z,y e z reais. Agora podemos usar a primeira condigdo, a pos-
itividade de p: um operador positivo precisa ter autovalores maiores
ou iguais a zero. Como o determinante de uma matriz é dado pelo
produto de seus autovalores, entao podemos concluir que det p > 0 e
entao

ifz27y272220, ou seja, x2+y2+22§1
de forma que cada estado (isto é, cada matriz-densidade) corresponde
a um ponto dentro da esfera de raio 1/2.

E quanto aos estados puros? Bem, estes correspondem a oper-
adores de projegao sobre uma dada direcao. Mas como ja vimos, uma
projecao P satisfaz a propriedade P? = P e portanto sé admite como
autovalores 0 e 1, sendo que toda projecao sobre um subespaco de
dimensao menor do que a do o espago ambiente tem necessariamente
o autovalor 0. Portanto para os estados puros um dos autovalores de
p é zero e assim o determinante também é zero; logo, para os estados
puros temos

O:detpzl—xQ—yQ—ZQ:>362—i—yz—&—z2:1
4 4
ou seja, cada estado puro corresponde a um ponto na superficie da
esfera de raio 1/2.
Desta forma temos uma caracterizagao completa dos estados de
um sistema de dois niveis como sendo uma esfera e dos correspon-
dentes estados puros como sendo a superficie dessa esfera.

11.4.2 Um exemplo

Para exemplificar o célculo de valores esperados por meio da matriz
densidade vamos considerar a situacao descrita pelo estado

p= 7100l + 311301

Usaremos a notagao de Dirac no calculo que segue e convidamos
o leitor a reproduzir o resultado usando a notagao matricial usual.
Queremos obter o valor esperado do observavel o,: note que este
pode ser reescrito como

o = |0)(1] + [1){0]
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Precisamos entao obter tr (o,p); note que
1 3
ozp = (|0)(1] +[1){ON)(510)(0] + 7 [1){1]) =

1 3
21001+ 0y (1

Para o céalculo do trago devemos entao fazer

tr(aa0) = (01 (3100 + 310001 ) 0+

1 3
a1 (300 + Joyar) v =

Se agora queremos o valor esperado de o, devemos comecar por
ver que este operador, na notagao de Dirac, toma a forma

0. = 10)(0] — [1){1]
Entao ) 5
azp = (|0){0] = [1){L))(710) (0] + Z[1){1]) =

1 3
2100/ = 1)

tr(020) = 01 (10001 = S} 001 o)+
EN
4

u(|mﬂ—mu0m

E assim

1

.JM»—*

11.4.3 Evolugao temporal

A evolugao temporal de uma matriz densidade é de fato a evolugao
temporal de um operador e é dada pela seguinte equagao, conhecida
como equacao de Landau-von Neumann:

d .
%pt = Z[th]
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onde H é o operador hamiltoniano associado ao sistema em questao.
Esta equagao é satisfeita por

pr = e~ itH po it

A verificagao dessa afirmacao é deixada a cargo do leitor; como sug-
estao, consulte a segcao 7.7 do capitulo 7. Note que p; é realmente
uma matriz densidade em qualquer instante. De fato,

tr (py) = tr (eiithoeitH) =tr (e”He*”Hpo) =tr(pg) =1

se, € claro, assumimos que py é uma matriz densidade e assim tem
trago igual a 1. O fato de que p; é autoadjunto nao é muito dificil
(leitor, verifique!). Por fim, devemos verificar a positividade de p;:

(v,e= " poe™ ) = ("M, poe T v) = (u, pou) > 0

pois po é operador positivo.

Exercicios

1- Verifique a afirmacao de que os vetores ¢ e €4 correspondem
ao mesmo operador de projecio Py(v) = (,v)y (sugestao:
lembre que o operador de projecdo se escreve como [)(1)]).

2- Sejam p; e po matrizes densidade (de mesma dimensao). Entao
mostre que p = ap; + (1 —a)py também é uma matriz densidade
para todo a € [0,1] (p é o que se chama de uma combinacao
convexa de p1 € p2).

3- Considere os operadores Wy, Ws, ..., W, tais que

Xn:W;Wk =1
k=1

e p uma matriz densidade. Mostre que

i W*pW
k=1

também ¢é uma matriz densidade.
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Neste capitulo falaremos sobre a mecanica quantica num intervalo da
reta. Usaremos um espaco de Hilbert que é mais sofisticado que os
ja descritos até aqui, por isso pedimos paciéncia e alguma confianca
do leitor pois a justificativa de algumas passagens é mais sofisticada
e serd omitida. Acreditamos, no entanto, que a intuicao obtida com
os exemplos estudados até agora serd suficiente para tornar ao menos
palataveis os resultados que serdo expostos.

12.1 Particula classica na reta

A descricao classica feita pela mecanica de uma particula na reta en-
volve basicamente o conhecimento, em cada instante, de duas coisas:
sua posicao, representada por um ponto na reta, e sua velocidade. A
posicao sera representada pela varidvel x e o momento da particula
(que vem a ser o produto de sua massa pela velocidade) é represen-
tado por p.
Quando a particula estd sujeita a acdo de uma forca F': R — R

podemos descrever seu movimento por meio da lei de Newton:

d2

F=ma=m—z
dt?

com condigdes iniciais 2(0) = 2o e v(0) = £z(0) = vy.

81
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Uma forga pode ser convenientemente representada por um po-
tencial, uma funcao V: R — R tal que

d
—V(@)=F
V() = F)
Nao é dificil ver que podemos obter uma fungao V satisfazendo essa
propriedade se definimos

O leitor pode entao se perguntar o porque da escolha do ponto 0
como extremo inferior da integral e a resposta é que isso é apenas
uma convencao; se 0 for trocado por qualquer outro ponto serd obtida
uma nova fungao V' que continua satisfazendo a condicao acima. De
fato a diferenca entre essas fungdes serd uma constante (pois ambas
tem a mesma derivada)

Com essa fungao potencial podemos reescrever a equacao de New-
ton numa versao conhecida como mecanica hamiltoniana, que consiste
essencialmente em se definir uma fungao (a fungdo de Hamilton)

»?

H(p,z) = om + V(x)

e tomar como equagoes de movimento as equagoes de Hamilton

d _ 9
@b =

O leitor nao tera dificuldades em ver que o sistema acima equivale a
lei de Newton.

12.2 Particula quantica
Devemos agora procurar descrever uma versao quantica do problema.

Para isso a primeira coisa a se fazer é identificar qual o espago de
Hilbert adequado para isso.
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Em primeiro lugar, qual é o espago de estados? Precisamos de-
screver uma particula na reta e temos um espago de Hilbert natu-
ralmente associado a ela que é o espaco L?(R). O produto interno é
definido como sendo

(f.9) = / f(2)g()da

Este parece ser um espago bastante adequado para representar a
posicao da particula.

Precisamos entao compreender como representar os operadores
de posicao e momento, pois essas sao as quantidades bésicas que
desjamos obter em medigoes na mecanica. Seguindo o procedimento
usado até aqui, esses devem ser operadores auto-adjuntos em L2
Para a posigao, o operador natural é considerar

==z
O operador momento, por sua vez, ¢ dado por

. . d
D= —i—
dz
Podemos verificar a comutatividade (ou néo) dos operadores & e
p; para isso usaremos uma funcao auxiliar ¢:

[2,p]¢ = (&p — pL)¢ =

i(fz%gb) + 2%(1’(}5) = fw:%qﬁ +i¢ + Zz%d) =
i

ou seja, [Z,p] = i; sendo assim esses operadores ndo comutam e para
esse par vale também a relagao de incerteza que ja deduzimos antes
(é bom lembrar, no contexto de espacos de dimensdo finita; mas a
generalizagdo pode ser feita sem problemas com o uso de algumas
ferramentas mais avancadas):

Axtp 2 3106, 165100 = 510,90 = 5
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pois assumimos que ¥ é um vetor normalizado. Essa é a conhecida
relacao de incerteza momento-posicao que foi originalmente encon-
trada por Heisenberg, e que significa que, em medigoes efetuadas
simultaneamente em um determinado estado, nao podemos ter a dis-
persao das medidas de posicao e a dispersao das medidas de momento
arbitrariamente pequenas.

12.3 O operador Hamiltoniano e a equacao
de Schrodinger

O operador hamiltoniano é uma versao operatorial da fun¢ao hamil-
toniana que foi mostrada no inicio. Usando a notacdo H podemos
escrevé-lo como sendo

. 1 a2 d?
2m dx? +V(z) dx? +V(z)
ou seja, temos um operador diferencial.
A equacao de Schrodinger, que descreve a evolugao temporal de

um estado, é dada por
- d
HY = —i—V¥
"t
onde a funcao ¥ depende de x e t. Desta forma, temos de fato uma

equagao diferencial parcial

1 82 0
= TV =ity
2m Ox? + Z@t

Para resolvermos equagdes como esta (note que o operador Hé
linear) um método bastante empregado é o da separagao de varidveis,
que é usado para se obter um candidato a solugao (e depois é preciso
usar algumas técnicas um pouco mais cuidadosas para verificar que o
candidato a solugdo é de fato uma solugao da equagao em questao).
A separacao de variaveis consiste em se procurar solugoes da equagao
na forma de produto de fungbes de apenas uma varidvel, ou seja,
U(z,t) = (x)T(t). Depois, usando-se a linearidade, pode-se combi-
nar estas solugoes para entao tentar produzir a solucao do problema
original.
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12.3. O OPERADOR HAMILTONIANO E A EQUACAO DE SCHRODINGERS5

Usando a hipétese de que ¥ = ¢T na equagdo de Schriodinger

temos
1 d?

 2mda?

Dividindo ambos os lados por ¥)T obtemos

OT + V(@)gT = —iw%T

e L YT + V()  —idT
¥ T
Note que o lado esquerdo depende apenas da variavel x e o lado direito
apenas da varidvel t. A tunica situacdo em que estas duas fungoes
de variaveis distintas podem ser iguais é se ambas sao constantes
e a constante, obviamente, é a mesma; esta costuma ser chamada
de constante de separacao e serd denotada por E. Desta maneira
obtemos duas equacgoes diferenciais ordinarias lineares:

1 d?
TamaE? TV =Y
%T:iET

A primeira equacdo é conhecida como equagdo de Schrodinger in-
dependente do tempo, e sua solugao pode ser mais ou menos dificil
dependendo do potencial V(x) que se utiliza. A segunda equacao tem
um solucao simples, a funcao

T(t) = e'F

Isso mostra que para potenciais independentes do tempo, a di-
ficuldade de se encontrar solugoes esta concentrada na obtencao de
1(x) pois a parte temporal tem uma solugad simples. No que segue
abordaremos alguns casos simples onde é possivel obter 1) de maneira
explicita.

A constante de separagdo E também merece algumas palavras.
De fato elas correspondem aos autovalores do operador H , pois sat-
isfazem

Hy = Ey

A fungdo de Hamilton na mecénica classica é uma constante de movi-
mento associada a energia mecanica do sistema; os autovalores de H
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na mecanica quantica correspondem a energia do sistema quantico
em questdo. Muitas vezes (como no exemplo que daremos a seguir)
esses autovalores formam um conjunto discreto e portanto a energia
nao pode assumir um continuo de valores, como habitualmente acon-
tece no caso classico, mas apenas um conjunto discreto, sendo entao
quantizada. Esse é um dos aspectos chave da teoria quantica.

12.4 A particula em uma caixa unidimen-
sional

12.4.1 Caso classico

Queremos obter o comportamento de uma particula livre que se movi-
menta dentro de uma caixa unidimensional; ou seja, sua posicao é
representada como sendo um ntmero real no intervalo [0, L], onde L
é o comprimento da caixa. Se a particula é livre entdo ela se move
sem a influéncia de uma forca exterior dentro da caixa e assim sua
velocidade é constante pois pela lei de Newton

ma=F=0

logo a aceleracao (que é a variagdo de velocidade) é nula. Porém
quando a particula colide com as paredes da caixa (situadas em 2 = 0
e x = L) entdo ela sofre a agdo de uma forca que tende a fazé-la
continuar dentro da caixa. Estamos assumindo que essa colisao é
perfeitamente elastica e que a parede é um objeto sélido com massa
infinitamente maior que a da particula: nesse caso o efeito da colisao é
o de simplesmente trocar o sentido do movimento, fazendo com que a
velocidade da particula troque de v para —v logo apods a colisao. Em
resumo, temos um movimento no qual a particula tem velocidade
com intensidade constante, mas com o sinal (isto é, o sentido do
movimento) que troca a cada colisdo, o que nao deve supreender o
leitor.

Podemos agora fazer uma pergunta mais divertida: se fixamos um
intervalo qualquer [a, b] dentro da caixa, qual é a fragdo de tempo, em
média, gasta pela nossa particula dentro desse intervalo? Formulando
a questao de maneira mais precisa: fixando um instante 7' > 0, qual
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a parcela de tempo entre 0 e T na qual a particula esteve em [a, ],
ou seja, qual o comprimento do conjunto

{t €10,T): z(t) € [a,b]}?

Como a velocidade ¢é constante (em intensidade) entao esse tempo
de fato é proporcional ao comprimento do intervalo e serd entao |b —
al/L (pois dessa forma a fracao de tempo de ficar em [0, L] serd
exatamente 1, como poderfamos esperar). Podemos interpretar essa
razao de forma probabilista: esse nimero é a probabilidade de se
observar esse sistema cldssico e encontrar a particula no intervalo
[a, b].

12.4.2 Caso quantico

Agora devemos fazer uma descrigdo quéntica do sistema e, dada a
sua relativa simplicidade, investigar se ha alguma relagao facilmente
visivel entre o cldssico e o quantico.

Comecamos por encontrar o espago de Hilbert adequado; como
estamos interessados em posicoes que assumem valores entre 0 e L
parece natural considerar o espaco L?[0,L]. Como a particula nao
pode sair da caixa, entao sua probabilidade de ser encontrada do
lado de fora (ou seja, em posigdes fora de [0,L]) é nula e entdo é
natural assumir que a funcao ¥ (z) deverd ser nula fora da caixa
e, por continuidade, precisa se anular em 0 e em L (aqui o leitor
mais familiarizado com os espacos L? podera se perguntar: mas esses
espagos nao sao de fungoes apenas mensuraveis? A resposta é sim,
mas é preciso levar em conta que estamos utilizando o dominio do
operador de Schrédinger, que exige também funcoes diferenciaveis, e
portanto, continuas); Como a particula é livre o potencial é nulo e
estamos usando a equacao de Schrodinger independente do tempo

d2
dx?

(z) = E(x)

com condicoes de fronteira 1(0) = ¢(L) = 0. Devemos entao resolver
esse problema de autovalores.

Nesse caso a solucao nao é dificil: as funcoes ¥; = cos(VEz) e
1hg = sin (\/Ex) claramente satisfazem a equagao acima; como esta é
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linear entao as combinagoes lineares de 11 e ¥, também sao solugoes,
o que nos da a forma geral de uma solugao como sendo

P(z) = A1 + A2tbo

com constantes A; e Ay que devem ser encontradas de forma que a
condigao de fronteira seja satisfeita (e também a condi¢éo de normal-
izagdo, uma vez que o significado dessa funcao é expresso em termo
de probabilidades):

0=1(0) =4

0=14(L) = AysinVEL

Desta forma notamos que os valores possiveis para vE, ou seja, os
autovalores, sao multiplos inteiros de 7: vamos rotuld-los por n =
1,2,...

E, =n*(r/L)?

Observagao 12.4.1. O leitor consegue imaginar uma boa razdo para
nao incluirmos n = 0 nas solugées acima? Afinal, se E = 0 a equagao
¢ claramente satisfeita... Bem, note que para E = 0 a autofungdo cor-
respondente € ¥(x) = 0, a fungdo nula. E esta funcdo, multiplicada
por uma constante, continua sendo nula. Desta maneira temos um
vetor nulo, que nao vai nos ajudar a gerar nenhuma solugdo interes-
sante e por isso nao o incluimos na lista de solugoes.

Estes sdo os autovalores do operador (e sdo infinitos, ao contrério
do que se passava ate aqui, quando considerdvamos apenas espagos
vetoriais de dimenséo finita); as autofun¢oes correspondentes (j& nor-
malizadas) sdo, respectivamente,

2
wn(x):\/zsin% n=12,...

Um estado em geral é, entao, dado por uma combinacao linear das

autofuncoes acima:
(oo}
¢ = § ann
n=1
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12.4.3 Um exemplo de limite classico

Vamos usar o exemplo da particula na caixa para tentar entender
como a mecanica quantica se relaciona com a mecanica classica. Mais
uma vez, ficaremos apenas com um exemplo bastante simples, que é
0 seguinte: queremos compreender como a probabilidade de se en-
contrar uma particula num certo intervalo [a, b] varia quando consid-
eramos as autofungoes da subsegao anterior para energias cada vez
maiores, ou seja, no limite quando o niimero n tende a infinito. Se
temos uma particula no estado 1, entao a probabilidade de encontra-
la no intervalo [a, b] é dada por

2
P, (z € [a,b]) = W ()1 (s)ds = 7/ sin? 775 g =
[a.b] L Jian L
2 nmws 1 Lsin2%%s
z 1/2 —1/2c0s22ds = [b—a|/2 — — =22 L b
21, /2= ypeosa™Elds = /2 — 5 T,

Quando tomamos o limite de n — oo o segundo termo tende a zero
(pois o seno é uma funcdo limitada) e portanto

P.(x € [a,b]) = |b—a|/L

ou seja, para os estados descritos por numeros n elevados (que corre-
spondem fisicamente a situacoes de energias bem elevadas) obtem-se
que a probabilidade de se encontrar uma particula no intervalo [a, b]
estd cada vez mais préoxima da probabilidade que ja haviamos calcu-
lado no caso classico.

12.5 Exercicios

1- Reflita um pouco sobre a influéncia do tamanho da caixa nos
niveis de energia da particula no caso da segao 12.4.

2- Para as autofuncoes da particula na caixa obtenha os valores
esperados da posi¢ao. Lembre que

L
(z) = (b, 7)) = / o(a)2da

Procedendo de forma similar, obtenha os valores esperados do
momento.
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3- O leitor deve tentar resolver o problema da particula em uma
caixa considerando agora que esta estd entre —L/2 e L/2. Como
sao os autovalores? E os autovetores?
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Estas notas tem apenas o modesto objetivo de ser um primeiro olhar
sobre esta area fascinante que é a mecanica quantica. Se o leitor se
sentiu atraido pelo tema entao podera aproveitar algumas das sug-
estoes de leitura que concentramos aqui.

Livros de divulgacao cientifica, a despeito de sua linguagem em geral
mais simplificada, podem conter idéias e discussoes conceituais muito
interessantes e que sao certamente uteis para alguem que de fato
pretende compreender melhor os fenémenos quanticos, para além de
sua pura e simples formulacao matematica. Nesse sentido, vale muito
a pena consultar ” The fabric of reality”, do fisico David Deutsch [2].
Outro belo livro é ” The fabric of the cosmos”, de Brian Greene [5]; ele
discute diversos aspectos da fisica moderna, incluindo ai a mecénica
quéantica, de maneira simplificada mas muito interessante.

Para ter uma visao mais completa e num nivel matematico em grande
parte compreensivel por quem seguiu este texto deve-se olhar ”Lec-
tures on quantum theory”, um belissimo livro-texto de Chris Isham

91
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[6]. Também bastante interessante e motivador é o livro ”Quantum
mechanics: a modern development”, de Leslie E. Ballentine [1].

A mecéanica quantica fornece um novo paradigma que pode mod-
ificar radicalmente o que chamamos de computagao; uma discussao
bonita e muito esclarecedora deste tema pode ser encontrada no livro
”Nogoes de informagdo quantica”’de Marcelo Terra Cunha [9].

Por ultimo, néo custa repetir: as conhecidas” Feynman lectures” [4]
sao brilhantes e sua leitura é obrigatéria e enriquecedora.
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